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A proposito

e
del processo poissoniana (*4)

On the Characterization, Discretization and Simulation
of the Poisson Process
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In un secente lavoso (1) & stato definito un processo stocastico (di arrivi
4 clienti ad wso sportella cul vieae sichiesto un secvisic) & tempi discret,
chismat processo bemonllan, o idicto ol simbalo B(E) prch casse-
sizpato dallipotesi che in ciascuno dei tratei parziali di smpieza Ve (=1, 2,..),
di una cquipattizione D, del semiasse positivo dei Gempi, possa arrivare mmo of
s sels cliente co 1a probabilieh 4fs (pari & quella di ottenece il successo in wma
qualsivoglia estrazione di un processo di estrazion] bemnoulliane da un uai-
verso 2 duc alternative: successo ed fnsuceesso) il numicro teale 4 sssumendo
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il significars di mamero medio di clicnti arrivabili nellunid i tempo, conven-
sonalmente assunta nguale sd 1/

In questa nota dimmstro che le conclusioni del lavoro cit. in (%) continuano
2 sussistere anche quands, dall'univers a due alternative, 3i eseguono le estra-
xoni 4 o (clod, col metodo essniive chie preserive il non reimbusolamento
dell’estratto). Le wariabili discrete §, (puscalliana) cd n, (bernoullisns) che
n (1) descrivono rispettivamente, il tempo d'attesa dellr-mo clicnte ed il numesa
complessivo di clicnti arrivabili in un fissato periodo di tempo, & causa delle
muove fpotesi sul modo di elfettuase le estrazlant, vedono ridursi Pinsieme dei
waloti accessibill, & alrerarsi le probabilith che asscgnano sl medesimi nel senso
che tali probabilith tisulrama ora molriplicate per un fattore dipendente da 1
e convergente ad 1 al divergere di n, Nella nuova espressione la £, & suta
denominata una pasalficns biccate (o cendigionsis) € la 7, (che sostiszialmente
si identifica con una ipergemeirica) uns Derwsnilians beccats. (o, condizionata).
Analogs alterszione subisce |a variabile G, che descrive il fempo. separatore
di due areivi successivi (peraltro, identificantesi con 14 2,, relativamente al
cago r o= 1), che & stata chizmats guametria Moscatu (o, eondiziencia) € che po-
trebbe rivelarsi di qualche intexesse nel processi discrett di vira ¢ di marte nei
quali notosiamente si ticurze alla geométrica tradizionale.

Come dianzi si & acceanato, ficendo divergere u si omengono anche sta-
wolta e analoghe leggi marginali tipiche del processo stocastic 1 tempo con-
tinua di Poissen. Tale processa, almeno per quanto atticae ke legei in discors
pub allora considerami anche come processs limite di un processo a teapi
discreti, qui denominato, ipergwantrico. Per quanto riguards le applicazioni
vengono indicati anche questa volta diagrammi di flusso o grandi blocehi per
Ia simulazione delle variabili marginali disceete che, appunto, caratterizzano il
processn u tempi discreti nel quale gl arrivi dei elienti non sono indipendenti;

1, - TPOTES! CARATTERTZZANTI L PROCESSO DI ARRIVE. Ossenvaziont

Eccole:

3) $i fisss una equipantizione D, del semiasse positiva del tempi in
toami pargiali disgivnti

T h(rere

di ugusle ampiczzs 1fn che viene assunta come unitd di tempa

3,) Si predispune un'urna 7, da considerarsi associata all’eq)
D, contencnte inizialmente N, soggei (da sitencrsi. equicomparibili in ci
seuns estrazione anchie nei var siadi di un processy esaustivo di estrazion)
in due classi disgiunte ed craustive detre:
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1) classe dei e formats da N.,B. o gk i, ove A&

un numero reale, positivo, eventalmente da approssi col numero rarionale

(AIN,Jk., ove ks & Pintero per il quale .uN :M-<(L+ 1), in modo
N,p, risulli in ogni caso un numeso

2 clus degl e Focouse . N.g, sopget e g (1 =)
il mumers tonle N, dei soggeti soddisfacendo la

N,
Lol d

detcrminaste a divergenm del prodatta
=t
F

indicante il numero dei yoggetd qualificnti come successi (.

X %) St citiene che nel generios teatta pacsiale 7,,, arriva s o ams

diente soltanto s exramds @ bescs da U, un campione di waglin # (qu.). si
verifica che alla ~ma estrazione (ciod, nell'ultima estrazione da eseguire pe:
completase il campione clie, appunto, & di taghia #) compare un successo, o
agli altri eventuali che possond essece compant nelle precedenti (4 — 1) estra-
oni.

Ossmmvazionas 11 Nell'ma estrazione (sppunto, Iultima. occoreente. per
etare il campione) agn soggetto rimasto sell'orna U, ha una probabilitd
(N, 3 +1) A essere esrato « quindi di cammice el camplone. Tuituvis
se non si conosce quanti sono stat § successi (¢ quindi, gl insuccessi) compasi
nelle precedenti (i— 1) estrazioni, non si pub caleolare la probabilith del suc-
ceotso alla f-ma cotrazionc nel processo di estrasioni a o,
per e, ¢d anche perehé wtile nel scguite, se nelle prece-
denti (i— 1) estraziont 51 sono. avuti complessivamente (r— 1) successi, ©

(1) Se. N, Fose s v o oo wao. (¢ nan di owdive > 3, come Indica. b relaaiowe i
it &, <onvergerskbe. Tnfar, 1a peina delle divsguagliarac

Bk A

implicante la relaziore

e con I sguense sl

S Rl

Bl
exprisesse che I, & oo i ondin 005, porgecebbe & cpporien
fnvece: che &, divergs por commentie b A i & o e Pt
semponis divige ol futurcs
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quindi (7— 1) (— 1) == i—r Insuceess], la composisione dellarm
1a (i~ T}ma estrazionc, & ule da contencre, complesivaments, 1V,
soggett, dei quall

Nop,—(r—1), appactencnti alla classe dei wereass
Nyga— (i), apparcencnti alla classe degli fnceead,
Ne sgue che, attesa Fequicomparibilich dei soggett present nelltirna in ocea:
sione di ogni singols estrazione, a probahilith del successo alla fma empa.
zione &

0}

Osssnvazmo: 2: Come si & git segnalo, la probabilith di suceesso, in
occasione di ngni singola detecominata estrazione di un processo csaustiveg di
ssccazicnl, & s frohabiits comdijonets: dipendente ciot dai ssultar delle pre-
cedentl estrasioni. Tutiavia, prescindenda dai risultari delle precedenti. ¢stra-

iani, si pub exleoluse anche unn probabilis « prioei (o, probabilisk iadipendeate)
che pud avere Ia compars del successo in una generics qualsivoglia cxtrasione
del processa sausuivy di extraioni. 1l criteto di probabilizzazione per v tale
cventn pud cssere quello del rapporto di Laplace. Si pub ossecvare infar che
aella formazioac di un campione di taglia generica =, 5i possono otenere, come
Plessivamente, Dy, campioni srdinei da consideeasi I tomliek dei s ugual-
mcntc possibil agly efcei dells conta det eas che alla wma esteazione (del
s

(Ny—r - 1] i
Sl

evidendi che p. = iln & I probabili i« privr (o, probabiliv ssipendeni) di
outenese il successo in una qualsivoglia estrazione di un proceseo esustivo
i ewrazion] da U, Cid premesso poniamo fin d'ors I segucnte

Derisaons: Un processo di areivi aleatori caritterizzam dalle ipotesi
3 ), ) & detto pracsss & fepl diserei ipergeosmiris, ¢ rappresentato col
3 b

(4fx).
La motivarione dells seelts del nome ¢ del simbolo sppariri pill chiasa
nel seguito.

T ———
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2 - SrUBl DELLA' VAMARILE DISCRETA, G DESCRIVE 1L TEMPO DATTESS
DILLPA0 CLIENTE NEL ROCESS 3, ()

A norma delllipotesi ) in ogni singolo trano parsiale T, non pui ardi-
vate pib di un clicate. Quindi se denariamo con £, 1a variabile che indica il
trato aleatorio nel corso del quale si totalizza un mumers r, (1<r<NLp) ()
di axsivi, sisulia evidente, che

Pl =T =Pl =T, )= =Pl =T, ) =0
Per quanto attiene |1 eslenlo delle probabilics
PE=T); enimnril..
3i pud osservare che Vevento (£, = 7.}, con i r richiede il simultanco veri-
earsi dei seguenti altri due eventiz

1) totalizzazione di (e — 1) aerivi oei primi (i — 1) tratti Eur:u]: (prece-
denti T,.), seaza pectésa chela totalizzazione si verifichi in T, e eventis
& possibile con b probabilics

@

pari a quella di ottenese (r— 1) successi in un eampione di taghia (f— 1) estratto
 bists dallutma U, (associata a equipartizione 12,) ¢ nella quale, come i &
detin, © Wuquﬁun come smeiesst soro presents inizialmente nella misura

Nopy, mentce quelll qualificuti come fuarvess sono N,g,, con p, = e
,,...(1—4/-; e Hm N Jotw0;

2) comparsa. di un suceesso alla i-ma estrazions, sapendo <he aclle pre-
codeati (i—1) esteasioni i sano ik vesificari (»ﬁ\) successi. La probabi-
lith di questo evento & norma della

@
che appunta & I probabilitk condixiosats dallevento precedente celativo aghi
{ —1} successi nei pri 1) tratti parsiali.
) L Umieuso upesios per & it che stz sppsssce. Laf, et pee riers umche
rnde), ares b divergens il presotts Ny, (sonseguen o s che NV, diverge o

ccmmages
‘ondine, slmeres ugusie & dut & 2, = 4, 3 pub sewpis comderare wna opsputizoos D, coa 8
wficicescnence grande In ks che dubd £ < Ny
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Pe il reorema delle probabilisi composte, 13 probabilih con . quale ncl
corso del a0 pacziale T, potrd. tofalizzarsi if numero ¢ di asrivi & allors

PR e | 1 P 7))

gl
N, N—f =T
=1 i—1
Attesa la doppia corrispondenzs
o pud dire che §, & una varisbile casuale che pub ssumere | valori 7
® Lo b Nty

tlspettivamente, con le probabilich

Bl

U . : 'M(N‘.?l)

ove, ricondiamolo, & 1 <reN,p,.
E utile osservare che

& Emppail asa . s i | s i oo, & i

4 vty e vadoe prasiblp €. Tofunl, e el picve . g eumasion dovasbe comparité wiepre
Finsuceat,sppinin purché ! ses di prosceso exasalvs, vefena, Uy lasrebbars e gl Vo
st il Mo s e iele tuccmsive amien st tiscsbbre, scuant soceen 8 gaive




= 3=
e

L= i1
an n% =17 ]

Allora, sostituendo quest'ultima espressione pella precedente, ¢ poi moltipli-
ando € dividendo per (N.p.—r)! ¢ successivamente per

(Na = D N == 1 (N = Nopo o+ 1)

si arriva subitn al risulnato.
Quindi si pud anche dire che §, & usa variabile casuale che sssume § valord

rrd i
an rokl 4

rispetiivamentc con le probabilith

b
1. segunte altra sua rappresentasione.

9 Bosta i applicase 4 poes foemuls.

G- )

i ()

v e

2 o it deductile dala
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Dalle uguaglianze (%) ¢ (10) e dalla

N N = 2) o (V=i 4 T

= (V== 2} (N, —f) o (N — (= = 1))
(N = (- )V, ot 1)) e rAB) o N = =1)) ,

i deduce che la probabilith con I quale Ia variabile casule ¢, pub sssumeze
il geneico valare

a3 L esic

<o la convenrione che ogai prodotto del tipo [] sia uguale ad 1 per p<0.
Q2
Ta (14) & uffcionte ad evidensiare che; nellc nuove ipatesi 3, 3, &),
Ia £, differisce dalla £, trovats ncl lav. cit. in (%) per il fatto che Vinciem dof
valori ehe ke sono accessibili & dleate & (N, g, -+ firs e che la probabilisi che
e due variabili asscgnane ad un medesimo valore sccessibile &, quests valta,
moltiplicando per il fartoze

s 15,1,y A o ReH
Per questi fatti imputabili al metodo di estrazionc & fbae {anziché bernoul-
liane) dall'uran U, si powrebbe anche dire che ls variabile casuale §,, indi-
cante il tratto parziale 7, <N, + ), vl corso del quale si totaliz.
240 ¢ ascivl (o, come saol ditsi, anche nell msovs mcirica temporale, il tcmpo.
dutesa dellvmo areivo) & uaa sl di P (bieseanente, pescifons) b
¢ata, Potrebbe anche dirsi: seadigionats, perehé di fatto lo & dalla informazione
che gli eventi

(0] L LR

= T,

s0n0 diventati (aelle ipotesi armull, carstteriszate dal metedo di esirizione &
bincee) o, el ¢ uinel nccesssamente prodabilizzabill con probabi-
itk mlla,
B il caen di segnalare che per i=r 1a (14) porge

an

che & appunto la P(E, —

o) o meglio, s Pl =T, ).
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Osserviamo inoltre che sussistono le relagion!

ficf
s =G

e le seguenti alice
L—(i—r— WM. _No—ilg,
) —,—%—)__,Hilm_i\w_j}d.
CHlisN gt rsj=0 Lo i—r=1)
e, & bene oiservare, che il pid piccolo valose consentito ad 7 non & pi 7,
benst ¢+ 1, di gulsa che (i—r—1)>0.
Di qui segunns le dissguaglianze

e (R <O

(rei<Nugat 1)
@ (1,2“’ ij{fjﬁ-)“c‘ﬁ’ Nl Gri<ieNug 0,

 quindi 1o seguensi
1—(r—1) A 1
@ [l = T-I)N.(:"m""“(—(t_wl— Ly
(S

Queste ultinie permettona di stabilire wa confine inferiore ¢ soperiore per I
peobabilitd (¢, = T o8 -+ 1) i< Nyg, 4 r, come appare dalle disugus-

e
e (e )<
<[t
Per i=r ln (17) ¢ le {18) posgono
SRR <po= =

le quali sono significative solo pec £+ 1, perché per =0 non dicona altro.
che p<pi<pl.
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3, - STUDIO DEULA VARIARILE cARALE
GHE DEICRIVE IL NUMERO COMILESIIVO Df TUTTT t CLINTI ARRIVABILY
HEL COKSO DL UN FISSATO INTEAYALLO DI TEMPO.

Sia 10, x] il fissato intervallo di tempo in discorso, < sia

"(35":1:'.< o

@5 Timea= |fe R,

1l paricolare trattn parsisle (dell'equipartisions D, che contiene I'x fissato,
© per il quale, icordiamolo fin d'ors, sussistono le disugusglisnze:

© quindi e relazioni

(a6 lim "“-T")-"wo; Jimw i, 3 =

1a convesgenza di i(s, x)jn verso x porendo anche essere pscillinte (oome &
s1atotilevato nelln not () del lor. cir. In ()

Indichiamo con 1, Ix variabile cusuale che indica i1 aumern slestorio totale
dei clienti chic, complessivamente, nele ipotesi 3,), 1), 1), possano arrivare
el corso del periodo di tempo, J0, ¥]; ans, attesa Ia metrica dei tempi, nel
periodo 10, /m ). Appunio pee le ipatesi ), ), ) il numero sleatorio n,
cquivale al namero complessivo di succesi in ua campione & taglia (s, )
estranin e by (ciot, eol metodo esaustivo) dall'srna U 11 pid piceslo valors
accessibile ad y, allora non & necessariamente o zero, B il

@y max (il )~ Nog) .

Tnfattl, 1€ §(n, x} supeca il sumero complessiva

e i casoche in N, g, delle (s, ») exteazioni da U7, fortoare
il ampione) compurisero i gli N, g, insnceessi, di guisa che nelle rima.
oeatl i(s, x)— N, g, cstranioni comparirebbern allors necessariarmente sob sun.
cessi, Percid il minimo valore accessibile ad 1y, & quello indicato in (27). Anche
il valore massimo sccessibile ad ), pon & necessiciamente d(n, %), E infatti,
secesarlamente, un rumero infcrinte ad i(n,>) qualots dovese esere g, x)
maggiore del pumero complessive N, p, dei suceessi. Percid la variabile ca.
suale 0, assume § valori interi

(%) 2 (0, 10 5} —~Nog ) v Ay i (o, 30, Nop) s

l generico del quali, appunto perché si estrac <ol metodo esaustive, & attene
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@ Plgy= )= (m(z,i‘ ) L i,

dibile con la probabilisd

Tale ssione, col medesimo ragionamento eon eui la (5) & st trasfor-
mata nella (4), pud essere presentata anche nel seguente altro modo

i AR g o RN
0 Pn=n=()re Tty T
ove, come al olito, i & mmo. per semplicird, solo / al posto del valose i{r, %)
che individua il tutto paszisle T, contenente il fissato .

Ebbene le (28) ¢ (29) *lmhfmn variahile casuale 1, come una sariebile
Jpergramairicas precisamente, coi pati simboli, risalta

o= B {Hm 50, Ny Nogl) 3

invece le (28) e (30) presentano 1a 7. come una varlante delf'analoga bemoul-
Tinna, definita dalle (6) ¢ (1) del loe, cit. in r;» Vi diffecisce per i} faitn che
Tinsieme dei valori che le sonu accessibili & blivaats: inferiormente dall'intero.
max (0, i{s, %) — N,g,) € supedorniente dallfintero min (i, x), Mo pudi d
inoltre per il fatio che le due variabilisssegnano ad un medesime valare acces-
#ibile una probabilitd che, nel caso armuale, & quella bernoulliana molti-
plicas per il fanre
A Nig,
5 i

an ik =

con la conveniane che sia sempre uguale ad tnio 6gei prodotto tipo 1'] con

v,

Per tali variant, imputabili sempre al metodo di estrazione & oo (anziché
1 bernoulliano) dall'urna L., si potrebbe dire che Ia ipergenmetrica 5, & una.
A Kkl (s o) Blosant; ' sasgto saliciesms ATV Aaf e s <o i
che Uinsieme dei valori accessibili ha un confine infeciore ¢ superiase che pos-
sono differie, rispertivamente dallo xero ¢d i{r, %) della bernonllians. A pro-
positn di qicst confini, il caso di ovservare che, col divergere di r, a diffe-

renzz

fee i3y Nogy = N, (

diverge & — oo, perché i(s, x)/r converge & narma della (26) ¢ N, [u diverge
a causa dell'urdine di infinito assunt per N,
Quindi per u abbasiznza grande (.-d & questo il caso clie interessa in pratica)




T

1 confine inferiore della nosira ipergenmerrica si pub ritenere lo zero come
per la bernoulliana del loc. <it. in (1). Non si pud ditc altrenanto pecd pes il
i 2 70, x): N, som0 entrambi infiiti, col

din
divergere di , del primo ordiee.
Come nel loc. cit, (1), 8i pud rappeesentace i processa di aseivi & tempi
disceeri fpergeomtrica cun una figura come Ia_seguente, ove sul phno ofto-
d dei tempi, nel pusto di aseisea i (n,x)/w, & ripoccato lo speztro delly
cometriea

variabile iperg

Hia == Lo, ), NPy N

£ appen il caso di ricordare che il valor medio ¢ Ia varianss di quests varis-
bile sono notocismente espresse dalle uguaglianze

FREC ) PR L ;
di guisa che, anche questa volta, il numero 4y appare come aumers medio di b
clienti arrivabili nell'unith di tempo che i & assunts. Con queste & {
giusrificata la definizione posta in chiusuca del n, 2. !




——

Rileviamo infine che ennsiderazioni analoghe a quelle svolte in chiusura
del precedente n. 3, partano alle dissguaglianze

a1 06— N, (1 — (i, ) BN g s
on (AR
i, X))

. P
-("'j")].'-‘q-“"“ﬂ(ﬁh- "“"‘(i('mrzd-i)a Ein ) (9
e pec K=o, %)

) P i 1)
T e e,
e, & bene ricordizho, per ogni fsato w; i(6, ) & un intero ben detcminato,
4, - STUDIO DELLA VAMAMLE CASUALE CHE: DESCRIVE 1L TIMFO {ALEATORIO)
ot o o A hocerieeny

Proveremo ches

condizionc necessaria & rufficiente afincisé wn processo (di asrivi) & tempi
discreti sia un processs ipergeometricn £,(4/n), & che il tempo (aleatorio) sepa-
ratore di due arrivi successivi sia una varisbile casuale T, che assume { valori

salva ancors fa convensione che sia ugnale ad 1 ogai prodorta del tpo ]
eon v< b i

Asche stavolta 3i potrcbie dize che 1a variabile cxsmale T, definita dalle
(35) € (36), & una variabile casuale guamstrice biicsts (o, coadicibsata) dalle-

1 A o dele (2} dorrshbe anche e Hm, )< Vg & N e o ¢ uoa st
e nlaione, e per qutag i & dev & peoposvsdels (2, limiaiere pob e v
it ammendo » sbhoranss prre,
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formazione, x priori, che gli eventi

@1 z_:l-. ..,v_=‘l"-t-""
soo impossibil, ¢ quindi nevessariamente proliabilizzabill con probabili nalls.
Passiamo alla dimostraione.

Ossetviamo intantos che ponendn Parigine dei
del tratto parzisle: el quale & arrivato wno qunliori
separtiors. & de aerivi sarcestivl o ik
cliente. Allata lu nesessint della condialone & implicata dal it che el pro
<o £, (i), canttesizmw con e ipotesi 1), 1), 1), it tempo dstress del
peimo cliente non & al che ln variabllc casule ., scadiaa rel uenero pre-
cedeace, celativa ul cxio + = 1, Quindi pancado r — 1 nelle (6) ¢ (7) 0 meglin
nelle (14), i otteaguno le (35) < (36). Viecversa, sempce ponendn Uorigine ded
tempi nelfersma desien del erato pazsile el gusle & ardvato ue gusdint
del clenii In variabile ,, descin in (35) ¢ (36) some tempo separare o1
duc arrivi successivi in un processo di artivi, informa che {1 prime clicate
pocrh arrivice nel generico 1t 7,.., (1</ Nygu-+ 1), con In probabilics

pati a quells eon cul, in un campione di taglia 7 esteatto da un'trns <ome
U, associata a D), 3i pud verificare un solo successo, ¢ per di pili che tale
unien successa compaia solo nellultizn (1a i-ma) extrazione, come prescrivons,
le ipotesi 1), 3), 3,): di guisa che il processo & allors ipergeomteioo.

£ sppena il caso di silevare che Ia probabilish dellevento (5,
mette le limitarioni evidenziate dalle disaguaglianse

)

a cui informazione, almeno pet /21, pud essere utle nelle appileasioat,

5. - CONVEROENZA DEL PROCESSD Uf ARMIVE A TEMII DESCAET! ITERGIOMETRICH
L) A rmocsso mlsstNAND A TIMR CowTINGa 9(1)

Seguendo 13 procedura indicata nel k. cit. in (') i tratta di provare nel
nostro casa che, col divergere di n, anche

) 13 puscalliana aoadigiomats §, definits. dalle (13)  (14), comverge vesso
Ia variabile casuale ¢ assolurmente contious di Erlang cbe, in un processo di




i

Becivi & tempo continuo poissoniano ${) con 4 numero medio di arrivi nella
unith di tempo, descrive Uistante aleatorio nel quale si toralizano 7 asrivi,
Per r = 1 si ontered che la geomctsia wadigimate G, cunvergerd allu varisbile G
distribuita con legge esponenziale tipica del tempo sepasatore di due arivi
successivi in un processo a fempo continuo poissoniano;

) la vasiabile casuale ipergeametrica 7, (chiamara bernoullivns ndigio-
sats) che nsume il generico valore nstarale 4 con la probabilirk fndicsrs in
(29) ed il cui spertro appare in fig. 1 nel piano orwgonale all'ssse / nel punto
i assissa i(w, x)ln, converge vers la poissoniana di valor medio 2.

L s 2} verad provata utilizsando la genecalizsasions indicata nel . 4
el los, cir.in (%) del criterio di compatibilivi di Volpato-Beessan (7). Per questo,
anche nel nostro ca30, prolunghiamo s wio I'asse reale Vequipastizione D,
i passo s, © cosruiama un istogramma sttistico 2 colonne, diciamoto ).
<come quello che appare nella figura 2 ove ogni simgolo o 7, & sor

montato da ua settangolo che o ammetie come base e la cui area, even-
walmente nulla, uguaglia la probabilith che Ja nostra. pascallisna onsigiomels
.. asscgna allewremo destro d del tramo pacsiale T,,, implicita_eusenda

Pt

Vipotesi che il semiasse zeale positivo va considerato non nto come Insieme
ordinato di pantl ma, come insierae ordinato del eratti parziali disgicn della
equipartiziune D, che discretizes il wempo,

1) Gl M, Voursy - A, Brasua, Salls st coatimd i ans voriail alaeeis 1o sl dmith |
Honoe i ma smesions i it ssdan 4 e, M. Ses. Mat, Univesnich i Pdarra, Val, 60 (1978},
o 237285,
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£ appens il caso di segralice che nel sostro caso banao akessa (e quinidi,
malls anche tutsi | rettangoli che sormontano | tratti parsiali successivi
alratio Ty,

Associata alla vacisbile discreta £.. anche noi consideriamo 1a vaciahile
assolutamente continua §, (definita questa volra sull’insieme reale positive con-
siderats come insieme ordinato di punti) la cui densitd, costante 2. trurti, & la
funzione f,(x) che exprime analiticamente il profilo superiote dellistogramms,
Tale densici & allora definita, pec ogni fssars x, dall'sguaglianza

) fia s Te,

o,
£ "(i::)”-"-“m‘-"’)' por o 2t

Nogytr

0, per =1 <HLtes,

ove per semplicith si & continusto & scrivere fal posto di quel pasticolare valore
#mx), dellindice J, che individoa. il trattn pargiak T, contenentc il fi-

Utilizzando In somma delle probabilied indicate in (12), & imoediato veri.
ficare che

) Jria T e =iy,

Facendo divergere x 1i pud ora oéservare ches

1) ’}—'mmge a zem;

2 ’Lz. N1 -2 ‘_’ﬂ?_"‘.!‘dimy a4 oo porchd, per ipotesi, NV,
€ un infinito di ordine due, almens;
im0 ot = A 8% o ] e sppu &
Ia legge G Erlang), percht come qui di seguits proverema
lim [[nin)=1,
1) o
T )t
X v 7P T

come & stato provato acl a. 5 del loc. <it. In ().




Ak
A normm della (15) e (1) busta allors provare che
g,
2 BN e =)
ove perd I'indice / non & pilt mdrnmn!mw. bensi & quel particolare valore
#(m, ) per il quile Ty, contienc '~ fssaw, e per il quale quindi valgono
le (18). Con questi richiami la prova della (40) & immediars. La fornisce la (22)
i cuil estremi pee Pordine di infinito sssunto per. N, (che, evidentemente, im-
plica Ia relazione: fim N jn=-+-cc) e per le (18) convergono ensrambi ad 1.
Quindi =i
o, per x<0,
i ‘) & =
L LN b s e, pee a0,
per la quale come & staio provaw aella (20) del lor. cit. in (1) sussiste Fugua-
glianza

(44) [ =,

uiini g e, i el i ot i it G -
ith di Volpato-Bressan, ¢ concludese ¢h
esiste una ed una sols variabile casuile § sssolutamente continus, svente
per domsith s f(x) di Eelang, indicata in (43) € quinds, per funsione di sipar-

tiziene 1s

FMA(,_I),J""WI—IJM.

Ia quale & wmpatibile con |a successione {H.) di istogeamm, cid signifcando
«che sussiste ha relazione

s i (LG 0, per quas ogni wew.

Come volevamo Ja varisbile discreta con

variabile assolutamente continua £, che con |

converge allors in Jggs vesso L vasiabile § di Erlang che, nel procesto  tempo
Sl ok 3 Bt s o el g vl ¢

Mbgomhbpunaﬂnr-lpnl-wd-hkmmt che desesive

il tempo separatore di due arrivi successi ipergeome-
3,(3ja). Bssa converge verso la variabile usnl\.mmm!: continua B distei-




buita con 1a legge esponensiale

o, per 2,
ieap[—ix],  per x50,
caratteristica pee | tesupi separstori di due arrivi successivi in un proceiso sio-

o s=|

casticn poissoniano 5(3).

Rinusie allora ds giustificare I tesi ). Ma ci & immediato perché, nella
ultiema parte del n. 5 del loc. cit.in (') & gik stato provatn che 14 bemoulliana
assumente | valor

“n ke Dckeima),

rispetiivamente con probabilith (usando i simboll attuali)

) (e cteimsn

convetge alln variabile poissonians

) -a:{nPc::~1:=‘i:[’—'npl—m;cuo.-,m)}

meatze, con Videntico maglonsmentn diani utilizato si giusifics anche quésta
volta la relazione

lim 0,4y =1.

Ne segue che 'ipezgeametricn (o, bernoulliana condirianars)

GO = [Pl = 8 () 20,5, £ e 05— Vg
\»E;:Iun(l'fl,x),j\'.’.]}

coaverge alls poissaniana indicata in (39), perché come & gid st omservato

in, mac (0, il ) = Nygn) = 0,

lim min (5, %), N,4) = o o0
Come nel caso studiato in (1), rileviamo che anche qui sussistona le relaziont
Uy =g=ix:  lim o} mote i,

che evideniano per 1 il significsto di numera media di artivi nell'unith di
tempo.
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6. = Ust ALGONITSIO TER A SIMULAZIONE DELLE VARIABILI MAKGINALL DISCRETE
TIPICHE BEL PROCESSO A TEMFI DISCRETI IFERGEOMETRICO
CON LE QUALL §1 [OSSONG AFPROSSTMARI LI ANALOGHE LEGGT
X¥L PROCESSG A TEMPO CONTINUO DI Potssos:

Atteso il presamibile interesse spplicativo che possono avere i risultat) qui
indicati (saprareurto per il fateo che le auove ipotesi 1), 3, 3), non richic-
dono Vindipendenza degli arivi) & oppostuno indicare anche questa volis un
disgramma di Ausso, sia pur 2 grandi blocehi, che permetma ad un normale
programmatore di arganizzce un algotitmo, per la simulazione, col metodo
Montecatlo, delle variabili casuali margipali tipiche del processa a tempi di-
sereti ipergeometrico, Lialgoritmo eol quale simulare Ia prscalliona coedizionnta
appare di diagramma che segue ove fra § dati compare Purma U, da riguardarsi
come us (possibil, qualsivoglia) uma b q'ul]nmnlm injzialmente un insicme.
da N, numeri equidisteibuitl sullintervallo (0, 1), Ne segue che N, 2,
(pu= L), 0 al} e sppastengono al sotmimervallo (0, ) di (0, 1) for-
‘mando cosl quel sotoinsieme che abbiamo chismatn dase dei sacess ¢ la parte
 apparticnc al sousimervallo (in, 1) di (0,1) fonmanda allor
i Pec qu_vﬂmh v

va
nonché di quell che vi ci esznmm
senza seimbussolamento. [ pire il caso di cascrvare che il pamero patsale ¢
Eun daio compatibile d <N par
implicsnte ovviamente la seguente altra Nyg, + r<N,.

appena il caso di oservare che al numero / delle esirazion (determinante
Vestremo destro fia del trattn pasziske T, nel corso del quale i torslizzano
r areivi) il flow impone swie impliciiaments 1a limitazione superiore Nog -+ r-

Infatt, se sielle prine g, estrazion la peims frase interrogativa del flow
riceve zlsposta negativa, e il modo con cul & st eomposia Puma Uy, 2
partise dalla successiva (N4, -+ 1}-ma estrazione quells medesina frase rice-
verk risposta positive, ¢ continuerk con tale tip di risposta fno a 1ot
rispaste positive, eansentine peraliro dalls disugusglisna di comparil
sl rep.

Ne segue che il numero i delle estrarioni cerramente non supererk allor
1l confing superioss N g, +7:

Passiamo ora allslgoritmo. per la simulazione della vasiabile Ipergcome-
teica y,, da ol chiamats anche bemoulliana blocéata (o, condisianats), Avche
quists volta fea § dati figus ['irmna U, composta nelli identica maniera di qoella
che compare nel flow precedente.










