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Ricoprimentl ¢ misure approssimanti (**)
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1l teorema di passaggio al limite per successioni crescenti di insiemi nel-
Vambiro delfc missire approstimants |4 misura di Hausdorf & stato smpiamente
studisto da vari punti di vists.

Per le misure approssimanti otenute con ricoprimenti chivsi di diametro
non superiore & 4, che indicheremo, seguéndo [R], con #}, Davies [D.1] dimo-
strava ehe rello spaia cucliden © con A(f) = #, +> 0, il teorema & valido,
mentre. pec quelle ottenute con ricogrimenti apert di diametro non supe-
ricre & 3, che, sempre seguendo [R], indichetemo con 44, dava un coptro-
esempio in B2 con 4(1)=

T successivi favori 05.5.] ¢ [D2]) il risultato di Davies venia esteso 3
fanzioni & ed a spasi metrici pit generali.

Dimastreremo in questo scritto che negli spazi metrici euclidei il teorem
vale anche per le 44 con #(7) = 4, se ln successione crescente d'insiemi tende
ad un insieme aperto (Caroll. 10 A). Dimostreremo inolise, che nelle ipotesi
precedenti, g3(5), considerata come funzione di ), & conrinva a destra s¢ £
& aperto (Coroll. 10 B), ed, in Ipotesi pit general, & conrinm & sinistra se £
& chivso (Prop. 15).
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Pex conseguire | risultati descritti sismo ricorsi o una classe di ricopri-
A L1 e R B i L i S it (e )
godono di ntcressanti proprict, ta le quali segoaleremo, come particolar.
meme significstive, Ia 5.3, la Prop. 8 ¢ la Prop. 5.

- NOTAZIONI B DEFISTZIONT

Con (X, p), o semplicemente X, indicheremo uno spazio metrico. Se Fc X,
~eX, r>0, con B, B, 9E, d(E), d(x, ), Blx, r), intenderemo. rispertiva-
meate Vinterno, b chisura, la frontiers, il diametro di 7, la distanza i x
da £ < Vintoeoo circolare 8] centio x € mggio r.

Con Fa, o semplicemente ¥, 5 non <& possibilith di equivoro, intende-
emo un ricoprimento di /2 che per noi sark sempre al pid numcrabile. Con
NN N NG, NG indicheremo insiemi di indici che saranno sempre o
Pinsicae dei paturali N od un suo segmento iniziale (1,2, .., o). Quindi si
potsi. scrivere, ad mﬁrpm, & = {F, ieN%). Un mllunmplimm[n &i F

cul insiemi ricoprone ancora
& dinmetralmente massimale (in baeve ) sc
A5 E con diA) = d(B) implicn A'm B

Siano £, Fc X; ditemo che F & (dismetralmente) tracciante su /5 se
A(F B =d(F).

Dato ua ricoprimento & = (F,, ie N*| di £, diremo che;

&) F & aperto se £, & sperta, per ogni 1= N¥,
B F & chinso se F, & chiuso, per ogni 6 V%

£) F & dm s F & dm, pec ogal fe N,

4) ¥ & eracciante sc F, & wacciante s E, per ogai fe N*,
&) F,, peN*, & essenziale in F se F,¢'_l:l( ‘P..

£) F ¢ irziducibile (cfr. [De], VILLL) se F, & essensiale in ¥, per
ogni ie N%,

&) sia $2 0, F & un dricoprimento 3¢ d{F)<4, per ogni ie N*.
Duto un d-ricoprimento F = [F,, ic N*} diciamo cher
#) F,, peN* & ampliabile in %, se:
L AN ()1S). JUE)<s, dUE)<Zd(F);
YNt (AE). d{UFR) <o, i(UR)<3dE)

) 7 & ottimale se & dom, traccianse, irriducibile; se, per ogni i= N,
£, uon & amplisbile in 5 € se Ya(F)< +@.
=
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Indichesero con 8(E) Ta classe dei Mcicopeimenti chiusl di B, ¢ con
£,(5) la classe dei -sicoprment] otrimall di E.

5.3-{;,,: e ammpnmoony(f,n<+u. ppomren
sempre che gl insicmi di # siano ordipati per diametri deceescent, cind: s
ijeNe e .«J o A(F)=d(EF); si ha snuh.rﬂ che ¢ N*w N -nnu-
#(F) -0,

Con R™ (w>2) sormito o semplicemente con K~ intenderemo R~ con la
metrics indotta da una norma; in particolare, con R™ eucliden intenderemo R®
con la narma. euclidea; I distna di doe punti x, 7o K, in tal cuso, veest
indicata [ — | Con an,, intendererne I superficic sfcrica unitaria in R, ciod:

el ok euclideo gl inviemi d-m coin-

Conr(Eye mfﬂ)lmdmlhpnmm AE) € (E), con Kp) = 1.

Per Ie definizioni, ls simbologia qui non riportata, per le propticth delle

s, i Hasado e dgl Mo caevesth d aoplesia posmarve, accamo
cifecimento o [R], [BF.]. [L]. [E]

2. - vy B dRICOTAIMENT! OFTIMALL
Sia X uno spazio metrico od £¢ X, usando Ia simbologia sopr introdot.
& pud scrivere:
nB) =int {SHED, (Fuia Nt e85
m..}.mma‘uq,(aemn,um B} = + co.
Dimostreremo in questo paragrafo che, posi
i) =t {ZAE), rav‘)enm] .

can Ia convemzione che s¢ ©,(E) & vuots, s scrva: 4(E) =+ oo, sihasn(E) =
= ,(E); ciod le misure approssimant 1 possono definire wando solo teopri-
ment] ottimali,

Prorosimone 13 Sia Ec X, se 5 = (F, ie Ny & un dricoprimento
di E, allora esiste un d-ricoprimento di £, F* = (£}, i€ N*}, dm, traceianre,
con F, non ampliabile in F, per ogai i< V%, ¢ tale che

B <THF).

Diostazos.
rarte 1 - Per ogni ie Ny, tin Bl F,1 B, risle evidente che %y =
—(F‘ Je N & un Serlcoprimento di £ tale ches
11 FPCE, per ogai i Ny,
12 TS EAED.
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Costralamo per induzione paciendo da F, uma successione di’ d-ricopel-
ment di B, Fy= (L ie M), k=0, 1,..., tali che ¥, verifichi le segueati
propricti
| LAA ce ick F} & dm, tracciante ¢ non ampliabile in 5,,
s iz k FICE,

senck Fr=F2 pesich,
%«ﬂ'}c;w’n

verifica le proprieth 1.A.

Parte 11 - Supponiamo di aver costruito § d-ricoprimenti ¥, con i< é—1,
con e prop

mo %,
£=1] 40, (S N[, fossc vuoto 5, usebbe
copr
nnsideriamo i famiglia 3 dei sottwinsiemi J di Nj_, tali che:
LB UR-sa,
182 dUF—)<,

(ur) !
LB3 u(ur:' S

7 T

2 non & vusta poiché fbf e 3, & pandalmente ordinata per inclusione ¢

se (£}, & una careon in 3, non & difficile vedere che [J /e 3, il che implica
che opai cutena ha uns limitseione. supeiore; pet il lerma di Zoto, quindi

esiste un /|, massimale (:L‘an allinclusione) per 3% Dato che J,u (£} veri-
fica le proprieri 1.8 +

13 kej,
altsituenti f, non sarcbbo male.
Posto = 4(9;» '), per 1. mz, di<d.
Sia F¥ un insieme d-m di dismetro 4, tale ches J
14 ﬂnyf =1,

iché pez 76 f, & ik, per la 1.A2 si ha F}~'c E per ogai ie;: allors v
FIn EaUR 0 E= P, da cui segues
b &

LS d(F = 4(5{&*-);.’(&.1 E)=4,<¥;

s (e e s :
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¢ teneado conto di LB.3 si ba anche:

16 dFY<2AETY:

<=V F AL Ie NSNS

Kisia vides, enendo conto del fto che 7y e un frcoprimencn
di B, i 14 ¢ di 15, che 7, & un dricaprimenta di

Parte 11 - animnm gli indic dlgll hﬂmﬂ di ., che fanno ancora
funzioni, di cui srodieremo anche le proprietd

oV
A vl fine consideriamn I fanzione fy: Ny, =N cosl definita:
Card [(L2, I ONIED] . oMLy
&, iefy.
Sia N, = fi{N.p): non & difficile vedere che f, verifica le seguenti pro-
‘pricti:

L=

LCL )< per ogai ie Ny,
162 (k) =B
163 se nu Ny, allors (L2 ) SHL 2 asle

164 f, subosdina una cotrispondeasa biunivoca foa N
coincidente con Videntith su (1,2, .., —1].

Sia, per i€ Nl
18 (=K' ¢ B=F"
ol ba sublto

o & NN

L7 Fe={FieN)
Tnolize, se 10N, ed £'=f'(2), 3i ba:
1es UESeUs,
3 1

166 SdF)<SHET)
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Dimosseiamo 1.C.5. Se £¢/, da L.C4 od 1.8 scguc che:

18 UR-=UFR;
i H

se ke, sin fy=I\{&) od Fj=,
da cui

(/4) 4 ha, tenuto conto di LE2, I'= £U
Bt (U R -Ne(UFR-)u R=UR
uB- - (uR)u(Um)euajur-yn
ove Ia relazione di inclusione & giustificars da 1.9 ¢ 146,
Dimostrlamo Ia 1.C.6. Se A¢ /, da 1.C4 ed 1§ segue che:
110 FdE)=THEY.
¥ 5
Sc ke £, con le stesse notasion dells dim. precedene, si baz
()= ;‘(m + l‘(*"ﬂ\'.}?i(!"."l s é‘(ﬁ'"J =ZAE,
ove il < & giostifiesto da 1,10 e da 1.6 ¢ Pultima uguaglianza dal fareo- che
LCA ;wlln Linf,=0,
i, 0<j<d—1, le funzioni definite anslogamente a £,
precedenti £, ¢ quindi con le propeietl 1.C; poniame per
N Ia funzione cosl definita;
Sam farfusomofy i

ovviamente £,V = 1 € fiaa=fi-
Per le f,, Valgono le seguenti propricti:

1D fuul<i, per ogni ie N,

1D2

1D3 3

1D4 j_. subardina una eorcispordensza biunivoca di (1, 2,..., 4} in & cola:
Cideate con identinl,

Inoltse se Fo N, ed %= f31(1) i b
1D5 URUH,
Fy
1DE  FURSTAR),

LD7  min (74> min (1),




R

5 3, 1.D4, LD ¢ LD 3i dinwosteaoo con tecniche
induttive sfrutanda le mmn

Per dimostrare 1.D.2 3i tengs. che o= funofiia & chic pes 1D4
fosne subordina Pidentitk s iR s 4 1) i

e ) =G+ M) =LA+ ) =L, perlalC2

L3 1.D.7 segue da LD, lnfatt, pasto g — [ (ein (14), o s g <min (1%,
ma g, pee cuimin () <g-<min (7%,

Parte IV Abbismo ora gli strumenti per dimestrase che F, verifica le

|.\.z=|umw.mw-x in uumm immediata & Ia dimo-
straziane che £, per i<k, non sano ampliabili in

Supponiamo che mwn“m;ck..mpluﬁhhf..puhllzsh!
Je N, ule ke
1BA (BSL
LEz dUR)<s,

i
LE3 :@f:)‘g«m
Dettor g = min (), consideriamo Ia funzione fo.a: Ny -+ Ni posto f* =
A 8 g . propie D7, i (/455 ¢ quindi
LE4  roN
per la propriesh 105, UFF*cUF? ¢ quindi per la 1E2
b3 7

LES I(H-'T“)ql(‘:lﬂ)ql.
pet 1a propried 106 T <TATT ) « quindi, censwo conto anche di
1ES5 ed LE3,
1E6 YR <d(UB) <ZdED< S,

Pez la LE.L /3 [g). quindi J* contiene pmpl-m:] =f () (cfe
1.D.2), pertazo per 1.3 /% contiene 4, ma allora si ba anche
1B7 UF'ofrt

b

On 1E4, LET, LES ¢ LES implicino, per le LB, che /*c 3%, questo.
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perd & kn conteaddizione col far
assimale in ¥, ¢ quindi it ghi £, 1<k nop sono smplisbili
LA4  segue da 1.D.6 applicata a fo, con £
1A segue, tenuto conto dells 1.10.3, dalls
F= {12, h)

sempre applicts & fo

Pare V-
F* di cui all'enunciato. Se esiste un & rale che N, sia finito allora & imme-
diito vedere che eslste un p tale che N, 2, a
il deicopriments §* cercato. In cas
Comsideriam allor F== [F3,
ments 4 ceraarn,
Cominciama col verificare che 5 & i vicoprimento di £. Perla LAS ¢
Ia LA, per ogi & si ba;

Verifichiamo che F* & i) d-ticopsi-

< quindi

Per I scelra degli F3 nel vari passi induttivi, si ha poi immedistamente
che ogni £7 & d-m, ‘tracciante s £, con d(EY) < (cfe. 14, 1.5).
Dimostriamo che pee ogni n, Fz non & ampliabile ia 3. Suppoaismo che
esista un 3 ampliabile in  allara esiste un 7 N tale ches
LEL {ASh
LE2 iEUF!)ml.
7

1LE3 1(9 .!:j..;zu-:).

Sia g=min (/) & per ogai we ), sia fy,
LG Je=te
162 min(Wra)a

i

Sallrl)s o b2z

163 Fya U i, per ogoi se),

G4 KED< T A, per ogol nc),

1G5 ‘LP B ’5 AFFY, per ogai e f,

GG se 1, 10, rob s, alloma /.0,

che J* contenga proptiamente f, (che ers

Siamo oea in grado di dimostrare Vesistenza del ricoprimento

!.
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1.G.1 segue dal fatto che f, = f, e da 1.C.2; 1.G.2 seguc dal fatto che
1.D.7 mplica min (f,..,)5:0, pee ot weJi 1.G.3 ¢ LG4 seguono rispetti-
vamente da 105 ¢ LDG applicate a f,_ . cond = el 1G5 scgue da 1.G.3
& 1.GA: 1G5, suppasta r>, segue dal fanto che, poiché /iy, = /1,410
8fyy g temuio conio di LD2,

JEMN =L L=,
e dal fatio che /= (irl) o (i) = 0
Puto [ = U,y da 162 scgac che

LMD =/

LEL RN,
43 1.G.3 ¢ LF2 segue che
1H2 J(Ha")nl(g(’}j Fr'));-'(lJJr:ja:

dn LH2, LE3, 1G4 & LG.6 scgue che
13 (YR dUR) <SS X A= S

Per 1.G.1 i ha J* 5], ¢, per L3 ge %, peranto
LHAe UF-12m t
Y
0 base & LHL, LHA, 112, LH.3 spparticne 2 ¥ (cér, prop. 1B) &

poiche, per 1LEA, J* 2, siame in <ontraddizione col fatto che f, & massi-
il (sispecto alFinclusions) pet 2 quindl, pes ofs) #, F aoa & a
in ¥ J
Poiché per 12 gt(m..ia(m rimane da dimostrace che ‘
L imc'iu(m;
ma pes 1.A3 & LAA 4 s, pec ogal &,

SR = B A S .
Quindi, per ogai & '

ZdEdm.

da cui, passando al limite si ba 111 ]
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Frorosmone 2t $ia EcX, s 7 = [F, /e N*] & un dricoptimento
i £ tale che, per ogni i&.N% F; non & amplisbile in %, ¢ X d(F) < + o0,
allora valgono le seguenti proprieta:

20 sed jeNY, ivj ¢ Fin Fp0, allora d(F) - d(F)> &
22 s JeN% ixf o d(F)<ip, allor Fy0 Fmi;
23 F ¢ puotalmente finito;
24 ¥ ammene un sottoricopeimento ieriducibile.
Dt D Py Fhlh o A(F) & AF)<d, seque sikto che (P F)<

Cd(F) 4+ d(F) b Ma allon per n J o= 1, ], sia I, che F, sazeb-
bero ampliabili in 7 in Pl Inpuiw pertinto 2.1 & dimostrata

22 & eonseguenss immedias di 2.1.

Der dimostrare che 2.2 implica 2.3, supponiamo N+ = N sltcimeati ln 2.5
sarebbe comunque verificats. Sla m tale che J(F,)-<42; s¢ x appastenesse
ad F, per infinitl indiei 4, esisterebbera due indici p, ¢ con p= gz tall che
xeF, e xcF,j ma questo sarchbe evidentemente in contrasto con 2.2,

24 & implicata da 2.3 (cfe. [Du], VILLY). [/

Prorosmone 3: Sia Ec X,s¢ F = [, e N'| & up S-eicoprimento di £
€on 3(F) < + o, allors esistc un F* = (Fr,Fe N4} e B(E) take che

;l‘lﬁ'}s’g’i(ﬁl.

In pacticolare se & & finito, asche $* & Fnito.

Dose: Scgue dalla Prop. 1, da 2.4 ¢ dal fatto chc, dato un b-cicoprimento,
se un insieme forse amplisbile in un sottoricoprimento, & maggloe tagione lo
sarebbe pel d.ricoprimento, |/

Dimostrisma o quanto enunciats ilVinizio del parageafo, ciods
Provoscrions 4: Data o X, si bat n(B) = i,(E).
Doe: Polcht B,(E)c 6(E) & ovvio che

£1 n(E)<ME):

quindi s¢ v,(E) = + a0, Vasserto & banale. Sc poi T(E) < |+ o0, luguaglianza
m 4 segie sibito dalla Prop. 3

Osservaziosn 4.A: Con facili modifiche, ehe aviebbero solunto ulterior-
‘mente appesantito le nowzioal, si pud vedere che quanto allermate per e v,
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in questo patagrafo, vale anche per le o}, s 6 verifica le seguenti proprietd:
4N dedk, (dr [R] ILLY),
42 Kok 1 <HA) I8, per ogai i fial.

3.« PRomuerh DEL S-RICORRIMENT! OTTIMALL
Prowoseacs 51 Sia B X, w I-[F,.ieN‘j & un Bricoprimento

ottimale di £, valgono le seguenti propricti

51 e i JeN®, ivfe Fin Fip, allora J(.r-'HJ(F,)-;a;

52 s i JeN% ivjc d(F)<d2, allors Fin Fj=i;

53 F & puntualmente finito;

54 s keNve xe(u %, allora esiste un g2 0 tale che B(x, n) interseca
al piti un numeso o di Fi.

Doe.: 51, !aiﬂspmvxuhimddh!’fep.zmbmi.i
el caso non banale che N® = 3
SuppmbmnbeSAmﬁkn,nd(hﬁum!vpxu(UF) ale che, per

ogai 4> 0, Blx, r) interscchi infiniti Fy: Sia >0 mmm,,.}:ur,
u-uim..kau(m-.q,p posts = s (B, 3 e
sechecebbe infiniti , anche con Ia condizione i p. Scelto un ¢ p ke che
i3 B, nyf3) # 0, 6 avrebbes F, ¢ Bx, n,) & quindi FeUF,; m queso
b
sarebbe in contrasto col fatto che F, & essenzlale in F. [/
Prorostziont 6: Sia ECR ¢ sis F = [F, 1e N¥) un d-ricopriments
ottimale di B; se esiste un p tale che d(F) w0, posto & + 1 = min {fe N*:
A(E) =0} 6 hai

3 » o
W) =(UE)
(uey=(Ls)o
& Per le convenzioni fatie, se i@ N con i & 5 ha: (F)=0¢
quindl £, = () mestre d(F) =0, per ik Ta proposizione & ovyia s
£=0; S £>0 per vl Je i con 15 R £ F7al b Sy Py it
 non sarcbbe irriducibile; e segue che (. F)>
Per ogai 10 N* con i &, sia y; = § min (r..F,).J(l] ia Bl n)
d:d)ﬂ&mmmmwenhkdlplmdluﬁewmx,nun

estere nteeno 1 U F,. Ne segue che: (UT)" UF < quindi ()" :{UF)
Vinclsione oppests & bumale ¢ pertanta B st & dimostrns, [/

@) Vol o £ 5 pugs 124,
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Prorostzone 7; In R euclideo, sians ), # =
ean D<d(M)< + w, le seguenti propriced sono equivalenti:

e (‘@IM.)'.

'
xelJM, « pet agni new, < per ogui g >0, un 4, eon <1<y
e ehe s e (JAF,

=

st un 3> 0 tale che B, ¥ e UM
Dow: E oveio che 7.1 implica 7.2 ¢ 7.3 implica 7.1. Dimostriamo che
72 implica 7.3, Sin £, = (f<ki x € M}, e 1,40
W & min (40, MJ. e ).
altsimenti sia 7= 1, Per ogni wew, csiste un 4, wa 0< 1, <7 tle che
st e UM, esite wo ¢ , ale che .2 3, ¢ poiclt sacke e A,

5
essendo M, :dmpmmunmuu.,; tale che y, = x + rvedM,.
Risulta 7, = |7,

st S RZ)NEM,. A, & spettorin 24, posta

- Posto m(x)
=, AN i) € €, Tl A O B, r.)\hr,
 Ora, poiché | punti del scgment che conglungoon  con un puato quil-
i di A, per note proprierh degli insiemi ad ampiezza costante in as
cremi, interni ad M, data s scelta di r,

euliden, sona, al pit. esclos
ha: Cc M.
Dialtra parte (€, wew,) & un ricoprimentn aperto di (), ed essendn

= (s Posto
"

o 8: Sia Ec R enclideo ¢ sia F e (F, /e N*] un derico-
primento ouimale di £; s RF(UF] allora esiste un 3= 0 tale che Bx, 3}

tsrseck ol i e s e o

ona(3) <OmpAtto, €SOy, dy ey my 1 i che U

i i = 1, 2y ) 31 Bz B, e ()
=

[

N* =N, altsimenti I proposizione sarebbe banale;

e Enu!!re ((FJ> 0 per ogai , altrimentd 1 dimostnizione soguirebbe subito
. 6 ¢ dalla 5.4, Sia v come ncll'ipotesi, posto £, = ffe N: xe F),

! & 0o vuoto e per I 5.3 & finito. Sia p = max (1) sia g tale che d(F) <82,

sia & ik {p, ), Sia ;> 0 ale éhe B, nycUF
1
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‘Supponisma che per ogai 5>-0, Bix, ) imessechi infiniti Fy, allora per
1a 5 @Iﬁ.}‘ « quindi, pokhe gli F, soa0 dm con d(F)>0, per
Peop. 7 & vers Iy negialone dells 7:2 clod: calste un g0 e exste v s,
ald ché per oghi oo Dby X H gL,

Sia g = jmin {5y, naly posto T (FER° |

=3+ 1, < rn), 6 baz

relF, TolF=0 equsdi Tcll#.
s i

Sia I seta contencnte T. Per In eonvesich di Fy linsieme J, = Fyrvm,
sc 0n & vuoto, & un intervallo ehiuso in s evenualmente ridotto ad ua pusto.
Teauto conto che, data W scei i 4, per 14+ 1, x¢ I, ache Tinsicme

= T Fy= T/, & te nom vuoto, un Inservallo chinsa in w; poiché
U Jio Ma e 0 82, per i cond, o 4, o B F.
/= 0. Allos, pesd, un imervally sarebbe_usions

it
Prorostzions 9 — £, fe N*) un Ssicoprimento
il 41 5, s B (UF)‘\{‘L’IF') & 1l pit. numensbile.
Dist: Poicht R= & separsbile basters dimosizaie che ogal punio di D &
isolato. Se e 0, x¢ (UF))°, quindi esiste un 5;> 0, tle che 3(::.»,.):%?,
e

e, per Ix Prop. 8, csiste un 1 tale che B, 1) intersees un aumeso finito di F,.
Sia o e 1 N®2 B3, ) 1V Fy 2 0, € sl = 0 (g nahs evidentemente

F, ¢ quindl xe(:.‘]i}': per I+ Peop. 6 non & restritivo sup-
3 0, pertanto Fy o 1, b vl fe fpes dell Poop. 7,
© guinii x€ (UF] equivale all'esistenza di un r> 0 tale che Bl rJdx)c
S0 e, Ma alidra posto ry s o fe 4, si b ch vated 1 puant & B, rfxd
Seann s in Q.!F.]. s in L F?, ciod non sunmo in O, quindi % & s
o, 7 »

Ossuavamone %A1 La Prop. 7. quindi a8 ¢ la 9 valgono anche in R=
con norme diverse da quella cuclides purché sia. vesificata 1a seguente pro-
prieed:

91 le fromticte degli infiemi d-m non contengono scgmentl.

La propeiced 9.1 & verificars, ad esersplo, in BE con o strettaments convessa.




4, - pB) con E amamo v R® meumso
Provosizions 10; Sia Bc R® cuclideo ed £ aperto, allora:
AdE) = B
Qualungque sia ECR™ & vero che: #,(E) <ji,(E) (vedi [R], Teor. 28),
quindi se #,(E) = + o l'guaglianza & ovrin,

Sin ()< o0 per la Prop. 4, per ogni #2-0 csisec un § ricoptimento
attimale & = (F,, i€ N*) di & nle che Yd(F)<n(h) e,

Poiché £ & apetto :;(ur) ma alliea
miB<p|(UR] U] U E).
& poichb pet 1a Prop. 9, .!."HF,)‘\H.F_’]:O. s has
PUE) < ZAET) = ZAE) <rfE)+e
< data Parbitrarieta di 7, 5 baz p(E)an(E). 1]
ComoLramio 10.4: Tn R cuclideo, sc 5,15, con E spette, allors
B =By

(B < B <ufE); passaado al limite pes # @ ¢ ricor-
) - 7,(E) 5i ha quanto afermazo, ff

Comoueamso 10.B: S & & aperio in R® m:‘hdsr E), eome fanzione
di 8, & comtinua a destra, ciot, per ogni 4> 0, si ha:

Jim p (5) = (B

Doss: £ onow che (mblczq CISSD fime(B) = ng) ¢ che, per
15> (vedi [R], Teor. 28) si ha:
rdEyspdE)<rlE)
da cul, passandn al limite e tencado conto della Prop. 10, 5i ba lasserto. [
Ossmuvazions 10.C: Dalle osseevasiont 4.4 e 9.4 segoe subito che i risul-

ratl & questo parageafo sono validi in K= con Uipotesi 9.1 ¢ per s con b che
verifica e ipatesi 4.4,




i

5. - (E) vos E cunso

Per completerra concludiamo il presente lavoro dimostrando che wA(E) &
continua 4 sinistra s¢ £ & chivso, anche se gli strumentd usari sono del rurto.
.wmtqmum.,mmz.;,

e paragrain supponiamo sk ), perchi nel eso £= it le
Pmp. 14115 s et e e e e 3 b

Provoszziose 11: Sia (X, ¢) uno spazio metsico e EcX; le seguenti
proprieti sono equivalentiz
pez ogal ¥, 76 X ¢ per ogal r>0, esiste un e By, s) nale che
ol D> el gk
M2 se d(B) = oo con 3 pee B, allors x5y €58,
Dot Lequivakenza st oteicne sens difficole passando alle contronomi-
i

Prorosuose 12: Uno spario sormata X gode della peoptieth 111,
Dou: Immedinn. [/

Prorostziose 13: Sia X uno spazio metrico con s prop. 1L1; siano

£, Ge X, con & compatto ¢ G aperto, tali che Ec G, allora sf

131 dE)<d(G);
132 csiste un aperto A male chet Bc AcTCG e d(A) <d(G).

Disis 1341 sogue fucimente da 112, Per dimosteize 132, consideiano s
distansa o di E da X\ G 4" & positive.

Sia_y = () min {n*, ({G)—d(E)}: posto A = fxe X; div A) <), &
mmedisto vedere che A verifia le proprietd richieste in 132, |}

Paoroszose 14; Sia X uno spazio meteico con Ja proprisut 111 od E
wu.p.nnlnxznmma. funzione di 4, & continu & sinistrs, ciod, per
ogai 620 si

lim (B = M)

Dis: mhaamm,i:u:}mummmmwow e0,
eslate un 8% con 0< 4% < 8, nle che jh(E) < i(E)

Fissato = 0, esiste un d-ricoprimento aperta n..{c,.rmv-, dellinsieme.
compatro 5 tale che T MG < ph(E) + o< + 0.
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X\F, {6, = N*U 03} & un ricoprimento aperto dl X3
vike s «shrinking properntyw (%), esiste un ricoprimento apeno
Uy e N (08, e chie T,c G, per ogai fe N*u (0L
Paiche per ogai = N*, [, E & compatto, grazic alla prop. 132 (posendo
ovviamente e D, E = ), & facile vedere che esisie un ricopri-
meato aperto \,l‘..‘\ N*) di E nle che:

M1 EMA)ERG)<E) +e e max d(A) IeN")<d.
Allors posto 0% e max (A}, i5 %] si b, per Ia 14.1,
B <) e, I

Prosaseaoxs 15: So £2.& chiwo in R™, w(E) & come funzione di , con-
tinua a sinistra.

: Tratatn & paree il caso banale in eui ,4-(.:.7- 4 o, s procede
plua plm come nclla dimostrazione precedente.

1 dice che I uno spesie 1opoligien ¥ vue a ahrinking preperty, e dito o
w0000 (V3,46 A) X, e s ieopuimenty spess (U4, 28] A . e e B pes
gl

6.8 vk s vl b g g, . (415 5 ) AL
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