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MASSIMO LANZA DE CRISTOFORIS (%)

Soluzioni con lacune di cerdi operatori differenziali lineadi (*%)

Solutions with Lacunas for Some Linear Partial Differcatial Equations
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In 1] & dimostrato il seguente
TEORIMA | 1 opuratore differenzios u-n a coeffeionti castamti, & sia
B = IEC"‘(l"'i L= 0. Allers ie propasigion
a) Per ogei BCRY, aperts, womvcie ¢ lisitaio i ba: PG(B) = G(B);
4) Por wgni. BCRE, aperds, Perswesss « limitato si baz PG(B) = Gi(B);
€3 B ¥ iiberdalic rispetto. of sgai wetiere i RS wa coratteristion;
am equinniontt,
In questo lavoro mi propoogo di estendere il risultato precedente al caso
deghi aperti, convessi e limitati B¢ R®, Orterrd il
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Trowsaea §: Le segati proposiciont sawo. wquinalinsts
) PG(B) = GUB), por vgni BER® apte, coveessn ¢ fimidein;
B) P2 iperialics rispetts ed egei vettore di RO won coraeriatied;

O o e [[B 4 g dove e, py & am polimmis wimogese, & soeficiont reali
wfg<ll:|lp'.

L. - Prasssant

s varlabile sin = (3, 0, %), S¢ A€ RS, poreemos Co(A) =

=p(,¢).-c-u)=am con le usuli ropologie, cir, (5], pagg. 64, 88;

DAy ed sarsann i duali wpologici fori rispertivi. Porrd G{A) =

= (_IE.E{A = 0}, che, con I topologia ereditara da E(A), tisalta uno

spazio di Fréchct, £ elke dimestrare che 1 g0 duale wpologico forte &
R (A}, con Ia topologia queziente, ¢ dave ho indicato con
ra di A

D & un opertore difreial s  coufcca
cunraatl Indicherd Coa *Pm Pl—D) = E (— 1), 0% il erssposio di P, ¢
uf

<on Po=P(D)= 3 asDe b partc principale di P, polisomio camogenca
samma’ dei termini di grade massimo di P,

Dersisions 1: U aperts ACRY if diee Povsresso st ¢ sl ses ¥Kice A,
IK'ce A tale che Vg & D{A) con supp (P(s)) € K 4 da supp () K-

Ovvio dalla definizione precedente, che ogol aperta A di R convesso &
Prconvessn per ogei polinamio isle .
In [1] pag. 172, & stabo dimostrato il seguente

Teoresa 2: PGE) = G(B) se ¢ sofe se: e E(R™) e supp (\Fu)C B~
aliorz sopp (4) 6 B~ ed fvalire 'PL-‘(R"J LB i et s o s,
siomi (1),

Darusrzone 2: P 1 dice iperbolico risperis & Ne RS0} x ¢ sols ez
1) Pu(N) - 0;
Irye R salt che PIE -+ ) 0, VE € RS minappesa v< 7.
Posto P& = ( 3 [D=P@P)}, diremo cbe P & pid debole di 0, P< 0,
50 ¢ 10l se Be R iake che PE)E<e, ¥Ew B (3] Defimisione 321).
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Nel seguito firema uso di questo
sia 31 P & iperblico rispetis & Ne R(0] s ¢ slo se P, § iperdulico
clspets ad N ed duslive P< Py,
Rimandiamo a [4] per Ja tearis dei T
dusliti.

indurtivi & projewivi e dells lora

2. - Dovosteaziont per Teoweya 1

) =)

Siano: Ne R*\[0} un vettore non canateristico di P, N =1, € ye 0,1[
tali che ogni N'e ROSJD), (V] =1, sckiacee s dizgmglonss | =r<
< [N, A3\ <1 sia non camatteristico per P. Supparrema N (1,0, ..., 0).

Sia' (5 i siccesslone i shece chise di centro (0, 0) € rageia Rys
sty = (Y€ R®: G, N>2D) @ B, = §,n Hy. Se H & un Ipeepisna di por-
male N, ¢ sc H interseca 5, ma non 7, allors

JR<R Ny <1
Sceho R, = {1 — (2)] clsults 1 —p< /R, ¢ quindi ogai Ipuq:hnu di
R che inrerseca B, ¢ non S, & non canatteristico, Chisramente U Uis8) =

S L8 5 o ol (B o (5 850 ceestnl o
el

wessi erescenti (rispetus all'inclusiene).
Amlogamesie a [1], pag. 175, pongo

Ly=GE)nKe P, M= E®YL,

dove B, & Vinterno di B): definisco .5 My, = M, medisnie B, Lyn)=
=4 Ly (M, %,/ N} & un sistema proieitivo; in base a [4], § 22,7,
§23,3.07), posio M = lim M, (limite proieitivo), si

induttive) sia 1lgcbuﬁmnu che topo te. B
Eapplicazione definita da 7(f) = (f+ L)y Poiché E(R®) & uno spazio di
Fréchet e di Schwactz, vista che gl L 5000 sottospas chiusi di (R, risulta,
per 2 Tearema [3], pag. 183,

M} o CPE(R) -+ E(B))
e quindi, per ipotesi «) ed il Teorema 2 dei Preliminari, M) = 'PE(RY) +

-+ E(.am algebricamente ¢ topologicamente. B facile controllare che Pisomor-
i precedente & Fatnito dalla restriziane di n (.mpm. d.=).gh A,
ico ¢ topal

Se dimostro che ' & ua lsomarfama sari dimostrato
che E{R") o 'PE'(R") + E'(FL): quindi, per il Teorema 2 dei Preliminaci
© per Ia convessil di My, srk provata Pimplicasion «) = i),
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& contiua, Se 2(/f) = 0,51 ba Bf s ed feG(B), Vo N; quindi, mhw
al mmlum 531 di (3] = & iniettiva, = & suciettiva: se (i Ly © lim M,
deve esiere

Jra=fit it

o g8 Lips i = Voo fo Ora g, & s su B, e Pp, = 0; in virth del Teore-
ma 553 I (3], £ & salls in s Allora f€ BV defoith da fom f, 55 5,
risolve Vequirione a(f) = (/4 L Tenuta preseate che E(RY ed M
sono spazi di Fréchet, = & un cmeomorfismo,

a8

=),
P— Po= P. in bise u [6] (Teorema 3 dei Preliminari). Sia 2,
con @, omogeneo o irducibile. Se 2 & un polisomio, pongo /() =
= [xe R O() = 0. Se NeR[0) € se BN} 0, esisterd, pella compo-
nente connessa di R, 1(0) contenente N un N' tale che P(N)#0; Pu &
iperbalico risperta sd MY, dunque anche 0, & iperbolico rizpetto ad N'; in
base a [3], Lemms 5.5.1 ¢ Teorema 555, ©, & iperbolico rispetto ad N. Per
provare Fimplicazione basta che D, = 6,4y, 5, C, p, polinomio ome-
geneo di grado 1 a coeficienti reali. Per (3], Corallario 5.5.1, 5i pud supporse
che g‘ nhb-: cocllicienti reali.
llora esiste xeN%, 2ot (0,..., 0) ed esiste 3¢ Q) rale che
n-g,(?Jysn meatre DG, (x) =0, ¥x& VAD) ' per-ogni yc Ne tale che
iyl <.
Si

ad esempio, @, # 0; per il teorema delle funioni implicite esistono:
an iatoeno W di (%y, s %) it B-1, un intoeno sferieo sperto 5 di 3 in R*
ed una fussione analities vy, W7 - R nali che: posto

~"0,) =0}

o= xSy D
isala

0 = {x ER% X, = Pl vy )y (0 s 2 E W

S xeSy ¢ Gfx) =0, allors por ipotesi D40 () = 0 & quindi
V(G)N 5 Ca. Siano A5 € A5 le componenti connesse di R™1(0) che
contengoon,  cispettivamente, 53 = (%0550 % > (g, oy X} € 5=
= 5ot 0 < iyl e ) (). S¢ 7w € D02)0 allors ru::,uu; =

dr (3], Lem-

& una porsione di pisno ovvern che

o= efp: ple) =0},

(0§ ouervd e, qualons S s <ppomanumense plcooks, S5 o4 £ soon soccenl,

 —
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dave p, & un polinomio di grado 1 a cocfficienti reali. Poiché o€ V(). p;
faorieza @,; per Vicriducibilith di @, p, = G

A=

Risulea da [3], Teorema 5.57.

B =a).

Tn base al Teorema 2 dei Preliminari ed alla convessith di A basta provare
che '"PE(RY) 4 E{(F) & debolmente chiusa per successioni in L'(R"). Sia

limtPi v, =g

con L CB(R) ¢ 1€ (), S () B g o el
di R cho comengono - ¢ wia- N I ormale & 3/, (ronders
& P, ks cher potos At (VAW O] 3 ha B F. P
S e S T S e
mentale di A, diciamola £,., con supp (£,)€ €A () dove . & quel semi-
spaio chiusa di R tale che: 093 s, . & paraliclo & 2k, 03 Biso .
“Tale & contenuto nell'indeme

TR, N = (6 RS G, 820, VB 1R, M),
ave (P, No) & in base & [3], Lémm 5.5.1, la componente: conaeis. di N
elllasicme. (8 R~ P(6)  0}. Sia ora Noge [(P, M) od B In elativa so-
lusione fondamentale, chisramente 1'(F, Na = PUE, Nu) © quindi supp (Exs
e e
et assocare  cscuns (P, V) unssolaioae ol i P. Polché
Bl peeponiaions ) ieias I 3, P e TTpis ove ca e pyy 1= 1,0, &
i

un polisomia omogeaco di grado 1, & allor evideate che i1 nmern delle
component] connesse dellaperto B T': £, (6) 4 0] & finieo, siano esse

PN Pmtyiand ed By bl

e corrispondeati sohurioni fondameatal
—fee A Ne NN, im

ponga inolire

Sia ora 45 DICE) ¢ fos ut pinisione Jocalmente finita della unitk
subordinars al ricoprimenta (G4, 1., di CB tale che so /€ ], g, D{€Ha)
e quiche zc 1 Ne sepue che § = Sm, et un oppostaas sdoinsemne
F fnito di J: Beseodo supp (e,9) & G, ssiste, pec Tipotal 4) & per il Len-

0 Pes oui FCR povigh CF =R
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ma 54 di (3] r,:cw ) le che pyp = Py allors posco y = By, tivoka

lish (A, g =

Y (P4, ) = Hm CPh, 4 v D = v

avvio che 27, v non dipende dalla y in G(H) tale che Py = y. Per [5], pag. 74,
esiste € D(CB) tle che (g = 40, ¥
Se ‘-eu(uw) allofa chiseamente

supp (y # E)E U €7,
Py

cda Plywki) =g seque che

gy g B

ove §{) = o~

Nellipotesi §) supp (g9 5} & compatto ¢ dungue la restrizione di 2 ad
[ucy.] risulta essere continua rispetto alla topologia dedotia da GE).

Xy WxaRe.

lnf::w i ponga
Ji=fies: spp ysU ert),

A= {F:

DI UCHIN, o = e sopp ) eI
As iy

Se g.€ B(EBY), limg, =0 nella wopologia di G(B), chiaramente

B g0 = im0, % o) i oo, T30} =0 4

Per il reorema di Haha-Banach esiste quindi uaa
che (L4} = . ¥ Yo DICE") ¢ pertanto ¢
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