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Sulla izzazi fone ©
del processo pojssoniano (+%)

e
For the slemtatie of such mangial ows of the divcresc procein we give an agorithen expresscd
by e of a0 appropriats Sow-chirt

1. - INTRGBUZGNE

In un processo di artivi aleatori di dneud!ﬂuunupnxmﬂv(hmwﬁgl-
£at0) che reade secvizi, st pone il problema di un conveniente dimensionamenta
delle strurture dello sportello in modo che si passa clteaese altument probabile
che un clicnte riceva il serizio richiesto aon olre un fsato limite di tempo.

p:dhndmmh.ppummudgﬂemud.mnuaummdl
informatiea, di telemutica ; oppure, pes dimensionare e controllase (sel seaso di
geis di i aetsoporio vl tafico degl
in parcenza clicati) assuine i non facilmente domi-
mblllll]mmn con sufficiente affidabilitd) dalle decisioni che possona improv-
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visase delle persone incaricate di peosiedere il serviio. : facile immaginare
fante altre sitaazion, anche nel campo economicn e soclale, in cui st ponc i
problema ora acceanato. Tanto per dare un'ides, (episriaty (Punith
potendo essese, per esempio, il milivac) dhe veagons depositate in un istitutn
di creditor possano ¢ssere configurate enme clicati che arrivano allistituto pee
chiedere il scrvizio di esserc date a prestito sd imprenditoci che intendono fnve-
stidle; similmenre, gli ordini che arrivann o una fmpresa di produzions o ad
un gestore di un magazzino possono essere riguardati come clienti che doman-
dao il servizio della loro evasione: e cosl via. |5 notorio che molto spesss
siffarti problemi si accettann soluxioni relutivamente ottime Forniee dalla simu-
larione dells gestione della situazione che Ii pone.
b premesso, {n questa nota dedicata appunio ai pri<essi di asrivi alestor
diclienti ad wno sportello che reade servizi, si dimostea (uilizzando in maiera
determinante un nostzo risuliato stabilita con alto A, (9) che il chassico pro-
cessa stocastico polssoniano pud considerami un processo kimitc (in waa oppor-

rempi disceesi ((hlarm
zioni bernoulliane da universi a due aliernative) facilmente simulabi
demni mezsi rﬂ elaborazione automatica veloce, ¢ percid wtili nelle applicazioni.
pitt dertaglista descrizione dei risulrati & esposta nel n. 2.

- DESCRIIONE DEI RISULTATI
Anzitutto vien definito un processs # tempi disereth di arrivi aleatori dipen-
denre:

1) da uns equipantizione 17, , del semissse positivo dei temp, il cui pae
di ampiczes 1jx viene assunto, come unith di tempo;

2 i e bl e e (o e ks 1)

i due altemative: s ¢ i, avensi probabilih d comparsa comple
mentari Jjn ¢ (1 —¥a) eostanti in ugm A sapols cesisiose, ot 1 Jake ptk
tve e s assume I segy i (£)at

el generien trateo parzisle

Ti= (.-:a'

assiva uno ad un solo cliente, soltanto se in una estmzione dalla vena L.
veifiea il &

ALk S i i 3 e e s it i i
sione dell'ipstoi (), : nel generico tratto paciale 7)., atriva uno ed un solo

) M Vourars - A Buxstan, Sl it vonimsts i wma sl iteri b s o 3 it
s rasns i e ot = att, W, Scs. et Uk, Padoys, vol. 60 (UTS) pp. 21235
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dliente se, in un campione i taglia / estratto dall'ucaa U, s verifica il suc-
aelfulina, appunto In ma, exnazione che complecs il campioae, oltre
eventuali sucessi che possona esersi verlficati prima.
Per nle processo, che vien chiamato preess (di arrivi sleswori) & fempi
diwreti borwaliism  rapprescacata col simbolo. S(ije) =i prova che
4} I vaciabile casusle ,, che indica Vistante alearorlo in cul aseiva Fr-mo
: &m(ﬁhmmmwwdmnmmm
sputelo, dellr-mo clicae; e sel quale, quindi, si sraligga il pumero r di clieati
mjemm»m«uwmwmu.mm}_”“ 2
Ie probabilith

(f: |:|(';‘] {1 ‘ﬂw- Gmrrdlad:

E #1a suisbllc el 1., ch indie . pomere complesiro df et |
clieati srrivabil nel corso dellintervallo di tempo [0, x], senm I condizione

Pultimo arrivo si verifichi nel fssato istante , & una sardali casise berma
Jiama (binomiale) che assume § vakori &, (£ =0, 1,2, .. i(r, x}). can e pro-
babilith

e fl1,3) i

wm.:ummmwm:mmmmummw
<he contiene il numero reale positive x prefissaro, e dove
: mil numero medio di clienti che arrivano oell'unied di tempo 1jn;

raddi

£ la variabile causale S, che indica il tempo separatore di due aerivi suc-
exstivi & una noriahile grometrica che assume 1 valodd fn, (1= 1,2, ) con le
probabilich

( -;)“é, G=12.) o

 tipica del processo a tempi discredi bemoulliann, nel senso che & condizione )
© taificite per 1 bernoullianicl del processo il faso che sia una |
asiabile casnale geometrica il tempo separatore di due asrivi successivi.

e (o4 b queon Ia novich precipua dei dsultati), utilizzndo un nostro :
criterio di esistenza ed waicith di ona disribuzione assolitamente continu L
 compativile con uaa successione di istoy mmm.m(&- nom () 4
- i prova che col divcrgere di n (e quindi, con Vinfinitesimalint del pasm di am- 3
plezza. 1je dellequipartizione £2,) f

a) il profila superiors dell’lun!mmn statistica a colonae che s otrieac
sormontands il generico tratto parsiale

=1,2,..)
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dellequipattizione con un rettangolo di arca uguale alls probabilia che
vasiabile £, di Pascal associa allestremo destro i di T, converge dipper-
futis verso 1a densind della variabile casuale assolutamente continua di Erlong,
1a convergenza fra le due variabili verificandos!, uniformemeate, anche in ligge;

) Ta variabile bernoullizna g, (associats, ncl processo a templ discredd
bemoullian, all’estremo desiro ija di quel particolaze rarto spaziale T, dd
Pequipartizione che contiea un fissato x; trateo che, eol divergere di 1,
riduce allora al solo. punto x) eoaverge verso I varisbile canle di Pois
aveate Ax per valus medio, il numero 2 palesandosi-cosi come valsr medio
degli arrivi nellunizh di tempo anche nel processa polssanianc, & tempo con-
tinwo, §(4) che definicemo come processo limise, col divergere di x, del pro-
cesso 4 tempi discreti B(3s),

7) la varinbile cusule geometrie T, che canatterizas il processo discreto
bezaoulliano, atceggiata ad istogramma stistico & colonnc come indicato in 8),
converpe anche in legge (olire che in densitl) verso la variahile casuale distrie
buita con legge esponcasiae che, noworiamente, & I legge 7 I

i succes:
areivi sia 4 :mpc <ontinuo poissoniano.
llora 51 conviene di dire che

S Pt el
Pee rutti questi fart

if processs stocasticn a despi disersti bernonliiams, dipdie dal passo 1]a o
purtigieas del semvissie vesle pasitin che discretizza i tempo, comerse seris «'p»
D SI0caatics, ¢ Hewph condinie peissoniasts;

in simbali
mwr;-m; s

A eoaclusione del lavors, dato Pinteresse che pud avere nolle applicazioni,
viene indicatn com us Bow<hart oo p a simmiisione deli v

di Pascal descritta in o) ¢ per Ia variabile bes appamo,
son0 le variabili casoali precipue del processa mmum (@i artivi) . tempi
discresi B(Am).

- STUDIO DEL TROCESSO SIOGASSICH A TEMPI DISCRETT BERNOULLIANG. S{2iR)

Come 5i & detto nel precedente paragrafo, il processo & defnito dalle o
Josi (l)
Dimostriamo anzitury risultato indicato in a).

Dato che Punih di tempo & il s (di ampiczza 1) dellequipatizione D,
del semissse seale positivo del tempo (di guisa che il tempo vien sormn
meste contato 4 tracti paczial i uunle ampiezza di 1), intenderemo con £,
(spo f i Qv ey e phrticalee i ety & D doriorn




arriva Promo cliente. Allora fissato, ue, un
comune purticolare

Ia probabilich }muhguﬂ:.nd-audﬂlpd
il numero ¢ di clientl arrivati. Sono

3 Pf= )= P, =T = = PlE, = T =0,

| g, om potcado daivace i i clee i oy ingo o puril,
& impossibile toulizare il numero ¢ di clienti aseivati nel corso del primeo,
.+ {r— 1)-mo tratto parsiale.
Jeolace

FEL

hhﬂpnwchoumﬁmﬂlww(f.— T,,,),oon|>ru1-
fanio se si vesificheranno entrambi § seguenti aliri du eventi

1) (¢ — 1) anivl, complessivamente, in tutto Vintervallo di tempo
Jogrn-5H,
‘, foemato dai primi (i — 1) tratti parsiali precedenti il tratto 7. Tale evente
verificacsi con la probabilich
=Ny Ay A
(=62 ;
con I quale sono attendibili (r— 1) successi in un campione bemoulliano

i taghis’ (1), estratto dallurma U, (associata allcquipsriizione £, di RY)
gmminwmmmlmg sttendibile con 1
1a probabilith costante.

=T)s  coni=nrtl..

~ 2) un arrivo nel trato parziale 7., ; anendibile, come in <lg¢|: altro sin-
 golo tratto parziale dells equipareizione D, con 1s probabilits 1
Attesa Pindipendenza di questh duc event, si cunclude che

-

“E il caso di rilevare che la corrispondenza biunivoca

#e=1= [0

i
Tind,

fen i trati parsiali dellequipartizione £, ol i lorw estremi destr, consente di
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ritencee &, una variabile casuale discreta cul sono possibill § val

0] L
rispertivamente, con le probabilith

(A" A" 2 i — 1\ (4" £ \nd
I (B [ G
La §, appace cosl uan rarisiile cossle d! Paal, nella quale | tradizionali valori
inter che le s0no conscntiti, attesa Punith di misara da noi ssunta per i tempo,
sono moltiplicati per il pass 1 delfequipartizione D,

Passiama ora 8 provare la tesi indicaia in &)

Fissimo comunque un x teale pasitivo ed indichiamo con 73, ., il par-
ticolare tratto parziale dellequipartizione DD, contenente P fisato, Allora, il
aumero aleatorio y, di clieati che, complessivamente, nelle ipatesi (8), pos-
sono arrivare nel periodo di tempa J0, ], (o meglio, data il modo con cui
abbiamo convenuto di eontare | tempi, nel periodo di sempa 10, i(s s ]
pub assumere soltanto uno dei seguenti valorl interi

@ 0 12 2 ey B 2

Assumend il generico valore intero & se nel complesso delle i(s, x) estraxioni
bemoulane dall'uraa U/, (peeviste dulle ipotesi (b),, ed in ciascuna delle
quali & n, costante, In probabilith i successo) si samano verificatl & successi,
Quindi 1a probabilith con cul porrk verificersi Uevento (y, = &) &

-

ove, pec semplicitd, si & scritto solo i al posta di is, ). La variabile discreta
Had p:mum una bernoullians, precisumente uma B(ily, ), ).
1 porge una immagine del processo discrcto Blaw) quando el
processo medesimo i considerare il numezo aleatorio , di clienti che
sson serivace eomplessivamente nellintervallo di tempo. |0, x] o meglio,
nelltintervallo 10, (s, )], essendo (al $olito) 7). il particolare tratto par-
sisle dellcquipatizione £, contencate ['x fisea issa & riportato il
tempo contaro in trated T, di ampiezza 1a; in ordinats soao dportati | valord
(dects, anche, 1tai5) possibili per la vasisbile 5,; <, in quot, 1a probabili con
i ogol singola st & s, d guie che sl pino panilclo o piano
(5, P) ¢ secante Vasse ¢ in cortispondenza di fir & riportato 1o spettzo
della binomiale A(i(s, ), 4r). F: sppens il caso di s s W sakee sl
¢ Ia varianm dells binomiale 3, sono, rispettivamente

w=tey (I =

i)




g, 1

1 annhlumnedindldlmmwﬁﬂlndl\wd
wmpudlnlli!

M:hundunm.l]emmm
Attes! questi dic prlmi chsuliat], viens spontanea 1 seguenic
& GH arvivi ahator i aliti s wee sporiele, mel rigpests dlle
ipeta (1), mmumn:mm‘tmﬂémn(ﬂmﬂﬁﬁm
(o sempliccmente, n processs stacestion. bermadfaws) ¢ d roppreses-
Garsi ool simbols B(3jn) cbe evideuzia i doe paramtri
U = passo. dellequipariizione che discretizza il tempo;
A = sumero niedio del clienti arrvabili nells uniti di tempo 1/a.
Passiamo infine 2 dimostouee il disulato indicato i ); ossia che e due
ni

) i processa di arrivi aleatori & un processo beraoulliaca. BHAw);

) il tempo separatore di due arrivi successivi & una variabile casuale
geometrica avente il valor medio 1+ A o aid,

. sona cquivalenti, Proviamo dappeima. Pimplicarivne £ = ). 1 templ sepa

& sizinne 1, nel quale & arrivato uno qualsiasi dei clicnti,
i o I vsibil < Pce i tutin b o sl f pooga ok
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£ = 1. Percid a B, sono possibili i valori

© 12

rispettivanente, con le probebilith

o a2

473
a: 1a configuranc comic una rerishile geemuirica § cul tdizionali valori interi
 per ica temponle assunts, sono. moltiplicati, anche stavolts,
per o ,um 1u dell’equipastizione che discretizza. il tempo.

Fimplicazione inversa &) = ). Sempre con Vorigine dei tempi fis-
R Rl e e T
antivato uno qualsiasi dei chicnd, sappiamo stavola, per ipotesi, che la pro-
babilith che il primo cliente posss arrivare nel generico tratto 73, (¢ quindi,
che il tempo separatore T, fra due arsivi succes: ) &

[l =

Ma questa & anche la probabilid che in un campione di tagla  estcatto da una
urna come la U, si sia verificato un solo successo ed (7 — 1) insuccessi, Quindi
in discuno del tratt paczhli 7,,, pud artivaze un solo clemre con ls probs-

i st (A)a: 11 processo di arrivi &
permanto. un processa stocastica 4 tempi discreti bernoulliano B0

4. - RICHIAMO DI UN CHITERID DF ESISTENEA ED UNTCITA DY UNA. DISTRIUZIONS
ASSOLUTAMENTE CONTINUA COMPATIIILE CON USA SUCCESSIONE DI ISTOGRAMAMI
STATISTICI A COUONNT

£ il criterio, accennato nel n. 2, col quale noi proveremo I convergenza
4
@) 3(;]:»"(%)-

Eceo di ehe si trara. Con (D), #> 1, indichiamo una successione di pari-
zioni, addicittass, di it Tasse seake R in tad pacdall disgivat T, ,, oo
degeneri, tale che, detta o, la massiou ampiczza dei trai dell'r-c
zione si abbia:

lifu 2, = 0 (.

Fissato su un plana un riferimento cartesiano ortogonsle, ¢ tiporti Ia generica

) Legquiparisions
it el clate il amopi dele pacisiond previse

i pu s, el semivne sl ponkivo i 5ol o conaidea)
oty o sy 1l smae o B,
vt
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?mm. pud cssere assunta come densitd di una variabile
“Gsuale £, avente per fanzions di ripartizione |a

P
i o in R, ¢, dotto, come al s0lio, Ty il paticolace
che 1o contieae, nol poaiamo 14 segacntc

2t L gurerione (H.) & itogparemd . compatile ton wa varis-
amas € ausmintamenie contivs sveste r(,;....f.g_c.,m...p.u

sera) quands Jn difeence Ja_ probis-

Mar(r%.,)m.rm»mw“ s nfeisims, oo dier-

,gn di n, i ardine ssperivre rispesto alls wir. Tyusye:
In simboli

@ ()’-M "ﬂr‘“"— =0,  per quisi oni xeR.

e Ty g

‘Ebbene, sussiste i} segueate clerio,
Se esiste il

an im0 /). per quasi ogni xe R
€ 4 rimita
@ [raa=1.

 wllora psiste sme od wns sela variabile camele, sisiniomente sontimu, avenis f(x) ware
s di, comiis o o sucessions {1} df irgranem,
o ———

2 i (o) .'.(::-F(n)d-_[ﬂ-':-dlﬂ

o miments il =

) Nt ) o Poiche,
st 1 .ﬂnﬁmﬁgﬁummdlmlmlllwlm

e ruw_ i

e
7, Nt o Ve - L Al v e P e, T TN o003
T 104
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ppunio, applicands quesio critesio (leggermente pit generale i quello
stabilito in (), & di dimostrazione sostanzialmente identica) che noi oza pro-
veremo Ia convergenza del processo stocastico 4 tempi discreti bernoulliano
2l processa stocastico 4 tempo eontinua di Pojsson.

5. - Cosvenosza n1 H(iin) & 4(2)

Giustifichiamo dspprima il daultato espresso in 2).

Prolunghiamo [a nostra equipartizione £2,, di passa 1/, & oo Pisse realke
© costruiama un istogramma_statistico 3 culmn: come quello dells figura 2
el quale ogal singok n.e chelo ammetie
come base ¢ la cul szea & uguale alla pmum-u cventualmente nala, che la
nostra variabile casuale €, di Pascal, indicata in. (1) ¢ (2), assepna allestremo
destro s del trauo parziale 7.

ok

Listogramm suggerisce allora 1 possibiliti i considerare. accanto alls
varisbile discreta £, una varishile casmale continua £, Ia quale sui numeri reall
pasitivi distribuisce la probabilitd con una legge di densiti f, (x) contande s fratti
(peecisameate, costaniz in ogni singole tratto della equipariizione 2.}, la cui
immagine & il profilo superdore dellistogramma medesimo, Per ogai numens
reale 3 comunque fissato, Vespressione snalitica della densith & fa seguente

(13) fupy s D= T

ove, per semplicins, si & scrito £ al posto di quel particalare valose #(n, ),
dellindice 7, che individua il trattn parsiale 75, conteaente ' fisai. La
funione £,(<) & defnlta su tutto Vasse reale, €d il suo valore (costante) nei
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i 7. per i quali i<(r— 1)jr & nullo. Come per ogal densitd, Fintegrale
3o adl R della £,(x) vale uno. Infard

,,iﬂ) “x)_‘;.fxgpg) I-’H,L]"I?l_%

-2pll-AT ek -2

orn,mn:nhnhm, scnmwdp.'llpomdi;(ﬁxjﬂwmmhl‘
 tenenza 6 Ty, implica e dismgusglianze

a9 —jextintoo,
| ¢ quindi le relazioni
) Jim O ent; A=+ =0

(9 Bt ke # 4 2 =y (1405 1o By ), 0 conervare che le upaagline

e

- ellenead
]u 1 4 1]

Do [ E e e

Bl g gt
PR




segue che, per ogai x € R, sussiste Ja convergenza

0,
&) i f ) 2 () =| ! {;A},).Ir S

L funzioae limite f(x) dells quale, per comodicd di confronto col generica
istogramma della successions, dportiamo Fandamento nella figura 3 & una
particolare fonzione gamma nots col nome di legge di Frlsng
Per applicare il nostro crirerio rimane da provare che vale
J() s twito Vasse reale, anzi, sl semiasse teale positive
valore della () per ¥<0
Ricondando che per agni « reale & per r intero sussistons le uguaglisaze

tegrale della

senda aullo il

19y rr.r:&]u sy, Py {r=1)1,

‘poncado

si ottiene

) Jf *‘)‘X:p—mﬂﬂ "f'p;!u':r@‘

A norma del nostro criterio esiste allor una od una sl variabile casuale £,




— -
ignpeie on W socmons (FL) o g, £

dmﬂ&hﬂ:qd!éhchmmnedlﬂﬂn

nﬂnﬁfwr-wﬂ

hmhﬂmmhnﬂlm variabile discreta £, dlhsﬂl_mdcm

£
mmmpmmummﬂm,},mmm}mw
mumh(sjcknmmpmmlmunm ed il cui spettro & ripor-
1ata in g, 1 sul piano ortogona ¢ el punto di ascissa i(w, x}ln, con-
wvmpu.-pmmnmq:hemumnm
@) (e
ssperrivanicats, con le probabilith
@ oot Gayein o, B
 avente percid, media ¢ varianza expresse dalle uguaglianae
o G=dx;  ofm e

L prova & imemedint in grazia dele (17) ¢ dl faro che ls probabil indicaa
i (4) o cssere epressa nel segtiente ltzo modo

Be DT

E appens il caso di osservare che la media ¢ 1z varianza di 1y, espresia dalle (25),
sempre in gruria delle (17) convergono, cal divergere di 4, verso b media ¢

) B appers i1 cano di omservare che una prova direria delba ismpativiia dells wssishile cwesle §
) e o o e e s e T B
gyt

i

A ] Thoeat

lr—l:! fru—u-/.m-

mn!dldlnﬂln!mnhhtpﬂm&u»-&re-um-ﬂmm
& T o e el e ol v o, Tormrs inche b s v i
;L_hm-lh-c}\’in]u!u-ﬂ Fi come Funtboee i tipurtisises dell vasia-
bils £.
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varanzs della y, indieate nella (24). Appare cost sel nostio caso, che la con-
vesgenza della binormiale verso Ja poissosians noa rickicde s tradirionale co-
stanza del valor medio. Da ultimo rests da. giustificare il lsultato espresso in 7).

11 ragionamento & il medesimo col quale si & provaco il risultato espicsso
in 2) qualora ivi si ponga r = 1. Il tempo separatore di duc arrlvi successivi,
che nel caso di ua pr a templ discreth &l paris-
bile gromerria G, cspressa in (6) ¢ (7), converge dungue verss la variabile T
distribuita con 1a legge csponenriale

o, per x<
e, per a0,

a(rd=[

ale variabik essendo nototiamente fpiea pee il tempo separstore di dug areivi
successivi nel processo stocastict & tempo continuo poissoniand 3().

6. - Ut ALGOREIMD PER LA SIMUIAZIONE, NEL PROCESS0. H{fa),
BHLLA VARIABILE D1 Pascar ¢ Dr Beaosiss

Per ficace Uesposizione conveniamn di indicare col timbola [/ una
(possibile, qualsivoglia) urna, dalla quale, in ogal singols estrazione bernoul-
lisna son0 equicomparabili i numeri y di un insicme di numeri realt cquidistri-
buiti sullimrervalla (3, 1).

Allora, ua algoritmo col qualc simalarc la vasiabile di Pascal del processo
B{ija) & espeesso dal fow-chare di Fig. 4, largamente indicativo.

Vi sl legge Pordine di continuare le estrazionl dall'uma U7 fino a quella
Fma estrazione che preserive di posre Miatero ¢ nclla fer Z, ¢, una volta rag-
iunts tale extrasinne, di coucladere che si sono otalizzad £ asmvi sl
el tratto parziale 7., dell'equipaizione D, discretizzante il tern

Un slgeritmo col quale simulare la variabile bemoullians del processo B(Aja)
& espresso dallaltro flow.chart di Fig. 5, ove

Tiam {-cm. . <r<;']-

Vi si legge Vordine di continuare le estrazioni dall'arns U fino a quella o
estrazione per b quale il tratto pagziale 7, copticae il fissato , ¢, uma volta
raggiunca tale estrazione, di conchudeze be nel corso di tutta il periodo 10, x].
© meglio 10, jja] son0 arrivari complessivamente & clicatl
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