Acesemnls Nasioeale delle Seiceae deta 4ai XL
Al 45 Masematica
1015 (1983), Vol. VL, fuc. 12, pagy. 1120

GIORGIO LETTA (*)

Compacité et convergenee des lois
dune suite de processus de comptage

Sl compaiemn ¢ I comresgenan. dele egg)
di una successione di processi di conteggio

Suuero, Dl exied geersi rigurdane I companeres ¢ I cosvergenes defe b 41w e

- Norarioss wT massrLs 1

| Gorhme dabitude, D désigne V'espace des fonctions reles réglées et con-
Mldtmsml,.wmd:hwpahmdgskomod{m,puuﬂ))
Buant donné, sur un espace probabilisé (2, . F), vn processur récl
admeane R, comme ensemble des tmps, DOUS AGHETONS (A, fus. pmuumn
partie finie § de R, la variable aléaroire.

@ i (XN
| (& valears dans R%): 14 Lo sers appele I fi S-marghule de X.

Par contre, 5i Ies trajecroires de X appartiennent & Pespace D, nots appel-
letoos fei de X la mesure (sux la tribu borélienne de D) image de P par Vappli-
‘cation

s X(y )
de 9 dans D.
Contidézons mainienant, pour wat entier #, un processus X, & trsjec-

(%) Do Marematicn delMUnivenied di
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toircs dans D, défini sur un espace probabilisé (2, 5., P.). Tl est bica connn
le sésultat suivant (cf. [1], Th. 151, p. 124)

(1Y) Tuonism: Peur que b Joi de X converge dtroitement vers la loi & X, il

it gue ex dewcs conditins swinaades iend rrplts

() powr ety parti fisie 5 de R, , la ok S-serginale de X converge doroitement
Je lsi S-marginale dv X,

err
(8) den B des processas X seiens wniforseiment. tesdis,

La condition (5 équivaut au fait que les lois des X0 farment un ensemble
selativement compact dans Vespace de tovtes les Jois de probabilités sar D
(maal de ks twpologse éirite). Bike peut se metice sous wne forme plos expli-
<ite. Considérons, & cet efet, pour un intervalle [0, 4[ fisé (avee 0 </ < o)
<t pour un nombre réel 4 >-0, toutes les partitions finies de [0, 1[ formées
dintervalles semi-ouverts & droite, tous de longueur supéricure d 4, sauf peat-
@tre eclui qui admet 1 comme borne supéricure. Nous désignerons par £1{7, 8)
Vensemble de wutes ces partifions, et nous poseroms, pour tout &ément x
de D,

12) e H) = ik supw,(f),

et anr

ob w,(f) désigne Poscillation de x sur [z
o) = sup {ixle) —x()]: (n0)efx]}.
Avee s notations, on 4 le résule suivane (cf (2, p. 4; 3], p. 34):

(13) Tnkoxksin: Pour qur s Jos des processns Xow sirat smifersetsmat dvaoes,
4 fd 2 10 1t o s dhsc conditions cxinentes sent ressplic:

) 15mhm=upp.{ Sop X | = O ponr sont 1320,

(8) lim Him yup Pfors 9, 0), ) 5 = 0 pour w10 ot rowe
L

Eant doané, sur un espace (2. ¥, 7). une suite (), de vazisbles tléa-
eires indépendantes, i valcars dins ), sof e admettant une méme loi g, novs
appellerons prevesees de campiage nssocié & (U)o le processus X defini par

4 Xim Bl oes-

1ine gt pus, 4 propremens parler, d'en processus réch er il peut prendre
aussi la valeur 4 so. Tautefois, puisque |tummb|:[ e fu] st népli-
geable (d'ancts Ia Lo des grands raiubres), le prncessut X st lodiingeakle
d'un processus réel, & valeurs entidres et & tajectoires dans D.




= g
) Remanque: Désignons par (U], 1 vasiable aléatoire
CEAUAC) P

mmmpq*amhmu.—wmanmh
positifs. Sur cet cspace considézons, pout tout £, & fonction

2 B e v+
=

woit alors que Ia 1oi S-marginale du processus de comprage X défial
4) st Pimage de la loi de (0L, par Uapplication

i ()b -

2. - CONVERGINCE DES LOIS MARGINALES D'UNE SUITE
DE PAOCESSUS BE COMPTAGE

tout n considkérons, sur un espace probabilisé (@,, 9., £,), woe setc
Indepa&nminkundw]ﬂ.m[auh::v

e méme 1oi i, ct désignont pir X le processes de comptage assocsé
. En supposant que la suite (,) converge ditement sur |, oof
#, considéruns, sut un espace. probal sém,sn,numm d
de Ioi s, et be pr de comp- .

<o
Uuﬁpmushnpl:mﬁ:mkwkmﬂm

Tiabonisr: Suppescus que Ls of Niwide  soit diffoce. Powr toute parfic fivie S I
Ry, do i S-marginae du pricesins X0 consege ahes isitment ey lo o S-mar

Dissowsrasmion: Pour tout eatier u, In Ioi de [Uf), et égale au pro-
Mm.mdum.m
mmnmuh\.mlmbdwmqmn
P e e ol R
mnumuus).awmann:a;msuqulwm: 7
e qui tevient an méme — — admet
I lpmtl:depumh&imﬂnndﬂ nngusnblsvwhlm-(eﬂ e 3L

A & cet effer que, puisque 1a Ioi g cst diffuse, chacune des pacties
e, ?m.rm.

0
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et Mgﬂ\nﬂbhpm\rhlulr 1l en résulte que, pour tout £ fixé, Pespace 10, ==
incide, & un ensemble rnégligeable prés, aver Ia réunion des coscmbles
cuverts de Ia forme

ot

ta<i<at

ot dad

avec A0, 1l suffit alors de remarquer que Ia fanction x, est constante sue
chacun de ces ensembles.

3

- CoMpaCTTiL ET CONVERCENCE BiS LOI D'UNE SUITE
DE TROCRSSUS DE COMFYAGH

Nous nous praposons mainicnant de déduire, du critire géndnal de com-
pasité (1.3), un critire rrés simple concernant e cas p..mmn ‘ol les processus
X somt des de comprage.

A cet effet nous commencerons par démonteet la propasition suivante:

(3.1) Puoroscrions: Sur s sppace probabilist (@, 7, F) wit (Usdysy sae snite de
roriabler allatsies indipenduatis, & saluars dams )0, oo 1t admetrant s swtsve Joi
ef disigwar par X Je procens de complags correrpondent (difini par (1.4)).

Ou s aloes, pour tont couple £, 8 de sombres réels siriciement pasiifs:

Pleaz #(X(, w), 8) > 0] .;mn,a;)(; +_[x,4.u).

Disiosstaanian: Posons, pour tout catict k>0, S= 5 Uj. (On a done
Sy=1). Ftant doané un dément w de 0 tel que Ion ait

42} B 0, >0,

désignons pie 4 Pentier déerming par Ia celasion
Syl <t S fom)
Considézons 1a pactcion I de [0, 4 constifue par les intecvalles de fa forme
i
et par Vintervalle [5,(), 7. La trajectoire X(-, w) est constante sur chacun
des intervalles de 7. Par conséquent, si les dntecvalles (3.3) avalent tous une

longueur supérieure & 8, b partition ¥ serait un Elément de 71(7, ), de sorte
que Ia définition {1.2) donaerait

(33 k

(S, avee Lais

#HXC, 0) =0,
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£ B i ) o el )
termes, 1l exiine un enter

Umi<d,  <ick.
insh démontré Vinclusion suivante (1):
ot XG0, 9= B c U (Ui<0 5, < 1)

(UG- s, 801 < PR <, Syl =
9D P = w00, 8D 3 PLX 1) = (0, aD(1 + [, aP)

wrilisant Ia précédents, il est maintenant tsds faclle de dé-
tmm(u} I crittze particulier suivans 1
© Ponr foud u sousidirons, s aw espace prohebitis (9, F,, P,
(U e sarisbles aliatvives indipendentss, de méme Jeé i, of disignome
e procesing 3 ;
@) powr tont ¢>0, fer. doix des varishles albatviver. XV oient waiformisecns
() powr towd -0, an wid liensup (X9 dP, < oo,
) lim imsup .00, ) = 0 (3.
Disowsvaarion: De fagon explicite, la condition (s) signific que Fon 2,
our tout 7,
tim lim sop P > 5] = 0.
Bl équivant donc, grice i lIn craissance des trajectorics des. processus 1,
Ia condition (s) du théaréme (1.3). L,
. _W‘Mm('].(r]ﬁnﬂqﬂmrd&umm!dnnhpn@mdnupt 4
e, la
i lim sup 2, fers w4, ), a0 0.
00 ne i e i ok prouver em Tinchinkon cpponée o8 dgalement visie
o e st
-glly-hu.-min
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Puisque celle-ci entealne évidemment b condition (5) du théoréme (1.3),
ce théortme permee de conclure.

i maintensn on appliqus le théoreme précédent et Je théorkme (21}, o
ohtieat, grice & (1.1), le corollalrc suivant:

(3.5) ConOLLAIRE: Powr teit - cancidbrons, s wn espave. prebabiliné (@, ., P.)
e suite (U{)y., de varicbics adbaivires indépesdiantes, 3 valeurs davs 10, oo] of dmes-
dani e mbme ok ju,, of désigmur par X Je procescas de complage correspundant,
Eir pappeset que la wite (u,) coaverge rsitement s 10, oo vers wae o g, eon-
cdirons, s espoie provabiit (D, 3, F), wse saide (U)y, de saricbies atbatoirs
indipendter de IoE p, ot de processsr de cospiigt X asiot,

Pour gue e ois et precessas X% comvergms diwitement. ers Lo bk de X, it oufit

o es dei: coditions avanies saient. resples:
(a) da o limite i soit diffe,
(@) it poar sent #>0, limsup [XPdP, < e,

(36) Exeueux: Supposons en particulicr que, pour tou #, la lol s, colncide
avec 1a Iof de la vasiable aléatwire obtenue n multipliant unc variable aléatoite
géométrique, de pammétce p,, par un nombre réel 8, >0, Sopposons co
outre que les deus suites (p,), (4,) convesgent vess 0 et que leor sapport
{(/8,) converge vers un nombre récl 450, La sulte (u,) cooverge alors vers
1a lof exponentielle de parmérre 4, de sorte quc la condition (s) du corollaire
t est remplie.

La ki de Ia variable aléatolre X% colncide en outre avee 12 Joi binomiale

de panméees po, (78] (04 [1,] dsigne s paste entte de 8. On »

mer —p_l \]~p_7~u

de sorte que 1a. condition (#) du corollaire précédent ese également remplie.
On retrouve ainsi Iapproximation classique du processus de Poisson par unc
mite de processus discres de type binomial (. [4]).

Nt sfotfsfo o L seretio s dpevmes (14 Sopisi 1983).

Je b (1) ik con o M. Mo dom 7] D) T i
cormect 3 on sjoure v conditives (4), (4) t condition sk

X = X ) =0 pour bt 10 ot tost g3 0.

Cette condition dost bt dpalizoent apouute dans Péoeed de (3.4), vi ebe preed Ia fone sivsnte:

APST) =0 pour wu 30,
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gt ol daok (35) 0b fon &

B = LY 8 Uy ) =

ey LT~ ¥ 1) < BN Xy 1 = P Fm )
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