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ANDREA FORT (%)

1 gruppi finiti nei quali turti 1 sottogruppi massimi
son0 duali di Dedekind ().

Finite groups in which all the maximal subgroups
are dual-Dedekind

Scaumans, — We give 4 prosf of he follrwieg sheorem: A i grp G s sl f 25
@ a.

Un elemento & di un reticolo £ & duale di Dedekind in L s¢ sono soddi-

sfatte e condizioni seguenti:
) myek, xzy= (VdAx=yv(dAx).

wyeL,  dny = QUNA =V (eAD),

el qual cazo scriviamo &% L.

F. Menegazen in [1] seadi, gli clementi duali di Dedekind di un reticalo
gruppale mostrando che la presenza di tali elementi nel zeticoln L(G) di un
sgppo fiiin G ba sotevol: aflaenze sulls stoutoira algebeica di G seesso,
Ia [nmwhu egli descrive la structurs dei gruppi finici nel cui reticolo sano

di Dedekind turt 1 soungruppi mormali.

N’dh prescate nota viene proscguits Pindagine sviluppars in [1] e si pec-
viene alla dimosrazione de) seguente teotema, che pub spparite una gener-
lizzazione di un risultuto di Menegazzo:

Tronesia, Un gruppa fnits G & modulare se i gli clementi massimali
di L(G) sono in questo duali di Dedekind.

(4] Todieno 3o A.  Tulouno di Algelon @ Geaostra, via Belsoni 7, Padora.
1) Mcmnia prescmtata il 3 Juglis 192 da Gruseppe Scoesa Deagon, uoo del KT
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mvisma ad [1] per un clence di propricti =1wm¢gh <lement duali
ol D e o generale ¢ nel reticoli gruppali in panticolare. L
somenclituta rigmrdantc | gruppi che useremo & quella standard [2]; inoltze
dicerio che un somogruppo H di un gruppo G & dusle di Dedekind in G per
indicare che H & elemento duale di Dedekind in L{G).

Cominciamo con un risultato tiguardante | reticali in penerale.

Lo 1. Sia L un reticolo con massimo 1 e minimo 0, atwmico ¢ soddi-
sfacente alls condizinne della ctena uscendente. Sc ogni atomo di L & ele

nto di Dedekind ed 1 & unione di atomi, allors L ¢ modulare e comple-
mentm.

Do Mossriam dapprima. che sisuliano complementati in £ gli clementi
ebe soma unione di atami. iz
esto & complemennto, S¢ b 1 ed M denor Vinsieme degli elementi re L
che 0% ¢ ¢ bpe =0 allors M & pon vunto € per un suo elémeatn mai-
simake a risulta b/m =0 o Py =1z infuti se risilia by 7 | allors esi-
ste un atomo a tale che a €4V ed allosa ((va) )V = (@Va)AGHm) = o,
jacché mamm e matmyh; por la masimali di o eisuleallos
(WVAB 0 c quiad ciic o stomo €, (NI cosioché <)
VA< () b e == s
Se oo e/ e £ & Punione di tuth pl tom @ L comemai In s, pot
e isto, eiste ce L ak che fvr=1 ¢ e = 0. Pertamio ssultn
N(et) = (WARVE = glacché A0 altrimenti esisterehbe un
stomo contenuto fn ¢ & quindi in A = 0. Concludismo che ogai elemesto
i L & elementy di Dedekind in quania unione di atomi €, come gib si & visto,
tali elementi sono complementati.

Prorostzmoss 2. S¢ G & un gruppo finito in cul ognl sortogrupp mas-
simale & dusle di Dedekind, Miors €2 supersolubile.

Dist. Per il risultato duale del lenums 1, GI(G) ha reticolo modulare ¢
quindi & supersolubile; ma allor G stesso & supersolubile

Teoamia 3. Se G & un gruppa finito non nilpotente in cul ogai sotto-
Bruppo massimale & duale di Dedekind, allors G & modulire.

Die. $ia G un controssemplo di ardine minimo: allora G & reticolsrmente
indecomponibile ¢ peranto anche G/P(G) & reticolamente ndecomponibile
(cfr. Suzuki [3], pag. 5): siccome G non & nilpotente, Vordine di G/#(G) non
& potenra. di wn prima: peetunty G/#(G) & un Pgruppo non abeliano di coi
densiiams Pordine cm 4, p ¢ q primi, - % intezo. positivo.

s ora (1) <N<G, N<@(G): siccome G & controesempio. mi
GIN 2 modulire ¢ (GINYO(CIN) & P-geuppo non sbeliancs dungue (Su-
zuki (3], pag. 13) GIV & un Phgruppa e G = (5,15, & peodorto semidirero
dei suoi due sottopruppi di Sylow. Distingulimo ort due casiz




o

1) V¥ ha ordine g Siccome il g-sottogruppo di Sylow di GV & ciclics
& N<@(G), risulia che 5, siesso & ciclico: ne consegue che G & lomarfo 2
[S,]C.n con 3, abelisno clementare ed il gruppo ciclicn €a inducente un
sutomorkisme-porenza di ordine primo 5u S, : ma allora G & modulare in con-
teasto con bs scelts faren,

2) IV ha ordine . In questo caso 5, & ciclico ed S, risulta abeliano
elementase. 1 sottograppl masimali di G sooo pure clementi di Dedekind
di 1) ¢ pertantn (Sdmu:h (A1) i gruppi di swwmortismi indott da G sai
suoi fattori principal asdine primo oppuce 1. Siccome G & retk
merte Indecomponibile rismlta C,(N) = 5, 0'(5,) ¢ quindi g'(§,}=G giacché
Nxﬂ"(_\‘jac per ln modulariti di G/V. Se fosse JYS) # (1) allora dalla

imalird di & consegue che GIE(S,) & modulare ¢ quindi che S, & abeliano

ok i, 5,5 #(G) in contrasto con I seelta futa hm..m
a- u 1€, (C, gruppo ciclico di ordine g) ed S, rislty sonogrupy

quindi dusle &i Dedekind in G. Per ogni sottogeuppo H<S, 1i T

Hﬁf,'v(.\_‘\c)_ (HYC)AS,=H Y, dunque ogni sotogruppo di 5, &
icché f, & abeliano ¢ C, induce su di esta un

di sutomorfisnii-patenza. (cir. Happert [S]). kltre 5, b esponente p alrrie

el esso conteerebbe un somogruppo M=G tle che S,/ sia ciclico di

ordinc p* con 2<f<u od allors G sarcbbe abeliano, gincché § suni soto-

i massimali sone dwali di Dedekind, od isomorfo ad un souog
di Gt cid comporiescbbe che C, & nel centco di G+ assurdo. Dobblamo con-
cludere che G ¢ peodotto semiditeto di un p-gruppo abelisno elementare con
un gruppa di ordine g che induce . cxs0 un Avtomorfismo-potenzs ¢ dunque
che G & modulare; con questa ultima contraddizione il teorema. & dimostrao.

“Tratsiamo ora il caso dei gruppi fnitl ailpotenti: i basterk studiare 1
Fogruppi.

Tronzaea 4. Un pogruppo finito in cul turti § sottogroppl massimali sono
duali di Dedekind & modulare.

Dot Sia G un controcsempio di ordine minimo; allors per ogni sotio-
gruppo N, N {1y, NaG, L{GIN) ¢ reticolo modulare, Siceome & con-
tiene un sottogruppo minimale non modulare, uma su sezione ALK & iso-
morfa al grappo non abeliano di ordine 24 cd esponente p ¢¢ p o 2 o al gruppo
diedrale di ordine 8 nel caso p= 2, @ per ogni sottogruppo B=G, | R = p
tisulta R<A ed R B cosicché & haun solo sottogmppo normale di ordine p
che indichiamo com D.

Sia ora o) un soutogruppo di ondine p di 6.

Supponiama che a) € B(G)
tale che My <o = G, Mnday
ha tutti gli clementi massimali dusli di Dedekind ¢ per la minimalind di G
risults che M & modulre. Inolire per opni sotwgruppe K di M risula
M (o ) = (Mp ) H o= H giacché D Gy quidi ay <N (). Per-
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fanto a induice su M i automorfmo-potenza e dovendo essese il centro di G
ciclico, M risulta modulare con al pi due generatori.

Allora per il lemma 13, di Napolitani [6] risulta che p =2 e che I'espo-
seane di M & maggiore di 2. Se M fosse hamiltoniago, G = Af(a) sascbbe un
Euppo di ordinc 16 non modulare, estensione del gruppo dei quaternion di
ordine B, giscché A ha due gencratori, mediante un sutomorfismo-potenau
di ondine 2: ma un wle grappo non ha tard | souogruppi massiv dusli di
Dedekind: assurdo. Dunque M non & hamuilioniaso el ancom per 1l lemma
cirato di Napalitani dobbiamo concludere che nessun clemento di perivdo 4
di M commut con a.

Sia or b un elemento di pesioda massimo in Mf; siceome (B <o, d), per
auants a1 8 viso, Ga b9  divditle o seoudieduule od allors GIID coutene '

W 30D che & dicdnalc ¢ modulsze per la seelm di 6. Permntn
4o, 85 D{D & groppo di ordine 4 non ciclico e Pesponente di A & 4. Allora M
& abeliano in quanto modulare non hamiltoniane di esponente 4 ¢ quindi
2,(M)<3G). G ha un solo soitwgruppo posmale minimo cosicché A & ciclicn
di ordine 4: ne comegue che G & diedrale di ordine 8 ¢ cid ¢ assurdo perché
i sattopsuppl massimi di G sono duali di Dedekind, Abbiamo cosi dimostrato
che D(G) < D(G).

Consideriama oea il grappo modulare G102+ risulia G/ = AL (1D
AD abeliano e ¢8 inducente su A0 automerfsmo individuato dalla posi-
ai0ne (s DY? = 4™*¥D con s32 56 p = 2, pmgm.as AD (dr Twasawa |7|
Napoll % (0. Perunto G

L4, 1> giscché D<@(G).
o] i sl gkt il G

b}« spponisno i<Wl
quanto s b gH visto b ha ardine ulaeno 44 ¢ cisulia b D
il s by D325 o s -1 il che o‘(ﬂ-., 3
& sottogruppo nomule di G non contencate Punico sottogrppo normale
minimo D,

Supponiamo s3> 1 e dimostriamo che b} non contiene clementi
di periodo g, Infussi se 22 ¢ & ba ordine - alloa Gy, by = 1«,,>| o
con ¢ di pesiodo p :mndm cod(G) e sl G = b

= (b £ = gy ey by 47 i conEaSD con la sclin di 6. Seyri
€ by ha periodo 4 allora Gy, b) ‘non pud essere exensione spezzanie di b, per
Pargomeneazione vista mel cawm p# 2, e quindi, essendn A/D abelino,
(i, n,; & gruppo dei quaterniont di ordine § per ey . Ne consegue
1) & gruppo extraspeciale. Allors se 15> 2, Gy, by -y by ammet
un insieme minimale di generstori contenente clementi di periodo 2; oppure
G = By, by <> con £ inducentc un suwomorfismo-potenza sul ghippo dei
quateraion di ordine B iy, b3+ allors /e 3(G) € A by, ghacché da 7 by
conseguirebbe ¢4, b3 = {4, by, £ = 4, 7, = (4, € con ¢ di periodo 2, ma
cith come si & gid visto postercbe ad un assardo, ed allors G & un gruppo di
crdine 16 che non ba turti § sattopruppl massimi dusli di Dedekind, In ogai
caso otteniamo un assurdo ¢ percid dobbiamo concludere che il perindo di b




& maggiore di p% per i= 1,2, 5 Ancom, s 122, (yiid) & extensione
speszante del tipa [(hy3]¢6) con ¢ di periodo maggiore di p ¢ risulta Des= G
pectantn (D) = ¢ ¢ sottogruppo nommale di G non cantenente Punico
sottograppo normale minimo D: asurdo.
In conclusione risulta G = (b3 con B, = B2 siccome G non & modu-
lare risuliz p=2cd s = — ¢
o

ittt § sotzogruppi massimd dua con e ipotesi
allors risulta. ;b < ) (H/CH) © quindi 5 = £ per convenienti interi
Je j, cosleché <¢ contiene i ed anche K: ma allora possiamo canchidere
«che ¢ & sonogruppo mamimale di G che, pertanto, ton csendo modulate,
B un quoziente dicdrale di ordine B in cuntrasto con e Ipotesl.

Cosl abbiamn vesificato che un controeserpio di ordine minfmo non caiste
& concludiamo che il teorema & dimostrato,
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