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On an a ptioi Lr-estimate for a lincar differential system
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i e R e
vasiabili, N icolare che I'operstore A sia scalare & stato pro-
-llSmd.ﬂ(v [11=[zumummadnmdupopmqm

0 di L

ichlet per operatore A sono « complementanti » (nel senso, i Agmon-
viene provats inversa

golasitd sui coefficient] che mmww considerare

ionc di questa sceonds parte . con aleune

B o 15 qumilon b esteutmrmets fagain & it €1 Dkl e
Foperatore A. La teenics usata nelle dimostrazion appare, tuttavia, spplicsbile
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2 problemi al contorno di tipo pib generale. Si osservi inoltre che gl operatori
sealati sono suppost tut dello stesso ordine, scltanto per tendere meno pesante
Ia trattazione.

1, - Norazonr

4 sarh sempre un aperto limitato di R (r33) ¢ 742 s sus froptiees. Useremo
le nomsion] comsacte. Con () denoterems Vinsieme delle funzioni di @ in €
ehe sono di classe C= ¢ 8 supporto comparto in . Se weZ ¢ pe R, p1,
con WP*() si indicheri lo spasio di Banach delle funzioni #1 @ -+ C tal
ha sane e dsime o ool < sspaieapus 8 LO) co b e det
nitn da [ul oy = { 3 1D"9]5,)% dove Inly, indica la norma ueusle di Lo(g).

W7(8) sar . uwndl D) in W), T duale forte di W“(D)a«\l
denotato con (@), ove p' & legato a p da 1ip - 1p'= 1. Come & noto
W) & prad s (estensioni continue & 1F5-4(82) delle) distriburioni
in 7 che son0 uguall ad wa somma di deeivate di ordine <m di clementi di
L#(0). W=r(f) risulta quindi normato ponenda

b 1w, #)g}
L W 58 7

ave (-} & il prodomn scalace di LX(@). Se (E, |]) & uno spasio normato,
su B> considereremo 1a norma. ||, definita, Yo = (&), € £ da [u], =

Su (W= (D)) I norma or considerata @,
valente a quella, che indichianmo ancora con ||,

o 2

ove (+-Jue & il prodotio scabare wsuale di (L@

= ENUNCIATI DEI RISULTATI PRINCIPALT

Siano m, WEN, w1, a5 FERcon p>1, f>1c p+ljpiel.
Pe gl coppe di sl o )€Y, con b2 iom, 2 i s
mattice (453, 08 st 2 —>C. Contiderianio Vopeatore differensi
matkiale

2] Ale D)= 5 aulx) DoDS,

Pes ogni x6 & ¢ per ogai £¢ R poniamo Jy(s, §) =
¢




=

iadichiamo con (3(%, )y, Vaggiunm dells matrice (G Doser.ns
Poniamo inoltee, per xe D ¢ £eR'— (0],

L, §) e det | §‘-nu(.\‘)£"‘! 5

 Considererero le seguenti tre condizioni :

(A) Lioperatare A(x, [) & uniformemente ell
xel ¢ ognl {s:v_gu) risultn L{x, 8>
pendente da & ¢ da .

<o, nel senso che, per ogni
, won E costante indi-

(B) Per ogai xc 0 ¢ per ogoi coppia (¢, F) di clementi lincarmente indi-
pendenti di R, il polincmlo L{x, £+ 87 nells varishile ge € ha esat-
tamente mw zerd con patte immaginaria positiva.

Si ot che Ia condizione (B) equivale ad affermace (v. Simader [2]) che
per ogai x=2 ¢ ogni '€ R (0] il polinomio L{x; (¢, 1)) nella variabile
 $6€ ba cxmumene mx zesi con parte fmmaginaria positivi. Come & not,
14 condizione & sempre soddisfitta nel cusn r3.
Suppostn 0 sufficientemente regolare, se X 20, p & il versore dells noc-
n-k:(:nu a .Dm.\ céeR — [0} Eunsmmaf‘imx‘ indichiamo con
gl zeci con paree immagioasia positiva del polioomio
28 z_(x !+qu nclls \-.mm: 2€C ¢ ponismo

@ it 0= I G-t 0)-
(€) Per ogni xcill ¢ opni §a R — {0 magente 4 20 in x, il polincnia
ing
T e Zte b o)

0N 30448 G, & mullo modulo il poliomio (2) solo se le costanti 4, ¢
sono tutte nulle.

La coppia di condizioni ((A), (#)) esprime il faito che Voperatore matri-
diale At, D) ¢ uniformemente proprismente ellittico. La condizions (C) tra-
dince il fato che e condizioni al contorna di Dirichlct per Voperatore A sono
« eomplementanti s (nel senso di Agmon-Douglis-Nircaberg [3]). Come & noto
(v [3). p. 63) le condizmoni (B) ¢ (C) sono verificatc s Voperatare (1) & uni-

formemente ellitico. E potn anche che, per o= 1, la propeich (C)
& una conseguenza di (A) ¢ (B) (v, ad esempio, Agmon-Douglis-Nicen-
‘berg [4]). Invece, nel caso w1, (A) e (B) non xmphm.. in generale (€)
& la uniforme fortc ellitticied di A & una condizione sufficiente ma non neces-
sazia perch valgano (#) e (C); i pud infatti vesificare (v, Thompson (8])



che per I'speratore

Ia. coppia di condizioni ((4), (8) & soddisfatta pes ogni 4 —1, Ia tema
di condizion. ((- ).(F)(C))bmddnflmpﬂmhl R e che %1
€ d# —2, mentre la condiakine di foree elliicitl & soddisfitta per ogai
iz—

Thonmia 15 Sia wr(c (G per
Jad =+ 18] < 2m. Sr exiveone dime "l
@ Vs (W30
alisea 3 soddisfatta ls conclicione (AY o 56 2 3 i classe € soms ssddisfatte Je con-
dicioui (B) ¢ (C).

Teoussth 2: L fumsiont %y abbbens fe derivate pargiohl di cediss <fal + 101
svnt o Hiate i 0 4 0 sin 4 luse €. S swissows . condigond (4, (5)
4 (), lors esistooe e costanti C ¢ Gy dal cbe valga (3).

I ¢ duy (L) por
suneer pesitei G ¢ o

[ SRR LR o ) P

3. - Diosraamons, pax Teoesi 1
1) Dimostriamo che da (3) soguc la condizlone (A): per le ipotesi fatte
sulle fonsoni oty shulia swp X 3 <Ky, con K, costiste.
i =)
Poso Ar, D). % itanlx) DAY, 5i ba
e

s, el <Am il + By 5 St 00
Yol

Nl scconde termine dell paste deses spostiamo e desivae di n!rlm:,}ﬂ sulla
funnumc. nci tecmin i cal

fol = m, spostuma ‘fcliesioe derivasn solla funsions », I mods <he wm»
paiano detivare di # di otdine <m~1, ottenendo, in definitiva

[} ALt Kltla e

con K, cosuante, Applicaado il Lemma di Ehrling Nirenberg (v, Simader [1])
dall'ultima disuguaglianza si ricava

0y | P B T R~ T
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con G cosmnte. $ia oma x,& £ fvato arbitraciamente, Dato che le fanzioni
Ly sano (uaiformemente) continue in & per fa] = [ = m, csiste un 4= 0
24| <CBNY per.ogal ,J =
 per ogni coppia di muliiindici =, § con. x| = |} = , dove N
ca 1l numero di muliiindici  con fa) = . Modificndo opportunamente 4
— <), 4 abba, per ogni

(o) — ahlx)| < BN

() DA D4, riulta, per ogni w in (CT(KY)" €

HAS, Dl <10, Pyl + |(M_§ (a9 = taloe) D Do, A

Di quest'ultima, in base o (5) ed & (4), o1 deduce facilments

©) [ 72 B = Calalann Ve (C(Ka)™ .

| Considersndo ora un multiindice o con |o1= & due funslionl & ¢, 26 (C3 (KA),
.s(c-(m)- isulta chissamente (4, D%, gy = (— 1)*(lgt, Drg)y € quindi

Don] < N|Ayh]ypa: Sostituenda Don ad # in(6) ¢ sommanda su tumi
con.|o] = m, orteniamo

m N A s> G T | Dbl pa—

X 1Dlusa-

Valeodo inolie la- disugumglisnm 3 | Dinlurvlrlowsn per ogni n in
(GRK)" (con  owantel, da (1) hegue

(RN F L LA 1 SRR ol Ll

Ve (G5 (Ka)"

con € ¢ C; costanei, Considesians ora v O (ko) acbitrarls ma noa nulls,
Siano inolwre EER'—(0}, A= R, 451 € = (s in R*—{0). Poniamo

K = o) oxp 1305, )1

Ovwviamente uy & (Cr(K)". Per %, wale quindi (8) e peecid anche

.
P

1 At
i;‘ A.M-l...>€.g;.;v.l___




ot sl

Pagsando al limite per 4= + o ai ottiene senza difficoltd

i

3 aear ol 2 E( 3 el

3. e el Ei( 3 )i,

ielien
da cui infine (ricordando che v 0)
EE 3 ase0rte>0  Wapevwwo.
Sl s
Non & difficile riconoacere ch i implica

der T eolmlEus0  ¥ewo.

Dungue, dam Varbitraried di x,e 43, si ha
@ L L T L

(F5-E

Tenendo presente che w6 (G(H)™ 5¢ 2] = ] = m, da (9) segue senma
difficolti Vesistensa di una costunte £ > 0 ule che

g smcomslzEer Voo eDic(R— (o).

2) Disastriamo ara ehe, nel caso = 2, da (3) segue In condisdone ().
Sia % 2 fissazo arbitcariamente. Dato che © & di classe €% vi & un inwmo
aperm U di x, & un Cdiffeomotfisno v di £ sulla sfera uniraria di R ale che.

WUAG) = ({5 e WP+ A<t r> 0= H

(U N2 = ({7 He R A<l 1 =0);
poniamo
H'm (5 DR A4 A<12, >0}, PrmciH), V=UnR.

Sia pai ¢ & C(U) ugnale ad uro ia ua intoma di 17 Risulta allora pee ogni
¥ (WPH(17)* ¢ per ogni e (G(2)"

160 P <A [ <N A




- A=
can ({6} costamte dipendenie da , r ed . Quindi vale
BN > Gl Mg = GilMlane Ve (P07

i1, 2, cosantl, Data /2 1/-+€* poniamo Z(/)(e) = flra)) pes
H. Dalle proprieth di 7 segue che Z & un omeomorfisro
Ty« di WA s (WS, < Tosior
satose A nelle coordinae di £/ ottenizmo un operatore A i cui
» hanng ia stesa regolaritd delle funzioni axs ¢ verificano la con~
- dizione (.q) ((.o pud essere verificato con una metedologia analoga a quells
svolta da. Simadet in (1], pp. 56-63). Inolure, in base alle proprier dellsppli-
| cusione Z, da {10) segoc

ay 1] s> Cilelapa— Giltlas,  Yes (PR

o €, i=1,2, covant dipendenti dalla erasformuzione v, Con passaggi
analoghi & quelli svolti nclla parte 1), & (11) si ontienc

) 1Al sz nilam—nlrlans  Yos (PRGNS,

dove Aym % GODDE ¢ 7, i=1.2, sa50 comnti. Pex FE R, £10
NE. 88
¢ geC s

z,(;,,)qdm( S G} Agth)  dove e (ms %) © A= (B B

Dato che In condizione () vale anche per Poperatoze A, possiamo affermare
che il palinamio in % Lyff, ¢) non ba zed reali. Supponiamo ora che b con-
dirione (B) sia noa  todditftta dall ‘operitore ;. Si pud quindi afermare,
temuco conto di quanto osscrvato dopa Fenuaciazione di (5) e dellfomage-
neid di L,[2, g rispetro a & che esiste £& R, con [§] = 1, per cui vi smo
€= 0(8) 41 zeri, (8, eon k=1, oy od), di Fyff, ) e0n pamie im-
Taginacia positiva. Di eonseguens sl pub provace (v. [3], pp. 00-61) che
esiste una soluzione » = (r() ;)) del sistema Agr =0 su A verificante
e condizinni ol contatro 31, e the I fenaiont vy bass 1o
evas s wLPore 2a i, s, decsocenl evpoumasilast A1 e
dere di 14 +e6 €, per almeno un indice f, 1</<a, risulia

) j'— ]'Dl(g)‘.,(,.r: [0

Sia om, per 26, 231, £, (5 =20, 1. Posto Bi={0 )i, .. Tl
ancora Agr, = 0. Sia ora ne Cy(R) take che yir) = L per D<Iri<1fB ¢ nfr) =0
per rl> 1[4, Poniamo {(y, f) = n{y)u(d). Rishs e W2(H ) ¥az1,




=

Applicinda I rtgnh di Leibnite possiamo quindi aflczmate che, per ogni

FE(GHY" o ha
=0 Akn, = (Fusl0) D% sy DG+

3 (2C) 600, DDy~

wiiea o

-3 ('2 j (er(0) Doy, Dlwu-.%_).
&

1 primo termine o destrs & uguale 3 (A
ik usate in 1), ad una maggionsione del

e = 0. Si axriva, con tecniche
o

a4 1A i<k X D%y

Si ha inolire, dopo aleuni calooli,

Quindi da (14) si owiene

(15

- -j‘j'\ it i
Iaoltre =
)

Poiché [ fy,,. <% ¥iz1, con D costants, ctieniamo da (12), tenuto conto
di (1), (16) e (17),

| J‘ﬂ F‘ (_;.:JE'.{,.{:)‘ <K'imiwe gy n
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Dividendo per =%/ ¢ facendo tendere 2 a + oo, 5i deduce ¥ |

TGruoofaan

- che bin conraddizionc con (13). Si pud allora conchadere che Fy(8, 5) ba oo
eri con parte immaginaria positiva. Indicndo con 4 In trasposta della -
triee Jacobiana in , dell'applicasione 3 precedentemente imtrodotts ¢ on fy
i1 modulo del determinaste di M,, si ha, per ogni &= (8, 8)e R,

Lio=daf 3 ddid)=dap B ot

. Coosideriamo | vettorl § = (£,0) ¢ 7 =(0,1) di %, con &= 0; dawo che
M, & non singolase, i vettori A ¢ .u.», song linearmente indipendenti.
Poicht Lyfi, )= L g) = 0./ = 1.

der( T -.ME-W.H-L"Moﬂ”') -0
ol =Hl=n

Tenends conto del fatto che x, era un pusto generico resta dimasteato chie il
sussistere di (3) implica 1a eondiziene ().

3) Per quanto riguards la necessith della condivicae (C) per il sussistere
di (3), & sufficicnte psservare che ¢ (C) fosae mm Md»fnru si potrchbem,
costruize delle fanzion r(y, 9, { ieth analoghe & quelle
delle funzio mmmnodmmlhwmmedum ragionare come
in 2). Cb soltanto da osscrvare che or yo=(%, ., ) ER™ con r>2
qualsiasi.

- Dneosraazions pet Trorema 2

Premettiamo alla dimostesione | seguenti ben poti lemmi.

Leau 1: Rl [L9(2), W5(@)0 W) 501 FT2Q) e
iniczione continua (%)

Lesun 2 (v, Schechrer [7]): Sia § sotwspasho vettoriale di WR=(0)ry
A P=e(0) di dimensione finita. Allors vi ¢ uns cosmre G,
l'l‘.cf..l-i.«m Yoc .
ara alla dimostrazione del Teorema: con le ipotesi fatte valgono
le seguenti i Bhidont {v. Agmon-Douglis Nirenbesg: (3] ¢ Bm»aﬂmn

() Pl deinioes ¢l propeiceh degl sgasd [y, X, AL eon X, € X, mpusl di Bamach
Dgt, ol veda (9] 0 (10}




£ 1
(a) esiste una costante ¢, tale che

(8 Ml <tall At Wilaaa) Vue (P72} 0 =),

U8 [rhsavaseliA®lopat Irhwd  Yre(PPT@n @)
@) W (Lr()® 3us (W) ()" e che

An=fse ¢ solose (f,)ga=0  VreKeeA®,

Yee (Lr(2)" 3re (P37(Q) O W= (0)" mle che
Atpemgse e alo se (L M)ga=0  VacKerd,
dave A-= (=1 DG () D & Vaggiunto formale di A, Ker A

& u rmdu: L (w'--(a)n w'-»(m) - (L@} ¢ Ker A* & 1l ucleo
s (P2 (@)0 PR (@) = (LY (D).

an SHFR R Sl L i v e s
prin): 5¢ 5 & un souospario vettoriale i (F32(0) 0 WHA(2)" (rspertiva-
mente di (W (@) B (0))") n simbols §/Ker A (§Ker A% indicherd
Vinsieme degli clomenti .5 tali che (2, #)y, = 0, Yue Ker A (Yue Ker A7),
Con r,, IEN, indicherema sempee delle cotanti reall > 0.

Per (1) risulea !al-..«.M.,...- Vae Ker A, Polcht £ &di classe €=,
per il Lenuma di mm(- [14] Vimmersione di 7240} in L#(2)
& comparts ¢ qui Imlthiﬂlf!!hmlmdl(w-’(ﬂ))'!mn
pat in (LA(D)"; qmnﬂ.IKaA ba dimensione finim. Dimostriamo ora che
wale la seguente disuguaglianza

U9)  [dhmanal Ao, Yoe (PR O WE@Ker A

Se (19) non & vers, esbste un successione (el in (F5H(@) A (G
[Ker A e che

@0

Palmna=1,  lm]Aglp.=0.

Per il Lemma di Rellich esiste una sottosucecssione di (-Jm che converge
in (£7(2)" Indicando questa sattosccessione o (e bbiAMO,
pe (18),

1=l e <A — 1) n - I =)

i (nhy comverge in (@ImA@)" il un clemeno & in (PRGN
A W l(u))'/l(n A, Fer (20) 5 ba

@

Mg =1-




—d1—

Per (8) ogal e (L#(2)* pud essere serits nelly forma w— A%, + sy, con
e (W0} W™ (D) ¢ r,cKer A, Quindi

0 = (0 AT (= i (4, A% = lim (i, 1) =0

Valendo questultima per ogai w8 (LF(20)", si ha # =0, il che contraddice
(21); vale quindi (19). In mado analogo i prova che

(9 Irlamen<ald® Ve (3 Q) A WA= ) YKer A

Proviama che sussiste anche

A g VHE (P32(0) N WP D)) e A,

LR S

(sorma del dusle forte). Infari, cvidenemente

0o %),

o
ay o,
siontwn i airie & Wlas

el >

O, per ogni w e (L¥(@)"Ker A esiste re (5 (0) 0 W7 ()Ker A=
tle che A*s w w. Per (19) risults sllora

A o, Bl
R P S - L L

|’:l {w;, (22) & (B), tenendo conto del fatto che D) & denso nel dusle forte

di W) F=2(0), possiamo. considerare Popertore laverso A~ come
unlpp]ltazumlz contimea di (LND)YKes A® in (WE(Q) PRt
< anche di (W(2)n WP(0)) |Ker A* in (L), Defineado 4
uguale & zero su Ker A¥, possamo afermare (v. Calderon [9], Lions [11])
che A & un'applicazione lincare ¢ continua di

K= ([ o w=r@) ), @) )

in
Zimm [(LHAN*, WEr(@) 0 PO~ H172)] .

Quindi

@y Erlesi] Ay

£ facile verificare che

A= (W@ n =y, Lega); &1/3]*




by

£ = 2@, WEn@ o Wmny; ().
Quindi, per il Lemma 1, risults Z% (PP e

(e L PR L P
E noto (v. Caldecon [10]) che X & il dusle &i

W@ nw=r(a, L7(2); 1)
Per il Lemma 1 i ha 3

(07500 o WP e, L9000, 803/2) ) & (W ()

con iniczione continua e pertanto. (IF-=2()* = (P32 (A)i)* £ X con inie-
sione continua. Risulra quind

(25) Plestlolan.
Pex (23), (24) & (25) +l b allora

28) Maa<al Alm,n V& (D{Q)Ker A
Si oservi che 3¢ we (D{)" sisulin wom w'd- a7, con 4's (@) Ker A ¢
#'& Kes A. Pertanto, wncodo coato del faito che Ker A ha dimensiane finit
€ wrilizzando il Lemma 2, 3i orticn

(L PR U PO 8 U T 7 BN o e
Tnoltse, evidentemente

L SN ) R o R [ B O T
Vale quindi

(0] el <ol An) o+ |

Vue ({2}

Data che [w] .. <figllan,, da (27) si ottiene subito b disuguaglianza
voluta.
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