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Semigruppi continui ed omogenei su B, (*%).

Cantinuous and homogeneous scmigroups over R, .
Scauans. — AN the possible serscruses of comonen Mg ot Ry et
The

-
[ ———-—————— e
e v of to Ponch pece.

1. Un semigruppo su B, =[x~ 6R& x>0} & individuato da una ope-
razione b R, xR, -+ R, asoiativa. Se b & continua e positivamente omogenea
di grado uno, si trova che essa & necessariameate della forma:

) bl 3) = (8 L
<cen p reale non aullo; oppure

B (3 = G y); B 3) = i (e, 7)
©, nel caso non commutativo,

&) bxy) = x3 b g) =7
LLe operaiiont di tipe ) eon p1 ¢ Ia prima dele J) permettono di caratteriz:
zare tutri | bifontori associativi nella categoria degli spazi di Banach (e mor-
fismi non espansivi) il cul funiore sogginceate & la somma dirctta di rpazi vet-
torial.

2. G proponiamo di risolvere il segucnte prablema; trovare wutte le fun-
‘zioni continue 42 R, xR, —+R, soddisfacenti il sistema di equazioni funzionali
m Al 3) = Bt 1)

@ Sl =Hx A D)

(¥ Laies Masematico delPUnivenin, v L. B, Albeet, & - 16132 Geoors.
%) Meworis presentaia il 14 apeile 1963 da Gemoppe Sooma Dagoad, uao del XL




i
per %7,z feR,. 1a condizione (1) & semplicemente ls distribuitivith del
prodotta,

| Poniamo.
f Sy =i, 0;
I cont che sl avek

|‘ b -a_-{{{: v

La (2) s traduce aclla

o sor(s) I(-IG))
che deve valere per u, ¢ positivi arbitrari.
U probicma st rduce & quello di risofvere Vequazianc (3) aelFambito delle
i funzioni continue in R, u valori in R,
Definiamo: ricorsimmente s funsione K(s), pee oea sugh interi positivi,
i poncadn
I K

K+ 1) = () -

Dimostiamo che K(r) & funzione distibutiva sispetto al prodoreo; vale ciok
Ia selazione

Ll Kipg)=K()K()  (p,q intesi positivi) .
| Oyserviamo intanto che si b
‘ ® Ko () =)

avendo deactato nmf' I porenzs e 4 £
Tnfauti la (5) vale per g = 0 che essa valga per un certo g, appli-
cando 5 ambo | membi, i T o (]

K+ 'L’I:m )= (Kas{iig)) =ren

| quindi, per induzione, s validiel della (3).

Facendo » = K(pg) nella (5) ne viene
© Kis(E0) e = Ko £
Poicht la (4) & valida per p = 1, supponendo che essa valga pes un certo ,
| Ia (6) porge
I K@)K(p+ 1) = Kig(p+1)
& quindi per indusione su p, la validitd della (4).
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Paniamoci ora nell'iporesi

@

& dimostriamo che b successione (K(r)) & crcscente.
Tntanto osscrvismo che

K@) =f(1)>1

@) K2} = (R(2)" = + o0
quindl Ia f & superlormente Hlimitata.

Per assurdo, se per qualche n risultasse K{n-+ 1)< Kis), detro s il pid
piccolo di tall w, i sveebbe

Sy < ) -

Quertultica aslemme alls (7), pet la supposta contiauied di f, conduricbbe
allesistensa di un panto fisso x,e 1" Kla).

Detio ¢, Lestrema infriore della f, ogai punto s> ¥y¢, rhulterebbe puno
fisso. Dalla (3) i ticava infarti

WL.]#(*-fLJ)

Rimancnda prolunghiamo la
Bruppo @, (moltiplicativo) del razionali positivi. Sia dunque x = pig ¢ poniama h

Ko=) |

La definizione & lecita in quanto si ba per Ia (4)

%“% i\
per p, g, r intcri positivi.

ia & oosl definita & un morismo di gruppi (moltiplicativi) 1

\

\

R |

© ol in . k. ||
sempre nellipotcsi. (7} definizione di K al ’

XiQ,—R.
Auzl K & crescente in Q,, poicht la relazione

M
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te %= il © %= pulg, & esprimibile con
PB<hf (rodu i gy inkeri positivi)
che, per I ecescenza di. K sugh interi, porma a
Kipugd < Kipam) s
da eui, vista la (4)
K < Kiow) -

Anche Ia proprictd
S = Kix+1)

& ancors valida per 6 Q.. Cib i vede ponendo = K(#) nells (5), con p
intero posis si trowa:

Ky (¥(2) - ron = Ko+ 0

Ax(g)=x (g}
Abbiamo quindi il morfismo crescente K; per ragioni di comodih poniamo.
# = loge Keexp
conl Ia distributivith di K viene espressa da
vl =g tol),  EnelogQ,,

quindi @ & un morfismo erescente di geuppi (additivi).
Percit si avrd:

w0 =0, (-8=—p®)
aonche
infy(f) = 120.
&
Sia ¢ 0 usbitrario; esiste un $#log Q;, poshivo e take che
A<pd) <At

quindi & &, 5 elog Q. £ [&—&| <, poste § e max (&) — 8, d avid
Felog@. nonchd
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It~ = 7t —B —plti—Bi <e
= pertanto Puiforene contioults di
npowmmpummd.w.mmnm.mukym-
prictd distributiva ¢ per il classico risultato di Darbous risola
LGELS

<con 4 costante reale positiva.
~ Risalendo alls K si ba

Kij=x'  per weQu.
Dunque pee xeQ, vale la relazione

SO = 1P

«d essendo, f continua e Q. denso in R, quest'ultima doved valere in tuteo R,
| Ne segue che, posto p=1/f, x =5, 5

fo =4y

 identicamente in R..
Abbiamo che, nell‘ipotesi (7), la soluzione risulta del tipo a) con
poneado

PO, MT.:. ndupo-} |=,v‘(1\)<l Tnfasi
Fn=1ircn
i vede che 7 & soluzione del nostro problema se le & f ed
=1,
Tn questo.caso I £ & del tipo 4) con p<0.

§ Blsie wsccs i iture 1l caso

fn=1.
BEERL (5, voc =t ot o, o Ripouesi uitieles
: L0 =10

la £ in questo caso & idempotente.
Sia @ =inf(f) € = sup (); allora si avri

O<acicbe + oo,
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1 punti dell’ wl-:rr-l}n[(‘ﬂ 3 somo. panti fissi per . f. Dimostriamo che nos
pubs essere ) << Nel primo casa # & punio fisso ¢
dalls (J)yn:nler:;‘ntm

&= f(s)

ed essendo #* < 4= inf (£), 60 & excluso, Analogamente si esclude che sia
1 b + oo, Rimangono sols le possibilitl seguenti

sl bt oy
a=0cb=1,

iH) £ =0 ¢ b= f o0,
) a=leb=1

Se el toviamo nella simazione i), i punti re 17+ oo sono fissi & vale per B
wali 7 Ia relazione

f=4;
ponends b = u mells (3) si tova

1t () =10 ‘

i) =1

(a) & continus, vale 1 s wss 1 ed & infinitesima con n: spazza quindi
rutto Vintervallo 071, per cul &

Sey=1
per #6071, La solurione in tal caso &
ft—max(l, ek

€ pﬂlgc per #(x,3) la prima soluzione del tipo b).

simazione ii) si perviene alla secanda sluzione del tipa 4), con
ngmumtnm analogo al precedente, ma valeads aache coa I trasformazione

Foo=1fain

che riconduce il problema a quello testé risolto. Le situszioni iii) ¢ iv) pos-

ono in modo ovvio le solutioni f(1) = 7 ¢ f(#) = 1 cui corispondone quelie
del tipo 1),
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Ossamvazionr 1 ﬂlhelemwdlmnﬂlpwdln @) sono isomorfe,
P orRiid £ s A1 picate eeadals dat K

et

€on i+ 0 conveniente. Per } < 0 i hanno jsomorfismi tea le struttuge del
tipo K.

Azioxs 2¢ Se i prolunga la potenza »* per antsimmeteia
ngmmonpmw:u-n),r;:m“ Lty i

Mo gh = (2 yyn

di gruppo. Questa, se p & reale positivo, assieme

o, presenta su R una strutara di corpo reale in cui & figura

come « somma » altermativa. Lo stesso svvienc 5 p & negativo, aveada cara

ip«ﬂdnwm:hnmmunh!nqusmum?oodﬂm o va cam-

Biato. per readerlo compatibile con |a nuova «sommas. Per ps 0 1y trasfor-

Eﬂmxux‘whﬂmmnkm)él‘hmmﬁmu(&n Je
+i7)-

L PROBLEMA DELLE NORME ASSOCIATIVE
Ponfamoci nella categoria Ban, (spazi di Banach e morismi lineasi non
espansivi) ¢ ¢ia 25Y un generico bifuntore in quests categoris. Supponiamo
t.‘ulu-pcmmmmkmgghmxu:@umhmm(omdmu}d@
spazi veroriali T, W
Consideriamo un clemeato generico
() eTEY
“esistono allons, (casi banali 3 paste), due iniezionl isomerriche
I RSE,  frR=Y

le ool immagini contengono 4 e & tispettivamente. Per un tearema di Hahn-
Banach 1] x ¢ # posseggono inversi a sinistra £ ¢ § i Ban,.
diagramea comsmurativo

rer-2rey Tinen
(e ey §
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Detta #(x,) la norma di {x,) in REM, poicht il moltiplicatore —1:
R—R & isomerrico, si avrd

M) =

pet cul b & determinasa dalla sua restrizione 1l primo quadrante; peranto sark
T )l = d(ia. Ir]). Se il Fantore -~ & associativo, tale dove esscre la

i, 7). Per Ia convessitd, b & necessariamente continua ¢ doveis rieateare nelle
soluzioni oppure essere Ia prima soluzione del tipo 5.
Vicevers ¢ definiamo la norma di un elemento {x, 3) € LY, ponendo

1ol = Q=in+ LA (21

Hm7) = b =) = b= =)

oppure
FG ] = max (i, 1)

si ottien uno spazio nomats che Indichiamo con

DY

(p-join)

o rispertivamente

{e=rjoin)

@Y

ol otteagono cosd trtl | possibili bifuntori associarivi in Bany, tli che lo
spazio vettoriak soggiacente & il prodotto di spazi vettoriall,

Di conscgucnzs ke iniczioni e le proicyioni eanoniche sono in Ban, e tali (e
funtori gono altresi commutativi.

5. Per ogni coppia crescente p, p', 1 <p<p/< -+ oo, il morfismo mawrale
TEU-THY
|ﬂmncnmylrplllm|z!mwm,i:m Ban,. Cib & noto s p= 0 ¢ p'= oo [2].

Siano p, g coniugati; dod wli che
1
o=l
P

Dimostriamo che il morfiso che associa alls coppia di funzionali linear,
(fiufiy € B @V il fumsioaale fincare f definita da

foo)) =AR+A)  mAeTEHY
& un isomorfismo (naturalk) in Bes,
®

TOW = TR
H v




s
Dntosmaazions: Se a, b 7, £ 300 real sussiste | nota disuguaglianza di

Jar -+ b QB Qo+ )
A paree il caso banale in cui uno o enrambi T ¢ Ysiano null, sia » € £ EV;
positmo i = (s, ) con 5 £ Ry X€T, yel ¢ fx] m 1 m [5]. Per I (10}
ai b

170 1)) = o) + 2.0 < (RGN + LA™ (eir + el

an <Al L]
 da cui, per Tasblcrariedd di v,
2 i< (Al Lt
1 mosfismo bijettivo
1) G i TGP E DY
& uuqu in Ban,. Dimostriamo che & isometrico;
tiamo che fissati comunque ¢, b st possopo trovare 1, £ aon entrambi
nlh in modo che valga Puguaglinnzas
14 s 4] =l P )i
' Prendismo allora un asbitrario & < 1 ¢ seegliama 6 % ¢y Y di norme uni-

. e in modo che

s o= M AL A= AR -

Posto --_f,(kLﬂ—)’U’ wegliamo s, ¢ come demo dianyi & w - (2v, )5
(19 ¢ (13)

Lfees o) = k(AR + AT (el i) .
Esiste dunque qualche veware w0 per cui
LR EVCEE AR VAL
4 coi per Purbitrasictd di £ 1
B VAD




e

Quest'altims, assieme alla (12), porge lisometricith del marfismo (13) che,
essendo bijertive, & invertibile in Ban,. 1l fatto sossiste come ¢ noto [2]
anche se =0 ¢ g =0 0 vieeverss.
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