10 (183), Vel VIT, . 8, pogg. 137144,

GIULIANG BRATTE ()

fone dei sistemi linear,
sovradetcrminati, del tipo (P(D u,).r:; (D, D, Dyw=g}, nel
eilindri rewd di B (**).

Solvability for som: of P.D.E.on B

Sesouanr. — We give 3 mind sulficit geoimotic coodicion o bure obvildlty R
Rl gy ey huurwluehunmdﬂm
R Wi S 3 e i ol

InTroDUzIONE

P ¢ g sisn opestors difrcaziah inear, s cooficicnt comanti, ed omo-
geaci; @ s
Scopo di questo havoro & I dimostrasione del seguente tearena

Sia VAP, 0) = (0 €, Ple) = 01Q) = O). B ditewa diffvisiale smodeter-
winat

o PO, D)s  =f,
2D, D, Dju=g,
i mlama el cifirs € — Ax R il R (A aperte semplvomenie esesesrs di I,
e (f,2) 3¢ ¢ sede su agni retia di KO di direginer seiogonals o
gmmu,am.f. VAP, £3) inierseca € in e comeessa (™).
La dimostraione si basa essenzialmeate sulla teoria dei gruppi di coomo-
logia a valosi nel fascla (analiticn) delle soluzlonl del sistema difiercaziale omvo-
genco (0) (*4*); pli alidd metodi vsath son quelll consucti-

(%) Seminario. Muteratico, Via Beliool 7, 138100 Padova.

(723 Memoris pcscatata 1 8 apele 1953 da Gimeppe Secovea Deagond, uio del XL.
[+ Pex s terminologia s 1 vegga 1] vaceesdvo parmgrafo 1.
(#4°) Toosia vippars in (6], Chup. V1, pag. 290 sy

s
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1) Noagiosi ¢ preliminari. P e £ sono due operatorl difereniall linears,
& cocficienti costaatl, peimi tra di Joro; @ @ ellittico, € & un apenn di R~
tale che R/C (complementace) & paivo di componenti consesse ¢ compatic.
Posto Dl 0)
Faéchet di Co(CP; con [2] £i pud con
gico di D(P, Q) & alzcbricamente ¢ tpologicamente isomorfo a E(qw.
oo ' topaloga quoalnie, dove: E1(C) 4 1l pics €=(C), H = (¢4
—#Pa), me E(C)) ¢ ‘G ¢ P sono i masposti di 0 ¢ P rispertivamente. s
permette [1] di dir subito che Papplicazione linease (P, @) C(C) — Do(P, £
definiea da (P, Ou = (P, Ou) & surieuiva se & solo se lo spario "P(E(C) +
LIGIEACY) & ehiuso in E(C).

Lsun 1: I siviems difregisle (Pacm f, nm £) 3 visleisie pre egmi (f, 2)
Do(P, ) 12 ¢ sule st por vgui [ in Kex QIC = Ucc‘-tﬂ.Qf-O)M'-h
n./.,:mmdfm.«n (P = f, Qu=0).

Drsosruamone: Ovvio il sisulam per un wesso, nell'aliro i ba: se
lim, "B+ ‘e, = g in EA(C), poiché P(Kes OIC) = Kee £/C in base al
toorema sulle susicxioni (lineari) fra spazi di Feéchet, esiste gy in E(C) ule
che Py == g mod Kee 9IC; dunque, vista che RYC & privo di componenti
conaesse ¢ compatee ¢ visto che (2 & ellintico, caiste w, in E(C) cosd che
Pag+ Qo= ¢

La dimostrazione ¢ conchusa.

Diors in poi: A & un aperto semplicemente connesso di 1; €= Ax R
&l cilisdro retto genento da A in B

P P(D,, D)= R(D,, D)SD,, D)

& un polinomio differenziale omogenen, fattorizmato nells sua parte iperbo-
liea, £, ¢d in quells ellitica 5. La deinisione di Pconvessich di un sperto &
(la solita) data in (4], pag. 80 per le definizioni (ed il loro ueo) di fascio di
distribuzioni ¢ gruppi di coomologia, si veda 6], pagz. 230 ¢ 317,

2) T base ol Lemon 1 si b il sistema differenziale (Pr =/, Ox=g)
& risolubile per ogai (£, 4) in Dy(P, G s ¢ solo sc ogni sistema diffcrenziale

D= Dye= 1y
L= =0,

D) sk, ¢

ay

B(D,, D,) =4ll,(D,

@

B L

-2 Y

b .
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dizione necessaria sard otwenuta 4 traverso.
wmd.(z),rxrhmdmmmﬁdm =n.,.,,m-n, 1di (6], pag. 317 per
quells necessarla (senza supporre Pamogenciti-di
3 and::-.mmﬂ,cmunlmlﬂmﬂu&millﬂldlk'hﬂ
si pud supposee che il tipo del sistema differcazle (1) sia
Da=f,
O =0,
In base a [3], pag: 57, si ha: se Q& cllittico in’ duc variabili; so A, =

— () B, << b, 0 B) € c<y< (), eslste e CHA,) od esists
ama successione di punti p, in A, take che:

)

Bi=0, Hmp=0 e lmu(p)=-+es.

Lesoua 2: 71 sistems difreegiale (1) 2 visiubtle per egei f i Kes QIC st ¢
swls se A i D ptemes.

Disosranzosn: 1l sistema differenziale (1) sia risolubile ed 4 non sia
D q<onvesso. Eventuament traslando ¢ rutando A, +f pud supporee che A
contenga sperto 8, U B, U By, dove

By=((ny)e B m<x <4 <0, h<y<b, 0@ b)),
Bi= (e ek, 0<n<x<n, hoy<k)

B, = () B <« <y, <3< 0).

St consideri una copertiea AL = (I, f&1), aperts, localmente finla € con-
wvessa di G, nella quale tre suoi clmeos, diciamali Uy, Uy ed U,
tivamente: U, = By R. Se 7 & il fascia delle solusioal (anal
stema omogeneo (1) in G, in base al Th. | di [6], pag. 317, si deve avers

HQU, F) = 0
pu-umi.a‘al.d.mH'uirqlmngmp;mdnmlqhdmau.
S omervi cha s, difccasiale

(i) @
e (=, 70 gy per -yl
il s = 1,5 ) o g <5 i Do S




=i

valori nel fascio . Sia B} = ({5, /)& R, b <y <0, 5 B) ¢ sia wy o Co(E) la
soluzione dell'cquazione

00, D, Dy =
per cui esistc p, in B, tale che

limp, =0 ¢ lmua(p)=+eo;

poiché x, & indipeadente dalla variabile x 1 pub pensar definita s wito . Sia
e DI U, 7, GRelxDy,  g,eNUULL 5 ()
I Tcocatens definita da
=0, e GARLZI  aa=na=x.

poiche risulta 8 =0, deve esistere una mero-cocatena ¢ tale che de'm ¢ (3
avvero
con ¢ in IV, 7}

= 3

dunque, e u< X' € ¢ 4, chiulta

(3, o) = i, (o[, p) —mp)) € B

bl a(p) € Ry

e Bamesle, v bl ) s & e KioR(a) o
La condizione pecessaria lemma & dimostrata,

A sia I convesso. Se si dimostea che per ogni £ in Kee G/C ¢ per ogni
apertn selativamente compatio K di € esiste wy e Kee G/K tale che D, ui=f,
in base & [5] esiste # in Kee O/C tale che Do f.

Foiché A & D,convesso si pud suppotte che K sia conteauto i un ciline
dro G, contenuto in €, di altczza finita ¢ con base D, -convessa. Se heCa(C),
e 5e b= 1350 G, Ia funzione O{4f) &aulls sul D, <onvesso Cy: in base a [2],
esiste g in C*(K%) wle che

Dye=0W) e gG=0.

) ¥ appo, dele ssdoci.wa U di F.

"k:\L”‘)bu.\mMc)m—-afmlutulvimi-nl'.-l:c‘(r.ﬂ.ﬂ«.
> CPHULT) 4 Topessare di cobande.

muwmaxm, £ 1,2, o o g sl i o e ol e

=i, D=

puw.ug,;..].,.muu;
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Visto che in R® il sisternn differenzinle (D,

uvﬂodg xq.--{x. g isolve il problema
del Lemma 2 & conclusa.

J) Sia ¢ in Kee (D, — kDN, Imm (i) 0; ovvio ehe
O0,.D,, Dyp =D, —5 D, Immia)=0,
dm: ' posto O(D,, D,, D = D, D Jb, D) e I si & fattorizmto, 1
lciss ezl B3 & “tisolubile se ¢ s0lo sc lo & ogni sistcma differeniale
del tipn

@ (Bi—nDyr =g,

(La—hD)e—0.
Sin 17 la yarieth unidimensionale del sistems differenziale (2,
Vi (g O g o= (b ), w i )
uti le (24 o 74) di modulo 1

Sia 73 mms)—x-(s.;.ghmmkmd.
x=ttap,
> =a+A0,
r=0;
7 muta il sisferma differenziale (2 nel sisterns diffrensisle
[D.' -2

i D=bu2)e=,

nel cilindro C* geaecato da A e dalle rete di dirczione (=, — ., 1) pis-
santi per 1.

Lionia 3: rim-wm:w;-mbzvan.m.

Diiosraarionn: Con una trasformazione di varisbili ln &2 i pud sup-
‘potse che il sistem difiercaziale (2) sia Mupo (D= f (D 1D Y=
s questultima & risolubile in €' Io & pore ma differensinle (D,
dove 4= DZ 4 D2 Tofatt, n,exu.uo b ke CE) e che

D ={(D,—~iD)s,
Do+ iDu=0.
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Vista la (D, ~iDyconvessith di €, esiste » in C~(C*) ule che

wm (D,—iDJe, ovwem D,

=g+h,

Sia #, in C%(C*) wale che
risnlta

<on & in Ker (D, —iDJIC (e v in Kee d/C"
Dyr, = (5 = conivgata di ) e (D, + 4D,

Dianque: |a risolubilith in C#(C7) del ) implica quella
del slstena difierenaiale (Dyr=g, Jv = b) per ogni dato compatibile (g, ); ¢
(ovviameate) viceversa

Sia r uan retta verticale rale ehe rACT non i connesso (vero s € ol se
€ non & Dconvesso). Brevemente (per non complicare le notazion), si pud
supporre che r sia I'nsse delle 1, che Vnrigine di R non stia in C e clic C7 con-
tenga Faperto Z del piano K, del tipo della figura sottostante.

Se DI+ D8 4D
nle da soddisfire il

$)E = .2 s¢ (2 fosse risolubile, existerebbe a in €=(C")
istema

Dy »

(D4 Din=—DE;
& cid & assurdo infatti, b resteizione di w rullaperto Z soddisferebbe Ueguasione
D, m(u 3, 1) = A{3 4 )%, Fin qm & dimastrara 1a condizione nccessaria el

\hw-em. € sia Dyconaesso; allara il sistema diffierenziale (D, 1 D)
wn=f, Dm0} & conamente tisolubile in C° (ogai f in Ker DJC” & defi
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ol = et s profeione o €7 sl pland 9); duage & esolubile seche
- sistema diffcrenziale

(Do iDYw=f,
Do =g

| per cgni duw (/Lg) in Do((D, 41D, D).
La dimostrazione del Lemma 3 & conclusa,

1 due Lemmi 2 & 3 51 porson cosl risssumere:

R E -P(D-»D.) D= 0(D,. D,, D) sian speratori diffreuciois
lineard, a coqffionti costanis, el omugeni; ) si elfittico.

VAP, @)= (22, P(0) = (0 = 0. H sistema differenziale

e
Quwg,
& risoluile nel cil = A% R, per egmi dbile ( f, £) i DolP, G,

st 4 sl 1 egul rette B direghove vringnale @ quikbe i di' UV (P, ) interseca
€ i mw conmesic.

Ossrnvazion. Nel caso che P sia privo i fattori cllittici, la condizione.
Nmﬁﬂhﬂmpﬂqdvﬂ:dl-?mmlddhhuddddmdm&
B anche interessante che la_P-convessith della base A aon bastm 2
garanire 1 olubitio 4 gty diffeseniale di sopra (u(ﬂ P & ellittico);
eppecd, consideraro il sistema diffczenzisle

Dyt aDJu=f,

on =0,
son &= x4 i, con 150, al tendere & zero dif, Ja condizione espressa dal
teozema di sopra ¢l «al limites I (D, + xD,}-convessick i A.
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