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Su problemi al contorno
relativi ad una classe di operatori ellittici degeneri (**)

On boundary problems for a class of degenerate elliptic operators

SumMARY. — We prove that some elliptic-parabolic operators are Noetherian.

In numerosi lavori (¥) sono stati studiati problemi al contorno relativi ad
operatori ellittico-parabolici L in un aperto limitato £2, quasi ellittici nei domini
di degenerazione.

In condizioni abbastanza generali sono stati ottenuti teoremi di esistenza
in L,(2) di una soluzione debole per il problema omogeneo di Dirichlet; per
operatori di tipo pili patticolare sono stati ottenuti anche teoremi di unicita.

In questa nota considero una classe di operatori L che degenerano in un
compatto 2,c 2: essi sono pertanto ellittici in un intorno di 92; ci6 induce
a considerare pet essi problemi al contorno con operatori di frontiera che rico-
prono (cfr. [0]) L.

Sotto opportune ipotesi dimostto che tali problemi sono ad indice (n. 1,
Teotema II), stabilendo preventivamente maggiorazioni a priori (n. 1, Teo-
rema I) di tipo locale (anche intorno alla frontiera di 2,) per le soluzioni.

Le tecniche che utilizzo sono un opportuno adattamento di quelle impie-
gate da Visik e Grusin che in [12] studiano problemi per operatori ellittici che
degenerano solo sulla frontiera di £.

1. - POSIZIONE DEL PROBLEMA ED ENUNCIATO DEI RISULTATI.

Indichiamo con R® lo spazio euclideo reale ad s dimensioni di punto
9 =( 91, -5 J5)- Se & = (ag, ..., &) & una s-pla di interi non negativi, poniamo

ot} = &3 + o0 + &, VDI N5 LRl DRl
(*) Lavoto eseguito nell’ambito del Gruppo G.N.A.F.A. del CN.R., Universita di Napoli.
(**¥) Memoria presentata dall’accademico Catlo Mirar la il 13 Marzo 1982.

(%) Cfr. ad esempio [2], ..., [8], [10].
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Se GC R* e k & un intero positivo, indichiamo con H(G) lo spazio delle fun-
zioni #(y) tali che

D*ue Ly(G), loc] <% 3
la norma |#, G|, in- H(G) & definita da
l#, Gl =|a|Z<kIID“”’ G|

dove ||+, G| & la norma in Ly(G).
Sia Q un aperto regolare limitato di R"; si abbia

R=20,V0,

con £, aperto regolare ed 2,c Q.

Sia B(y, D) un operatore differenziale di ordine r in £, uniformemente
ellittico in un intorno di 2, su Q; sia inoltre A(y, D) un operatore definito
in un intorno 2. di @, su @ ed ivi uniformemente ellittico di ordine

m=r-+p, D> 0%

indichiamo con () la distanza di ye 2 da 0, e sia ¢ un numero reale >p.
Sia infine {Q,(y, D)}, i=1, ..., m[2 un sistema di /2 operatori differen-
giali lineari di frontiera definiti su 8. Assumiamo per semplicitd che i coeffi-
cienti di A, B e Q, siano di classe C®.
Supponiamo verificate le seguenti ipotesi:

4) gli operatori A(y,iD) e B(y,iD) sono a coefficienti reali ed ellittici
positivi rispettivamente in € ed 2;

b) il sistema {Q,(y, D)} verifica la condizione complementate rispetto ad
A, D).

Cid posto, consideriamo l'operatore

L(y, D)=¢"()AU, D)+ B0, D)

che ¢ ellittico-parabolico in Q.
Indichiamo con H lo spazio delle distribuzioni # su £ per le quali ¢ finita
la norma

u, 0] = Emlle"U)D"‘% Q| + Il 2],

3

e per le quali si ha Q,(y, D)#=0 su 002, =M1, <52
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Consideriamo il problema

Ly Dyu=f inQ,  feLy(Q),

151
Sl ne H.

Dimostreremo i seguenti

TeOREMA 1: Se we H & soluzione del problema (1.1), vale la maggioragione a
priori
j, QL<K(I, 2] + % 2]) -

TeoOREMA II: L’operatore L(y, D) da H ad L,(Q) & un operatore ad indice.

2. - ALCUNE NOTAZIONI.

Sia y, un punto di X' = 2Q,; per la supposta regolaritd di X, esiste un
intorno 7 di y, ed una trasformazione regolare di equazione

.)Ii__—wi(xl""’xn) i=1,...,ﬂ,

la quale trasforma X' N 7/ in una porzione dell’iperpiano x, =0 ed x, >0 in
2, N I mentre x, <0 in 2, N 1. Chiameremo x = (x,, ..., X,) = (%', x,) coor-
dinate locali. Indichiamo con #(x, D), $B(x, D), £(x, x,, D) i trasformati degli
operatori A(y, D), B(y, D) ed L(y, D) secondo le coordinate locali.

Se y, = (x,, 0), porremo

#(xg5 D) = #(%,, 0, D), B(xq; D) = B(xy, 0, D) 5

denoteremo poi con Ay (xy; D), By(xy; D) le loro parti principali. Porremo
infine
£(%o3 %, D) = ° #(%g3 D) + B3 D)
dove
X, pet e, >0,

e=@(xn)={

0 pet %, <0
£o(605 %ns &'s Dy) = 0% #o(0; &' D) + Bo(xy; &, D)

CONRE =&y i 0l ) eiRe=1,

Ovviamente non & restrittivo supporre #(xy; 0, D,) = Dy e porremo
Bo(x43 0, D,) = by Dl a causa dell’ipotesi @) risulta b, > 0.

Siano a4 e b numeri reali, con a< b, b >0 e sia g = o/p.
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Lo spazio delle distribuzioni #(x,) sull’intervallo (z, &) per le quali & finita
la norma

I (@ Dllx = % (@ D] + 3 14 Diac), G O]

dove ¢ = max {0, 4}, sard denotato con X(z, b), mentre con ¥(z, b) denote-
remo lo spazio delle distribuzioni #(x,,) per le quali & finita la norma

e e b)||§e=§o f ]x’f,"D;,“u(xn)]?dxn—l-ig f (B

Con K(a, b) e Je(a, b) denoteremo poi i sottoinsiemi di J(a, b) e Je(a, &) rispet-
tivamente costituiti dalle # di tali spazi il cui supporto abbia distanza positiva
dazedab.

Nel seguito faremo uso di norme dipendenti da un parametro &' e R"1;
esse sono definite da

b b
I @ )2 =3 [l Dsuten i + 5 [l610r-0|Diucee ),

b
14 (o, &) 2 = ﬁo f |E/[26m0 |8 D o, ) e,

La norma |-, (4, b)|;, pet ' 0, & equivalente alla norma (2.1) e lo stesso
avviene per la norma |#, (4, 4)|, quando sia 2 > 0. Poniamo infine

l#, (@, B)|5* = [ (a, B+ % (@ DI\ + | (2, B)| 2

ed indichiamo con H (g, b) lo spazio delle distribuzioni #(x’, x,,) su R"1x(a, b)
pet le quali ¢ finita la norma

( [ 0, @ o da:-')*

R

dove #(&’, x,) & la trasformata di Fourier di #(x’, x,,) rispetto alle variabili x'.

3. - PROPOSIZIONI E TEOREMI PRELIMINARI.
Consideriamo 1’operatore
‘M’(xn! Dﬂ) ST7 QUD: + bo 5

esso ¢ lineare e continuo da X(«, b) ad L,(a, b).
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Sussiste la seguente

PROPOSIZIONE 3.1: Se b & sufficientemente piccolo, esiste un imverso locale M
— M/ (2, b) di Mo relativo a (R(a, b), F(a, b), Ti(a, b)) (%)

Div.: Se 2>0, Passerto discende dalla Proposizione 2.2 di [12]. Se ¢
4 < 0, basta prolungare Jt'(0, b) a tutto Ly(a, b) mediante l'operatore identico
in Ly(a, 0).

Sia ora &'e R*1, &' 0. Consideriamo l'opetatore

Ngr = 7= Bo(03 &', Dy) -

L
by
Esso & lineare e continuo da H,(a, b) ad Ly(a, b); inoltre esso & anche inver-

tibile da H,(— oo, + o0) ad Ly(—.00, + ©0). Dimostriamo che vale la seguente

ProrosizioNe 3.2: L’operatore Ng ammette un inverso locale Ny relativo ad
(H,(a, b), H,(a,b), Ly(a, b). N & continwo da ¥(a, b) ad X(a, b) e sussiste la
maggioragione

31w @hh<Cll+ EEDT I @))%, veX(a,b), n= N,
C essendo una costante assoluta indipendente da &'+ 0.

Dmv.: Sia 9(x,) € Ly(a, b) € v,(x,) il suo prolungamento a zero per x, <4
e x,>b. Sia poi #(x,) la funzione di H,(— oo, + o0) definita da '

Npu(x,) = v1(%n) 3

da noti risultati discende che vale la maggiorazione
b
62 3 [lereoDince) e, <Cinearde = C[ el s,
i=0 .
R R a

Se poniamo, su (a, b)
Nopv(x,) = #(x4) 5

in virth della (3.2) resta provata la prima parte della proposizione.

(%) Abbiamo qui usato la terminologia di [12]: siano y; e ¥, spazi di Banach, con ¢ sottoinsieme
lineare di yy; A: 9, —w,, R:y,—>y, operatori lineari e continui; diremo che R & un inverso
locale (near inverse) di A relativo a (@, ¥y, ¥p) se R & un inverso destro, e un inverso sinistro su ®,
di A, cio¢ se

AR=E, e RA=Esu¢,

dove E, & I'operatore identico in y, e E & I'operatore identico su o.
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Sia ora »(x,)€ ¥(a, b). L’asserto sard completamente provato una volta
dimostrata la diseguaglianza

b
63)  [PaDpuerin,<Cli + (e ]
p 3 b b :
(3, [ Divteie e, + [beplras,)  0<icp.
k=0

Poiché tale maggiorazione, per i = 0, segue dalla (3.2), possiamo procedere
g8 s 4P 2358 B

pet induzione, supponendo che essa sia vera per i< e dimostrando che & vera

anche per i =} + 1. Poniamo, con a'= (ay, ..., &, ;)

No= 3 b EYDL  by,=1

L

§=0,...,7

|&'|+i=1r
per cui, su (z,b) &:

Do) =) — 3 bu(E) Din(x,).
JT"B,I‘f';:‘_Tl
E quindi anche
D) = A ODI ) — 3 by () DY)
/[ +5=r41

da cui

b b
(3.4) f'xg(h+1)D:‘+h+1”(xn)|2 dxn < G [J‘lxﬁ(h+l)Dﬁ+lv(xn)|2 dxn
b

.....

ith>r c

<Cl+ @i+ 3, f Do d, + f e,



e

mentre per la (3.2) &

b

(3.6) : z |§ iz(r+1—;)fx2a lxahDa+h”(xn)|2dx

.....

.....

i+h<r c

<Clt+ @l 12 e,

Dalla (3.4), per le (3.5) e (3.6), segue la (3.3) per i =4 + 1, cid che completa
la dimostrazione.
Dalle Proposizioni 3.1 e 3.2 discende immediatamente la seguente:

ProrosizioNE 3.3: L’operatore Ny M & un inverso locale delloperatore 6N,
relativo a (R(a, b), ¥(a, b), Ly(a, b)). Posto

MEHL =, feLy(a, b)
sussiste la maggioragione
(3.7 [ (@ Bl <C[L + @ &N 11, (@ B)]
C essendo una costante assoluta indipendente da &'+ 0.

Dimostriamo ora che sussiste la seguente

Proros1ZIONE 3.4:  Esistono due numeri positivi A ¢ v <1 tali che per |§'|>A
e b<z|&'|7Y% Poperatore £(xy; x,, &', D,) ba un inverso locale RY = RP(a, b)
relativo a (Je(a, b), X(a, b), Ly(a, b)) ; posto

#oxn) = RS, feLy(a, b)

vale la maggioragione
(3-8) l#, (@, D)1 <Cl £, (2, 5)]
C essendo una costante assolnta.
Div.: Poiché si ha
£=uUMNg+ (Lg— MN) 4+ (E—L),

in virth del Lemma 2.1 di [12] e della Proposizione 3.3 per provare I’assetto
bastera far vedere che, se il prodotto b°|&'| & sufficientemente piccolo e |&'| suf-



LR =
ficientemente grande, per w = Ny Mo f, f€ Ly(a, b), valgono le maggiorazioni:
(3.9) I(Eo— W), (2, B)| <21/ (4 0)] »
(3.10) 1€ —Lo)w, (@ B <%l /. (@ D) -

Osserviamo ora che dalla (3.7) segue, se b<z|'| " e 7<1,

(.11 |#, (@, )l < Cill f; (@ D)

con C; costante assoluta.
Pertanto, per provare la (3.9), basterd provare che, pet b<t|g'|"' e 7 suf-
ficientemente piccolo,

39y B REY Pim D 3 7 @Ol

mentre per la (3.10) & sufficiente provare che, per b<z|¢'|7' e 7 sufficiente-
mente piccolo si ha

(3.10y S ) Div, (6 Bl <ggs I (@ Dl

lo'f+i<r+p

e per |&'| sufficientemente grande si ha

(3.10 S @) Diw, @ )l <gg I @ i

lo'[+i<r

Cominciamo col provare la (3.9)".
Per gli operatori x5(&")* D3, con || +j =71+ p, |«'| >0 abbiamo: se j<r

sle11Df = (e ) [ L
da cui, se b<t|E|™

3.9), X&) Diw, o, b <™ | €]~ Diw, (0, B <7 [#5 (@ D)l
se invece j=r + A, con 1<h(<p)
2 6[*1D4 = (4 157 o Dy
da cui, se b<z|'|"
B9 X&) Diw, (6, B)] <7 | Dy, (6 B <P (& Dl -
Dalle (3.9), e (3.9); segue la (3.9) per 7 sufficientemente piccolo.

Con ragionamento analogo si pud stabilire la (3.10)'; completiamo quindi
dimostrando la (3.10)".



Per gli operatori (§')*' Di con |a'| +j< r abbiamo, posto |«'|+j=7r—A4,
A>0
11D} = ||| T D
Conseguentemente

1) Diw, (@ o) <|&'7* 1 1E'™ Do, (@, B)| < |&']* |», (2, B)x

da cui la (3.10)" per |&'|>.A con A sufficientemente grande.
La (3.8) segue poi dal fatto che

|#, (a, b)”i<2”w’ (a, b)”;
e dalla (3.11).
La proposizione seguente discende dal Teorema 3.2 di [12].

Proros1zioNE 3.5: Eisistono due numeri positivi A e 6 < 1 tali che, per |&'|>.A
e 0<a<b< 6, Poperatore £(xy; x,, &', D,) ha un inverso locale R = R¥(a, b)
relativo a (Joe(a, b), %(a, b), Ly(a, b)). Posto

wxn) = BESf,  feLy(a,b)

vale la maggioragione
|#, (a, b)”;<C"f: (2, )]
C essendo una costante dipendente solo da a.

Nel seguito A4 denoterd un numero fissato in modo che per esso valgono
le Proposizioni 3.4 e 3.5.
Dimostriamo la seguente

PROPOSIZIONE 3.6: Esiste un numero positivo & tale che, per |&'| < A, Popera-
tore £(xy; x,, &', D, ha un inverso locale RY= RE(— 6, 8) relativo a (Je(— 6, 9),
¥(—9, ), Ly(—9,9)).

Posto

Gleei— RN fe Ly(—36, d)

vale la maggioragione
|4, (=8, O)le<Cl L/ (=9, 9)]

C essendo una costante assoluta.
Div.: Decomposto in questo modo Poperatore £:
£ = 6D, + (L — SDF)

la dimostrazione procede secondo lo schem: della Proposizione 3.4, quando
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si utilizzi in luogo dell’operatore N’ Poperatore Z, definito da

Tn

o (7:—1)-, f (eu— () dt vER(—9, ).

Sia ora & un numero per cui valgono le Proposizioni 3.5 € 3.6; sia poi b < §
un numero per cui vale la Proposizione 3.4 ¢ 2 un numero tale che 0 <2< b.

Dalle Proposizioni 3.4 e 3.5, attraverso il procedimento utilizzato in [12]
pet dimostrare il Teorema 3.3, discende la seguente

PROPOSIZIONE 3.7: Sia |E'|>A. Loperatore L(xo; %y, &'s D,) ammette un
inverso destro R, da Lo(— 6, 8) ad 3&(— 6, 6) per il quale si ha

| Re fy (— 8, O)l1 + | Reof, (@ Do <ClL (=6, 0] feLy(—6,0);

esiste inoltre un operatore R}, lineare ¢ continuo da Ly(— 6, 8) ad 3(— 0, 0) il quale
& un inverso sinistro di £(x); x,, &, D,) su R(— 0, 8) ¢ tale che si ba

|Re.f, (— 68, B)|ls + | Be /o (a5 D). < C| f; (— 6, 9 feLy(—9,9)
C essendo una costante assolnta.

Possiamo ora dimostrare il seguente

TeoREMA 3.1: L’operatore £(xy; x,, &', D,) da ¥(— 8, 8) ad Ly(— 6, 8) am-
mette un inverso destro R per il quale si ha:

(3.12) | B £, (=6, 9)ls<CIf, (=9, )]
C essendo wna costante indipendente da &'.

Dim.: Ricordando le Proposizioni 3.6 ¢ 3.7 basta porte
RY — (1—0(§'| — A) RY +8(& | — A Ry

dove #(|&'| — A) = 1(0) per [£'|>A (< A), ed osservare che |#, (—9, Nls
& maggiorata, per |£'|>A dalla ||z, (— 6, 8)|; + [# (— 96, 9 e per |'|< A
da |#, (— 9, 9)|s-

Mediante il Teotema 3.1 dimostriamo poi immediatamente il seguente

TEOREMA 3.2: L’operatore L(x; x,, D) da H(— 0, 8) ad Ly(R*'x(—9, 9))
ba un inverso destro R Jineare e continuo.

Div.: Basta infatti porre

RoF_ RPF,  feLu(Bax(=5,9).



Srtgapias

Sia ora ¢(x) una funzione di classe Cy°(R") avente il supporto in un intorno
del punto (x,, 0) € Z, e tale che @(x,, 0) = 1. Vale il seguente

TEOREMA 3.3: Se il supporto di ¢ & sufficientemente piccolo, Poperatore
PL(x, 5, D) + (1 =) L5 %, D)
da H(— 96, 8) ad Ly(R"1x(— 8, 8)) ammette un inverso destro lineare ¢ continno R.

Dim.: In virtd del Lemma 2.2 di [12], ove si tenga conto del Teorema 3.2,
per dimostrare I’asserto basta provare che, per feLy(R*1x(—9, d)) si ha

[P (€, %, D) — (g5 5, D)) ROf, R*1x(— 8, )| <3| /s B*1x(—8, 9)] -

Ma se il supporto di ¢ & sufficientemente piccolo, tale maggiorazione si ottiene
immediatamente per la continuitd sia dei coefficienti di £(x, x,, D) che del-
I’operatore R

4. - DimostrAZIONE DEI TeEOREMI I E IL

Consideriamo un ricoprimento aperto finito U di £ costituito da sferette
di diametro minore di .

Poniamo U = {Z}i_1.. 1Y {Zi}izisa,.,, dove, per ogni i, Z;N2#0
mentre X, N Z = @; sia poi {p;};-,, ,, una partizione dellunitd subordinata
a tale ricoprimento € w; = supp @;.

Se & & sufficientemente piccolo, per ogni #e H e per ogni ¢ >0 vale la
maggiorazione:

@1)  lpa QI<C(LO, D)n, o + elw, 2|+ K@) Q) » 1<i<s.

Sia infatti 1<i<f e y, = (x4, 0) un punto di £ N w,. Passando alle coordi-
nate locali, poiché w;c R"1x(— 9, 9), abbiamo

(42) g Q1<C( 3 leD(pus), B8, 0)]
+ 3 |De(pus, R5(=,9)])
<C< [igce, . .02+ [1gice 2, (ool

§'=>4 1&'|<4 [

Ossetviamo ora che, per ogni & € R*1: se |§'|>A, pet la Proposizione 3.7 |
abbiamo:

(o (E, 5,), (— 8, 8)|s = | Re (X3 X &> D) (@), (— 8, 8)]s |
<C||E(xp; %5 &', D) (@), (— 6, 8)] 5



ik, o
se |&'| < A, per la Proposizione 3.6 abbiamo:

[o(&, %), (=8, 8)ls = | BEL(xas %o, &', Do)(Gi#), (=0, 8]y
< C" £(X(,); xﬂ’ f” Dﬂ)(¢’:;{)’ (— 6, 6)” .
Dalla (4.2) segue pertanto:

lpa 2 <C( [186x45 ., &, DG, (=8, B)|2 ')’

Rﬂ—l

= C']lf.(x(',; %, D) (@), o4 <C(H(pi£(x(',; Xy D)ty ;] + 112, @il w,“) >

da cui, per la continuitd dei coefficienti di £(x, x,, D) ed essendo il commu-
tatore [L, g;] un operatore completamente continuo in H (cfr. [11]), se & &
sufficientemente piccolo si ha

lpe#, Q| < C([L(¢, x,, D), ]| + lu, 2] + K(e)]u, 2])

e con cio la (4.1).

E poi ben noto (cfr. [0]) che la stessa (4.1) vale se i=17#41,...,5

Resta cosi dimostrato il Teorema I.

Il lemma 3 di [9] ci assicura allora che il nucleo di L(y, D) ha dimensione
finita.

Il Teorema 3.3, insieme con noti risultati concernenti gli operatori ellittici
(cfr. ad es. [1]), ci consente di costruire un « quasi inverso » destro dell’ope-
ratore L e ciod un operatore R, tale che si abbia

LR

dove 7 & Poperatore identico in L,(f2) e T & un operatore completamente con-
tinuo. La costruzione di R, pud essere effettuata con le tecniche descritte
in [1], §5. L’esistenza di R, implica che il nucleo dell’operatore aggiunto
di L ha dimensione finita, e cid, unitamente a quanto detto prima, ci assicura
che L & un operatore ad indice.
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