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NICOLA RODINO (%)

“Topologie lineati sopra uno spazio vettoriale
di dimensione infinita (**)

Lineas topologics Over an Infinite Dimensional Vector Space

. — Lot ¥ b 4 right e dimessional vecoe space arvee e divbon riog D,
j-m(r@ ‘Afce ctacrvin, that there exias 8 maraal biecticn berwecs be It idaas of K

s gelogies o 1, we sy thee sopologie unng <he et of Kt e of . A g
ot gt o opeiohs o ¥ b oo, A G v i ¢ ool
o ha o inecivs bl of 1 o e secoed dnl 417",

0. - InTropUzIONT.

1. Ia runo quesio me B indica un anello con divisione, I = Vo
indinita s B, L{V) 11 reticolo

OCF) = {0 R: f(F)=0)

F & un sotwinsicsne finitn, o wnclic un sortospazio veotisle di dimen-
k finita di V. Indicheremo con L ideale bilatero di & costituito dagli
endomorfismi di I aventd rango inito, Ricordiamo che Ly & denso ed estene
e in 4R ¢ coincide con fo zoccolo di o, cosiech L & Mintersezione degli
ideall siniseri csicnaiali di ,R. Seriveremo i moismi -t modali dalla pare
oppasta & quella in cul operano gl scalusi, Pertanto sl avranno § bimoduli
Vi, wVE aV3", dove 177 ¢ 1" indicano dapeivamente il duale ed il

(1) Tz Masemticn & Ullse Dini », Viale Monyages 6714, 8134 Fissase, lsli.
#%) Dlemocia presensarn 7 15 otibrs 1984 i Jacop Barwosi, uro del XL,
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biduale di I, Poiché 1% & 1** sono gruppi di omomordisi, essi patranng
comsidersrsi muniti delle eispettive topologic finite.,

inversa & data da:
L) = Kee(f): fe 1y

Partendo dall'ovvin constatazione che ogni wwpologia lincars su I & detee-
ro del suol sottospasi apert, <1 ottiese una corrispondenza biuni-
idesli sinistri di R ¢ Je topalogie lincari su 1.

Nel presente lavoro si swudisna ke topologie lineari s 17 usando ghi ideali
sinlstd di R. Questo ponto di vista si & rivelato, & nostro giudizio, futtunso.

11 Javoro & suddiviso in quattso pargrafi,

Nl paragrafo 1 si dimastra wn teorema. di densitd che fornisce il principale
stramento per Uindagine svolta in seguito. Esso pud enunciarsi el modo
seguente:

Siano r una topologia lincase s 1, F Videale sinisteo associato @ 1 e
Homs (£, 1) abbia la topologia finita. Esiste allora un morfismo canonico di

twpelagici:

07 Vs Homa G, u¥3),

can le propricei 7, & eontinuo ed aperto sulla sus impaginc € 7,(17) & dento
in Hom, (£, 1), cosicché quest’sltimo ¢ i completsmento di Hausdorl di
.
Nel paragrafo 2 i determina una. vasta classe di topologie lincasi com
plete su 1 onenute wsanda dei s sppropriat 5u uts assegaata base di
Nel panigaafo 3 si suabilisce una biiesione 1 gl ideali sinistri £ di R
contenit in Lu ed | sottospari vereariali di 1°%, Usando questo risuliato < vede
che, indicando con 7 la topologia associa a /, (1, 7) & completo se ¢ solo
e & sopologianents isomorfo al duale 17+ del sousspazio vettoriale ¥ di 1%
assaciato
vy paragrafo 4 si dimostrano gl omorfsmi cinoal

17+* o Homy (Lu, V) o Homs (La, 1%

ottencado da cxsi una dimostraione di cmters opologico del fatto che in
RMod, 1+ & Pinviluppo iniettive di 1.

Liastore dingrazia, per il loro aiuto, A. Onatd ¢ V. Roselli, Ringeazin
altresl il Referee per § suol wtili ssggeriment.
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1.1, Siano A ua snello fssato, K e Mod-A, T-Bnth(&}
P e pec ogal ne X, pﬂognﬂ-umm&nh

 caiste un morismo - —-Kulechel(.l)-ﬁ :(;.-)a
4 & una mupla (4, ... .f,)idﬂnmﬂllif'np:row

?‘Es

2= O o228 R B 1) = B 4i0).
uuAmmemnmumﬂmm
= Hom, (A, X). H ba una mawuede swutrs di Tmodelo sinisteo cost
per ogai f e H ¢ per ogni /& T Velemento o di 77 & dato da.
U =), xed.
i { = rf un sotcomodulo di 1. Si definisce su M I topologia debole &
asameado come sotwbase di intorni di 0 i A | setto- A-moduli della
Ker () eon f 1. Chisamente » & wen topologia iesre s A1, Conr
sama I'spplicaaione
208 M == Home (7, oK)
definis: per ogni xw M, () & il morfimo of — K dato da
EufA =2 (Ced),

Omservitmo om che Home (£, 1K) & un A-modulo destro, In effett se
Homy (1, K) ¢ se a¢ A Velemento fa & dato da:

S0fa) = (&f)ay

/2 f caleolus in £ e quindi & un clemento di K. E facle verificrs
& un morfsmo Adincare.

Hom, {1, K) della topaiogia finita, riguardando Hom (7, K) come
wpologica di K, dove K ba la topologia discrets ¢ K1 quells
MKnm.!rlt)tnhmmx'qmﬂnm,(fnémmbo=dj
; ¥ nella topalogix' e,

'thﬂnhd:-guehmnﬂ-m&ﬂ'l’mzldllml

2 Teonews or omeh: T e £ g A
- Mopalsgin w0 ¢ Home (1, K) ebls s topolegie fvics, Alora

4); e () = [ K (),
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U 2 ¢ contiaws od aperts mlle propeia inmmsgize,

&) s Ka & mn antorgeaeratsre, aliers 2,(M) 2 denm in Homz (1, K) « guinsi
Home (1, K) # il sompletamente di Hamdorff ai (M, ).
Dow.: ) B evidente.
5 Sia F un sotwinsieme finito di £ Un tipico intomo di 0 in (M, »)
& della farma N = [ Ker (2}, mentee in Hom: (/, K} un tipico intorna di 0
& della forma

O(F) = (& Hom, (I, K)s = 0] .
Risoltando z,{IV) = x{) O(F) si conclude.
#) Siano fe Homy (1, ), {51, &) un sotvinsieme finito di J. Po-
niame
B= {00 Sl we MY < K3,
= Cfiantaf)e
Dobhiamo dimostraré che y £ 8. Supponiamo y# B, Poiché K & un wivcoge- §

necatore esiste £: K= — K take cbe /(8] = 0 ¢ #()20. 8 ba £ (hy oy i)
con /4, clementi di T, Per ogni sc& M si ba:

Fotta=(Ere)w =0 quindi E,
D'altrs parse, poickd f & Tolincare, si ha:

a l’}"gl.,:,),r..u.

Assurdo.

Diosa i poi pucte I topalogie di aaello o di modulo si intendono lineasi.
Specializzeremo la situarone 1.2 4l caso in cul A = D, K=V, e quindi
7= &, tencoda como del fatto che Vs & un autocogencratore al pasi di D

NFILTRL B TOVOLOGIE LINEARD COMPLETE. $ir I

2. Sia v um topologh su I, Esiste allora un unico ideale sinisiro /
di R che detecmina r.

11 morfismo canonico
21t V== Homg {1, V)

fornisce, a norma del worems di deasich, il completsmento. di Hausdorff di
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e S e e

& om0 ook Wi e N e 5 F T b
24) pes @ V, eiok s estende ad un Rmorksma

unmlw&u&lﬁnﬂmlhﬂﬁkl’l

Derwomoss: Sians X wa inrics, F um filtrs fibers u X, Direws che 7
il 10 F ha la sogeeate propriiis

So Y 3 s mtiviems di X fobe che por agni F& F, YO\ (X0 F) § finito,
aliora Y} fiids .

£ noto che ¥ & un N-filtro s ¢ solo s ¥ non & contenuto in nessun filem
&-mmuwk(d[nuoj “Th. 1.6). In particolare ogni ultméiltro. libero

& un N-fil

i
| Ossmvaziorau Gl Nofld sono st considessti da Nienhuys in [N] e,
 indipendentemente, da De Marcs ¢ Opsatti in [DMO].
mammausmmmnn et ogni Fe F denotiama con
¢F) il sottospasio di V- genenito da . Chismmente

F = filtr genenito da {(FY: Fe F)

o v LV,

2.2, Tronsaia: Sians B e baie di V& 5 un N-fiito 1u B, -Allora V', con
tapalogia areute F come base i dntornt 1 0, & completo. ¢ i Hamdorf.

Diu: Posto {= I(F), bisogna dimosizare, i base & 1.2, che Vapplics-
one D-lineare:

i ot V= Homy (1, V)

gtmhmm Poiché F & libero, ¢, & iniettiva. Dimosteiamo che 1, &
Pes ogni e B definiamo il morumo p,e & poncado

Bl=rei pfH)=0 perbeB, bwe.

Y= (reB: p,t 0}
€ Y& finico Poiché 3 & un Molro & sullceate provace




My

pee ogal x& I, 5w ()0 solo pet un sotinsicme
ﬁl\lln ‘f(w) & He m & X ( 3 p,](:q Allora V'applicazione f = L#.

ben definita ¢ Dilineare
Poiché Ker (f) = <F), fei ed & qull\m d:l‘mm- Felemento fre V. Si
A= ﬁjn-(_% )Uu—[zp,t]m b
Per quanto oikkrvato, in procedenss, A 8 ﬁmm. S & F ai ba p, f=0
poiché Tm () < (B F) qmmn P =B )E= 00
Ci prova che A F3iba pof= ;,cpclulw)p(j’)x
-_n,u_ug.mmmsv % conl provato che (1 F}. Quindi
Y7 (B\F) & finito per ogni Fe 3, cost che Y & finito. J’nnuusu

»=‘z’p,.-=("z.ﬁ,)u V.

P cocudn & solfcatspromse che ) = . Sl g . Bowo £1= e
46s) = 0}, per ogai sowoiasieme £

:=x§_ﬁ.-
Sin infaeti Fe B, Se ToE allom g(i) =0 ¢ T p0) =0, Se jnvece F¢ 5
=5 Zp.0)-
i

F\Y. Ee ¥ poichk Fe ¥ ¢ Y& finito, Di conseguenza Pappli-
S p, apparticae & 1 poiché Kee (8) = (Ey. §i ba:

= (sZn)r=el(32)1) =o{ 1) = 56 = gnis)-

2.3, Comovianio: Sime A wn wlirafiiere libero s B« 1o KLY, Ablara g,
 un isomerfisme,

3. - TorOLOGIE U | DETERMINATE DAGLI IDEALL SINISTRI CONTENUTT 1N Lo

3.1. Swdleremo o le topologic lineai su 1 per le quali i souospasi vet-
toriali aperti hanno codimensione finits. E mdum che siffutte topalogic soao
in cormispondeaza biunivoca can gl ideali sinisiri di & contenut in L.
Quanto segue stabilisee una corispondenya bivnivocs fra fali topologic ed i
sotospazi verorhali del duale 1 di 1,

Sia F<al.,. Poniamo:

V()= (fe V*: Ker (5 §(1)} .




B 1 i vl 3 17 6 B ko
—{rek Vet e

Lol

/’.‘

oy

b5 N A tale che f s Bog 5v ¢ sale 10 Kex () <Kez (/).

.nm S¢ esise b2 Naﬂnkd&!-bbimduhu)qmm
(g)<Kee (). Esiste allora un unico morfismo

x—yeKer(g)<Ker(f)

comseguensa f() = jU) Poické M & injettive, i si estende ad un mor-
s b di N in M tale che £ bop.

. Sia £ un fdeale sinistro di R. Indichiamo con. in ad essa
sﬁehvmﬁmd-fédmchxuaulounfm—a
conseguenza. 7, & inictiivo se € solo e 1 & denso in R
Puosostrions: Le appiicaion
TeVah e Weln(F)
e Pivorsa: dellaitee.

~ Diw: Dimostriamo
Esistano &, &y s de

f=Fni.:
A

Siano g,¢ I, 1<i<a; wli che
Ker(h)=Kee(g) e ognd 1<i<n.

ke (2= KecGI<Kerth).

che J¥(37 () = [ per ogni /< L Sia f& I*(FH(D).
spparcacnti & VP(I) € 1, py e, € Vil che
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per il Lemma 3.2 esistono ;€ K, 1 <7<, ol che

Nmm {‘(l"[l))«! D't parte, se fel, Kee(f) & di eodimensione
Ket () & intersezione di un numero. finito di sotwospasi di
:odlmemlm 1. Siano permanto J, forme lincari tali che Ket () =
= M Kex (5.
$ia & = &yl il moriixoo disgonale delle ¢, ¢ si cansideri il dia-
g

el
v
.
Per il Lemma 3.2 esiste b eale che f = bof, avvero eistono by, . b6V
uli che
S=Frk

£ chiaro che Ker (8 F(1) pee ogoi i, e
Dimostriamo adesso che 1(I7(1)) = I pes ogai W< %, Sia e V%
<(P{)). Bsiste o J4(IF) nale che Kex () = Kec (/). Allom

f=Znt, conwel cieW perogal i
Per il Lemma 3.2 esiste y € 1% wle che il diagramma

-y/

N

s commutarivo.
Peranto § = ya¥ 5,8, = X 5(s)0, sppartienc 1 W. Sia Jg . Se re 1,
70 0, fiom 8¢ appartiene a J8(1F7) ¢, poichd Ker (£} = Ker (3), L€ Mo (I4(17)).
Pz I3 Peop. 3.4 ogai topologia su 1 avente tna base di intorni i 0 costi
tita da sottospazi vettoriali di codimensione finiea & la topologia debole rela-
tiva ad un unico softospazio vettoriale del mo duske 1=, Pet ogni 7< 1= sia

gw Vs Hom (W, D) = W
Vapplicazione [)-lineare tale che

Con)=0(=)  per ogui fe P,
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Bmﬂnb.un:lmymmmuﬂml(l).)zﬂ.puﬂlnmﬂdm-
,ﬂu,pmmw £ V- IF" & il completamento di Hausdorf§
munita della topologis 7.

35, Twonesn: Sia 1< L or idesie sivicey deaso, La fopalsgis v, uVJmm-
- plts me ¢ sl 10 (V%) # s sigbrivamnte ¢ fpaogicomente i dule V¥,
ety della ispofagia firita, di wen spaio. webtsriale sisistrs yF.

L Dist. ;- Poseo 7 = 1°4()), se Ia mpologia 1y & completa, per il teorema. di
uﬂlz.l.wlm wi 17+ % & un bomorfisme. topologico.
émﬂdndim&:ﬂwhhpdnglﬁn‘h.

3.6, Conortakmo (Teorema. di ytruttuca di Lefschets [L.[ag.&])
MmWMmenanV!mmﬁ

- spegin setorials rinisro ol

Sia %, il fliro dei sotwspazi vevtoriall aperi, duvﬂrim-[op}
wu I, Se e F,, VU & linearmenie

L.PmaMmmwwmem
| pus applicare 3.5,

4, - ALCUNI ISOMORFEMI NATURALL B TRVILUMYO. INIETTIVG DI 41/

el seguito indichesemo con 8: 1/ 1% Papplicaione cinonica di 17
bidusle e identlicheserno, per semplifiare le notwaioni, U con K1)
e 1/t sone Romodls st = 4 & R

41, Lesaiss P ogei s V4%, s 0, Losesm V,
Dt Sia fo Lo ¢ tia f la trasposta di £ [ bea noto. che 'f & di maga
Sit x= 1777, x40, Per il Teorema 1.2, 1/ & denso in 1/**. Pesunto
slhltlqukd::x—nw]m{')‘}.P::oyntsV"dh:
H = (ofye = (Eal)e) = UG-
i conseguenaa fx = f{r).
Siano {1 ¢ pe R di mngo 1 mli che fxs0 ¢ fope £ Si bas
)= (leplr =x 0
e quindi px = 0.

- Poicht Loy & un Remwdulo nion nullo contenuto nel modulo semplice 1,
(il Lawm v, |
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In base al Lemma 4,1 & possibile definire applicazione

4 V7% Homia (L, 1)

ponenda
#: fe s

(feLa)
4.2. Provosrmone: Liapplicezione ¢ 3w inmorfioms topelogic, 16 177 &
Hoen, (La, ) s muniti doli vispettie topalegie fnie.
Dist.: Dimostriamo dapprima’ che y & contious, € 1% ¢ Homy (L, V)

sono muniti delle sispetsive topologie fnlie.
Un tipico intorma I/ dello zero in Homy (L, 1) & costiwito dagli R-mor-

fismnd 12 LoV vl che ;=0 per 1 <i<n, dove {fi, i, -0 fu) & n sot-
tolnsieme finito di L.
= ‘

34, Lo J"(I")cptmmm s opol
- & 178 i K & " @li che

S

= ot

Liinsieme I m fxg 1752 £, 5= 0, V(i,f), 1<i<n, 1</<n) & un intorso
dello zero in 1o,

Per ogni ve I ¢ per ogai g, § & 1%, & ba: i

w(RE) = (orl)x = (p(F)E)o = n{idEE <

Pectanio, e e 1P, ik b o) o fie == 0 e o, 1< G dimonics
die IF) <1 ¢ dokadl p & continga.

1 dignena

o

SN ety )

& commutativo, Tnfatd, per ogai x &1/, si ha

OGN SCp sy fr g

Per il Teorema 1.2, sia 17#% che Hom, (L, 1) sono complecamenti di ¥/, 3
manito della topologia 7,_. Per un noto teorema di topologia ¢ & allors un B
isomorfismo. topologico.

43, Teomesa: Nells catugorie degii Resoddi siniirs, Uicsiluppe isierive di V"




.
Dist; La dimostrasione si aricols nei scguenti passi,
1), Lapplicegions di

Homa (Lo, V) in Homy (La, 17*9),
:Jenm.u.. V) fi eorvigpanders sf, & mn ismorfiomo.
¢! e & videne, S 16 Homa (L, /4. S /5 Lo cltc e

lbm,au. wle che = fp. Si ha

So=Upre=1(pt).
Pes il Lemma 4.1, f(pr) apparcienc a 81/ ¢ di consegocazs anche fi e 81/,
\2) Sis La</. Allora Papplicagione di recicigione di Homa (f, V%) i
(L, V*%) § imicttiva.
Sia e Hom, (/, 1™*) e supponiama sheﬁ-ﬂptrosﬂl{il_ Sia gef.
un ideale bilatero, per ogai f= La, 1€ Lu: 51

Sial) = U= per ogni f& Lu.

& (Proposizionc 4.2) sl ha
o 9+ /% = Homa (L, 12%) chie & 42 17 Rssoci 391/ 1=
ogal & L.
Pertanto ogni mosfamo di Lu in 1/ si estende wd un morfismo di &
e

3) Puisiamo adesss diwscirars il escema.

Poické, pec il Lomma 41 417 & cssenziale in 7%, basterd dimostrace
174 & un Remodulo inicteivo.
3 o i e, ikogm e che, i d ki uo Ll -
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