Acondevi, Noaioeale dells Scense devs dei XL
Al & Matomatice
1030 (1985), Vol 1X, fuc. 12, . 21274

FRANCO PARODI ()
Un universo di dispositivi cisolubili a tempo discesto ()

Some Universe of Discrete Time Devices

positivi llnﬂn[l} cisolubili, pmrl
4l una famiglia. di wprodoti sealarin asicgnaia nello spazio delle
reali X, spazio dei funziomamenti,
Sfrutaado un teorems di foedback in X, che & conseguenra
el oo 4 esplicinzie

m#l%mdlduﬂlmimﬂnﬂdawmlm
limnato in [4), conticns pertanto moki dispositivi nou lineari fsicamente sigol

Liuniverso cosl oueauto si prese slle appliczioni, contenendo | modelli

uh:ﬁduﬁmmﬂdwwwnhwmdﬁm
reall del tempo, e reth qualsivoglia di questi dispositivi, eali reti si pre-
k mdmdwmhu—mudmhm
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0. - Dispossyivi RISOLUILY B SSTEML

Comidesinmo wniverst [1] i cui dispositivi vengoeo eacstresizeati dall'in-
sieme di funzionamenti ammissibili che pisulta un sotoinsieme A di X*x X*
che contenga (0, 0}, esendo X un conveniente spazia veuorisle, spazio dei
fanzionamenti o dei segrall, v il numero dei tecminali,

Se (%, €.44 allors % < 7 5 diiono rispertivamente vettoce « tensione »
¢ vettore ocorreaten (vettori colonnal.

ioni di e in rere pee dispositivi di questl universi

sonn quelie naturali dellinterpreiazione clesizics.

Non sempre A & grafico di upa mappa A: X* — X%, mivia b trasfor-
maione:

SR e,

J=w—u

tmsforma nei casi fsicamente signifieativi, A nel grafico di una mappa
53X = X% con S(0) =0 ¢ ln selasiones (u) caratiesizza aelle aoave
wariabili (s, 5) il dispositivo,

Un dispoditive A.c X*x X= si dirl risalubile se esiste
X uale che A & descrito dalle coppie (x, 7)

w4 S
‘ I e,
= S{w)

La mappa &, Individuats da A s dice mappa di scary
Un Universo i diek risolubilc sc tali sona i i suoi
La risolubiliti non & una propeicth wnivessale, perchi fa composizione in
rete di dispositivi sisolubili pud non essere risobubile, sono aoti esempi di fale
situaeione [4].
Poiché scmbra che la ssolubilith sia una condizione indispensabile sffinchi
un dispositivo séa « fsicamente significativo ci proponiame di costruire universi
risolubili»,

La mappa di scattering 5 associara al dispositiva risolubile A4 consente di
svsociare al dispositivo A un sistems ad # enirate %, & uscite # 1 cul Fanaione
di trasformazione entrate-uscite sia § medesima.

Cosl ad o universa di dispasitivi risolubill 4] associa un niverso di sisterni
(tante entrate quante uscite), ¢ cene operazionl nelluniverso di dispositivi
banno natunle interprerazione nell'univena dei sistem: asociato,

) Sopprecsivar di wn erminale - Fredbesk

Bl soppamli de iz e f mevegons | mbond
10 7)€ con x; arbirio y, = 0; allom s sistema

HEAS X




conocirculiazione della coppia di werminali 1, § di A, B
fanzioramentl (i, %, .o ¥ei FisJar i 7 € A i che

X=¥y e Jtm=0.

‘ba alloss. nelle variabill », #

L L { W=,

B—rm—n =0

~ Duti A ¢ B dispositivi disolubili siano S, R le dpettive mappe di scattesiog,
| La somma dircres A 4 B & il dispositiv che ha fanzionament (x, %'; %, 1)
(.!,,;)zA (.)€ B, Ia sua mappa di scatccring & ovviamente .
v =Sl
¥ B0,




Cosl nell'universo di sistemi associawo % un universa di dispositivi iso-
lubili sash sempre passibilc il fedbark ¢ vieeversa la possibiliti di realizzare
quakinque feedback su un nniverso di sistemi dark la possibilird di costruine
universi di dispositivi.

S§i & peranto interessari 4 « teoremi di foedback  per sistemi del tipo
o= S, S1 X5 X

S8t (84 1) 4 = (8, 40) €O 1y, 3y & X, 13, € XY, o g =, ssndo
#yvy lo enteate-uscite deseinace ad feedback, |l sistema sach descritto cosl

=5, 1),

Syl

il fecdback sarh ammissibile se & possibile dal sistoma procedente, con L'equa-
slone aggiunta , == ry, <liminare i, £y onencdo un sistema dello stesso tipo
e citsi b se per ognl # ciiste unico m, tale che u = Syl s).

Siama quindi ridotri ad un problema di punio fisso %, €On PARELD iy
per I mappa §y1 X7 XX" - X

Teoremi di feedback saranno quindi, da questa panto di vista, teoremi di
punto fisso con pammetro o meglio di esplicitazions in grande (3], [5)

1. - L'CMIVERSO DEF DISFOSITIVI MONOTONE A TEMPO DISCHETO

Sia X lo spario delle successioni teali, noteremo xe ¥, x = (x,); nells
interpretazione di x eome segmale discrero Ia variabile i sard interpretata come
variabile temponle.

Si consideri I'universa torale su X [2], dispositivi di questa univesso ad ¥
terminali somo rute | sottoinsiemi di X"x X* che contengono (7, 0), un swa
sottuniverso & Nuniverso dei disponitiv lineasi su X, intendiamo individuare
qualche aliro souunivena di questo, lineare o non lineare, significativo dal
punta di vista dells realizzazione fisics,  tle seopo premertiamo al
siderszioni,

e e




o P

Gasby= 30> ()

& associans oyviamente la seminorma fn X

e

Lo, Ay, =0,
56 pes ogal (x, 1), ()6 A
L e

 Consideriamo in X%, fissatn N, il «podotn scalares:

. Dermezos 11: Un insieme A c X X* i dicc pmonotona se

. Si dice che A & monotono se A & p-monotono per ogal peN.

nozione di monnotonia i la ovvis interpretazione seguente: e s inter-
i come variable temporle, x temsions, 7 corrente, ., 1) rppesents

cleterico Venesgia dissipats dalPistanse inlaiale. fino allstanse p nel
cxm.simwudommwlw
disipats da ogni funzionamento di

so totale, ed aoche i dispositivi monotond.

A 'sla posidva o nulls,

“Teoumua 1.4: 1 dispositivi #-monotoni costituiscons un. sottounivero

Dnu: Si verifica facilmente il primo asserto; Funiverso dei dispositivi

xisulta interscrione di tutt) gl universi dei disponitivi p-monoton.

)

= R,
g B,
Jeon R: U X%, Uc XY,
G, 3 denvm R, oy

Prowisaoss 1.1 seAamahpoumm sisultana i § suol
f . descrit dal

spass delle waccemonl 3. vebord In R,

Tl I oo




A
La mappa = Ris) & non anticipativa nel scaso che sisulia components
per componenic:
ta Rl
= Ryl )
o= Bolog o) o
oy Ry

Inolize R & non espansiva rispeo & ciascons seminoema

Doe.: Bseguina b asformazione

si ba pec ogoi peN

o

S R e o P P
quindi pee ogal p |dv], <],
Allon. s (s, #), (4,7) appareagonn al msformato di A ¢ «

— Al = 0 pes ogai p

& ol g

Allora # individua uaivosamente », sia » = R(u); anz per ogni p le prime
 compenca di  individuano univocmente le prime p componenti di »
quindi £ & non sndcipativa,

1La non espansivith di R rispetto a ciascuna seminorma. |— |, & pure dimo-
strata.
‘Allora un dispositive monotona A & sivolubile ¢ il dominio di & & tutto

o X~

Vogliamo individusee alenni sottouniversi (1], significativi dell'universo dei
spositivi monotoni, & noto dal exso sazionario [1] che | dispos
risolubili non eostitaiscono un softouniveso.

IVUNIVERSO DEI DISPSITIVY LINEARE PASSIVE RISOLUBILY 515 X

€ limitiamo per il momento al cso linare; per un sottospaio A di
X X" Ia monotonia & evviamenie equivilesite alls propdetd seguente, che
ditemo passivitd: per ogal () €4 (x.y),50 per ogni peN.
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B gusses okl Jor 20 o iy .31
wi.lﬁmhﬂmmmm definico in X%,
lincasiti e noa amticipaivici di & pe consentonn ks segueate derizions:

= A
= Agw £ Ans,
&= Aam+ Ay +A=.-..

Ay e A (R).
21: La metriee M (infinita), subdiagonale a blocchi, che

P
ilda| 0
Mo |
Ay | A | Ay
I |

el e o oga s i 0 o b scinors 1, i
0 uguale ad 1, pec ogal .

: Poiché R & non espansiva rispet ad ogni seminorma | — |,, tutte
rairici di M cosituite dalle prime w> p-tighe ¢ coloane son0 subani-
da cid segue In tesi.

omasta 24 1 disposifivi lineasi passivi risolubill contirulscona un sot-
dell'universo dei dispositivi lincati passivi su X,

. Dow: £ sufficiente provare 1] che la classe del dispositivi lineasi pas-
vi shsolubili:

3) & chinsa rispertoalla soppressione di un rerminale,
4) & chiusa dspetco. alla cortocireuitazione di due terminali.
n

Le prime due verlfiche sono immediate.
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Vedfichiamio chie sopprimendo un reminale di un dipasitivo lineare pas-
sivo tsolubile ¢i oriene ancor un disposiivo risolubile, cssendo ovvio che
& lincare passiva poichd | dispasitivi lineari passivi costimiscono un universo,

Dato il dispositive A con n terminali, lincare passivo sisolubile, sia 5 il
s morfisma di seattcring, sappiamn che la soppressione del primo terminale
cquivale al feedback ad anello chiuso sulla prima uscita-entrata del sistema
associa §, mostramo che tale foedback & ammissibile.

il morfismo 5 nel mod seguente

R = un+ Butes

=+ Dugi,

Bustan
r”n{. .

o=t ﬁnt- ety +

Bz

5 rm + Digin

neR, gem i :,,r:k By Diye Ko y(R)
Ls mateice rappresentativa di 5 & subunitasia,
Valeado il feedback # = r i ha il sistema di cquarioni seguente da cui
climinare x.

o Bt

i+ Bii

1t + Bty + datet Bt L
“ i+ Dpta+ tmbat Dutas
’

wim S ety 3 Dot
= =
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1 per oged § dlle pime doe soasiond 8l sirvundo
ptima per o 7, ¢ sostiruendo pella seeonda s i sostituisce il valore
di m, anche nelle successive cquazioni. Dalle seconde due equazioni st
m %y sicavando dalla terza vy pee ogni 7y, ga € sostitucado nell quaria e
nelle successive.

8 e il procedieoto sule susssive coppie df expasioi.
kmmn:p:uno:m?g , allota, essendo 1 matrice subanitaris, s

sisten di equazioni che mppresenta 5, lequazions

n=

bile #; non compae in nessuna altra equazione. Cosl per ogai 7 take che
my=1, cancellata V'equazione # = i, 3i procede come prima all liminazione
riw delle &, rimanenti.

s prova che il dispasidivo
omiene 41 un diposlre e ey S i i
l, & ancora risolubile.

i Un sottouniverso interesante di queto & quello dei

‘dell'universo ors considerato, come si prova con facii eseampl.

3. - Un wavenso DI DISPOSITIVI $0 X' NON LINEARY RISOLUBILY

51 vucle ara costruie wn wniverso di disposiivi esolubil, mosotoni anche
i el contenga quello di disponicivi Lineari parsivi siolobill, risulta
seopo. opportano comiderare una sottocissc di disposicvi monotoni

!nfmmmnu Una mappa R: X = X*, v R(x), non espansiva si

debalmente. contrattiva se per ogai pe N |, o 1 implica (v, < |l

K immediats provare I seguente:

 Provoscaoss 31: Un dispositivo menotono riolubile, con mappa di
conteattiva, risulta strettamente monotono el seaso che

ogai s |Ax], # 0 oppure ), # 0 allom

v, dpp, >0
- Vicevena un dispositivo A sisolubile, streamente monotono, ha mappa di
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Teonewa 3.0 (Teorema del feedback): Sia X=X <o X#, debol-
mente contrattiva, allos se G0, 0) = 0 esiste una unica y: X™ -« X™ ule che

) = Gl 1) pec ogal xe Xm.

Dnw.: La funzione G, debolmente contrattiva, & della forma
a=atan
=l

n=

con ;¢ R™ -+ B* debolmente contraitiva
contrutiva ¢ in genenle per ogal pe
debolsmente contrattiva,

Applicando il tcarera, di esplicitazione In grande negli spazi cuclidei [3],
all'equazione ry = z(¥1, ), che ha la soluzione (0, 0) ¢ g debolmente con-
tramiva, si una e una sola funziooe

hl)s R =R e che () = il ) per ogal xER®.
Applicando ancom il medesimo. risoltara alle equazioni

= o).
Ja = mlE X

che hanno, la soluxione (0,0, 0,0} e (%, 5); R™%R™ -+ R debolmente
contrattiva si ha una sk coppia di funzion:

sy 3 1oy ) o= s R

che soddisfano le cquaricais P'uniciti gamntises che questa y, eoincide eon
In funrioae y, deteeminata rece
Si procede ricorsivamente determinandn univocamente

s X )7 R RS
dalle equazioni
2= &0
o= 5l N o)
S,




——

sl vis in genemle y(vy, %, o %) R*= = R dal sistema
H=alEnges
e mlbaan .

Fe =R Ky s Kir S 3 -

wonu nca sviluppata in (4] per il ciso stonario
risolubil} che contiens turii i dispositi

considering | dispasitivi della forma

n L lineare passivo risolubile ed M strettamente moaotono disclubile, e totti
dispositivi che si onengono, nell'universo toule, trasformanda questi
un trsdutore clementare 02
Aty i),
A 32: La tonalith del disposiivi del tipa A =1L + ) cons
munlvmod.ldupmmvl tutti monotoni, € tale universo & risolubile.
e hmmemmehwaamnﬂ
& cortamente chiva tispeso alle operazions i comporizione in ree,
b :

A= (L 4 My nells forma A = (L + A

tiva linease passive sisolubile (oenuen con
incati passivi_ csolubil) ed ¢ il s
i terminali




L

Ognuna di ki cortocircuitaziont i interpre come feedback sul sistemi
associats, 51 tratta di mostrare che tale feadback & ammissibile.
Siano
85 Xmir e X motfismo di seateering di T,
G: X+ -~ X" moppa di scanering di M,

s i AT

I ()

con &1, 3, we A" destinate ol foedback, 4 X~ Si vuole Pammissibilich
del feedback incrociaro

T=G(Tm 2)
¢ quesn equizlone defnisce sna fanzione

s Km e X

tesi del teorema del feedback infarti G{T(—,~)) & de-
balmence conerattiea e 0= G(T(0, 0)).

Si nati che G & debolmente conteattiva per fpotesi ma 7' & solo non
espansiva, tutavia i [d(s 0 tisolea

MG, m)ll, < 14T,




=l

prima diseguaglianza & strea casenda G debolmente conteat-
discguaglianza & sirerta banalmente, quindi

casi risulta. qualunque sia p
[AGTT i)l = 14 )5«
chiuso il feedback si ha il sistema

Ve S(ngi) con  Sfg@) X—-Xn,
disposiiva associata su(F. + M) & pertanto risalubile.
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