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Une extension d'un théoréme de Koopman et von Neumann (**%)

Un'estensione di un tcorema di Koopman e von Neumann

Sinero. — i casinde il lualen teseeama i Kocpmen ¢ von Nesmann sisieaendo 14 desabih
 smiineica cces wea densith i tipo aval genenle (comprendense in parvicolare  dessih araliis).
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 La cdemié asymptotique (ou + densité arithmétique ») d'uoe partie A
le N* ext définic comme étant 1a Jimite (lorsqu'ellc existc) de n suite (u,(A)),
b i, désigoe b répartition uniforme sur Nensemble {1,..
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O remarquers d'autce part que b sulke (1) converge vaguement vers I
fesure identiquemene nulle (clestd-dire qulelle convesge vers 0 sur tout
cascmble réduit 4 un poine) et qu'elle permec d'expeimer la condition (¢} du
théorime précident sous ks forme

tim [,-'4,., =0,

1 est donc natrel d'essayer do péoéralises le théordme précédent en rem-
plagant I suite (1.2) par une suite quelcongue de lois sur N¥, qui converge
vaguement vems la mesure Identiquement nulle ('), Paur obtenir unc géné-
ralitd encore plus grande, now considérernas en fait, au lie d'une suite, une
famille (1),s g lois sue ¥, dont Vensemble § des indices ext muni d'un flive,
et qui converge e — selon e filtre — vers la mesurc identiquement
nulle. Etsnd donnée une telle famille filirée (u,), nous diroms qu'une fonc-
tion f, positive et bomée sur N¥, est adpligeable si U'on 2

tim [ fdu, = 0

D¢ méme, nous dizons qu'une partie A de N* est négligeable si Fon
lim 1 {4) = O
(Cestrbdive ol s fonctioa indicarrice dc A et aégligerble).

hypothise que la famille (,) converge vagoement
vers la mesure identiquemens nulle se traduit par s fit que chague parte fnic

/. positive et bornbe sur N
posons de comparer les preg il sl

(a) La fowstion f ext nighigeabie.

, BOuS ous pro-

(8) 41 exiute wm enseabie migfigesble B tel que f(E) canverge vers O bovsgas k
‘ond wore Pinfini en restant dows le cosmplésventaire de B.

Mous démanterons en fit (volr Théotime (2.2]) que ces deux conditions
sont équivalentes, pourvn que la famille fltrée (n,) vérifie des hypothéses assez
générales. Ces hypowéscs sont automstiquement remplics dans le cas 0 la
famille () €5t une suite; oa serouse sinsi, comme cas pasticulier, le Théo-
s (1.1) de Koopman et von Neumaan.

Un avtre cis particulier dans lequel les conditians (4), (#) sont éguivalentes
st le cas considéré dans (3.2): ieh (4,)es ColnCde avec It fmille qui intervient

2 Likie i e ploittion st 4 gl pr une g e C. S s
propuste us suje tha théorime de Kooprman et von Neumsa
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dans b définition de I « densité nu!th::w (ou « densité de Ricmanns),
Cest-dire wvec la famille (1)1, 08 p, Sésigne (pour tout nombre réel £ 1)
I loi n'h;m:mnmb-nlllmmmqn! assigne, d tout entier k1, I
masse &

()

i
n.-vm.g*

{L'ensemble 5 est, dans e eas, Vintervalle ouvers J1, + oof, muni du flre
induit par les: voisinages de 1.)

2. - Ln THEOREME PAINCIPAL |

Dans ce pamgraphe on suppose donnée une famille (i), de lois sur N7,
dont Vensemble S des indices est muni d'un filice F, Les notions de fonction

fuc amenée 4 1a seconde, moyennant Ia proposition diémenmire suivante:
(21) Prorosmon: Fhrtuhf-wu[pmm of bornée-sur N*, Jer condi-
disns wieantes sont dguivelenies
() um;mnm.
(8) Ghacny e ensmbler de I forme 3] Gee 23+ 0) o mighigeable

S e e D L
tivement des deus selations. sulvantes (valables pous tout élément « de St
tout nombre cel ¢ > 0):

LS =)< [,

Jrdu =[P [ f e+ w0
W
v;,m maintenant Pénoncé précis du eésalut géoénl annoncé dane V'inteo-

(22) Tobonise: Seit (), mme famille de lois sar N4, dont Fensomitle § dor
ndli ast wuni A fltee 3, o6 qui pasidde les peopriétes venier:
) L fumilly (1) eouverse vaguement, seion e filire %, vers'Ja micice aen-
wmont. e,
{id) L filtrs F admes mee base dimemieable.
(i) Pour tont dlément T de 5 (disinct do 5, o1
s b e el =
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i en aaire f ave function peitive et bornde or N¥. Lex cunditiens civantes sont ahirs
iquivaientes:

(a) L fowerion £ tot nigligsable (¢esrddivs fole goe 'en ait Viem [ f iy, = 0)

(8) O punt srosmer wns portie B de N¥, nighigechle (st i-dive telle goe {'en
(B = O), de telle maniive que [(R) wwverge vers O dovsgor k tond vors Pise
an restent duns e compléseesiaive de' B,

Pour démontree ec théorme, nous aurons besoln du lemme suivant:

(2.3) Lesistes Plapuns nons dows ke bypotbéses dn Thiorime (2.2) (7). Sait
(A, ot mits crsissante d'exsembler migligeables, 11 exiute alirs am casemble
e i s i et e P b
(antrement dit, ted que chacam dot emsewble Ay I it fni).

Dionsraarion bu L Puisque le filtre  powside une bise dénom-
brable, ca peut trouves unc suite dcroissante () d'éléments de 7, qui for-
meat une basc pour F. (Quittc & passer i une sows-suite, on PONTEa Auss] Sup-
poser que Fon ait, pour tout &,

(e} mpa A <1

(Cecl et possible car chacun des cnsembles A, est négligeable).

Constroisons par récurtence (en wilisant Ihypothése (i)} une suite d'en
tiers (8,),..;, Strictement croissante, avec gy = 1, telle que an ait, pour twut
ka1,

() 19 o, =)<tk

Pasons cnsuite
(A [as D

Puisque la suite (4,) est crolssante, on 1, pouc toat &,
Ay oy, solc B [w,, oof,
ce qui prouve que l'ensemble A, est eoatenu dans B § un casemble fini prés.

Montroas que Pensemble B st négligeable. Remarquons, & cet effer, que
4, pou tout £,

B (BN L st U (B0 [o, DA g, oof

(%) O remarquers snmelois sam Phypeshise (1) i shéosbson (13) oo sers pos willd dan
Eemanracion 4 prisent lesre,
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En utilisant cette relation, sous nous proposons de montres que 'on 4,
poac tout catiee 421,

@n pmB)<dh.

Fixons, i cet ¢ffer, un dlément s de F,. Si r appardent & tous les F,, on's,
dapris (26) et 24),

Al B)< Yk +ploen, =) pour wut £,

dob Fon déduit (en fuisant tendre & vers Vinfind) j(8) = 0.
Si, par contre, 1 n'appartient pas & toos les £, alors il existe un entier
kish tel que Pon sit re Fy Fy.q et par conséquent (grice aux celations (2.6),

(24) e (25)
BB <Yk,
Ls relation (27) est doac démontrée, et ceci achive la démonstration du
lemme.

Nous sommes maintenani en mesure de démantzet Je Théortme (22).
Rennsguons, & cot efet, que Ia condition (§) de ce théorbone 6quivant mank-
festement 4 la condition. suivaotc

() On peut tmouver une partie négligeable B de N*, telle gue chague
ensemble de Ia forme [/ ¢} (avee ¢ > 0) soit contenu dans 8 i un enscmble.
pris (autcement dii, telle que chaque encemble de Ia fome {f e OB
- soit fini).
ummamdedemmlequlm(p; (¥): Puisgoe, ‘qnh]'h'\
pothiése (1), tout ensemble fini est négligeable, I condition e que
 tout ensemble de Ia forme {f > ¢} est négligeable, cestbdire (mh (zl)) i
 Ia fnction f est négligeable, e qui st b candition (s).
gmxkda\-:nmhnnum mplm,dm,gﬂlppllqulcmﬁ.!)ih
uite (A, définie pac
‘ Ay i =1k}

it quiil existe un ngligeable 2 tel que chacun det ensembles
e (4 i ol ok 83 v sl Gl k. T
e de chaque enseal
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3, - COROLLAIRES ET CAS PARTICULIRS

La conditian (i) qui figure dans Vénoncé du Théortme génénal (2.2) est
évidemment semplie dins le cas ob tout élément £ du filtre F admee, per mp-
port i 5, un complémentaire fini: cette situation pariculibre se préseate notat-
ment dans e cas ob la famille () cst une site, Le Théorme (2.2) admet
done e corollaize suivant {qui contlent le théorime dé Koopman et von New-
mann):

(B1) Seie (i) wae mite do deis sir N, couvergeant vagntsesat berd la memre
identiguervent wilt, Por toute fonction f pasitive o¢ bornde sr N*, ler conditions s~
wantes ot dye

i
(s) Lt fowcticn [ est. nighigeable, Cest-aodive eile gue {'on ait
lim Jrén

(@) O pons tromer mne partiv B de N¥, wdgligealle (Zest-dedire selle que L'in
iz lim 1 (B) == 0), de tlie S (&) conserge vers. 0 forsgue & send vers
Jiai tx restant dass Je complimentalre de B

Un sutre cas panicalice intéressant cst eelui ot () cotncide avee I famille
qui intervient dans 1a définiton de b deasicé aaalytique, Cest-hedire svec la
faanllle (1), définie par (1.3).

Si, par rapport 4 certe fumille, une fonction , positive et bomée st N*,
vérifie Ia relation

lim J’f.{m =0,

nous dirons qu'clle est wighigable au sees de fa donsitd wnalytigne: (D'apeds (2.4),
cela revient 4 dire que chacun des ensembles de In forme {f > ¢) admet use
ue nulle) Avec cems terminologie, on peut alom éacacer I
stcultat suivant (qui €3t encore un eorollaire du Théoréme géadal (22)):

(3.2) Prar teute fonction f positive e borwbe sur N, ler conditions wivenser sent
dquivaleates:

(4) L fometion f ot mighiguable as sens e s dowsité anaipsipue.

() O pen trouser e partic B de N, de deariti analytige aulle, telle gue
(kY comrge sers O hrngue & temd vers Pinfisi ca restont duss le compibammtcire de B.

Une aunitec simple pour samener cet énancé au Théortme génénl (2.
eoniste & utiliser un résultar de Ph. Nanopoulos démoarré dans (1] (Th. (29)
partic A de N* posséde une. densité

ifie 1 relation

lim p,(A) =0,
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. désigne, pour toue pombre shel ¢ suriciement positf, la loi sue N* qui,
lmlmi;],m la masse -+ (f -+ 1)

33) Pr= B A= kR E e 1

Or Ia famille (), ., définie par (3.3) (oi I'ensemble des indices est Finter- |
~ valle 0, + cof muni du Glire induit par les voisimages de Vorigine) vésific 1
ulnlluwm!luhypuhhn() ﬁn)dn'.l%hdn:{zﬂ Tout est doac

réduit 4 prouvee quielle vésifie avssi Uhypothise (i), Pour cela, il suific de
ermrguer que l'on a, pour tout &0,

r;.w.(L-. wl)-g;gr'-r-.
tim sup (s, =)= 0.
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