Accwdumia Nasionse dele Scenne dess dei X1,
M &
10 (1985), Vi, X, b, 4, g 4352

GABRIELE DARBO (%)
Teoremi di esplicitazione in grande ()

Sevro. — SE i e weoreina l enplicinalone e wia qmaions delle forma p = g(v,1) dave
in i di

Global Implicic Function Theorems

Scumanr, — We give 1n Implici fencr ) with
vacdable 5,y i conves, complece weitle ‘i-lnﬁw-ﬂh\wﬂml-nmvhv_h
 voctor s V& st g o o o A i i s
thoiren given in 1.

. L. - Indicheremo con R, la semitetts reale 0™ oo Useremo, in qua-
lungue spazio metrico, indicare con é(—, —)I.ld.sm utndudih!odll
contesto lo spazio metrico a cul o riferisce.

Proport sermicr: Sia
b: R—R,

wna noems in B soddisfacente Je seguenti condizionis
E 1) A(E, 1) = b~ &, 1) = b{&, —n) (invarianza per le simmerie dspetto
agl assl);

i) max (&, n)<A(E n)<[¥] + In| per ogni punto {8, e RY
Allors, se X ¢ Y 5000 spazi metrici, patremo definire una metrica sul pio-

£ Ty e, et M eTUsiveni, s
{54} Mieiosa. prosenaca 1 23 givgeo 1984 dx Giiseppe. Seors Dragoel, uso dei XL

s
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doteo cartesiana X ¥ ponendo

m (% 2 (' 2 ) = G ) )

dove x, ¥ e X ¢y,
Indichecesno con
dells metrica (1),

ye¥.
XY (hprodora metrico) il prodotto cartesiano dotato

Nora: Il funtore —x— & definito in modo ovvio nells categoria delle

applicurioni aoa-sspansive. Valgono Ie scguentl proptisti: se ae X, be ¥ le
sezioni
xeln b X-Xx¥  (eeX),

yoelag): ¥V X (4

e Y),

sono isamerriche e le peoierioni cinoniche sl fttori

X XY ¥

sono applicaioni pon-cspansive.
Per quinto rigusrds Ve sssociatvith » del funtore — 3 — i veda [2)

2. B nota I definizione i spazio metrica a convesso s che tiportiamo
per comodidd;

Dur: Uno spazio metsic W dicesi « convesso s s pee ogai due pusti
% #€F con v b, eriste un paoto » distinw da s e b o nle che

e, ®) - dlw, 8) = d(a, B) .

In proposito vle la seguente proprictd degli spazi convessi ¢ completi: (cfr.
Bl 14D

TEORRMA DL SENGER 5t IF 4 mun spagis metrvn csmusts o complets ¢ d, b P,
i s rappraseatizions ismstica

43 074 al(a, B) P
i aw areo congiwagente & oo b

Per I prodotra metrics vale inolie 1 segueate

Prorosuzions: Se X'« Y sems apagi metrici comvessi ¢ complel

ale 8 XY,

Dis.: La complesera & ovvia. Siano quindi #, = (x;, 1) © % = (x4, )
puati distind di XY, 8, ~ 40, %3, & = d(n.0) &

e 0M8 = X




—
mppresentazioni isometriche di archi congiungeati sispettivamente § puntl x,

on x,in X ey,

Allor. posto af:'(.,a.n,.: B3y, < defninn
=)o)

O XK Y
i

per #6078, risulea che

»y con wyin XY,

an applicazione continua; sl @ un punto di .
Parremo per definizione

onlr) = sup () se))  (reR).

dove con Bz, r) i & denotara b palla di centro « € raggio  in I, Ovvismente
Ia g & continua in # s¢ w,(r) & infinitesima con r.
Se A & ana parte non vuota di [ porrema inolere

@alr) = wpafr).

Se n,(r) & infinitcsima con r, Ja g & wniformemente continua in 4. Dalla
definizione risulta oveismente che w,(r) & crescente con A (ncll'ordine d'in-
lusione) & con r.

Vil Ia seguente

Prorostriong: Sia W ums spegie murice waresss ¢ complie ¢

& WY
s wpplicegione morvunsivs, Allrs usisie Jo. pelegione
@ e+ ) <o) 7
prrreR,.

Dus Siano s WV, e Bla,r +); alloea e de, w) = ¢ 5i ba manifc-
stamente
A(ela), g(m) < nfry<ale) +r'.
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Altrimenti sark
r<da,w)<r

Per il citato teorema di Menger potsema trovare un punts »” sul < scgmento
metrica» congiungente « con #, tle che (s, ') = ¢ ¢ quind]

(v, w)<r
percidy:

(D) < 4 (el g} + st} () < ()

In ogni cxo vale lIn relazione
@) () (@) < m (e} +
per ogni =e f(o, r 4 r). Dalla (3) passando allestremo superiore al varire

diac A segue b (2).
Nelle ipotesi precedeni supponiamo che 5i abbia Inoltre

) wd)<r  perognir>0.

Allosa & fanzione di r

Bilr) = r— o)

& strctumentc crescente ¢ Lipwchitziana di costante uoo in R, . La sus invesia

b pure cho

pre nelle stesse ipotesi 1

In seguito ci avvarremo del seguente

Lesaat Sia g1 ¥ ¥ ge
dwanecty ¢ amplets ¥
Vlge inslire ke relogione

pplicszions wss-espandive 4w spagia metrivs

¢ A wna parte von wwpts ¢ Jinitata di Y, tabie rispetia  g.

wdr<r  pees0.
¥

Allora g ba wn sien pusto fiss i
Dow: Siba infacei
dinm (g(4) < o (diam (1))
cperha ()
L diam (£(.) == 0




L
Dangue I succesiane delle iterate £°(7,) di un punto 7,64 & um successione
di Cauchy ¢ converge verso un panto sy = £(1) A
Dalls non-cspansivith di g segue che
wlr) = rs(r)
per ogni e R.: pertanto se vi fosse un altro poco fisa ¥ di g In ¥ sl
avrebbe I contraddinione

A5y = Al 2 0) <ol )< d007)

dunque Passerita unicitd,

4. - Diamo om il seguente

THOREMA Bt ESPUICITAZIONE |1 Siane X &Y' spai setrie convered ¢ compiets ¢

£ XY =Y
ams applicaziooe Lol she per agni porte imitais ¢ now rvade Ac XY 1 abbia
) wilr)<r  pez 0
allrs, 0 Pegusgions
@ I=aley)  (veXyE¥)
& priva di nlrcian, o Lisivee B¢ XY dlle s blcfont 1 grafe o o fzinss
=309

defivita per agei @ X & wnifsrmemente contians v exui porgione Gwitat i X.

Nora: Oserviamo che se X ¢ ¥ sono spari i Bamch di dimensione
finita. (locaimente compatti), la- condizione (6) & ovviamente veriica non
appens s abbia:

datx, ), 4G 00) < d(Go 2k (XX

per ogni (%, ) # () y). Dunque il poesente teoreima di esplicitazions. geac-
raliza quello dato in [1] ¢ al quale esso si riduce prendendo X = R, ¥ = B
& d(d m) = (8

Dn: Dalk ipotesi segue immedistamente che per opni x6 X esiste al
piti nn_ye ¥ che soddisfa la {7): Dungue £ & il grafico di una funziooe il cai
dominio £, & Vimmagine di £ nella proierione canonica X ¥ —= X.

$6 15 oo & vaoio, tia g = (%, 2 vn pnco asbitracio di . Poichb g ¢
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orviamente non csparsiva, fsats =0 i aved per qualiast = () XY
tale che diw, s) < F

g}, we) <, (@, w)) < o (B ) < ) b v, ) <
Dunque s x & tale che d{x, ;) <r— i, (r) =0, (r) si wved
LECHRAER
quindo d(7, y) <r. Lapplicazione
oy Y ¥
pee gl x di un intorno di x, soddisfa Ie condisiond del Lemuma 1 & possiede

un punto fisso y = ylx); dunque &, & ape
Dismo ora s liitazione  priori dells y(x). Sh 3 ¢ E; alloca si s

Ar(), 13) = A2 20). 5%, ) < e fd{ G D), (0, 00))
S ) 0]+ 0, 00} < o (001 00) + o)
ania

0ol o)) <, )

Ma, per quanto & stato osservam, 0, & crescente ¢ iovestibile in R, o si ba

@& Ay, ) SO} e, %)),

che fornisce la limitazione pee y(x).
Dimostriamo che 1a funzionc
=)
& untformemente continiss su ogai porsians limitata A, di £y

infate per la limitazione () che, detta A I parke del grafico £ sovra-
stante Ay, questa & limitaes in XY, Se 4,20 Ay 6 ba

A0, 30D = s 7)) D)) < a3 -l )
ossia
O (dlatach, rx7)) <, 5
da eui
A ) <03 (e x0)
«© pertanta 'uniforme continuith della y(x) in A, essendo 67" infinitesima nel
panto 0




A

Per Vuniforme continuith dells funzione y(x) solle. parel limisee di £,
esisie il prolungatsento per coatinaick dela y{x) alla chivsura di 5, ¢  punth
el grafico di deto prolungamenta soddisfina Vequazione (7), quindi appat-
tengono & E; dunque £, = Fy-

Poichd X & connesso, £, aperto ¢ chisso in X, se aoa & yuoto, dovel
epincidere con X

! 5, - In questo pamgrafo dimostreremo un alteo teorema di esplicitariane
collintenzione di faene applicasiane alla tcoria dei sistemi. Intraduciam intanta
aleune definizioni,
Sia (G, <) un insieme ordinato Glrante; tale ciok che pec ogai due ele-
‘menti i sia un maggiorante comune.

Dy Diremo Tospazio un Respasio vettosile & in cul & assegnata. usa
fumighia di seminorme indiciata in T, cresceare zispetto allindice e tale che
I sisulti completa dspetto alls topologia cmmerizzata da desta fumighia.

Esmumo: Sia T = R con V'ordinamento naturale ¢ T lo spazio delle fun-
soni rell defnice in R e di quadato. somaubie salle semirrte del Spo
— Ty

Se poniame

pele= [atopa)  Tes.

seminorme che fornisce ad & la strotues di G-spaio.
eme T avz il sigaificato di tempo | suoi demeatd
¢ il Gapazio sark uno spazio di « segoaliz,
Dee.: Sia G un insieme ordinato fltrante ¢ siano T ¢ ¥ due G-spazi. Diremo
morfiano tex & e W unipplicazione

£ T

anche mon lineare, che trasformi Porigine di & in quella di ¥ e sisubi non
expansiva rispetta & tutte le scminorme della famigla i ciod

180} — gl Yle < fx—¥'ls

per ogni Te® e ¥, x el

Dall'esempin precedente si nota. subito il canttere causale di nn morfismo.
In generale § morfsmi ten G-spazi formano uoa cutegori in cui i trova come
softacategoria | categoria Ban, degli spari i Banach ¢ morfim linead noo-

espansivi,
Nella categria dei T-spazi possiamo definirs ua prodotto (i-join) per mezzo
i una norma 4 in R soddisfacente lo solite propdietd del parageafo 1,




—
500 & e Y del Tspari; definiame b famiglia di seminorme su Lx ¥
o
16620 e = b(}xle, Lyiz) per Te®.

Questa funiglia & crescente ¢ 1o spazio sisulia completo, quindl un G-spazio
che indicheremo con I (35U Le scrioni seno isometriche e le proiezioal cano-

appartengona dunque alla categoria dei Grapaz

Considetiama un T-spazio T ¢ un istate T'c T Pinsieme degli elementi
#EE per cul & ¥y =0 forma un sottospario vetworiale Ve di T 11 quo-
xiente T/ 5i presenta come spazin noemato s prendiamo come narm quells
indota da | — |r. In genensle questo spaxio non & campleio. I suo com-
pletamento I indichereno con T ¢ conserveremo | nomaziane | — |5 per
b sua noma.

Se T, ¢ T, sono istanti ¢ T,< T, allosa per ks manotonia della fumiglia
di seminorme si ha il diagramma commutative di morfismi

x T,

~ =

&y,
&% 5i presenta come limite inverso del sisteoma avsaciato
© (e, n)
Vo funiglia cocrenee del sivema (9) & uo funighin di punt (vp)yeq con

3re Ty compatibile con i morfismi del siema; vale o dire per ogni due
fsanti T, ¢ 7, con T5< T, si abbia

a5,

Data una famiglia coerente, esiste uno ed un solo punto we T tale che

axfoe) = xe
per opai istante 7. Infatt] s considerismo le immagini inverse nelle. prode-
zioni

[
&lle palle di centro s al variase del raggio e dellistnte T, s ottiene su 3
una base di fitro di Canchy ¢ per b completeaza di 3 of ek un unico puato

aderentc al Eltro. ‘Tale punto svri come immagine nelle profezionl £, propela
i punti x; dells fumiglia coceente assegnata,

¥
£

skt
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Possiamo om dimostran il seguente

TennEsA OF BSPLICITAZIOND 2t Sizes i ¢ W dur B-spagi, b an morma in B!
del tipo considerate el poragrafo 1., Sia inslire

£T@Y-Y

s spplicaziose faie che por sgni T rimwir, cou ovwis siguificain i simbol,

wplr)<r

i £ -0 ¢ per ogui parte A limitata ¢ ven ot di T V. Allra Feguagions
¥

(L0} =gGes),  xeT,ge¥

o & prina di salighou @ Pinvivme dlle sohegiosi § graficn di wao furzione y = ¥}
defiita i L ¢ waiformomenie coniiaa sulle parti linitase o T
Per la dimostrazione si osservi che per ogni 1’0 G si ha unlapplicasione
indota tea gll spasi di Bonach
£ Tl B Ve

che soddista le. condizioni del Teorema di esplicirarione 1 (per spazi metzici
canvessi), Se Vinsieme delle soluzion! della (10) non & vuoto, tale sar quello
delle souzioni dell'equazione

¥ Jeplny)  xETe,ye .
Le soluion di questultima forman 1l grfico di uaa funeions definits in T,
¢ uniformemente continaa solle pard limitate di .
Tnfatts sis 20 . € (37)ger 1 famiglia coermne delle projesiosi di . Allors
anche I faiglla (3v{ss]) s2rk coerente e in base alle considerurioal fatte pre-
cedentemente 1i poteh rilevare su ¥ un punto y = (<} per ogal X T,
La funzione y(—) seck tale che il diagramima

Ty

o
in cui le frecce verticali indicano le projerioni, isulterd commutativa pet ogal
jstante T Luniforme coatinuith dellc fanzioni ye(—) sulle parti limitate di Tor

per ogni T comports Panaloga proprieth per Ia y(—). Cio & quanto volevasi
dimestrase.
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