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'DOMENICO CANDELORO (*) - GIORGIO LETTA (™)
Sui teoremi di Vitali-Hahn-Saks e di Dieudonné (***) (*,*)

On the Viuli-Hahn-Saks and Dicudonné Theorems

Stmstan. — W pive & geoceal vession of the well-koows Viesll-Hab-Seka thooeses, comcesales
Tien i

"
f Dictdoane, eluod o coavergent sopuenees of gt messures.

TNTROBLZIONE

Sebbene sia trascorso pi di mezzo secolo dalla prima formulizionc (dovota
4 Nikodym [10]) del costddetto teorema i Vitall-Hshn-Saks, questo. sugge-
stiva risultato continua ad esser oggetto di riecrea; e si pud ben die che in
ogaues delle sue svariate formulazioni finors note ci sia qualcoss di sorpren-
dente: cioe il futto che ceste propriets continuin a valere, quasi inspeia-
== in strutture ¢ situazion| fanto lontane da quelle ariginarie. 1l processo

i genesalizzazione si & sviluppato esseazislmente in tre direzioni; estensione
dell struttuns algebuico-topologica dellfasieme in cul le_mirure in_giuoco
prendono i loro valori; passaggio dal'sdditivel numerabile alla il addi-
tivith; indcbolimentn della strottur di palgebra per il dominio di definirione
delle misure. Una ricca rassegna dei risultati otteouti al siguardo s pub tro-
vare in [4]

-rni[L.mlmuz'mhmh..s & quello di Vitali-Habin-Saks, figuss,
oltre x un classico teorcma i Nikodym sulluniforme limitaterza (s veda [9],
131, 181, f11]). e pilt profondo, dovuto a Dicadonné [5]: « 5¢

successi misure di Borel egolari, s un spazia di Haosdorf com-
pmw;t!ungmhﬁ:mﬁqznnmtwl:u,ﬂmmbum
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liano. In tal caso, Inoltre, le misure della successione sono unifsrmemente
segolari. » Le esicnsioni di questo tcorema. esisicati nella letteratuca sembrano
alquanto artificiose: ¢ anche le dimosteaziond appaicno spesso piutiasts com-
plicate, ¢ comunque pocn intitive: «i veda ad e [1], [2] (%

Nella presente nota 1 dimost dapprima una versions assai generale del
tesrema di- Vieali-Hubn-Saks ('rnnrrma (24)), valida per funzioni finjamente
additive in un’algebes 4, 3 val un gruppo abeliano wpolagics 1. Questo
sisuhato permense poi di ottencrr, in modo abbastanzs direto ¢ aarurale, wna
formulszione astratta del teorema di Diendoané (Teorema 4.1)), a quale riguarda
aneora funzioni finitamente additive nell’algebea 4, 3 valori nel gruppo wpo
logico I'. Tn questa formulazinne, il concer topologico di regolasiti (per una
misura di Borel s uno spazo di Hausdorkl compaito) & sostituito con un
concetto « astratto » di segolanits, definito mediante un'oppartuna coppia 7, §
di reticoli (contenuti pell'alyebra & € aventl ispetivimente i ruolo del reti-
colo. degli imicmi comutti ¢ di quello. degli fnsiemi sperd). Tnoltre il ruolo
sl pomenbil addidrih & sl d var nosione asai pa deboles el
di Gcsaustivith (v, Def. (1.13)

1. - EsAustiviTd

In tutto i} séguito, " designa un gruppe sbeliano topologico Y
<ul clemento peutra vicne indicato. con 0. Se (B,) & una successione di
&7 la sedttass

lim B, = 0

& un modo abbreviato per significare che, per ogni intomo £/ di 0, si ba defi-
te B,c U,

Una masss (n valoe in 1) & una Fanzions fintiamente additiva, a valosi ia 1,
definita i un'algebes d'intiemi. Uns wicirs & una massa che sla definita s una
telbi {o c-aljebea dinsieni) ¢ che sin numenbilmeate additiva.

In tueto il séguito, A desigaa uea fvata algebes d'insicend, ammcrtente 2

di ¥ appanenga o 9. Un esempio tipico di questa situwarione si oltiene suppo-
nendo che 0 sia ua spazio topologico, nel quale & sia la tribis borelizna,
u il numln degli insiemi aperti, 5 un reticolo insiemi chiss] (pes esempio,
cllo degli insiemi chivsi ¢ compatt).
T 1l ratakucicain o oo the & sk, s poos, per ogni
clemento B di X,

AH(B) = (i(A): ACK, AcH).

whsnw:.lwuw.a».mm 8 aver o weesicains ol cawn b
v 3 vl
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(1.1) Drrrseeions: U o sull'algebes A si dice Seammsting s, per agai
mm(c,)dn:kmhmlad\mldmdupum.nh H(GY=0.

(10 tal caso, se 5 denota con i la restizione di 4, i b anche lim +(G.) = 0
pet ogai successione () i clementi di 1 2 due a due disgionti)

(12) Derisrzaoss: Una successions (n) di masse su o si dice amiformesmonte
Seesaustine se, per oged swccessions (6,) di elementi di 2 due a due disgiund,
i ha

I 4G =0.

dove, per ciascun i, 4, denota la restrivione di ; u 8.

Una massa s 4, che s A-esaustiva, si dice semplicemente esmmstie. Cosl
pote una successione di mase s A, che sia uniformemente. A-emustiva, % f
o S ————

(13) Drvmarmones Diremo che il seicolo § grde dels proprid () (v, [11]) i
=, puu,uumﬁm-(c)a.md.mm.mm,umi caite una.
dinsiemi del tipo G, . o

ILlnvuudunanud\e le percht permette, in certe situazioal,
dimnlnlmlnmﬂgmppnfmm:ﬂmhk |

(1) Lusas Sie 2 s e e g o ' Esiton ot o shfins
iy Ty, wm omomurfirms contizmo b i T on T ¢ o itorms W dello zoro
a-!',.»-nrsu!-ul-ﬁm(u

Dasosraazton: Per indusione si pud costsuize una suceessione ()0,
dintorni simmetrici dello xér in I mle che =i abbia:

G thel. Uiy UscUs per ognl a>1.

Denotiamo con T} il gruppa topologics (nmmmnpnm)nm
nuto: munendo il groppo £ dell'unica !qn!ngkm
tura di gruppo, che ammetta ([/,),, come sisema foadlmnde i
dello zero, Poniama pai /= [} Us. Allos 17 & un sottogruppo chiuso di Iy,
i

1V & merrizzabile. Denatiamo con 4
I}, & poniamo 17 == b{Us): Poiché s topo-
logia di I, & meno fine di quella di I', b &3 maggior mgione un omomorfisma
continuo di {'su [y. Inoltre IF & un intorno dells zero in Y, e si ha:

B = U+ Ve U+ Dy U

1 Jemma & cosl dimostrato,
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2. - Iu meossss i Virau-Flams-Saxs

Ls seguonte: forma del teorema di Virali-Hahn-Saks & ben nom, < facil-
mente dimostasbile con le recniche wsuali (v. [6]):

(1) Toonmatk: Se wna sweessiove i misure (4 sabicd in T, fotte asmlutamenie
contiwe rigpetts u dosa medesima minwa reale poritive, owverge punisaleeule, 114 8
niforsmcomeste aschitive.

Userema questo enunciato per glungere & enunciati pil genersli. Premet-
tiamo, & questo seopo, alouni lemsni,
(23 Lusiaens 3 ougpongs by il vebioin 8 gods dells proprietd (E). Sis pe s
masta Sesanities 30 Ky ¢ 1is (G)oy s famislin infinita waseacablle & viesonii i 9
i e dve dizginnti, Sia ifine U an inturn di O i 1. Eite alfora wns parte infiite
1y di £ cou s propriets segpastes

(0} Ber agui parre B di By, rinta (UG =0/

Diiostiazionr: Senza perdita di gencnalid, possimo. supporte. che ©
contenga e le union d'insiemi del tpo G,.

Sia (/) vna successions & panti S .11 4. due s sigimis. Se
nessuna. di esse possiede la desiderata propricth. (s), si pub trovare, per ogal 4,
una parte H, di J, vesificante I relazione

"(H c,) eur.
Ma cid contraddice la supposta fi-ciaustivich di . 1 lemma & cosl dimostrato,

(29) Liaoun: SI onppouie cbe i grappo I sia wolrizzabile ¢ che if vetivals @ por-
sieda ds propeicti (). Sie i wns massa S-esanidina i &, ¢ 118 (G )y w00 farrigha
infinite wameralile di menti 5 0 o ¢ dow dighecl, Al rts v parts
il ] di ¥, dole ehe s pesivigione di o alla tribi gonerata dalls fmighis (G )es b
e cera,

Drsosraaziost: S (U.) una successione decrescente che comituisea un
sistema fondamentale d'intorni di 0 in I' Sfouttando il lema precedente, st
b costruire, per indurione, um successione dectescente (£,) df pa iné-
nite di £, le che, per ogoi x, si abbia £, w1/, ©

u(Et.',)sU. per ogal pacte H di 1,

Si scelgn alloni, per ogoi #, ua demento f, di [0S, ¢ s ponga f=
1), Linsieme J cosl costruita possiede Ju. proprietd desiderata.

|
|
E g
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Siamo om in grdo di dimostrare i seguente enunchao, pit generale
di (1),

(@A) Toonumers &Mrﬁnfmhwmﬂhmh@hw(u))
Sia () wna tecessinne i masse O-esanstive nell'algbra
o &, Allera i successione (u) § welformemon §

Disosmazion: ul.mu_qjm diimllunlﬁu‘hm:ilnlu
in cul " sis metrizzabile. Ragionando per asurdo, neghimo L tesi. Esistono
T e strettamente. crescente (7,
d'interi & un successione (G,) di clementi di G a due a doe disgiunti, tali che
3 abbin

@5) #.(G)E U per ogai n.

La tribd 3 genersta su £ dagli insiemi G, & contenuta nell'algebra A ¢ am-
 mette come atomi gl insiemi G, ¢ il complementare della lom riuaione. Pes-
tanto esiste su di ex5a una misurs reale positiva che s annalll solo sulllasicme
vuoto, Gazie al Lemma (2.3), s pud supporre (pur di 3 opportunc
sottasuccessionl) che, per ogni 4, la restrizione di g, & 3 sk una misum.
Gm:.m;, il o Mk v uniforms-
B s 1 i w0590 e L
 dimostrato.

| (20 Conoumamo: Uea swessions di sy cseurive . wee medssime b,
ebe cxmrerga g clemen d queite,  wforwessons eusssine

- REGOLARITA & SUGI BARPORTI CON L'ESAUSTIVITA

) D e e R o s e
due condizioni seguent

(6) per ogni elemento 4 di &, csiste una coppia (F), (€.) & sucees-
sioni dinsieny, verificante le sclaziont

(32) Fe¥,G,e8, F,cF,,cACG..\cG, per ogni #,
‘' tale che i abbia

Jim  (GOF) = 0
(e quindi, in particolare, () = lim u(F0)s

(Bt g e 19, i e o (G () i
sioni diinsiemi, verificante le reluziont

G.e9, F,eF, BoFo,cG.c F, perognix,




— 08—

& tale che si abbis

lim (G B) = 0.

(34) Ossavaziose: Si suppoaga in pardicolare che Vinsieme £ sla. munito
di una topologia di spazio pormale (dsp. di spazio di Hausdorff localmente
compatec), che 4 sia la tribd borelians di 0, 7 il reticolo degli insiemi chinsi
(sisp. compatt]), 8 quelln degli insiemi apertl, < che 4 sia una. misury reale
nella tribh boreliana, Si vede allora che, nella definizione precedente, la con
ditiane (#) ¢ nna coneguenza della condizione (s), o che quest'slrima = riduce
semplicemente all'usuale enndizione di regolariel per la misuna p (consistence
nellfimporre Vapprossimabilith dall'esterno con insiemi apersi, ¢ dall'interao
con insiem chiusi (disp. compati)).

(3.5) Ossunvazione: Sia (a,) una' successione di masse regolari s A, Asse-
Enatn un clemento A di 4, H pud allors coseruire {usands un clasicn proce-
dimento disgonale) uca co ) di suceessioni dinsicrm, verifeante
le relazioni (3.2) ¢ tale che

{
abbis

0.6 le 2 (GFd =0 per ogel £

In moda analogo, assegaate un elemento B di 7, i pud costruise una coppia
(G, (F) di successioni dinsiem, verificanie le relazioni (3.3) ¢ tale che 5
ablia

feh) K jf (G B) =0 por aged .

(38) Drrivizioxs: Una successione () di masse mll'nlgrl::: A i dice wmi-
formoemente. regedsre se verifica Ie due condizioni seguenti

() per ogal clemento A di d, esiste una coppia (r.s (G.) i wocces-
sioni d'inslemi, vedficante Ie relazioni (32) € tale che si abbia

=0;

a9 Tim U (G F,

(8 per ogai clemento & di %, esiste una coppia (G.), (F.) di mucees-
sioni dinsiem, verificante Je relazioni (3.3) ¢ e che i abbia

@an) i

UsiiGidy =0,

Sussiste il seguente eorema:

{3.1) Trowra: S mppoge cbe lo mccessiane (), df marse regalari wr A, sia
..,f.mmf, Gesanatica. Allsra ssa § wiformemense e aifarawtmane




— 29—

Alla seopo di dimostaare il teorerma sopes enuadiato, presettiamo alcsal
lemmi.

(3.12) Lusowa: Sia o e marss regolare su A, ¢ 6 desotl con } Ja ons rectrigiene
a8, Allora, per ogni mcd;qlmp(c)imh.lr.ﬁq.#
Plssieast 31(G) — AH(G).

Disostaaaons: Infutti, per ogai clemento A di 4 coatenuto in G, u(A)
& aderente allinsleme

{p(F): FeF, Fc Ay,
il quale, essendo identico all'insieme

WG — G F): FeS, Fe A},
& contenuto nellinsieme 14(6) — 44(G).
3.13) Lusowa: 57 sapponga che fa scessions () di macte rigolerd su & i v
 formowee O-tcanitiva, annﬂﬂi,i:(ﬁ')-(?.)mmﬁ I
i peersiont fusion, serificante Ve relegient (3.3), (3.7) (o (3.5)). Allors masise [
amebe b relrzisne (3.10). =

Disosraazions: Comincismo con Vosservare che, per ogni eoppia £, 7
diften ¢ pee opni elemento A di 4, con Ac 6B, risulra

B4 ilA) = lm gAY
Per convineersenc busta scrivese, per ogai m >, Poveis selazione
BAA) = ADFY = plA O PR (Caui B)-

 Osserviamo in secando luogo che, geasie af lemma precedente, la relszions
(3.10) ds dimostrsce & equivalense alla relazione

[NV R

bw.mmnhldmmhmmﬁlhaﬂkjﬂmdup:umnh.
supponiame che questultima. relazioge sis faka. Esitte allora ua inorno
chiuso €7 di 0 ia 1 con ba propeiets seguente: per ogal latero p, esistono ua
intero. # == p, un. intero i ¢ ua demento A di 6, i che si abbia

AcGNE,

wAye
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& quindi anche (in virtd di (3.14))
AN FYe Ur pee m abbastania grande .
Sfruttando questa propriets di U, 5i possonn costruire, per induzlons, we suc-
eessingl dlintesd (n,), (4), (m) € una successione (A4,) di elementi di 8, in modo
tale che si abbia, per ogai &
ACGNE, plANF)eU,  n<m<n.g.

Poichd gl insiemi 4, 0 FL, apparteagono 2 0 ¢ sono a due & due disgiuati,
«idy contraddice Iipotesi i aiforme §-esustivitd.

Se si applica il lemma ara dimostrato prendendo F == ¢ B=10,
si ottiene il corallario seguente:

(3.15) Conarsamo: i ppoags dhe e seussine () di smetie i A& sis mifor-
mmenie sisting, ¢ sia (A} ame scessione decrecents i chmeats di A, fode cbe si

g (A, = 0 por agud 4.
5 b allora
lim i (A)=0.

Siamo ora in grado di dimostrare il Teotems (3.11) sopes enuneiato, Co-
minciamo col provare che la suceessione (31 & uniformemente esaustiva. Sup-
posta vero il contraric, esisterannn: wna-successione (A,) di clementi di &

2 due & due disgiunti, un intome chiuso U7 di 0 in "¢ ana successione din-
texi (7,), tali che si abbia
(3:16) i & U* per o w.
Grazie alla condizione (s) che figura nella definizione (3.1) di regolariti, si
puss supporre, senza ledere ba generalith, ehe gli insiemi A, appartengano a F.
Poniamo allors

B A A
¢ scegliamo in 1" un inweno. U7 di 0, con &4 U, & die succession
(L), (V) dintomi di 0, rali che si sbbia, per ogai 4,

{70 R v A T (A

provare che & possibile costruie una coppia (G, (Jl_) di succes-
o 1 insiemi, 1 quale vetifichi, per ognl v, le celarion scguenti

(I Ge8, Fe¥, BieGicFct,,, UmFENB)CU,.

St pub procedere per indurioae
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e
siemi Gy, F, verificante le

GieS. Fe¥, BeGeokF, Us(FnB)ct
(#) supposta poi gik costruita lx coppia dinsiemi G, F, verifieante le
soni

G.e8, F.eF, B,cG.cF, Upi(FNB)cU.,

i pub wovase (sempre siruetando il Lemma (3.13)) uns coppia dinsiemi
Goeys Fouy e che i abbis

Guusl, Fune ¥, By UFcCunc Fons Ul (FuiN@eaw F) eV,
e quindi, per ogni 1,

HF B e (Foei B W ED) + U (B N B )
eVt mPNBIC Vot Uie sy

induzlone, la coppia di successioni (G, (F.) verifcante
hw(ztn.mwnuwwwum

G18) WA GrniNF) M (FNB)p{G i F) + U

D'alira parte, poicht gli insiemi G, F, appartengono € ¢ soao @ dus @

due disgianti, 5 ha

|E:MLIJ_11'(G...\FJ =0

(dove 4, denota la restrizione di i, & ), e quindi anche, in virh di (3.12),
Ha U wi{GeiNF) = 0.

Dalla relazione (3.18) segue dunque, per x abbastinza grande,
\TIM(A_“)cUur vrely,

& cid contsaddice Vipotesi (3.16).

E cosi provato che la successione () & uniformemente esustiva., Rimanc
da provace che casa & anche uniformements regolare, owia che sono soddisfate

l:dlh!mudimm(u) (u)dﬂhneﬁnmumm Per quel che riguarda fa con-
disione (), basta applicare il Lemma (3.13). Oceopiamoei dunque della condi-
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rione (a). A questa seopo, assegnato I'elemento A di 4, scoghiamo (cfr. (3.5))
una coppia (FL}, (6.) di saccessioni d'insient, verlficante le slasion (3.2),
(3:6), Pex provare che h huogo anche Ia relazione (3.9), basta applicare il Coral-
by (315) ala sucemsone (4,) defin da; A, = G2\ 1l eoronm &
corl dimost

4 - Lo ronmn o1 Disvnosesh

1 ceorerma che segue si pud considerate come un'esteasions del classico
teorema. di Dieudoané (cfr. []).

(A.1) Teonesta: Si suppengs che il grappe I via completa ¢ che il reticols § (san-

tenso weil’alybrs ) sia stebile rispoto. il smivwe wmerabile dsieae disgivms

o3 () ame sevessione i masse pegolerl ¢ O-csinative 2u A, L. quale esaserge 1

viemenis i 0. Allra ¢s3a converge s egni clewenta di A, ed § niforsmemsente cianstivn

(rm-a- (efr. (A1) wiformessente regolors). Partente fe matsa imite 4 a v
* regolare.

Divosrarzions: Gragie alls vessione (24) del teorcma di Virali-Hakn-
Saks, I w (u) & uniformemente: -esaustiva. Dal Teorema (3.11)
segue allora che essa & anche uniformemente crustive € rego-
lare. Rimane soltanto da peovare che, per ogni ckmento A di 4, I succes-
sz (u(4)) & di Cauchy in I~ A quesin scopo, assegnato in 1" un it -
0, s determini un intomo simmetrico (7 di 0, verficante I relazione
U4 U+ UcV.

Sia poi (F.), (G.) una coppia di successioni d'insiemi, verificante le relarioni
(3.2), (3.9), « sia w un intero tale che si abbia

UnpH{GNF)e U
Poickt I successione (41,(G.));, & di Cauchy, ciste un intero &, tle che
cisalti

MG —p(G)e
per ogai coppia /, 7 d'interl maggiori di & Si b allors, pec una tal coppia d'in-
tesi,
Bl A)—p{A) = PG — (G H I CHA) — (G Ay U+ U Uc .

Cib prova che la suceessione () & di Cauchy.
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