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Su alcunc estensioni del tworema di Scorza Dragoni (%) (4%

On some extensions of Scorza Dragoni's Theorem
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In [SD] Scorza Deagon prova il seguente teorema:

oSea b r 4R, o< b e <d e sofi o, H]x[ d] -~ R & tado che £, %)

sia misurabile secondo Lebesgue pee ogni x & [6, d] < /{7, -) sia continua per

ogii 46 [a, 5] allom pec ogni neN esiste K, chivso, K,c s, b] tle di

-([.. B .)<|l{n 1) (ove m indica la misura di Inhsgue)cﬂx %ld]
; 1

Moli antoni, tra cui (BL] (Cap. 1, s 1), [BO] (Teoreaa 0.5), [c.z], (Gl
o [nu;(r“mznrmmm 1. [RV], banno dato cstensionl di questo
teacct, ms&mmkqpummulhxwddmb

colo d:li: variaioni ¢ del controllo.
In particolare [BL] (Cap. s Carstaio 1, [BO] rrmn- 0.5), [Ro] (Teo-

rema 2F) si interessano di stodiare ] teorema di Scorza Dragoni anche nel

€350 in cui f sia un'integranda nommale jrvece che ura funzione di

Tavece (G] & occupa dellesensione del teoremma nel casa in cul / 3 definita
. un souolnsicme di un prodotio cartesians: si nod che perd in 1l e I

dpatesi che f sin misurabile rispetio alla prima variabile e continua tispetto alla

(1) Tkt Motcsation dell nivessiih & Geoseva, Via LB, Albers, § - 16132 Geaor,
(#%) Lavows cxegeen velfmbive Jelluuco e I Masseatin Applicas & Connighis Na-
e Geno

Ricteche, Genors,
(742 Mlorsoria possentaa 1 25 huglo 1964 s Giuscpp: Scorsa Dengoad, uoo el X1
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n seabra esserc sufficiente da soli & provare il tearema (efr. Osser-
kit 10 1, acAe s, ATide it okl Pt e 1 W G
sabil rispeto alla o-alcbea prodotto i wuella di Lebosgue e i quela di Bocel
& sia continua rispetn alla seconda variabile (si dirh che / verifica Iy proptierh
2Cs) (efr. Teorema 4.6 & Tearema 3.15]

In questo lavoro «i si occupa di trovare estensioni del teorema di Seorza
Dragoni, anche rispetto  topologie sequenziali, sia nel o di funzioni veri-
ficanti |2 propriceh « G » che nel caso di integrinde nomall, ove k fanrioni
siano definite +u sotoinsiemi del prodotto canesiano di duc spai.

Nel §1, dopo aleuni risubtati di fattorizzazione o alin riguasdanti 1 opo-
logia iniziale di uns funigla di topologie, si definiseas (v. Definizione 18)
« s confrontane diversi concetti di intérna regolaritd per le misure € si fomi-
scono alcuni risultati del tipo di [BA 1] (5 2), che si possona ontencre facendo
uso di queste deiinizioal ¢ che permetterebbers di ottenere estensioni del teo-
rema di Scorza Dragon.

250 ol Clegu ol i prrpen et Dragoni
(cie. D<(mmmx usn) pec um f: € per delle f;1 £~ 2, ove
Si= {ief) e alterinnto si b pes I propeied « C,

Nel 1: con l'afuto ﬂ.n cisultati del §2 e di [BA1] (5 2), 5 provana teo-
remi che garantiscono la verifica della proprierd di Seorz Deagoni (e della
propriced inversa) (cir. Definizioni 3.1 e 313, cfr. anche Definizion 30, 3.11
& Definizioni 1,184, ¥)) per spaai Ec Tx X, Z nell'ipotest che altri spasi
ad essi Jegati verifiching Ia stessa propricid

Nel 54 infine si sfruttanc i risulati del §3 per fomire moki etemnpi di
estentione del tearema di Scorra Dragoni. In particolare il Corollasio 424
(renendo cnnto anche del Teorema 4.8) & un'estensione del Teocena 1 di [RV]
ed il Corolario 4.17 (facendo anche wio dellEsempio 4.19 ¢ delOsserva-
sione 4.27) & una genecalizzazione del Teoremd 0.5 di [BO],

Si noti infine che Ia propricdh di Scorza Dragoni definita sugli spazi in questo
lavoro verrd wilizzats in [BA 2] pee provare fisultati che sono legatl all'uni-
forme continuitd dellioperatore di Nemytskil, come si vedrd in [BA 3]

Desidero ringraiare il prof. J, P. Ceoconi, che hia discusso con me | risul-
rari del presente lavoro,

§ 0. - Nowaziost

0.0 Notaziows: Si fark uso, altee ehe delle notaziont gik wsate in [BA 1]
(0 0.0, trane 8 & Safe, ), delle seguensi.

Se 2 & uno spazio di Banach, allora 5(Z) indiea In topologaa indota su Z
dalls noro. Si abbrevierh 5.0 per indicare « semicontin SupEROFMENE b,
55,63, er indicare « sequensialmente semicontinua supesiacmueric o, S¢ A &
un insieme, B A, allora zy: A = [0 1] indica, Ia funione tale che y(x) =

T

= T
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{;:::_‘_”\5 Sc a bR allo /b indics il massio tea < € b

Se(}i!]éwrpumnwhgmknﬂczuziﬂdluwn:-ﬁhfmﬁ—

i con 57 I topologia sequensia rhtva ¢ (cf. Deini

ione lﬂn)dJ[BAID 7 indics Ia topologis euclides su [ o, o] © x

In ropologia discreta fu . k{zd’;!\lmtp-deulom aeZ,

rsﬂ)ai,dlnnnmdlai‘{ar) lee Z: s, )<} ¢ ai indica won 4

topologia indoita su Z dalla prcado-distanza d. Se / & ua iniervallo i R,

Ujiudm)ir:lyhuil:bﬁsue!n Ti e ke, L(R) indica In o-slgebea
Tabosva

0.1 Desvsizmose: Se (X, ) ¢ (¥,0) 5000 spasi topologid, f: (X, ¢) -
(¥, o) i dice sequensialmente continua sc £+ (X, so) — (¥, sa) & contines,
47 (X, 0} = | oo, o) i dice sci. [p: snes] s gt (X, tg) == [— <2, o0
Tuci. [dip. sesl
03 Disunatose: Sno T fmiems, € wlgbn i T, i £+ [0, eo] mi-
T+ 2, Allors f s dice S-misursbile s
et pee ogni Ae; f s dice wmisursbile se & Emisunbile € s esi-
Vo0 N2 con (V) = 0 & § somospazio separabile di 2 tall che /{TNN) 8-
0.3 Drroetzone: Uno spario susliniano & uno spario § topalogico Ty
1ale che esistan uno spazio P metrica conpleto ¢ <parabile ¢ un'applicasione ¢
continua e surgertiva, g1 PS5,

§ 1. - INTERNA REGOLARTTA DELLE MISURL

1.0 Teomsaia: Sino Z, Z tsiem, (I, 0) spazio topologieo, g,: £ —Z,
&1 5+ W (heK) uli che

L0~ Ble) pex ogigu Z,, reZ, per el wyle) = ml) (R Fe K)-
Sia Z = U al ). Allors csiste g2 £ — IF tale che gy = g per ogol ke K
inolire **

‘)w:tl!u:mpl:\agilsﬂz.t.tmwpﬂ'ﬂliimz,,y,tipuu.bl
continua per ogni k& K, risulta che g & continaa;

¥) se M & una walgebes s 7, Ky & una galgebn s 2, (ke K), s
FUCIEN per ogal Cedly e per ogni ke K, gy & Mymisunibile pec pes ogni
ke K e Kc N, dsolta che g & M-misarabile,

Disostaazions: Basm considesate g3 Z — W wale che gl () = &(0
pec ogni xe Z,, ke K. Cid & possibile, poiche se gult) = nm, 1y rzz,
(kb K) 5 b che g(R) = n(0; it in al modo £ sl definia
wmito Z visto che 2= nla).

o
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Sia on. A€ 0. Allom, teacndo cdnto del faito che Zem |Jgy( ), tisulta che
wr

00) 1A= U ) D) = Uleera) ) =Unl (),

«) Poiché g, & contimua e g, & aperma per ogni £ K, s A €4 1i ha che
Ums () €2 ¢ quindi da (100) segue che ()2 L. Pertanto ¢ & con-

.

8) Poicht g, & Mymisuribile, ,(C) % per ogni Cedy e per ogai
AEKrpm:MJC'NuAzﬂuhr}mU“(&'(A)js.l.ewmhd-(U.Iﬂ)

s che g-1A) & K. Pertanto g & K misurabile
1.1 Dersizione: Siano X insieme, §c27 Allora £ si dice oltr-algebr
¢ valgano le seguenti condisioni:
i) Xeg,
= Ael (jo) allon | A,e8,
b
i) s Ak allor A\ Aed
1.2 Lisnars Siano 2, 1P, Z,, W, insicmi, A c 2%, A,c 2% (i=1,2), Inol-
e, 3¢ X & un insieme, Cc 2, sia
B€) = {EC2%: £ & una uliraalgebrs, £ €}
Allora:
4} 6(4) & una vleraalgebra,
B(4) 2 A L)
iy Ay AR OA) (= 1,2)1) 3 (ol X ol U (1 () xr(A)
< inaltre, s Ee0({Ax Ayt Ao 0A) (i 1, 2)) € 4,6 2, (F=1,2), i ba
che £, €bldy), B eild,).
Siano inoltee p: Z W, = W, (i=1,2). Allon:
B) se p(p(A)) = A per ogai A& 4, s b chie fH(p(A)) = A pec opai
Act(a);
2 8¢ 57 (A = A per ogai A e, (F=1,2), s ha che
GuEp (kA = A pex ogni ACBAx At A, 204 (=1, 2)).

Dieosmuazione: #) La prina pante della tesi & ovvia, perchd si vede su-
bito che 0(#) verifica le condsxioni 1), i), iii). La secands parte dells tei segue

—AI
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dalle definixiont di a{) € di 1(4) ¢ dal fano che ogni wltra.algebra & anche una
ropologia cd una ealgebra. Si ha quindi anche che
[ At A e tiA) (= 1. 20 2
Sk A A o{d) G m 1, 200 Ay x Ay Ager(a) (=1, D)

© pertanto
(A Ay A e0() G 1, 2]} 30(A 3 Agt A wo(A) (=1, DYU

Ur((Ay A A e8] (7= 1. 20) = (oA xol)) U (sl a(da).

Lultima pane della test segoe dal fatto che se g8 2, (J-l.zjcsc;ls
eu 2, ;u« allons {Be Z,x 2 Elz,, Jel4)) (ove Bz, f)=F,

1 = B se jw2) & una ukralgebn che contiens [
A,eapn ¢=| 2)) © quindi

(B 2% Zas Bgin ) O(AI (A< At Ai£8A) (=1, 2]}
B Sia A= {A@0(): pApLA)= A). Allacs & & uoa uli-slgeben,
PHUA) = Uraan = As2 Geh

et Ac# mmlu die ExAm ZNppA) o quindl pZNA)=
= (25 p 1 plA)) & WL da cui

ZoACpHPZ AN pHINHA) = 2507 () = A
Inoltee 4’ 34 € quindi &' 26(4), da cui A'm 68).

) Da b} segue che p'(p(A))= A per ogoi Ac-ﬂLl.): qdmhl utl-
lizzando ¢) del Lemma 1.7 di [BA 1] e di nuovo b), si ortiene

1.3 Tronssa: a) Siang Z, I insiemi, (I, 6) spazlo topologico nle che
sia Ty AC 2, i 2=V, bt 2+ IF mle <he b (E)e £ per ogni Ee0.
Allor, s vale i wnn el e segen condizionz

i)y ) = A per ognl A4,
i) A= ove ¢ & una topalogia 1 Z'e y (p(A)) = A pes ogal A=l
i ha che
(13.0) Bz = Xz per opni £uza€ Z ki che o) = plzd 3
inoltre
(DY) eslste g3 P 2Z) — W tale che goy = b.
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) Siano T, §, X, Y insicmi, (IF, o) spazio topologien tale che o sia T,
e, AcH, J— T, 2 Yor X, Ded((CrAr Ce(€), Aea(a)),
bt D+ W gali che (K-, ) &€ D% Ce €} [dip. Cm v con T t0- ¥
pologia su £ & (il :J’)J '(!)E-(rfp-)] per ognl Ego e pee ogai yo ¥, =
(b N NE) oA nD,: A} ftisp. A=1so con g topologia s ¥ e
(b(s, -)) XEye (ol py )} per ogni E€ a e per ogni 165, wH(pC) = € per
ogni Cc € [risp. pes ogai Cex], ¢~} (§{N) = A per ogal A=A frisp. per
ogai A eg). Alloca csiste g2 (wxu)(2) = W ule che go((yxg)p) = b

¥) Siano T, 8, X insiemi, & walgebm s 5, (1, n) (3 ) opmed g
logici, 0 sia Ty, DeMxBo), yi =T, §: ¥ = D= W ¢ s )
¥iW(O) = C per -:xm SR A=A ogei P Valga ak I
meno. una delle d

) b sia (x.xs(a))[p.munhug.

#) 1 sia una topologia su S, +c X ed esistano H, e (reN) ali che

sa Y Ho =S edf(gg v p s continon fisp. sequentiskmente .

continua] per ogal w N,
Alloma esiste ¢ (yx (D) — I ule ehe go((yp)] p) = b |

Rumesican) M seae Bl il 7(g2)- Se vale la con-
lﬂzimr i) e te per assurdo blz,) # Kz, poicht 6 & T, esistono £ fe (1, z;.
vy, Eco uli che Mz)e L, Wg)¢E. Allom geb!

2.57 ‘(b'(z.)l)h Hp(NE)) = r(E), da cui bz)) &

s condizione i), % Ael, (1,2}, ivj, peAd allon gE

r,-'(ey{;‘)))ry -(y(,;;)...,a e quindi, tenenda conto di [BA 1] (Teorema 1),
© di [) & del o che bt (Z, 1) - (IF, 6) & coatinua, 5i

T n(ﬁ) Permnto vale (1.50). 1

Per (1.3.0) 4 pud definire ¢ attraverso la scgucare rohaxionc: l

£r0) = K per ogi ke Z
e quindi vale (13.1).
By Basta fac vedere che

132 se (), (el € D win) = wisdpln) = 205,

paicht in ral easo si pu delinire ¢ sttraverso I seguente rehzione
(133 &) w(2)) = bln,7) per ogni (ry)eD. '3

Siano allony (s, 3y (e 305 2wl che wl) = w(a). pU)= 9. Allora
(rlrh () = (v(d #(50) © pertantn (5, 3) @ (pocw) (¥ x g2 = D,

SRR |
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ove lugusglianza segue da #) del Lemma 1.2; quindi, vist (che &
in 0(4) per ) del Lemma 1.3), X, (W, e, {4 1 D,z ASA} [mp. 2 o))
71,1 Hoay ) vetificsan I ipotesi i o) ove s teaga conto di 5) del Lemma 12
& del Bcto che {AnD,: Aedlci(d) fdsp. dlp, = (40D, Acdc
C fsp) = BLA))) & visto ‘hEJuJaED-.- #Cn) = g, i ba che iy, ) =
L A(,,,h) Applicindo ors di nuova 2) a D% (che & in #(€) p:f-) del Lem-

ms 12), T, (W, e}, [CrDne cst:} {risp. s(x] el W B 3) € e
nendo conto del fatto che 5y, 46 D% wia) = pla), si ba che by, 5) =
= B(ty, 2). Periato vale (1.3.2).

&) Se wale 7) basma applicare &) 8 B, I'xX, (W.0), (NxBo)p
(¥w)/pp, 4 (s vede che vale Vipotesi i) utilizeando ¢) ¢ #) del Lemma 1.2)
pet ottencre (1.3.2) ¢ quindi definire ¢ mediantc (1.3.3). Se vale ) & s ne N,
allora si pud applicare @) & (H.%))n D (che & conenuo in Kox Bla)
CO(Cx A: Col(h), Aed(a))), TX, (.0), (rx0)fiys vy b [cbe &
contenutn i O({C A* Cea(), Ae(a)) [risp. -((axu)jw o Y)n.D)L
(GRS xyoD: Wit yynp (ove si tenga conto di &) e di ¢
del Lemma 1.3) « i ottienc (1.3:2) relasivameate & (F,x Y} D. Permnto
5i pud definire g, (wg)(F, V)1 D) — P attravesso ls segucnte relazione:

2o, 0N) = Hs.) per ogni (e (Hix N D.
Per ottencre by tesi basta ora utilizzare il Teorema 1.0 applicato n {pxg)(D),
(s ((H. u)')nD) (W, 0), le immersiont 7,0 (pq)((Fh Y30 D) =
-+ (g} D), g, (neN).

4 Derzaose:  Shnso (Z,0) spazi rmroluy:l e 2 :ns:ne.
az Z, e ). Allom si dice topologla iniziale delle “topal e
spetto alle 8, (fe/) I topologia £ s 2, una cul souobase di spetd

{0 '¢A): Az, jel}

Si ha anche che £ & la meno fine topologia su Z per cui per ognl feJ le 8,
siano continue ¢ inalre, s (X, g) & uno spazio topologicn e g3 (X, 0) =+

=+ (£,0), tisula che g & continua se  solo 5e O,eg & continua per ogni /¢ f
(cfr. [B], Gsp. 1, §2, Prop. 4). Se nel contesto et sark suffciente, =i dirk
sempliceneate che ¢ & I topalogia inksiale per le 0, (/@ f).

15 Tuonasta: Siano (7, 7). (. 0) spari topologic, g Z -+ . Allora
sono fand equi
(150) {ih mpml.. inizisle delly topologia O rispetta 5,
(151) ¢ & continua, gy, & aperta ¢ g Wp(A)) = A per ogni Act,
(152) ¢ & la pi debole tra e topologie che, trumite gy bants 07

come topologia quoclente.
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Duuoruzros: Valga (150). Allora per Ia Definizione 1.4 o b che
& continu, S A 84 Allora esiste Be tale che A — g-1(5) & quindi g(A) =
=ple'(B)) = RO el imwlime \r"(v(-‘l})-”r [ﬂr'clmi-
g I(B) = A, Pemanto vale {1.5.1).

Valgs ara (151). Allora 0] 12 s topologia quosiente di ¢ risperza'a
Fagun © Sod %(ZJ = {BcglZ): ¢} Bal), visto che se Senﬂ‘(zp allora
esistc B €0 tle che A= B (2} ¢ quindi g-4(H) = g (B) & £ exsenda ¢
continua e se B g(Z) & tale che o-1(B) e sllora plg-'(5)) .w,m poiché
Vapuny & aperta & gy 1(H)) = B poiché B¢ ¢(2). Inolire, se " & una ropologia
" che, UBHE . B8 7 come twpologia quazients allors 0 ) =
7(23 7"(8}5“' < quindi se Ael o ba che g(A)eify 7 visto
cho gy, & permnto g-Yg(A) el ¢ diultn parte 51 () =
per (I.H) l’n(nﬂ wvale (1.52).

Vilga infine (1.5.2). Allora sl ha

(53) t= (¥ Bot).

Infutdh 3 = [5-}(B): Bed) & una topologia poicht & Is topologia fniziale della
1opalogia # sispetto a . Daltra parte £ > 3 visto che, essendo gz In topo-
logia quosiente di ¢ HSpEiTO & i epy, Hisulia che

@54 Yooy = (Bep(@): wiBedy.

Infine 8] o & Ia topologia quoiente di 3 rispesn 3y € ok Yyizy=
= {BCa(2): ¢ (H) €3}, poiché se Be ], esiste Ba 0 ale che B By
AR(Z) ¢ quindi 3(B) = 5 1{B) e 3 per Ia definiaione di 3 e vieeverss, s
Bcg(Z) & ke che ¢ 1(B) 6 3, eslste B o0 tale che p i(H) = ¢-1(B) &

da (15.4) wgue che ¢1(B) — ¢~ 1(H) €& & di nuovo da (1.5.4) discende che
B0,z Perumo per (152) sisula che 33¢ ¢ quindi vale (15.3). Ma.
(1.53) significa (15.0),

L6 Teoneaca: Siano (2,2, (Z,2) spazi lqwh:gl(\ el by 2= 2,
(/) & topologia iniziale delle wpologic petta alle 9, (je ). Sia
Siano (X, ¢) spazio topologico e g: (X, sp) —= (£, ). Allom, se
X, 70) =» (Z,, ) & continua per ogai jJ, 4 ba che ¢ & continua.
Druostrazions:. Per la Defintxlone 1.4 si ha che g2 (X sp) = (£, 07 &
continua ¢ quindi gz (X, 1) —(Z. £} & contious. Utlizsando ora f) del Teo-
rema 1.1 di {BA 1] si owiene che gz (X, ip) — (Z ) & continua.

1.7 Tuoaasia: «) Sia (Z, d) spazio pecudo-mettico ¢ sia (I, 8) Io spazio
metrico ottenuto come spazio quozicate di (Z ) mediante s seguente wh
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slone di equivalenza: (7, /)6 8 s e solo se diz, 7} =0 ¢ con l(k]- 1) =
-d(uﬂpsozm{,mzm.md-mmpanvwmhdlu ¢ sispetic
alls selaione di cquivalensa 8. Sia g (Z,d) — (IF, ) prolezione cinonica
sul qu-ml: Allom g & surgestiva, contiaua, aperta ¢ talc che sia ¢~ (¢(A)) =
= A per ogni Aar,

#) Siano (Z, £), (1P, §) spazi topologici, 5 Z —= IF surgettiva, continua,
aperta ¢ fale che sia g (p(A)) = A per ogni A€l Allors:

) se (2,0 & psendo-metrizzabile © s & & una psendo-distnza che
inducs £, hheh:(wd)épwdo-mahkndumlpnmdm:mﬂa
AL el () = (5, 4) per ogni 5, £& Z & quind, se 0 & Ty
(W, ) & metrix

¥ se (W, 0) apmw.mmecu pecado-discanza che in-
duce @, si ha che (Z,£) & pscudo-metrizzabile ¢, xif(,l)—d[w(ﬂ,v(f)) per
o 5, 16 2, 5 1 <chic ¢ & una prcudondistanz che induce O

¢} Siano (Z, 8), (W, 4) spazi topologici, g Z -+ I surgettiva. Allora:
#) se ¢ & continua, § & T, ¢ se edistona P ipixio peado-metrico,
completo ¢ sepaabile ¢ p: P -+ Z surpetdva ¢ continas, si ha che csistono
0 spazio metsico, completo ¢ separabile ¢ gz~ I surgersiva ¢ continua
(¢ quindi, se # & Ty, (W, d) & uno spario susliniano);
) 5¢ pr (Z,0) -+ (0, 0) & spem, pMe(AN) = A por ogni Aet
& sc csistono  Fpario peado-meirico, tnmpkmrwplrlhll::q a0
I surgettiva e continus, si ha che esistono P spazio preudo-metrica, completo
e separshile ¢ pz P+ Z surgeitiva € continui.

s

Dutsosraazions: #) Sia 8 I topologia quoriente di 7, rispetto allx rela-

sione di qivaleoza . Al 0 =1y per K] (Cop. 4, Teomen 15) Perat

i (2, 0 = (1P, r)) & surgertiva & continua, come profezione sul quozicnte.

Inoltre & i poiché Vimmagine di ogni sfera di (Z,d) & una sier di

(7,8). Bsa om provare che ¢ (.(,n)-,upuvgmAg-. Sia A,

3 s -aw"(q:(A)) Allora ,(«;;.,(A) ¢ pestanto esise o' €. tle che plo) =

3 = p{a) e ciok (o, &) € 8, da el d(a, a) = 0. Ma ' € A€, ¢ in 7, gl inomi
- die e di o' coincidona visto che dfe, a) = 0, pec cui ¢& A

#) ¥) Sia & come nellenunciato. Si. pud definire 4 artriverso T seguente
selazione:

8(a(), 9(#) = dlx, #) pee opni x, teZ.

L= Infasti, se g{s)= w‘\'.! (40 5 ® Z) allora dsy, 1) = 0, poiché alriment esiste-
rebbeso i, & (1,2, i#j e Aer, uli che roAd nfA c alom ne
eq {{pe ) € 7 (A=A, il ehe & assurdo. Quindi, se plzg=q(za), s{fi)=
=) (@ s f10 20 2, 5i b ehe d(y, ) <z ) dlza A) 9 1) =




2 ag=

- (g ) (fjsu 2}, iwj) e quindi dig,, 4) = dlge. 4). Si verifia facil
mento che 3 & voa pscado-disanza ¢ dalia panie yr (7, d) = (I, 8) risulea

continua € uperta visto che g(8) & uns sfera per ogal § sfera in () € ¢- '(RJ

& una sfera per ogoi R sfers in (W, 9) e inoltre 7, o & per cui, tenendo cons

chie p & surgettiva, risults che 7, = 6,

) Siano 8, d come nelltemvacisto. I ficile provase ehe d & una pacudo-
disuanza. ‘Allors, wsando che pi (Z, d) —= (I, 8) & coniinua ¢ sperma e male
che ' (p()) = § per opni I sfera in (Z, d), y){(g(A)) = A per ogni Ael
& 7y, si prova =i

4 #) Esittana (P, d) spizio.pseudo-metricn, completo ¢ sepanbile ©
P Z surgettiva ¢ continus. Skno allon (G, 4) e y: (P,d) =+ (0,4)
2 (2,4) come in ). Allors (9, d) & uno spazio <complia
poiché s 7,52 (wa X U Juass i Cauchy, 5i ha che esistono v, € P ali che
b (¥Joure &'di Canehy in (Pud), per cul esiste
LD Gie che dires = < i $07s i) == 0; innltre {0, 9) & sepa-
ribile come imaugine coatiua tamite v di uoo spazio separabile, Si pud
Gl e g2 20 W aien W Ao bt

4((x)) =5(px)) per ogai xa P

Infat, se p(x) = p{g) (¥, %€ F), allo per 4) ¢ pex il Teorema 1.3a),

Polchd 8 2 7, € poichh p v sons Soorinee, diultn che p(pn))= p(pinl):
l.nnim 4 & contimua, poiche s 40y, yg) =0, 3, 0,
ba che dix,, %) —~0 ¢ quindi g(x)
anche che ¢ & surgettiva, visto che s wé Y aiste ze 2|
poicht p & sorgettiva, csiste xe P tale che plx) = g e pertanto qlp()
=¥ () = 52 = w.

) Esivtano (%, d) spaxio peeado-metrico, completo e separabile o
4 @ surgeiva ¢ coatinma, Sia o r-‘.g(w)eng =)
‘ = (ma. (:.-:.I(P sia ﬂ((\\-m- (z -J‘.)J "Ux Joe S vedfica facil-
mente che seudodistanza o inoltre che (P, {; & completo,
pelcha el e Cmr.h) in P (reX), risula che
{radey i Couchy In O che & completo « perianto esisie pc 9 tle che
S i 1)l i i gl
che L) P e d((za,r)y (50)) < 0. (P, d) & anche sepanabile puichd
s [ aeN) =0 (r.a 0 (reM) ¢ = 3,097 (la0r)) (rEN) si ba ehe
o2 nEN] = P: infatti se (g,5)€ # per ogni ¢ 0 aine 4,eN ale
che 5(3,,) < ¢ & quindi A& 1) (ko) < o Sin o0m p P os & tle che
Moo=t et ogel (7)€ P. Basts o’ provate. che p & surgettiva € con-
i g€ 2. Poiché ¢ & surgeniva. esiste 3 0 tale che g(y) = 9(2), pet
eni (w:sr © Hiz. )= g5 quindi p & surgertiva. SHD0 On. (gany )6 F

S
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(#&N), H(30.3); (G Tel) == 0. Allora 8y, ) =0 & q-unﬂ‘ 00 =0

Poicht (pg.,2)= 902.) (xeN) si ba peranto che g(p{z., o) =
e (a7} © cquindi per [BA1] (Lamiltﬂ)mﬂmﬂw_n(r_.).)«-
= PlRan

L8 Dermiracsa: “Siano T insieme, € o-algebraga T, i € - [0, o0] mi-
sura, K€, Allom, s Aat, s dice che

) p % Feincermmente regolare (K-i.r) rispetio ad A se esiste (K)o
tale che K oK, K,cA, p(AK)< |(:n-+|) per ognl weN; p & Fein
se & Xoir. rispetto. ad ogni clementn di £,

) u & chrinternamente regolare (z!w ) sispetto ad A se esiste (K)o
tale che K eX, Ko, plAxK) <1+ 1), x\}:_“w ogni #EN;
44 Kb, 5 & i, rispetto ad ogni elemento

) § & oXintermamente regolase (oX-Le) rispetto ad A se esiste (Koay
tale che K, £ X, K,c A pe ogai seN, ul (Unr))uo & ok, s
& odcir. rispetto ad ogai elemento di U

) j ¢ coXinemamente regolare (rak-ir) o sq esiste
(K Do tale che K, e, K,c A, Kcl(.upﬂllgmlﬂN,y(A\(UK]:L-n:
W Eral s & ralir. rispetto ad ogni clemento

1.9 Ossrvazosa:  Sia p come ael n. 1.8 ¢ sl Gc .

4) §i postens definize per 1 dei concent di §-estema mgqhnll.ﬂ-vnm
regolaritl, afi-estetna, regolasitl, dof-esterma segolarith
mease nelke definizioni 1.8 #), 4), ), 4), X con 1, e » con €2», i s
& tpo ANB con B\, €U con w0,

¥) Teaendo conto del fatta che ANB = (T B(T5A) per ogal A,
Be2%, s pud notare che se (A 3) & {(8, K, (49, <), (o8, oK), (4ot mx.)}
ave K= (T5G: Get), allom ;i & Hntemamente regolare se ¢ solo 5 jt &
M-esternamente regolare.

) Si notl che, se i 2+ [0, 0] & b misurs che contx, allom 2% =
= B(T), ove T= (N Fi Fc N, F finito} U {0) ¢ si ha che v & doCester-
frmense regolare (poiché ogni sotwiusieme di N & intersezioue cumerabile

i reseente di

segolare (poiché o(GNF) = oo per ogai FcN, F finio, Fi 0, GeT,
G3F).

110 Devieaioss: Siano , X come selle Definizioal 18 ¢ sia Kc €.
Siano 3 € 1K, K, ok, caX), § & {6, e, o), rak}. Alloms, se A, Be €, si dice
chie & Frior. rispetto & B subordinatmente a (3, A4) se per ol (KJu che

serifiea la condisione di Hinterna regolarish di i rispetto ad A cainte (M), a0
che vedfica s condisions di J-interns regohacich di p sispetto 8 B ed esisie
(. Juy Secccssione di maiunali pet cul F, < K, per ogni xeN.
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111 Toaresa: Siano i, % come nelle Definizioni 18 ¢ s A1, Mllora:
) 4 & Felr. sispetio ad A subordinsnamente 4 (2%, A);

- sispetto ad A subosdinatumente & (<K, )3
ispetto ad A subordinatiments & (rad, A);
€) ‘s vale almeno uns tra le due seguenti condizioni:
x‘;g&_si per ogni (K)o tale che K, e X per ogni #eN;
) U K, e X per ogni [ finito, K, =X (i=i)
Gt
€5 & Koie, rispectn ad A risulta che & aK-Lr. rispetto ad A;
anzi s¢ vale «) divulta che p & X risperto ad A subordinatamente
3 (K, A
f) se vale Is mudmwa)eu,(avn: sispetto ad A risulta che 5
& rok-ir. dspetto ad
£ sc.-iﬁmu mT--ch:urm-u rispetto 1d A subordinatimente
(euX, A).
Drugstrazionn: d) ¢ d) sono avvie.
B e ) si ottengono tencndo conto che, s (K. & tale che K o3,
F.c A, p(AK) < 1)(n + 1) per ogai ne N, alloes per ogal e N risulia che
MANUK)) = (104K <atA KD < 1lm+1).

o) Sia (m“,‘ e che K€%, K,c A, p(ANK,) < 1ifn+ 1) per ogai
#e X, sin successione di mtunli tale che 17(h, + 1) < 2-* ogni
ﬂENﬂm(l.)_Nlnwe:mmdxmunhnkdnz <1f(n + l),

Allors se vale ) basa comsdenate /1, = (1 K,_ (e} & per ogni meN s
ba che H,c K, #,

s B{ANH) < l,qu\i(.“)\ <t 1.
Se vale ) basia consderaze L, = U K, (RN e llosa pec pyni 4 €N i ha
ho Lyt Ly, wANLY <HLANED < 1f(a 4 1),

) 5ia (K)o tale che K, 8 X, K, A per ogni ngN, .((.‘1\1}‘)“1{_)) =0
Suno H, = | K, (12N). Allora per ogai weN si ha che

HyeHo, (U )) =alan (U U K)) =l (U K]} =0
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B S (K e che Koo, Kie A, KicKa, pec ogal welN,
AR

0, Se @ & finiea risulta che p(ANK) = p{ mn\x_)) =
o peitanis bista conldersee (k). Soocssione cresconts . poonll le
che p(AK,) < 1(a + 1) per ogni v N ¢ definire H, = K, pec opnl 56N,
1.12 Bseurt: Sino g, K come nelle Definizioni 1.8. Si ha che:
4} sc non vale Ia condizione ¢} del n. 111, 4 pud essere o¥-ic. ¢ mon
essere ok cokebr. b Rede
b) se p non & finita, u pud essere coX-Lr. ¢ non esscre K-
¢ se non vale nessuns delle duc condizioni ) ed ¢ del n. 111, pud
esistere A ¢ € tale cho g sia KoL, sispetio ad A € non sia cok-ie. rispetto od A
Basta considenare 7= [0, 2], €= £([0, 2, # b misuca d Lebesgue
.u go 2] & % — fcompatti euclidei di (0, 1]} U {compate euclidel i [1, 2]},
B) Basta considerare TR, L=C(R), p la misusa di Lebeigoe su R e K=
== {comparti euclidel di R},
) Basta comsiderare 7=, € 2%, j(f§)) =2 per ogai neN, K=
= {1 meN), A= T.
113 Taowex: Saso s, . come nelle Definsioni 1.8, sin %= { L K.+
K,eX, noXN} e sh Act, Allom: 8
) se & a¥eir, dispetto ad A, rhsula che & @C-Le. sispetio ad A}
b) se X vedfics la condizione #) del 0. 111 ¢ se u & Klir. rspesto
ad A, risulta che o & caK-iie. rispetro ad A
) p b o¥edr. tispeto ad A subordimaimente & (K, )3
¢ X verifica b condizione %) del a. 111, 5 ha che jo & rodei v, rhspetio
ad A subordinatmmente a (X, A).
Drseosruazions: @) Se (Ku.ae & tale che K, 0 %, K, c 4 per ogni g N,
n(m(ux]]-o bsta considerate H, .-.ux per ogai g &N,
) Se (Ko & rale che K e 5 Koo A, plrf\K)(lJ(t-wl)pcfm\l
2N, sllam esistono Kie & (n, meN) wli che K, = U KI per ogni weN;
e
conslderindo om H. = u x,-.i)..«uh' €, H,CHyyy HocA per
ogei neN ¢ U H. -_g‘ U K= U K= UK ¢ gerono pee ogol
keN dsula m u(d\(u H.)‘)<,4(A\m<m+ 1
) Se (Ko & tale che K, e K, Ko A, a(ANK) < 1(n+ 1) pec ogai
neN, allra esistona X2 £ K (8, qemm- che K, = |J K2 per ogai #=N
ks
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e risulta dsey(A\Ly x\;})nu_ per cui basta consideize (H,: we N =
o
= (K31 m, weN).
) Se i ripete 1a dimoszione di k), besta verdficare ancor che, s

i e ol @ N, i i che #, < K, e ogi v, h!lpcroml#s“
dhe Hoe | Ke K,

114 Conertnm: Siana u, X, ¥, A come nel Teorema 1.13, ‘Allora:
#) 3000 equivalenti i seguenti farsiz
&) i & aleir. dispetto ad A,

ad A se e solo se & K-

DiosTaazions: ) Basts utilizsare 4) del Teorema 113, 4) del Teore-
ma 111, o) del Teorema 1.13.

&) Basta weilizzare d) del Tearenia 111 ¢ a) e §) del Teorema 113,

115 Esmamo: Sinoti che Pescmpio d) del 0. 1,12 mostea anche che, s¢
#, %, %! 4050 come ael Teorema 1.13, s K non verifis  condizione ¢
del & 111 & anche se X verifica b condizlone ¢) del o 111, p pud essere
© non. exsere cokeit.
116 Tronsua: Siano o, K come nelle Definlzion 1.8 & s 2 €. Allora:
#) s vale
(1160)  esistono B.e€ (e N), Fa ali che B,c By, HN B, o per
ogai sEN ¢ per ogai HeX, a(f)=0, T= | Ua)u

S ACE di ha che & coXee, speto d A subordiasamente
a (ek,
4 se vale almeno uma delle duc scguenti condizioniz

) vele (1.16.0) ¢ 1) H.@% per ogni (H), wle che H, X per
ogol na N, o

.r)xh[gj‘x K, 0 pee opni va N, [ Hae pec ogol (M |

tale’ che £, 8% per ogni -eV:UFEKpgrngmlﬁurm ¥
KaX (ieh

€ s Al si ha che & vakiels. rispeno ad A subordinammente
(%, A);
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(1161) A€t (reN), Gut sono mli che alA,)< oo per ogni v N,
A(GY=0, ?'A-(U/l)u(“zmlltbcdlhhhux €% se K o3,
K, C A, per ool e,

se Bel ¢'se u & coihr. fispetts & B A, pec ogol neN s ha
nheplr{ﬂ’el Hel)A ].\r rispetto a4, Tnolire, se A, A=
= 0 pes ogai & he N, ks by ¢ se (K2),o vetifica la condizione di
saKeinterna regolarich i g slspetta a Ain A, (-:N), emew.)_,
che verifica | condizione di c{Hsn He UA

di pn ispeon B e existe (£, mes €00 o €N perogai .‘nax«.
per cul #, (v A.c KR per ogai s, wa.

: ) Se (H.uo & tle che H 6%, Hoc A, HocHou,
p(A\M.)<u(-+ 1) per ogni #e N e se K, = H,n B, pet ogai weN,
Tisalta, per (1:16.0) ehé K, 0 %, Ko 0 A, K¢ Fyyur Koc H per ogil weN.
Tnolire

(1.16.2) U_Jlx_) uF= (u}l.]u F.
wi

Infatti & ovvia Vinclusione del primo membro nel secondo e vierversa
el M 14 F, .mm.su B, ¢ pertanta esistono 5, s N tali che 1e H,

n A CH, -iz_\W Ranlummey(ﬁ\ uH])-ncanna
da (116.2) e da (1 "1610) segue ehe

;:(A\LLJ'K.)) <,.(fr\[(y“x.] u 1—']] + u(f’]w.(/]\(lll_.p.ﬂ,» 4 u(E}=0.

) 5¢ vale #) 1a tesf segue da o) del Tecterna 111 & da o).

Se vale b) Ia tesi seguc da #) del Teorema 1,11, dal fateo che s At
poichs % ¢ X, si ha che u & ¢tz timpetto 1d A subordinatamente & [, A)
(ove X' & come nel Teorema Lll)tl!:l)d.:l'l‘mm 113,

) Sia Bat < per ogni me Nsia (Ko ke che KX e X, Kic Bnd,,
KoK, pl{BN AJNKS) < 1w+ 1) per ogal &N (il successioni
(K2),0 (w0 =N} esistono per ) del Tearema 111 e poichd plA) < oo per
ogai & N). Sia omm H, = ) K gen per ogol & N. Alloru per ogal ve N
si b che

H,cX, N..:,Bn(-[a]‘al.). HoycH,

AH.=(_1.L;(BnAJ\HJJU((ﬂn CNH)c LLdu((wnA_r\&-..‘,.-.))UC.




MBS E g < (Mo D) ER =1 ),

Se om A1 A, = 0 per opni & SeN, k# b, teaendo conto che K2 c A,
per ogni w, we N, sisulia che AL A, = K e € quindi basta conside-
s ko (0 4 )20 (n, meN),

7 Lessa: Siao p, % come nelle Definizioni 18 ¢ sino A, Bet,
BrA e (6%, exX). Lnolers (1 K, € X por ogal [ Ao, K, e K. (e ) <

sia Hir. tipeto a B Allot i & i rispetto 2. B subardinitamente a (3, A)
Drssosreazions: Sia (K, tle che K, 6%, K, c 4, K,c K.,

wEN € con u{AK,) < 1/{s 4 1) per ogni keN. [rup con ,;(A\ Ux ));_n]
© 3 (L Tl che LK, LcB, LucLy,

MEBNL < 1f(n + 1) pex ogni wE N [risp. con p(n\[UL])=n] oo
H, = Kyooy 0 Lo,y e ogni we N, Allora per ogni we N st ba che £, 6 X,
Hoc B, Hoc Hypy Hoc Ky ©

POENHL) < plANKyay) + iU L) < (120420 4 (1020 4+ 2)) = 1{n-+1)

[ pBU L)) <ul AU D)+ p(EN (UL =0 in qoanse UH.=
-=U(K...,nf-.. .)=(_ux n(UL) ave Tultima w.m segue
A e (e T
118 Dwmcaos: Siano (7, v), (X, o), (£, ) spazi topologici, € o-alge-
bea su T, i € [0, 0] -un. Xet, EctxBlg) AeL, f1 E = [—on 0}
g2 = Z. Alloca si di
iy ) Uy x.0) vefin I popeied SDIX) [ SD(3] se esivte
(Ko tale che K, 83, Ko A, plANK) < (e + 1), &
s, rnlp snei] puuyu e, A0
) (i Ay iy v, ) vesiica b peopeient SDIR) [dsp, SDIK]] s esi-
se (K tale che KoeX, Kicd, a(AK)<1n+1), KcK.
HK % 2y 5 & 2cd [cisp m:aj per ogni weN,
&%) (s A, w, v, 0) verifics la propeicth SD{ek] [tisp. SD{ioR]] s esiste

(Ko tale che K, e X, K.c A, X & sc A
o ”(“s e ol b (. sael per

&) (i Avm v,6) verifen I proprictt SDfeoR] [eisp. SD[wok]] se
cainte (K)o tale che K, eK, K cA K. rX,.,._,’f(K wxynE el
lrip. sa.cE] por ogni we N, afn 122 J)=0
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k.x” (5 7, :0) verifia I propoics SDX) Trisp: :"D(.sl)] = asinte
( ale che K, eX, K c.A4 p{AK)<1in+ 1)_ &
e e e S N oo
9,5 ), v L propiad S [, SDYRD) e
aiitie (K)yoy ke he KooK Kocd, plANK) < Vin+ 1), Koc K,
ik, r.\')ns & continua, [risp. sequenzialmentc continua] per ogai w< N,

w.m # To0,8) verifica I propristd SD(ok) [risp. SD{eR)] se
eiste (K).,. che K.eX. .:A.Q‘(KKA,,‘&!MMN [risp.
sequenzialmente. eontinaa] pee ogef we N, (A" \(u K] =

#'J (PR n weriica ln propsiest S D(eek) [siep. SD{wak)] se
cilte (K)o tile che Koo, Koo, K.c Ko, #lik oy B & o0
tinus [risp. wqum:nlmmm continua] per ogai neN, ,.(A\(ux ) =0

119 Lrssans Siuno (7, v}, (X, ) (Z &) m X, B, A, f, g come nelle

Definizioni 1.18, Be €, Xc € e siano 3 (K, X, aX, /o)), § € X, X, ok, calk).
Alloaa, sc p & 3-is. dspetto ﬂnmdimm.(: ), s ha ches

W) e (A, i, o) verifica la 3] [risp. SD[A], disules

proprictd 4
che (f. B, .7, ¢) verifion In peopricst SO{3] [nxp JDmu

1) se (5. A, g, 7. . 8) verifea ln proprieth m(u |mp .!'D(;:l)] risulty
che (g, B, g, v, g, £) vetifica la proprieti SO(3) [risp. 5.

La dimosteazione ¢ oveia conscguenzs delle definizionl,

120 Thowmas Skoo (T,2), (¥, o) (2,0 . X, 8 £ ¢ come od
Definizioni 1.18, Xc €, Be tano A, (neN), G come in (L16.1) ed
inoltre tali che A, A A =na=-.-eN,a-.=uhnh:

(1:200) e (4, ) & un insieme diretco ¢ 7,, rEEnLUA ) (e D) lims, =1
 cxiuono e/ o w6 X tall che se {52 sl abbla £,/ Ao
[,s.,, se :,..e.sn(u«a) (oK), lim 4= 1 allon esistono
WER od me ¥ all e se k>4 & sbbis by teA ]
Alloga:
) se (g By A, g 1, p ) vesifics Ia propricsh $D(eoX) [risp. SD{weX)]

per ogri me N, si ha che (5, B, v, ¢, ) verificr la propriett SD(E) [risp-
SD{sX)] ¢

.!)iel[..'i(\/),, n.r.elvmﬁmhpmpmuz){ml}[‘ SDwak]]

.
et Ggnl mE N, siba che (f, B, py ) verifics la propried D] frisp-
SDjuic].
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Druostmazions: a) Sia (KT),q nile che K2e X, Klc 80 A., KoKy,
o zen  E & contiou [rsp. sequenzialmente continua] per ogai wo N,
quna.g\(ux,)} O (weN). Allons per ¢) del Teoema 116 osi
3000 ()i € (ko) muy 1ali che M, €K, H. :Br\(Uzl) H,cH,.;,

HEHY < U6 1) per ol e N ¢ Hinac K per ogni
wmeN,

(1.200) 4«_.,.,,,,_,“‘1,,5 ¢ continns [eisp. sequenzislmente con-
tinual per ogni s, meN.

Siano om weN, (£, ) insieme diretto, (4, %), (%) e (FL,x X)n B (fel)

[eisp. e N, (. ), (4 ¥) € (H, % X)A E (kX)) ali ehe Jim {7, 0= (4]

[sisp. Jim (4, %) = (4, )], Tenendo oea contn d.l(l?ﬂ[l]::h( )

s ottiens che. g(r, ) = limp(r, ) [eispe afh %)= lim g(h, )] e guindi

it xyn g b contioa [sp. sequensislmente. continua] pec ogai & N.

#) S s, I topologin dells semicontinuith inferiore su [—os, oo] ¢ ciok
= {ls, co]! cE[—m cal} U {8, {— o3, eo]}. Allora se (Y, o) & uno spazio
tapologica e 5l ba che b& s.ci. [risp. sei] se e solo se
8 (¥, a) L )5 ocn i gt o] (in-
farti 4 & 5. [risp. sacih] se e wolo e (30 Y: My)<h & chisso [fip.
sequenzialmenre chivso] in (¥, o) pes og b
izzare Veqivalenza tra f7) ed /) del Teomma 1.1 di [BA 1]). Applicando
058 ) 3 (Z,8) = ([— o2 oo}, o) e 4 = £, 11 conclude.

121 Osaavaziont: Si oot che li condizione (1.20.0) & verfficatn ad

esempio se A, <% [tsp. A, ¢ (cie, [BA 1], Definizione 1.0s))] per ogni
#eN.

1.22 Comortamo: Siano (T !) (\’,w (£,8), o X, E, §, g come nclle
Definizioni 1.18, &c £, Bat.

#) 8¢ () K,e K per ogni / finito, K, X (ie /), e p & cakiice. ¢ e e
t

stona A, (weN), G came o (1.16.1) o inolize tali che A, 0 A, = 0 5 5,
weN, nsmcull che valga (1.200), o ha che:

&) ¢ (f, B, .7, ¢) verifics Ia peopricth SDjeaX] [risp. SDwak]],
sl ba che (f; B,y 7, ) verifica anche |a propeierd SD{%] [risp. SD{i]],

&) se (g, B, p, 5, p, §) verifica la proprieed SD(eoX) [sisp, SD{waX)],
8l Bache (3, B, gr, 7, y §) vesifica ache la prapricts SD(K) [cisp. SD(X)];

B) 3 vale (L16.1) ¢ s& valgono e ipotesi di 4), 4 ha che:

¥) (. B, 7, g) vetifica la propricch SD[eak] [risp. D] e €

solo se verifica In proprics SO[K) [risp. SO[=E]],
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i) (g, By 1,0, 8) verifica I propricth SDGeaX) [rivp. SD(seod)]
% ¢ solo s verifica b propricti SD(E) [risp. SD(se)]
¢) 5 vale almeno una delle due condizionl #) ¢ ¥ del Teorema 116
& 5 valgono le ipotesi di 4}, si ha che:
) (s By ;% g) vedifies Ia proprieti FD[oX] [risp. SD{scaX]] se
e wlo se vesifics I propricts SD{E] [risp. SOL],
) {5 B, 7, g &) verlfica Ts proprierd SD{eX) [risp. SD{ak)] se
& solo se verifica Ia propricet SD(X) [tisp. SPLIL

Dsostiamase: ), ) Dal Lemma 117 ¢ da #) del Lemma 1.19 segue
che (fi By Ao, v, e) verifica la peoprieth SD[oX] [rsp. $D[waX]] per
ogai e N ¢ quindi si conclude per J) del Teorema 1.20.

7 La dimostzazione & del wuo analoga 3 quella vista in o).
J) Segue da a), da 4) del Teorema 1,16 ¢ dal Lot 119,
1) Segue da 4), a #) del Teorema 1.16 ¢ dal Lemma 1,19,

123 Bsssos Si conided AN, €= SR, o Ta ealgebon di Lebesgoe
u B, K = {companti euclided di B, % — {chiusi cuclidei di RY). Allora val-
om0 ) e ) del Teorema 116 ed ebtono A, (e N), G come in (116.1)
od inolere 1ali che A, (A =0 sc w, meN, na . ¢ tli che valga (1200).

Infass, se d, & u distansa cuclided su R, (1:16.0) i owene considersada

ToWm), Fe0; b9 sl ottienc ponndo che, se HeX, allon H=
-U(Hnl'—)),.(u‘ ; inoltre bt o re A, = 5,00, 2+ D08
weN) G LIRS0+ 13 ¢ con e src & veifice ovviamente (120)
16,1 in quanto se K,aX, K,c
allora csiste meN tale che redy

ogni ngN & se
T) ¢ si ba che

reR (U
als_ u x)>x A5, K) =0 pes ogai neX ¢ pemnto 41 ux)>u

124 Osseaviamanss 4) Si noti che § Teoremi 111, 113, 1.46 ed il Corol-
lario 144 possano esscrc utli per sostituire nellipotesi- oppure sella tesi di
tcoremi gid noti |Iupod.| interna. regolarici, Un esemplo di spplicizions si
vedsh nell'Osservarione 1

) rmlu,,ammnmmpmupmmmwadn 1.184),
utilizeando il Lema 119 4) Insicene ad alcune: partl dei Tearemi 111, 143,
1.16 oppuse utilizzando il Teorema 1.20#) o le parti @), ¥), ¢/} del Cornl-
lario 1.2

Add csempio si pub estenders il Teacenss 24 di [BA 1] anche ai casi «.8i»,
s, €cakin (madificendo ciog le condisioni (24.3) © (244) di [BA 1]).
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Un‘altes modifics, indipeadente dai teorem precedentl, del Teorema 2.4 di
[BA 1] nel cuso wewX » verrh data nel Teorewa 131

1.25 Lewma: Siano T insieme, € o-algebe su T, iz € - [0, oo] misum,
Tc T {ielcN). Allom se

(280 b Fetenadicloke TN U T)<F (o,
WE)< % Sean

et

 ha che
(125.1) eistono Fyet (beN) nli che (7\(

per ogai he R, p(F) —+0. e d
Ao U (PN(
¢ F)\ )w ,.(.L,)wu © & cond
s

HT ), e i 01
by

126 Ossrvaziont: a) Si noti che, nel Teorema 1.29 di [BA 1], b con-
dizione (1.20.2) pub esere rosticaita dalls seguente eondizione it deble
(cfr. Lemma 1.25):

(1.26.0) Ur(t;s.ﬁ per ogni [ finito, Je X, K,oX, (icf): esistono
Fet (ew) ul che U TN U ) < Fper
ogal /&N, u(F)—0.

La dimostrazione & del rutto smaboga 4 quella fatts nel Teorema 1.29 di [BA 1]
{ove per ognl we 2, si consideri §, & J e che p(F,) < 1](2a)).

4) Si oot ancora che % JeN, se

xe( U wemN U wir)

el
¢ ¢ &= min ffe /s vy allors

zewTON U wihl)s

pertanto vale
azen U (wEn( U werl)=( U
per ogni JeN

AT U wrd)

W

© quindi la condizione (1.26.0) pud essere riscrita wiilizaando gli insiemi &
secondo membm di (1.26.1) in huogo di quelli & primo membso.




=
©) Si pub infine osservare che, s w(T) et pec ogol ne! allora. s
condizione (1.26:0) & equivalente anche alla seguente. condiio
(1262) U piK)ex per ogai J Buito, Jc i, K,eX, (ie]); aiseieN
G che s pl( U TN U, wiE)) < e

Infatti & ovvio che da (1:26.0) segue (126.2) ¢ vicevera, poich

(VIR S (VIR Yer) BT B VR ER en)]

5] it Eeor
pes ogni [eN ¢ visto che
Fal (VR R Y piZ)))=0.

e ot i1
i ba che (1.26.2) fmplica (126.0).

1.27 Si ot che il Teorema 129 i [BA 1] poteval essere spezrato in due
tearemi nel seguente

Troamsta A: Siano [cN, T, T, (fe /) insiemi, €, calgebr w T, (Fal),
€ aalgebe su T, == [0, o] (ie f), uz €= [0, co] misure, w: T, =T,
%,cf, (e D). Allon.

4 se valo

(1210)  per ogal de ! si ba che pE)et (16N e ply(E) ~0 qu-
Naoique six (B.) o tile chic B, & {T0F: FEX,) (neN), sdE) =0

s

(2n)  (HseNiel) ok e H e X, (reN,iel) BT ) >
~0 gen

allora vale

(1272)  esise N.iel) con b,eN (reN, isl) nk che
#(Un(T\H....J)<|l(-+l) per ogai a0 N5

B se vale

(121.3) \-,w;e( e yAT)et pec opni HeX, e iel; vw'(D)et, pec
DEL D=y (T (iel); inoltze per ogei Je & ba che
-0 qualnaque. &t (D.),qc tle che D68, Doc pdT

can')» oy D) -0




e

(274

€N, icl) ¢ ule che M., X, alToH.) <1+ 1)
)
allora vake

(1275)  eie (b,:neN.iel) con b,eN (keN, iel) ule che
(U ATl D) < Vo + 1) per ogai seN

& se inoltee vale anche

(1276 ,r(f?\Hv.{ﬂ}))—u

allors vale

(217 e iel) con b EN (ch .u) wle che
e w. Jl)<m~+u s ogal seN

Trosrwa B Siano 1, T, T;, €, u, v, (fa ) come ncl Teorema A, 149,
slano inolre X,c 2% (ie ), X £ Allora:

2) s p & Ker, % vale

(1278)  plE)et per ogni Eo (T F: FaX] ¢ per ogai 1=/
s (H,,:aeN, iel) dule che valga

(A219)  Hu 6%, (oK. fe])cd abono (bt kel fel) s (B, ne)
n b €N, B.ot eM, (eD) il che U w(Ty JeEu
M.f-_}< 1(n + 1) per ogoi we N
risuls ehe
(127.10)  esistono (H,: neN) & (4,
oli che y[}(H,)c H,

N, ic /) con H.e X ¢ b, &N
WINH) < Viin 4 1) (reN, i) s

inalize se H,.,c H,.., per ogni neN, iaf e s [ K,e X per ogoi L finita
A
< {K;: ieLjc X, in (127.10) i pud oiwnere anche che A, c .., per ogni

raN

In condizione (1.27.10) i ottiene anche se valgono

1) esie D% eon w07 w0 tale che TN (U (T D

(242 UndKeX pec ogai / fiito, Joh, K&, (e)); eisono

rercfcmmhcb( M WP U, T} F per ogoi
P b ot
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01.27.03) KU vdTK) €% per ogni KieX, (ial) e Kok

e 50 (H,.: na N, fel) & nle che valga (1279);
inoltee se F, jc H,,, per ogei seN, i, in (127.10) si pud ottenere
anche che K, c H,_ ., per ogni veN;

B se b Hei, ve vale
(127.14) wAH) et per ogai HeX, e el
cse (M, i neN, ief) ¢ ale die valga
(1.27.15) N_,ex‘ (@eN, iel) cd aiste (5, wEN, iel) con b eN

EN, ju ) rk che r(ﬂ(T\r‘("wJ)]dlt"*‘! per ogai
b

risulta che
(127.16)  eistona (Nyi e N), con Nyc T (ieN), (#,

leN,, weN)con e K ¢ &, eN (i N.)

<l +1H, -U w0 ¥ D) (e
noltre se H,,c Mo, per ogni seN, ic] e se | Koo per ogai L finito
e {K;: fe Ly X, in (1.27.16) s:puhmwmmdud: Hc Hlyy pec ogal
nEN;
Ia condizione (1.27.16) si ottieac anche se valgono (127.11),
027)  UpdKyeX poc ogni J fnio, Jo 1, Koo, Gef)

i

e (H,,: maN, ic]) & ale che vilga
(LZ718) M eX, (1eN, ie]) o cisono (b i seN;iel) (i n
C.: s N) con 4, €N, i,eN, €, et (nsN.rEr‘)nlld‘!
U»—.(T)]x(\ u, v{-‘t..J)aC.. C) < 1w+ 1) per ogni
reN;
inolie se H.,,c oy per ogni n N, i€ in (12716) s pud otencee anche
che H,c H.,, per ogai weN;
I condiziane (127.16) 4 omiene ancors se valgeno (L27.01), {1.27.12) ¢
se (H,: #eN, lel) & nk che valg
(2219 M, =X, (eeN, ie () ed csisono (b1 e B, ie D), (D.:
b e, Dot (seX, iel) uli che U (pATomp (R
c D, (D)< V(n+ 1) per ognl weN;
fnoltee se H, ¢ Hly.,, pet ogol weN, 76, in (127.16) sf pud ouencee aoche
che #,c H,., per ogni weN.
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7 topologia su T, l,\np-\lnyl s T, (fe D), (X, g}, (X,, o)
7t Xy X, Ec T, (vXa)NE) e ). Allom:

&) se valgono (1.27,11), (1.27.17), se p & aperma [risp. se valgono (127.11),
(127.97)], ¢ vale (1.29,6) di [BA 1] € s (M. 1 neN, fe ) & nle che valg
(127.18) risulta che

(12720) esistanio (N,: s€N), con N,c [ (neN), (H,:naN) e (k,
ieN, reN)con H eX ek, eN (ie N) nli che u(T™H,) <
<+, Hy —‘U ¥i(Hu, O M) (reN) €

[ (PR B o )

sia aperta [risp. (7, X Phuin{{Huyoms' i) ox,) prise 358
meate apecta per ogni L €K, Lc H,| per ogoi ic N,, neN.

La dimostrazions di quest due teorel & del tutio analoga @ quella del
Teorema 129 di [BA 1]; i noti che per quanto riguards il Teorema 4 eon
viene in #) soeglicre &, tali che w(y(TinH, 0} <24 1(n + 1)1 € in §)
sccgliese 4, all che ply (T p(H ) < 250 = 1) (rel, 1) ¢ che
tel Teorema B eouvicae scegliere. i ognuns dei casi §
#61); inolire < pud osservare che se vile (12712} ¢ s (H,
vesific (1:2719), allog vesifics snche (127181 s, asseet sncha che.
De H,2 H,,, Do opsl #e3 ia (12110) ¢ ia (127.16) srviens sceghie
(kuidas crescente (e 1) ule che k, k.., per ogni neN, iel.

$i noti ancora. che il Teorema 1.29 di [BA 1] & ovwia conseguenza del due
weoremi A ¢ B,
B,5B,.,

128 Lsneat Siano A, B, insiemi (e N) tali che A, 5 A
pec ogoi we N. Allaca

A
o

Ao

Diosrmazionz: £ ovvia Pinclusiooe del secondo membro nel pri
(inclusione che vale nella sola ipotesi che ., B; sitno insiemi (r& M), Vice-
versa se xf ({1 A)u(n caistono #;, m,e N ali chevgA, U B, ¢
pertante x¢ A, VB,

1.29 Teonssea: Sano 04 7cN, 7, T (i ]) insiem, & c-algehra su T,
=0, o) misurs, y: T, T, £,c 2%, K € Gah). Allon:

) 36 0 & o¥ebr, e vale

(1290 (tm Pc:upl/{h \T\F: FeX) e perogal fel, | Kie K
per ogai L finito e (K, 16 Lo %




=

il

¢ 58 (Hy i aeN, iel) & ule che valga

(20.0) H.eX, H.cH., #eN, iel), eite (8, : daN, el)
con &, &N (neN, ief) ed esiste Fel con p(E) =0 per cui
DU vdTnt ) B

tisukta che

(1292)  esistono (71,: weN) € (k, ne R, iel) con He X, Hoe H,,
¢ b e il che v {HDC M, (reN, fel) ¢
) 0!

I stessa condizione (1.29.2) si ottiene se valgono

(1.293)  esiste DY con (D) = 0 wmle che T\(Hv,(?‘,}):b‘
(1294 Un(K)ek per ogai J finito, S i, Ko X, (le])
(1295 x\(Hv.(r.\m)ex per ogni K ek, (iefye Kek

¢ se (H.:nel, fel) & tale che valga (120.1);

129.6) ,,(H)s: per ognl HeX, < fel; JKieX per ogni L fino
iellcX

e e (F,:noN, i) & ule che valga
.27y H,,‘,e!:, Hy e Hypy o (reN, fel) o s (3,
b &N GraN, e h) per esi ﬂ[n(ﬂ(T\!(”wﬂ):‘]_"
tisules che
(.298) esistano (Nu:saN), con N,cl (weN), (Ha: weN) ¢ (h:
e N, noN) con H, e X, Hl,cH,, ek, eN (feN,) uli che
p(r\rgﬂ.:)um He= U o0 v D) @eN)

Ta stessa eandizione (1.29.8) si ottiene se valgono (129.3), (129.4) e se (H, ¢
weN, iel) & tale che valga

(U298 Ho,eR, Hye Hyy (weN, ial) ed esiwono (i, : neN, iel),
et can wiC)—0 por aud AURCTIN_ U Ao
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s stessa condizinne (1.29.8) i ottiene anche se valgono (129.3), (1204 &

s (H,:osN, icl) & ule die vilga

{1.29.10) u‘,ax,, Ho o6 Howy, (ea N, e d), esiste (bt meN, fe 1) con
(€N (reN, iel) of esiste Daf con w{l) =0 per cui

n (uh ATwdHL, ) e D

Stano inoltre v topologis su T, 1, mpn'lngn T, (Fcf: (x p) (. .,\,)
spazi topologici, g1 Xy X, Lc TxX, y

g se nlpm (1.29.3), (1.29.4), s 3 npm. \mp s& valgono (1.29.3),

(1294)], se wake

(129:11)  per ogni ied, per ogni H ek,  per ogni KeX, Koy () esi-

ston KRG K, KIMENG 3, KU C KUK (g N) i che sia

AL IEZI) = 0, Py g

sia apers [risp. (poc)r, ey ) sia sequensial

mente_aperta per ogni LeX, Lo ki) (xeXN) ¢ Inokee

KO ) HOaH, 5K (weR), K0 Kok

® KeX KcK KiwH) (seN) e (0 Ko )

Al N rh'nm""*-i))exp«ngni e che 7902

ﬂm.m 7 dord DwiH) (Hy ial) con HeX, (el

M)mn uev('z.') KeX, Kek, KcK,, Kap(H)
G I e e)

se vale almeno una delle due seguent iporesi:

(20) o e o i (Lot hE R D, o Tl Lok A

) ("N igl), & mle che ,u(K\lUL ,])un per osm
4

ieJ, s ba che esiste (/. ,: weN, Je ), con [eN (seN, ief)
tale che _u{x\_(u.([ n.j" _)J) -0

(129.13)  vale {1.29.11) con KE®% = K (i ], HeX,, KeX, Kay(H),
re:

0 (s meN, ie ) & le che valga (1.29.9), risalta che

(129.04)  aimono (N,: neN), con N/ (waN), (Hy: seN) & (¢
ieN,, nelN) con H,eX, H,c .. ¢ A, &N (fe N,, uc )
:n!l:dlry:.’\{L.j‘HJ] 5

V¥ L)

e

(Cr PP
sit. aperta [risp. (s.lv)-.,.(w
mente. apetta per

e ey S Sequensial.
Lo u_| per ogai i< N,, neN.
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Dissosruazione: Si pud supporre senza sestrizinni che 0£ 1,

) Sin (H,;: e, ied) e che valga (1.29.1), Sia o misura oXele.
& valga (1.200); sia (hy )00 croscentc (i 1) tile che A, €N, &y b, ov
by w000 come In (L254) (¥, i) ¢ shno K= T (U Hhasd)

(weN), HieK, Hic K. (keN) nll che y[X\(UH‘)):D (meN). Allora
(UK =N (U s, en (U vdTALL,)
et etk it
tqmud}/‘(r\(uk);l = 0 per (1.29.1). Basta ora considerate Ff, = u H‘
@ risulia che #, % pet (L2, Hyc Ho., (1e¥) ¢
Tu(U ) = (U 22 = (P (UR)) © (U RN L )<
< (ra(ur)) v (s m)
per cui n[T\(H'H.}) w0, Inoltre, poicht Kuc K.,y (m &), per ogni seN

e che H, U K= K o quindi p0(H) 2y (KD i D). Vi
fano oma (129%), (LD, (L2933 - Chy o crescesie (ied) wle che
A €8, ki, ove b, sona come o (L251) (re N, 1<), s N
s Hy=( U v‘(h‘ ) {U;,(I',\H_J] Allora F e 3 pex (1.29.5)
e poiehe
che v (HDC Fh,

Tt = (T U, y,{H__,,)))thNT\H._, )c(?‘\(Hv.fTrmU
u(( U N U ) wfUrdinthd).

v,(.u., Jel. per (1.29.4) ¢ visto che 0 &J; inokrs riulia
(el e HycH,,, per ogol ke N. $i ha anche cbe

per cul, utllizzando il Lemma 1.28 risulta che
() = s (T Un)) v
el U pa@n U v (pUn@si)c Do,

(1:29.3) & (1.29.1) (s & teauto conto del fatto che
(7)) = 0). Allosa da (1.293) ¢ da (1.291)

n(( U“Iv(ﬁN
segue ey #(r\(UH I) =0,
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Y S (e w o, fed) ole che vlgs (LI, th o s ok
€ valgn (1296); 5t (b Jyg Cxes0c0t0 (72 1) ik ey, €, by, v
PR el ey i) ¢ shno K, <1 y(H.) lae),

HieX, HicK, (keN) uli che ,4{)\_\ qu )..n, Allors

NUR) = (U n) = 0 a e, )

« quindi (T UK))—Opcr R AV
e disulta che A 5 per (1296), H,c H,,; (reN) ¢
(U] = T U A = (IR o (RN (Y, )
< (k) (U ().
per cui y(T\( \‘J"H_:l)-n Tnolire, poiché K, c K., (weN), per ogel neN
i ba che H,c U Kym K, & quindi H,= U v/(H,, .00 v7*(H.): infate Ia
inclusione del secondn membeo nel prico & ovvia £ se e A,
weunomr,el:_),eH,_ . tali che y, ()=, per
ey ) (H,). Sia ora (H,,

(1293) e (1.294). Sia (&,
ave b, , sono come in (|

|llu|1 K, e
a v,) ‘({.\‘)c
: wEN, ied) ule che valga (1. zm < valgano
e crescente (i€ d) e che &y &N, k> hoi
%) (raN, icl), s 2N ¢ sia
Ho= U wlHu):
et

Allors Ff, &, per (1.29.4) ¢ poiché 05

+ dnoltre

Hom U vfH vt ¢ HicHa
sreine

per ogni weN. Si ha anche che
Tt (P e )| v ((H vl i",])\(m_yu_' Vi)
€ quindi, teneado conta del Lemma 1.28, segue che
NUH,) = (T Hjc Py,
ove D% ¢ € sono come in (129.3) e (1.29.9); permneo da (1.29.3) ¢ (1.20.9)
discende che ,-(T\(UH)] =0. Sia om (H, -cN.-c.’) wle che walga

{1:29,10)  vilguc (1393) & (1:20.4), Allors walgoia I e fiee el cass
precedente ¢ ciod (Fl,: A verifica anche (1.1 zﬂ) Infatti, se per




— 15—

ogni /€4 si contidera (£, ), crescente tale che ke N, k>4, ove b,
s000 come in (12910: rwn Faf), risulia che

(Unaro( U, e (( U v U, sari)v
(Y, (r‘(T)\P.lH-.,.J)) (u, ”"T"N.w L))
(y‘(v.{ﬂi\w'("....)))
« quindi, tenendo conto del Lemma 1.28 ¢ del fatto che
LY TN U, pazd)) =0
si omieae che
QlUreN U, He)) QU GTsw ) N

ave I & come in (1.29.10); peanto per (129.10) i conclude.

£ Sia (M we N, fe J) tale che valga (1:29.9), Poiché valgoao (1. 29.1)
azae u.zw) s2 ki, (RN, ied) vone come nella seconda pane della
dimosrazione

K= U yl#H.) (=N
et

si ha che (ke & crescente (iET), y(r\(g‘x.))-n e s f,=lial:

Koo 9 (H,,, ) tisulta che £, 540, ., s} F3 {0} €

Q215 K U pd oot v K= Ui, ovr (K) (e R).-

Siano ora Ki'e X mlﬂiri od i, Hy,. K. tied,, #eN, keN) come in

(1.29.11) ¢ sisno K= K, perogniie I~ U L, K'= K, 0 K+ per
g

r]\;,‘ ove .,,.-m(usx a>n, isl) (s keN).

dalls crescensa di (Kol 08 (s © 8 (Hl s s5E0E

Koy KBS (e, -.um”(x\(uxv))-u

per ogni {64, neN. Quindi, sia se vale (1.29.12) e sia ovvismente se vale

{1.29.13), per ogni weN esiste (w, : keN, icl), con m, . 6N (keN,

i), e che w(K(U (0 K22))) =0 Sia o £, e max (myat Bore N,

e et
bk, w<k) (bed, KeN) c sia H, m [} Kt per opoi weN. Allom per ogai
i
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weN sl ha che H,c F,,, ¢, poich risulta che

z-r_nn(agzie )= lnm]nta(xm;-‘

el ).
P (1:29.1) sl b che 4, ¢ X inoltwo pee ognl 4, n, k&N, k>4, Az si ba
= Um0 R, per ci UH, )U(ﬂK;“_J s
(L)) = 0 pes ogui meN < -
() () + 3o (4

~hiaa

Sia om # €N & sia Nocf tale che {0 ..., #) 0 Jc Nyc 7, Allos, poiché
HycK,, da (12915) sogue che Hy - Uy, (Hoo sy (). Lafie da
QB e cbeyy, L & aperny (i€ Ny, AuN) e quindi, poich
Hyc Kit per ogai 164, teaendo conta di [BA1], (Teorma 125 con
potes: b)) risi che v, e, b 2PE (SN 6 visto cho g &
aperts. per ipoves, e il Lemma 14 i [BAL] tae & anche

e

(voxe),

o,
percid, tencndo di nuovo conto di [BA1] (Teorema 1.25 con Iipatesi ) s
ottene (1.20.14) [rsp. da (1.29.11) sciroe che (1, < (st 1 sri <1
& sequenzialmente speres (je N,) per ogai L e X, Lc Ko ¢ per opni £eN
& quindi s ostiene (1 2014)]

130 Osseryamone: Si noti che, facendo qualche iporesi in pib, le parti
#) € by del Teoream 1.29 somo conseguenza del Teorema 8 del . 127, Pib
precismente:
pec otienere fa prima pacte di #) basta sostitoize (1.29.1) con
(130.0)  valga (1.29.1) ed esbano E, e tall che Uy.fT\f’.‘_)v. B,

(WEN), p(E) 0

per ottencre Ia sceonds pacte di o) basta supporse che viga (1300) i haogo
di (129.1), ehe in loogo di (1.29.4) valga.

(L301)  valgn (129.4) ed esistano F, et nali che
(v s.(m][ U L PAT)e Ee e, a(F) =0

¢ che valga
(30.2) U K e X per ogni £ finiwo ¢ (K2 ieljc®
-
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pee ottencre I prima parte di 8) basta sostituice (1.29.7) con
(130.3) wilgs (1297) & p{ () (1t ) =0

per otteners |a seconda parte di &) basa sostiraise (1.29.9) con

(1304

valga (129.9) ed esisrano i, €N, C, e ali che

(Umiran(, U, F) e €0 e, iGy—0

pes ottencre b tera pacte: di ) basta sostiire (1.29.4) con (1301, (1.29.10)
eon

(1305)  valga (12910) ed esistano D, € wli che

Y rlTwdHh, 0 e D (e, (D) =0

o supporre che valga (1302).

provarlo npphumﬂnihlmd»u.ﬁ'dcﬁmume
ma 183 e ad X, ({6 7) ed ussre i seguenti fami

per ) del Corollasio 1,14, se g & wii-ix, si ha che j & 29.6)
fmglia (1215); (130.1) m:pllu (1:27.12) (e quindi anche uz'm)) e
vame mplica (1.27.13) relativamente 1 &' {1.29.6) implica
y (L.27.14); nmdcnndn Sy by con w, &N mpwlv:mmu uali che

+1, A< Y4 1), D)<+ (weN. Jad)

i Buy bois €0 € b, D, so00 dispentivammeate come in umn),
ne )., tisul che (1.30,0) implica (1.27.9), che
30,4) implca (1.27.18)  che (1.30.5) imelica (1.27.19); considerands fp, ==
by 08 m N 1l che n(n(T\uH._.n)) 1n-+ 1) ove by, 3000
ome ia (1303) e fe o pud peovare che (1:30:3) imples (13715
| in clascuna delle duc parti di «) ¢ delle tre parti di &), per come & definita K
75 LTz ek = o o B modo che rispettimmente in
(127.10) e in (1.27.16) sia H.c H,,y per ogni meN; da (1.27.10) ¢ da
(1.27.16) ove sis M, c H,., per ogni nEN, utilizzando 4] del Teorema 1,13,
$ERUOBO Tispettivamente (1.29.23 © (1.29.8),

131 Tromma: Sano (), (T,,.) (i 1) spasi topalogici, ¢, a-algebea
= T, (el ¢ oalgers 5 T, joi £~ |o ool (ied), p: £ [0, ca] mi-
sute, (X,p), (X @) spasi topologici (fe/) T =T, 5 X~ X,
BcTxX; B,= (v.)ml YE) (el J"J) S —eoi oo} fugr By~




=
o0, 00] wli che [, =follym)p, ) (el jefy Ket, Fyct
(.s.' js]) Allon.
a) e \ﬂgm Ie seguents condizioni
(L310) (v #,)s, e $000 continue {risp. scquenzialmente continue] (ie /,
jeh

(U311 ' (K) e, pes ogni ied, ju ¢ per ogal KeX

(1.312)  per ogai fe /< per ogni Ael nle che yi{A)eL;  plA)=0
cisulta che j {y7(A)) = 0
e
(fs T v, 0) verifica Ta propeiech SDfeak] [sisp. S OscoX]]

o ha che

Cfiar Tis s Tos @) wesifica I propricth SD{rok, ] [risp. SD[o%,, ]|
per ogni ic !, je )i
B s 0 JoN, s Fet, FalydT), Ec FxX, s p & codeis.
spetia 8 TNF, se KU H e X pes ogni K, HeX, K F, Hc TSFe se vale
slmeno uno dei due seguenti gruppi di condisioni:
i
(1.313)  per agnije, pec ogni (H,.: &1, con H, e %,
CHoy (EN e, nlrdwp,‘:i"\(uﬂmn opctnpulfl
s meN) e (b -sN,:s:)mn H.eX, H.cF,
& heN nli'che yi(H)CH,, (seW, ie]) ¢
U#)) =0,
-
(1.314) = xcn(gn,,,)‘ ove per ogni jej gli insiemi A, , (reN)
Sunts el eyl delfe famiglie (H,: weN) corrispon-
denti & i/ ed alle famiglie (F, meN, iel), con H e X,
(meN, ie ), secondo la (1313)'¢ per cul Ay, c Ay, (N,
e AOFK) = 0, esistano K*a X, ¢ b &N (xaN, jef)
Krc[) A, (M) e per cul Ko K-HaaM), [ U K ) =0
& e (o 3 [ A0 e )] Vi 0 fine
dells wopologia firale delle topologie (1, X0/, r (3 (KM X)) [
[ kel e rpse )] speno e
(LR ATRE
per ogni we N

wxpieeen (€1, JE)




B) X = Un(x),
(1.31.5)  per ognife /, per ogai (F,:weN, icd)
CHypy (rEN, i), e che r\(ua' .]j..o pn o
iel, eistono (L,: #eN), con Lol (sz). (A,
(ke i€ L,, seN) con H,eX, H.cH,., ¢ k, &N (iel,)
tali che. [F\(UH‘)]:D Ho= Ur,(H..,.nﬁ (H,)) (we )
&t e vl i e el it oo ), ),
©), Dy della (2:4.7) di (BAL] (ove s souticuisca N & Z,)
(L316)  se K:n(.L..JeA"’)‘ ave per ogni jef gl insiemi A, (veN)
so80 clementl. delliunions dele famiglie; (Hly: ) eorispeo-
e (Mo meN, iel), con H, eX;
(meN, ic ), secondo la (1. !li)e per cul A, c Ay, (seN,
Jeh) & p(PoK)=0, cistzo KNeX e b, €N (.sn.,s_n,
KA (Y A K2R (e N) @ per aui (P (LK) =0
o
e
Ufiir TasdriyTir i) verifics I proprierd SD{eody ] [tisp. SD[ma¥y,]|
per ogni i€/, je]
si ha che
s Ty m vy o) vesibcs Ja proprieeh SD[eak] [risp. SDwak] .
Duuostiamosn: o) Sina K eX umm&cx.”f,',
s vl o anel] e, AP {UK) =0 (s

Siano Jed, ja), K, = v (K} (-sm Allora risulta che K, €%,
c-nnq per (131.0),

T Keio) = T ) = (T (U )
< quindi da (1.31.2) segue che

,,(r,\(y’x,‘.,)) 0

Tnclire

Fulg e 20y = O B B, o (Ko ™

= {(flenExxl s nls,nx, o0
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& s, friep. #.4.6.L] pet (1.310) [isp: wenendo conio del fatio che, utilizzando
) del Teorema 1.1 di [BA 1], o prova fucilmente che da (131.0) segue che
X et 3. 8000 sequenzialmentc. continue (Fe J, j& [

#) Vicevers siasio

(:3L.7)

jekiy ol che Koo Ko SulE ik, ®
risp. sci] (reN), p(To(UKi)) =0 Gel jeh.
=
Si proveh dapprima che
(1318)  esistono Kle 3, Kic F, KiK., (re®) ali che p(F| U L)) =
=0& flgn e o sel [Bp ssek] per gl NEN,

=

Valga dapprima 1) ¢ tia f€ ). Shno HY e R, HOCF ¢k, eN whivi ai
K. (e, ief) come in (1.313) e pectanto tall ch
(1319)  HYc HI, w7 (H) ¢ K, por ogni we X, iele
(Y ) =0
poiché risulta che HY'e F0), (seN), "(F“(Q( uﬂm»)}] «;zl_;p(.‘-\([{}lr"):
considerase. Koo &, by, 6N (reN, je ) relativi come in

w0, si possono
(1:31.4) aghi Insierai. HI (reN, je ) e a K= (U HT). Allors
i e

(1.31.10) K_’«_Q} Klc K, (red), ,n{r".[l_!'l.‘;]:l-—n e
(%0 (K2 X (699 AR (o] & il fine della
wopologia. fiasle delle wopologie. (<0l 5, (i (KX X)
[sp (el g, tyrikx xl] eeetta alle

(W nsieds ki o (PN, del, jef).

Sia om we [— oo, co]; allora per (1.31.10) $i ha che
UlE A gy 2 (o ool) & 0 G0) e (Kl X)

i i s{{e%0)f s (it ) 3¢ per ognl e, fef Vinsieme

ek (e e ) 22D} = Ui g i )0 D)

bin Goedle o i) (e i el s, noc iy o))

Jid
8

o S

- ==




—12 =

(meN), il che & vero r(ti'lﬂepmd:hh[l.“lU}edl(IH%squn:he
y Ky ('m-m €K, per ogni fe f, 2] & ne N, Pemano vile
3is),
Valga ofa i) € sia g & J. Siano L c /, Hl'eX ¢ l.‘IEH (roL‘, neN)
relativi ai K, (1N, fe ) come in (1.31.5) ¢ pertanto ali
(LI HOCHS, H = U w(K, 0 v7 ) e ),
s
(r\(g‘m))-n e tali che valga slmeno una delle quattro con-
dmm ), B, €, D) della (247) di [BA1] (ove s sostiruisca
Noa g, Koys Moy HO 8 Ho Loya LoGed), b b
(el neN) .
Poiché da (13L11) segue che “5\(0(‘,”'"“ =0 e che FOCH,
(reN, je ), sl powono comidecste KieX, b €N (ech, jef) whtivi
come in (1.31.6) agli inslemi HY (neN, jefiea K= n Uﬁ"") Allota

Qi RKeH, KoK ted o a(P(UR)=0.

Sia om neN; da (13112) ¢ da (13111) per ogal & [ segoe che

Ket e U vl o0 VL),

da col
13113) K= U w0 (KD)
Eo

& quindi % 4 [— oo, o] sisula che
319 (fgnwx) e e=

~ULU Mzt e o) )=

e (AN A ROl
On, tenendo. comso di (L3111), (1.31.13) & (1.31.14), csatmmente come in
quella parte della dimostrazione del Teorema 2.4 di [BA 1] Ia quale seguc
(24.11) (ove i sostinoisca (131 I!J a (249), (L3113) 1 @410), (13114 2
@), r,,_‘- Lt © brass e Ly, ) & hg i (F€ Luga) (neN, ja ),
4 provs the Tinseme in (I3I 1978 i (RO ge @y [0 i
Alexel o (e X)) Persnto, tenendo conto anche di (1.31.12), s ha
che vale (1318).
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L Kic TNF (ee¥) uli che K c KD, (ve N)
u((r\n\(u x.j)n-n (estiteium di ki insicmi K7 (1<) ¢ smicuoia
wﬁmmyemr rispetto 8 TF) ¢ K= KU K] (neN), visto che
con tale scelm rhul che K &30, K,c K,,, (veN),

(UK} =l mr U )+ ey al) =0

a [.A(k;).?)_bn(x,x.k) I

saci] (e

1.32 Osseavazmons: Si oot <he a), 4), ¢) del Teorema 129 relativi a F
suggeriseono condizion per verifiure rispeuivamente (1.31.3), b prima parte
di (1315), (1.31.5) con la condizione A).

133 Ossunvamont: «) i noti che, nel Tearema 2.4 di [BA1] i pos-
sona indebolise le segueati iporesi: (24.2). -;.,FW(_’\F)) & {KeX: Kc

CTNFJirs, (246) rispertivaments con le seguenti altre ipotes:

(1330)  per ogni ic 1 e pec ogni (A}, taile che A.et. A er
(e W), plA,) =0 si ha che u(y7'(A) =0 5

(L3)  ud X fspeuo s TNF;

(L332)  esise %20 e che, % 0.<d<# ose Kt & unfinerscaions

corsi
ll(ZAs)(d\ilAI!):yﬂml,u(P\K)n: esisa K e ¥, K'c K
per i W(FNRI<9 e X0l (ki)

foip. () e 2]

sia piit fine della topologia finale delle topologic
Cedl B o (R0 XY
[ e, m it )]
rispets alle (y, X stetonys xpoarcees s (1€ 4 F€J)

Ls dimostrazione rimane I stessa, tranne per quisto eiguards b sostitu-
Sione & (242 on (10 In al o b camblce o norsaikon: il
nellx seelta di w&T,, iel) ¢ cok bt sccglicre w, &%, vli che
iy INKL, ))< Ve (e, i€ D).




i

8 nti e, secondy 1a Definions TA12 & [DS]. b candirione
(1.33.0) 5i pud esprimere cquivalentemente nel segoeate moda

wpo;* & pf g eotinen per ogai £< {x, wve A ={det: yTiAe
€K, o [0 oa] & In misusa tale che (uayr )] = i ' (A)) per
oo ik, en.

1) i st che, pes (6] (Lemma LAL3), s Ie misare oy (i 1)
coniecate in B} sano fnice, ' condisions (135:0) & eqliilaste A’ condi-
e (11.2).

1,34, Towesan: S T 5 ey 6 7, L1624 L€ Luryy (RN,
Fel)mliche 5, = (] L, , perogni iel A“Iln.!:‘l:k almeno una delle due
i Sy

#) 1'% Gni

1 s (1) o N )l e o 147 b

13168 # 0 csisn w,eN tale che y(n) = ¢ per ogni
5
4 5 che eisiono k1 (5 4N, F6.1), 668 (b e ecseecie (16 1), 1l chc

.Q(H EnLo,)) =0

Diiostanzions: Basta provare che esidcons &, &N (76N, /&), con
(koo cxescente (i 1), tali che

(1340)  pec opni fe T esiste 4,=N nle che per ogni ic/ si abbia
FE(TSIV Ly

Per ogni 1 7 sia /= lic s 165, Allom & ovvia che, s £, =9, rmla
che re(TSSIU L, per ogai nu N, iel.
Valga dapprina u) e tia &, , = n per ogai ne N, ie/. Sano fe T ale che
Lr0e
Wy e min (m &Nt L., ) per ogniiely.
Consideranda ora.
e {1 P L)

sinls o reLuse L pes ogni fe, © permato vale (134,

Valga on &), Siano g2 NS, (iel) come nellipotssi. Sia e/ ¢ sia
49N e che Ly, 5 (5,0} per indusione sia &y >k, . (n&N) take che
Ly (5O s 7)) (s tale &y, caiste in QUABD Lo, Loms ST 0BT
meN) Allor, % r@ T & tale che sia /0 ¢ ¢ 0, e N & come nell'ipotesi,
sisulta che ¢ = g{0,) € Ly, ,, Pt ogni 1€ £, ¢ pertanto vale (1.341).




=
135 Conoitanio: Siana 7 insieme, K.,€2%, K, c K ., (reN, icd)
i the: T} K, pae ognl 5. Alotay o' vale pleers s delle s
o condrais
) 7 &
178 al pib. womseablls

si ha che esistonn L,,(N’ (e, iah), con (hdwy crescente (Fed), wll
che T= U(ﬂ

Duyostrazions: Basts applicure il Teorena 134 evn 5, 7, Ly o= Koy
(we ¥, fed) ¢ noure che se T & al pio numerbile esiste g3 N 7 surger-
tiva e quindi & verificata Iipotead i 4) del n. 1M,

136 Lauwa: Siano € oalgebra su 7, jur € [0, 0o] misum, Fc N,
L N T I . (nE D, ;si; wali che n(J {U Ln,)j—n
bor Gl J T Al 5 U:.,p"ugm wle

(1:360)  esistono. ., €N (ne N, fef) mli che p( ) (UL =0
vt
si ha che
(1.361)  esistono k€N (seN, iel), con (&, Joo crescente per ogni
i, e o (1{U 5l ) = 01
s et

g Valga (1:36.0) © siano (b, .o crescenti (e /) ali che

&, >, per ogni neN, ic L. Allon
I

Db e (Yo (nly e
=Ry

ove si sono wilizzar il Lemma 128 ed il fuo che S50,
U (5iEy,,.) per ogni we N, e, Pertinto

(04 St <m(lg 5050) +{ (U R ana)) =0

1.37 Teomens: Skno fcN, ¢, calgebm su T (fe ), € salgebm su T,

s €+ [0, v0] (e 1), e € =» [0, o] misure, 2 T, T (6 D) Hau

Ho e H, oy (neN, iel) uli ‘b‘-ﬂ,(r,--,[uj ) =0 perogniic /. Allora:
b

4) % y(E}el per ogai Bt e Jel, s (D) ek, perogai Dst,
Dew(r) (iel) e s vl almeno uns delle segucati quattro coadizioni:
) valgono
(1:37.0)  pec ogni fa si ba che p(D) =0 per ogni Det, Dey(T)
nale che o (g (D)) = 0
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.
0310 e (U v om0 = 0 per ogei de
&) wlgano

(137.2)  per ogni Ve si ba che (D,) —0 qualunque sia (D) tle
e Dy, Byl T (na ), wlyi(P) =0

e
(L33 coistond A, &€ 000 A€ Ay (REN, Fel) nll che (T
{40 ) =0 ey per et it i v (rlAna I ) =
=0 per opni keN, fel ¢ v(d,)=v,(4,) per ogai i,
Jel keN
.~J I & finito e vale (137.0)
asisiono TPef,, T3 al piv nomenbii i che (T 77)= 0
Giele v-Ie (l 370),
si ba che esistono £, =N (ne N, ie ) @l che [k, )oo sin crescente per ogni
iel,

AR (YTt )] =0
B) s valgono
(1.374)  pec ogni 76 7 a1 ha che y(E) 6 T per ognl Fet, € ply,(E)) — 0
qualunique sia (£,), e che £, & 6, (28 N), p.(E J—0
!';."",“((U H )\ H., ) = 0 per opai ie !
i ba che esistono &, € N (e N, i /) uli che (k, ), s crescente per ogni
iel,

(U T ) =0

Dusosraaziont: o) Valga ¢') ¢ sia £& /. Per (1.37.1), willzzando un pro-
cedimento di induzinac, esistons k&, &N (e N), con (k. ),y crescente, tali che

(1.37:6) #(('L{ VL P ) < 2430 1)L
inolee i {rZON (U v & (4 ) € quindi d (1370 segue ehe

370 wlweran( u; wi(Hh))= 0




Diahea parte risulta che
Ut ) [ (s (e )] (U (U vl
Skt d)) = [U (TN (U] @ (U (U vl b)),

ove Veguaglianz segoe dal fatto che H, ¢ H,,,, per ogni nEN, ie ], Per-
taato, utilizando (1.37.6) ¢ (1377), si ottiens che:

AU T ) < F2Ha 1) s+ 1,

i cul seguc la tesl.
Valga ors o) e sit fo L Poicld da (1.37.2) segue (137.0), come sopra si
ba che vale (1.37.7). Inoltre, da (137.3) e (137.2), scgue <he

f
|
Jim (wd AP H ) = 0 ’

per ogni g e pertanto con un procedimento di induzione si prova che
asistona £, €N (reN) b che (£, ),a sin crescente e per cul i abbia

aH vl

Wi, J) < 2774n + 1)t per ogaiweN.

Inoltre dallc ipotesi scgue che eristono B, &t (seN) nli che

(1379 By A, pec ognl weN, Fal
Allora
Y (rd T wmHu, D)

<[l (Ul ] (Y (L retnd) i) = |
- [u(r,(n\fuy(,x_,.))}] ((us.\ NvHd) |

per cui, tenendo conto del Lemma 1,28, segue che
VT e R B (W (e p N (V) |

vl(usNuln

wl r
«© quindi, utilizzando (1.37.7) ed il farro che

)]

EA(Ul O v (U )

PR |




— iz
per ogni we N, rsulta che
Dy wen.m)] = (U [ (U nmen.)]) =

= lim afa (U (Oven. )]
s da (1.378) e da (1.37.9) seue che a1
B (U (v <ulBn(nviri)) <

SEMBS D) < (et 1)
& pestanto & conclude.
s”ak.') da (137.0) ¢ dal fatto che
(TN (U ) e T (U )

per o i € [ segue che
(137.10) w(v.cr.)\(m.(uu: ) =0 pes ogni is 7.

Se i considersan T =Ll yi(Fe) < 7 (e l), allows pes 3 Teorema 1.34 (6
cui vale I'tpotesi 4)) lppimm A5 =T caL,=ylH.)(WeN, iel) s
ha che wvale (136.0) relssivamentc & 5| = T, L, = v,(#,,) (veN, iel) e
quindi per il Lemma 1.36 applicito 1, (T L= wi(H, ) (N,
Fed) si ottiene (um; & quindi b tesi

Valga infine 47). Se si considersna T = (Uy‘(rf.,.)]nmm (=),
allora per il Teorema 1,34 i 5 vede che vile Fipotesi §) consdemndo
i N u T surgettiva) applicato o 5, = T}, L., = w(H, J O p(T7) (ee N,
Ten) d be che vils {1360) adidtvacnatis ' = T3 £ = w30
NydTH (weN, 1ed) ¢ quind per il Lemma 1,36 applicains a 5, = y,(T7),
r Rl )0 wTTY (ve N, ded) (& lecito applicaclo poiché d.-.ll"
(1.37.0) segué (1.37.10) ¢ quindi

Al (Yt a0 v =
PATIN (e ) ) <ulvd 7o) s i, ) =0

per ogni & /] si oitiene che

(L37.11)  esistono k_‘EH (neN, iel), con (k, ) erescente per ogni
iel, uli che

(Ve RN CX A TR e B
= (Uit )]| =0




il

Dl parte da (1.370), dal ftto che pfTTH)=0 ¢ che vl (pd T
ydITT)c TNT7 per ogni ie [ segue chi

0.3712) Hyd T dT) =0 per opai iel.
On per ogni geN 3 ha che
YT D (U T (U T )
& perano, utilicando il Lemma 128, (13711 € (1.37.12), #i ottiene chet
sl D (Utnemr e D) <ul( i r{T’J)]
o (Uit )] =0

B S Jal. Fer (1373) ¢ or (LIL0), sllzzando wn procsiment, o
induzione, esistono &, €N (reN), con (£.,),a crescente,

(L37.13) p[",‘: U ) H,)) <240 4 0
inoltre da {1.37.4) segue anche che
(137.14) (7)) =0
Dhaltea parte risulua che
r\Hw;gr\(‘um)) (UH.‘)\H,‘}—
= ()oY B

ave Vugoigli segic dal im0 O € o poe ool £, Perin,
arilizzando (L37.13) & (1.37:14), si ouene chel

#{U L) < E:

) 1
da cui sogue el

1.38 Conprranm: Sino T insieme, sa T,
misura, 7N, K, €8, K cK ., (neW, ul) un che ,‘(7\

per ogai Fé 1. Allo, 56 vale aliena usa dele seguenti quatirs condisiond
a) 4 & ofinia
) eistone Aye, eon Ac Ay (ReN) uli che n(r\(y"/x,]]-u
& per cui lim (ANK,,) =0 per ogal £eK, iel




—m—
& Ié finitn
4) eiste T9et, T% 3l pia numenbile e che (777 =0

si ha che cdistono &, N (g€, ic /) li che (4, ).q sid creseente per ogoi

iele
u(r\(}‘)‘ [‘Qx.,“.)])=u‘

Diosraazions: S vale o) csistonn A, €€, Ay e Ay, 08 u(A)< o0
(ke N) ll che T | Ay, Allora pec ogai ke M, iel, poicht a(ad)) < o,
sisulta che s

O (A (U KL) = (0 (ANKLD) = fim sl K-

l!\unn:uvwl:l‘]pomi)

Se vale rispettivamente ), :J,l)onnhmnﬂmmﬂTlJle
unvl]=xn‘pv!ﬂnmml|porwd‘) %, 47, ove &i considerino T, =
oG W= - .‘,(neli.'sl)(newhhhmmﬂ'}
d:ln.l.JTévamnommmAM_ A, per ogel e (keN)).

1.39 Conorramo: Sino i, T, T, €, €, p, i ¥,o M, (FeN, i€ 1) come
nel Teorema 1,37, Se vale Fipotesi di «) del Teorcma 1:37 ¢ se jnoltre

MT(Yrar)) =o.
alloa esistono &, €N (e N, ief) tali che (&, )0 8 Crosceme per ogai
iel,
A 00w =0-

Dusosrmaziont; Per ¢) del Teorema 1.37 esistono £, ¢ N (2N, isl)
tali che (#, ), s crescente et ogal de 1, p[n ( ] (MT]\!,(HMJ):\] -0,
Allom, poiché si ha che
O, = T(U ) e (P (Undr)) v

(U oTr ).
per il Lemma 1.28 risulta che
W (s 0] (Utectrwerh D] =0
: 8i noti che il Teorema 1.37 ed il Cozoliario 1.39

sufficienti affincht wna famiglia (7,2 meN, i€ 1) veri-
Fichi una delle condizioni (1.29.1), (1.20.7), (129.10) ¢ quindi suggesiscono,
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inaieme alle ipotesi del n. 1.29, condizioni sottn cul valgono alcune delle ipa-
tesi del n. 131 (cfr. Osservazione 1.32); il Corollario 1.38 fornisce condizioni
soito <ul & verificaia (1.29.12) ¢ suggesisce condiziont sotto le quali ¢ verificats
1o prina parte & (L3

§ 2. - Suuwy runezaos (£ B NIRIANILS 1 CONTIUE

2.0 Teomesa: Valga la segoente condiione:

A) siano T insicme, ¢ c-algebea su T, i € == [0, oo} misum, (X, g)
:z 2. (z,.c,; spari topologici, 0,z Z = Z, (je[), Bc TxX, f: B
) al che fy = Byof pet ogni fe . TV ({6 T2 er.Hf(r_.w)e 2
e ﬂ:nl s [nsp sequenzialmente continua), 77 = (e It xe By filh x) e
€2, & contiows. [sisp. sequenaiskuicate continual] (f€ /)-

Allora valgono | seguenti fautl:

) e

@00) b eomple & ,: (Z, 1) — (Z, {,) sono continue [risp. sequen-
zhalmente. continne] (j€f),

&
(@04 Pet, WT\T)=0
segue
@02 Tret,  p(PNI7)=0 per ogni ja):
#) se JCN, s
(20.3) £ & meno fine della topalogia iniriale delle topalogic £, [dsp. i2,]

tispetta alle 8, (/5 /)
¢ s¢ vale almeno una dello due segnenti condirionis
(204) @ ¢ compken

205) ;2 (Z8) = (. £) sono continue [risp. sequenzialmente continuc]
e

da (202) segue (20.1).

Dussruazioss o) Sia fe 7% Allaza f(s, -} b continua [r.lq: sequenzial-
mente contimua] € pertanto, vista che per ipotesi 6, & continua [risp. sequen-
slalmente continua] pee ogal je /, anche f, = fef & continua [sp. seq
isente contioma per o /¢ € perants T (1 17 Quindi ¢ vile o,

: L
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utilizzands I completeazs di jr, i ottiene che T @€, p{TF7)=0 per ogni
J&J, pec cui vale (2.02).

B) Sia ta() 77. Allora fi{4, ) & continua [risp. sequeazialmente con-

]

tinua] pee ogni f& /¢ pertanio f{7, -) & contiaa, Visto che vale (2.0.3) e per
Ia Definirione 1.4 [sisp. /{7, +) & sequenzialmente continua, poiché vale (2.0.3)
© per il Teorema 1.6}, Quindi (1 e 7%, e [N ¢ s vk 2032, sssia
che nne; ,(T\n ﬂ].:n. Ona se vile (2.04) sl oulene subito (20.1) ¢
uv-l:('.!ﬂ.‘r)nhlwmln:)dﬂ',"‘cﬂ?"cprm:m!nulm r‘—n?"
o5

2.1 Comorramo: Sano 7, €, p, (X, o), (Z.0), (Z), & 9..5-]!.. , I
(/) come in A) del Tenrema 2.0, Allors, se o= {0}, s¢ valgono (203) ¢
(z,nj) si ha che (2.0.1) implica (20.2).

Disicstuazione: Utilizzando (2.05), come in ) del Teorema 2.0 si ortiene
che TV T3 ¢, per (20.3), come in 4) del Teorema 2.0 si ricava. che T3c %
Pertanto T% = 77 ¢ si conclude.

22 Teowmas: Sumo T, €, (X e, (£ (2,0 N.. E, J'f. UEJ)
come in A) del Teotema 2.0 ¢ inoltre sia £ ¢ 03 B(s). Allosa
farti:

e

@20) #, & B{g)-misursbile per ognd e ],

da

@21 S # (T 8(a)) prmivursbile

segue

@22 Ji & (e M) grmisuzabile pet ogal je);
@) s

(223) 6, & continua per ogni fe )

&

@24)  £e B[, M)6 2 & gy misunbile pec ogai xe X

(225) e EmflaNeZ, & #f"’e:-miwnﬂlz per ogni je] e per
ogai xeX;




e

1) s valgonn Je duc condizioni

(226)  Ia topologia iniziale delle topalogic £, rispetto alle &, (f6/) 43 base
numenabile di apeni

(227) ¢ & meno fine della topologia iniziale delle topologie ¢, dispertn

slle 8, (jef},
da (222) seguono (2:2.1) & (2.2.4).
B #) Sia f applicisione (€ B(e)) p-tmbsucabile. Sa je

sie A ef,. Allora per (2.2.0) risolta che /7' () = /Y07 (A)) £ (Ex Bl
& quindi vale (222).

) Vilga (224) ¢ siano e, At xe X, Mo per (2.2.3) rsula che

(AL )M A) = e B x) e AY =
=l B alf ()& A} = (N et

d'altra parte pec (2.24) esiste § settoinsieme separabile di (2, ¢ ke che i
SU,XEYCS € pertanta fil-, sHE") cB4S) che & sepanbile in (Z;, &) per
(223); quindi vale (22.5).

#) Sewle (223) ¢ s jef, Aet; i ba che

SHGTHA) =AY e (xS

Utilizzando om (22.7), (2.2.6) ed il teorema di Lindel5, si ricava (22.1).
Daltrs pare per (2.2.6) i ha che la topalogia iniziale delle topologie 2, tispetto
alle ; (f&]) & separabile ¢ pertanta tale & anche ¢, che & mene fine per (227
(in quanin ogni sottoinsieme denso in Z rspetts 1d um topologia pid fine
di ¢ & denso anche in (7, 0)); allora per ogni %X s ha che so E* e
o f(1 %) € (Z,§), che & ] pmisurabile per (22.1), verfica (2.2.4).

2.3 Comoruano: Siana 73 €, p, (X, o),
come in ) del Teorema 2.0  inolire sin
se vale (2.2.7), si b che (2.2.2) inplics (2.2
anche che (225} implica (2.2.4)

230 (20 6,0 B f Sy ()
€8x Bo). Allora, se [ = (0} ¢
; e inoltre 9, & surgeitiva §i ba

10) € per (227) ol ba che s Act allom
071 Ag) ¢ quindi

Dnvostaazions: Poick
esiste Ay el tale che A

FHA) = T A = 5 (A € (EX D)) s

Allora si b anche che 16 B f(4 %) £(Z,3) & & prmisusabile per ogni
%0 X ¢ pertanto, con lipotest in pis che 0, & surgestiva, basta ancaéa provare




e

dnn::zauhmsmc.r,.ms wpﬂubihln(z..,,} llom Be,
con § sepambile in {Z, £). Gib wgue dal

(230)  se S & sepambile in (£, £ allom 07(S,) & sepanabile in (Z,{).
Sia N, sottoinsieme al piti numensbile e denso in (:,.c.[;_) Allora se

N = (% m & Noby ove 0, @057({)) per oai me N, (ali . (.ENJ ==

stono poichi 0, '({w)) = 0 (src V) visto ehe G, & ms;m

& cooinsieme ol pi uumﬂlhﬂe:d.mam g .pﬂld:in:

Ae} pet (2.27) esiste A, 00, tale Ay € quindi nne-sN.

tile che e Ay N5, ¢ permnto e '(A.nr_) Anu"'(.!‘.}.

pravan (2.3.0).

24 Bsurio; Se, in ) del Teorema 22, i sostituisce Uipores] (2.2.6) con
Ia condivinne che ¢ sia & base rumerabile di aperti, Ia tesi pud non valere.

Basta considerare
= {0}, € = {0}, 0}, (X 0) = (R}, Z= R, V4 9(n)

(ad escmpio 1 Vinsicme di Vinali su [0, 1]),

-'-("»lhﬂl» J=R, Z=@1, G={101L0),

) = 0 :;:; E=[0)%R, f0x)=~x» pet ogoi XeR,

SO ) =0/0,) = { i 2
Ao (1)=100,1) €5 84 o ol JOX. & ok f & (S8l mc
surahile per ogal e i Inolire la b ia inirake tapologie ¢, tispetm.
alle 8, (jeR) & Ia mpolngu discrens su R vista che {x] w0 '({1}) deve essere
aperta in ule topalogia per ogni'x & R Pertanto [ & meno fine di ossa ¢ vale
(2:2.7), Essendlo ¢ finita si ha anche che { & a base numerabile di aperti. D'alta
parte £ sion & (£ B(n))-misasabile vista che f-1(1) w {0F % F¢ £ Bn).

2.5 Troxsa: Siano (7, 7) spaxio topologico, £, 4, (X, 8. (Z.8), (z,.c,).
o, ;a_,")oouxm:!}d:l Teorema 2.0, K& £, K,c€ (faf) A
valgeno § seguenti fare:

#) te vale (20.3), |=J.[l']-h-,= se (f, T, v, g §) verifica b proprietd.
SD(K) [tisp. SDUX)]), segue d-t Lfis Tmraes £) vedfica b propeiced SD(E,)
[risp. SDER )] per opal jJ;

#) % fC R, s vale (u\s,,

@s0) 1Ko pes ool mighs (K,e,: fe))




=i

& s (fi Top 7. 0. 8)) verifica la proprieth SD(K) [rsp. SD{sX)] per ogn;
JaJ, segue che [ f, T, v, o, £) verifica la propriet SO(K) [risp. SO(:3)].

Disosrazions: «) Sino K3 (e ) ali che u(TNK)< 1l + 1)
€ Hlik.x ) 258 contioua. [cisp. sequenzialmente continga] (s N): basta
allora per ogal &/ considecare K., = K, (v5 N) relativamente ad f,

b Sisno K,,eX, (weN, fef) wli che p(T K J<lw+1) ¢
Sk 30z 8 eontinua [ssp. sequenziimense concinua] (1 N, /& /).
Sina 7&K, — ) Kuwy: Allom pet (250) ¢ poiché foN i ba che
KeXe o

HINK)SEMTNK )< B

e Y-
Dtz parte f_ ) gz & 9ontiana per (20.3) ¢ per la Dinizions 14
[Fip. [, Xy 2 & Sequensialmente continea per (203) ¢ per il Teo-
rema 1.6].

26 Ossemvaziose: Si noti che, in analogia 4 guanto visto nellOsserva-
zione 124 8), uilizzando il Lemma 1,19 ) insieme ad akcuse pani dei Teo-
remi 1.1, 113, 1.16 oppure utilizzando fl Teorema 1.204) o le part 47, #). )
del Corollario 1.2 si possons rieavare risultati analoghi al Teorema 2.5, in
cui le proprieth del tipo SD(K) [eisp. SD(r}] siano sostituite dalle proprieck
el po SO, S(aK), SDioaX) [nip. SDGR), SDEoX), SDroR),

Un'sltra. modifies (indipendente dai lemmi ¢ teozemi precedenti) del Teo-
rema 2.5 nel caso di peoprietd di tips SD{eX) |m.p4 SD{ox)] ¢ dats nel
Teorema 2.7.

i pub aotase quindi che, teneado conta di questa osservazions ¢ dell'asser-
vazione 1.24 ), opputé waeado conto dei Teoremi 1.29, 131 ¢ 2.7 nel caso
i n, anche 14 teoria svola pel successiva § 3 pouchbe essere syolm an-
logamente nel casi -« % X, €70K n,

2.7 Teowrsa: Siano (T, 1), €, 5, (X, 00, (2, 8 (.
(/) come nel Teorema 2.5. Allors valgono i seguent
a) se vale (20.5), se R ()X, ¢ s (f, T, p, 7, g §) verifica la proprieth
e
SD(eak) [eisp, SD{seaky], segue che (fj, T, p, 7,0, 5)) verifica s proprieth
SD(ruk) [tisp. SD(xek,)] per ogni jef;

) 3 Jo, s wlgono (203), (250),
(270)  per ogai (H, 1 seN, fc ) tale che H, , 6 X,, Hy,c H,
Jenu(Ts un,,}j 0'¢je)) esiste (k,
A o8 (50, 121, () Soescents (), an\(u N

i 00 B fin 3o Ky
Farti
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£ (f, T, 0, ) verlbea I propsied TG [ip. SD(wall)] pés
agni f& /, scgue che (. T . g:8) verifica la proprictd SD{eaX) [risp.
SD{eoR))-

Disiostaizione: ) Siano K,e X (reN) nli che

KK fligxx)n &

sia continus [risp, sequenzialmente conrinua] (veN), a7 léx_])-n;
basta allom per ogni j €/ considerare K, ; = K. (16 N) relativamente #d fj.
8) Shno K& %, (ne, jef) vl ehe KucKown bk wxine
sin continen [isp. sequensialments contnas] (e, 6/}, w{T (U Koof) =0
per-ogni ji . Allos, s (kyyt e, Fe ) & rebiivo 8 (Kuy: WEN. 761)
come In (7.0) € s¢ Ky = (1K, per ogal neM, segne d.g_u(r\{ux})=0
noltre per (2.50) rinlta che. K, & o, poichd (£, Yy & creeente per ogal
jef. s ba che K c X, pet ogni weN. D'slim parte J?tk.xx;»n.'z £
continus per (20.3) e per la. Definizione 1.4 [sitp. [k Xy 7 & oo~
almente coniinua’ pet (20.3) ¢ pex il Teocem 1.6] (=)
2,8 Ossenvazmos: Si noti che nel Corollirin 138 sono date condizioni
sufficient] pec 1a verifica della condizione (2.7.0),

§ 3 - Prosarerk Dt SC0RZA-DRAGONI SUGLY SPAZL

3.0 Duaztons: Siano T iasieme, (X, g} spasio topologica, € o-algebra
su T i €+ [0, 0] misum, Eetx®{g), h: E—=[—om, 0], Ilhg)=

(6 T: x e By o bir, )€ [— o0, 0] & il Jn b} = (e T3 wu e
86, )8 [ oo 0] & sei)s Ablora sl dice che:

) (b, p, ) verifica la propeicts (INF) s 1( T lh ) =0 ¢
b, o0 X 0 E 2 CHD (106, ) Xy E

4) (b, 1, o} verifica Ia propricsh () 3= 101, b g et _u(r\;p,n.,);-
4o, }HQ"-’“ (S (17, B, o) ¢ ) 1 B0

) (b, g) verifies la propresi (ING) [risp. (UN)] se eslste Def.
D(l(h,g) im‘p Dclinbg)] tale che sia p(T\D} 0 ""’(Dxx)ﬂk
st (£ (D ) sl

34 Dernipmose: Siano (T, 1), (X, ) spazi topologici, € s-algebes su 7,
it €= [0, 0] misurs, e €, EeCx®g). Allons si dice cbe:
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&) (B, p, X, 1, ¢) veriis Ia propeiest (SDa) [dsps (SDw), (5De),
(:5047)] se per ogni (— oo, 0] tale che (f,n,g) vesificki la pro-
priesh (Z7) [isp: UN). (FNG), (ING)] rislta che (1, T, v, ) vesiica o
propeiens salx] [risp. SD[s%], SDEX], SD{K]]:

B (B, p, Xy1,p) vesifica I pxn[vnﬂﬂ (SD) [sisp. (:5DF), (SDF),
m'mnupuon/r ke che (/, 7, pu 7o) verifichi I
propsiet SDIX] [risp. SD{X], mm SD[K]] o1 1 che (£, g, g) verifica
la propeietk (INF) [tsp- (uIND), (I, (N&)).

32 Troraia: Siano (7, 7), (. g), €, u. X, £ come nella Deinizione 3.1,
Allors:

) se (B, %y v o) vedfis 4 propriest (SD) [risp. (15D#)] allora
(i K0 e s vt G5B . (53

) se (E,p, ¥,v,p) verifica la proprieth (SDB) |x-p (D] allora
(&, . X, 7. g) verifica Is propriceh (FD) [cisp. (:5D1)]

2) se wale

(320) g ¢ sepanibile ¢ pieudo-mesizaabile © & comple

<56 (E, u, K, v, ¢) veriica b propried (SDu) Ihsp (5D)] alloes (E, p, X,
v, ¢) vesifica ha propricti. (SD#) frisp. (5D)]

) se vale (324) € se (K, p, ¥, 1, 4) verifica I proprieti (S5} [risp.
(:.iDl')] allota (&, p, %, %, 0) verifica la propricth (SD5) [disp. (D8]

s fi El—co, scl allo (7 7 s e e propees S DN
[ .FD[J\ME 5 ¢ solo

B21)  esiste (K)o tle che K oK, K, ci(f.¢) [dsp. Koclinf o)l
MISKI< W+ 1), Sk Xyn g & scd [dsp. sncd] per

ogei e N

DrsosTRAZIONE: ), #), o), o) Sia f3 E — [ oo, co]. Allers, se (/, p, ¢}
vesifies [a peoprietd (/NF) [sisp. (NP, 51 Ta che (f, e o) Verifica ovwis-
menie anche: l propricth (INd) [tisp. (4/Nd)| con D = [(f,g) [risp. D=
= I(sf, g)]. Pestanto el Ic partt a) e b Per provare ¢) e 4) basta
ora dimostzace che, s vale (3.20) & se (f; p, g) verifica ln propriesi (IN#)
frisp.. (sEN)], 5i B che (f, p, 6) verifica ls pi ) [eisp. (/NP
Valga pecianto (320), (/, m, u) vecifichi I propricth (JN&) [eisp. (ING)] €
D sa relativo a (, 4, g) od 4 tale peopriedh. Allors, poickt De €, Dc /(f, 0)
risp. D= 1(5, fs @), w{T>D) = 0 ¢ poiché u & completa pec (3.2.0), risalta

M Lt




At

d‘[u,r, aet, u("\‘(! ) =0 [risp. £ fL )€ & p(TI (5 /i D) =10] . Sia
ae

Ultreg g xym B0
= Ulepxxyn 2 == D2 Ul aes apyx) o ) KEosed
Tese- UAlgrgs, 1, 020y 0 ) 1= oo sl =
= Ul 9 B =D a1, 2 < ) 1G]

¢ quindi basra provare che
= ety X) n B) (=0 D et x3)

[F A= (et 2)36) ) b= al et
O Ac ((f(fe D) 'an [, A (s £ 0 DY % n.E][: =
fee £,i [ %) € [— oo, o]} & chinso in of . per ogni 16 I/ g2 [¥isp. pes
ogni 12 (s, f, ).D] per come & stato definita J{f, ) [tisp. per come & yato
definito J(s,,¢)  poiché per ogui r& T si ha che of p = s(a/) in quanto
da (3.20) segue che g & a base numenbile di aperti, [!:rnlnlzilndndsl
¢ busta quindi usare §) del Teorema 1.1 di [BA1]]. D'slima parte per (3.20)
esiste d peeudo-distsnza che induce p ed esistono x_ € X (we N) tali che sia
[¥ai mEN]" = X ¢ pertanto risulta che

022) A= (1 U (ot 0TS0 YR 28 s VB 0

Iafitdi & ovvis Pinclusione del primo membro nel secondo e viceversa s¢
(1, %) & ExA allora d(x, ) >0, poicht essenda A, chiusa iﬂpfe esiste Br)
chinso in ¢ mle che s A, = BU)NVE, ¢, visto che x & E)A,, tisulta che
2§ BUr) da cul segue che d(v, Al ay;)>u quindi esiste & ¢ 7, le
ehe sin 1]k, < d(x, A), pee cui per ogni meN siha che

143} e O (7068, 1R e 1C3cm. 112K)) -
Om da (3:2.2), teneado conto. del farto. che. ZetxB(o) ¢ che per ogai
ke, meN ai a che pr [ A0 (Tx5,0v, 18] £ (visto che & contenuto
in K7L oND ey, n 101, N & W sk & simpl), S 100
eoc 1(,,) i concln

avvio cho da (32.1) segue che (/i T, 1, ¢) verfica 1t propriech
mpq [mp SD[sK]]. Vicevensa, te (f, T. 7, ¢) verifiea Ia propriedh SDK]
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[sisp. SDLR]) ¢ 5 Ko K, K, e T o N) soao tali che p{ 7K, < 1f{u-£1),

(K% Xy g & et [isp. saici], allon per ogni weN ¢ re K, tisalia
che f{f,) & sci. [dsp. ssed] s B, ¢ poranto K10 ) [dsp. Kac
ch(s f.0)]; guindi vale (3.2.1).

33 Lewwa: Siano T, T,
se valgono le seguenti condizioni:

Ty= T, AT (el). Allors,

630 97 (piAY) = A, per ogni il
@A VTN Y(T) =0 e 4 ted, i=d,
esiste Ac T ule che sia
¥ (A)= A, per ogoi ie .

Dosostaazione: Bases considerste A = ] y,(4,), paichd allosa se i1

risulta che: "
¥t = v Ut A0) = ) = AL

ove per Ia penultima ¢ per Iultinu. eguaglionza si sono usste rspettivamente
(331) e (33.0);

Per il seguito ¢ & utile riformulare il Teorema 2.4 di [BA 1] in un aliro
mado, attraverso il seguente lemma.

34 Lewsa: Se:

AVCE S ST ) Gl e et ercdout € ety
wu T, € calpehea == [0, 6], p,: £,—= [0, o0 misure, Kc €,
ENG e e et Croc XE) (el
Jen,

e e 9
'((r.m)fs. per ogni iel, fe],
allora;

= =20, o] son0 ll che £, = fo

a) 4 EeLxBp), se valgono le condizioni (2.1.0), (23.0), (231)
i [BA1] € s (fi, 6) vedfica la propriceh (/Ng) [risp. (Nd)] & ha che

QAN B e, xu{n)‘ ¥ (D)et, vii(D)e J'(fu o) [dsp ¥7'(D)c
el s D)% X)n E,, ¢
% 8oy 1y ) v 5, pisumbile per ogod is, jeT

(ove D & relativa a (/. i o) ed alla propriess (INW) [risp. (/Nd)});
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1y se walgono e condizion (24.0), (2413 di [BA 1], s vle (L33.0)
€ s (fy v, o) vedfia b proprieth SD[X] [rip. SD[%]] s ha che
gf,}.Jr..f“ o verifica b propricd SD[X, | [rop. SOL,]] per ogni
e, Je

) se JON, se E, 6 U Blo,) pee ogni i1, je J, se valgono le con-
dizioni (2.1.0), (2.1.4), ), (2.34) di [BA 1], se vale
@4l Act, p(A)=0 implia yT (A et per opal fct

€ e (fo, pus 0] vedfion Ia propricts (INF) [sisp. (IAY)] pec oui de 1, je ]
#i b che e Bp) ¢ (f, we) verifica b proprietd (INY) [risp. (//N/)):

) s JcN, s Fet verifica la seguente condizione
(342) FalydT), Ec FxX, yﬁ(q(?\ﬂ, & K-ir simpetto 3 TNF,
Ky Hek per ogal K, HeX, Kc F, Hc F\F,

s valc almeno uno dei due gruppi di-condizion i) ¢ i) del Teorema 2.4 di
|1ml|(uvem |)§nundmn(2kﬁ)dl[ﬂ&l]hnmﬂmﬁ_\12))t
% (fusr T Ia proprita DK, ] [asp. SDLE, 1] pe

I‘Eljsjluh-nbﬁ(,f. T, m, v, o) verifics Ia propeieth SO[K] [risp. rD[:Jm

o) te JoN, e B, e €% Bly) per opni'ie [, ja f, se valgono le con-
disionl (.10}, (2.14), (211.5), (2.34) di [BA 1], 5c valgono (33.1),

(34.3) ¥\ (wd )= A per ogni Act, e per ogal iwt

© 3 (fiy 10 ) vesifica 1 propeierh (ING) [cisp. (1IN pex ogoi i 1, j )
st ha che Fetx (g} ¢ (f, u o) verifica b proprieth (/) [risp. (s/N&)].

: 4) Da a) del Teorema 23 di [BA 1], ove  supponga
S foy=0 (i d, je ), e dallipores che Ee M) 8 teava che E, e L%
< B(s,) per ogni 164, /¢ /. Sia I relativa a (f, . ¢) ed wlla proprieth (7Nd)
[isp. (INd)). Da (2-3.0) di [BA 1] segue che y( (D), e da (210) di
[BA 1] e dal Lewma 20 di [BA 1] segoe che

Py ew I E))fﬂﬂk»m) per ogni ied

(e i D) v s fu ) € (110 S ) et oo tel].
Tnoltze da (23.0), (231) di [BA 1) ¢ da ¢) del Teorems 2.3 di [BA 1] appli-
Qo 3 B, v (D), (Dx X)n B, (7 (D) X) 0 By, (e, je ), discende

e fultyricoyxxyn By b ExMerp)x X) o £, mimabi
per ogal fc, je /.
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5 Bava applicare ) del Teorema 2.4 di [BA1] e tenere conto della
Ouservazions 1.334).
&) Da (23.4) di [BA 1) si deduce che E¢£x8(g). Siana onx 1(f) =
= I(f.¢) [riaps IC) = Infoed] & TOAD -'\’fme;) [eisp. 700) = Ko Fir e}
ogni e T, je J. Dal fatto che fC N 0), R14), (2.1.5) di [BA1]
e ds 8) del Teorema 2.1 di [BA 1] i d:d'wc (h( T)e S j(TIL) =0,
Aflora da (3.4.1) segue che v *(/(/))e%,; da (2.1.0) di[BA 1] ¢ dal Lewma 2.0
di [BA 1) st sicava che v."(ltr}lcﬂ"f,.) et oy Fad R pertaniy
f'-f ) Xn s ¢ “'X‘M‘(r AU A bl pet
1, €. Alla pas B) del Teotema 23 i [BA 1] sppliso » 11/
V-’(f(fl) (IU)HX)"F }"UU))")"]"E-J (el jef), sgoe
Tty ) B & ExB@Nr 1 Xy oy prmisumabile
) Basta applicare §) el Teoroma 2.4 di [BA1] ¢ tenere conto della
Osservazione 1.334).
£ Da (2:34) di [BA 1] si deduce che: B e £ o). Sis D, relativo 2
Ui s ) €4 alla propriess (INW) [cisp. GIND) (e 1, je ). Allon, da
(3.31), (34:3) ¢ dal Lemma 3.3 applicato ad A, = m},uw segue che esiste
AcT ule che sia yr'(A) =Dy per opni IEF, Pertaoto, s Dm
— NN A [dsp. D=1 f, )0 A, si ba che Dei(f;@) [tsp. De
clinfiol ¢
FOUPND) =y (TN ) U (T A) =
= (Tt

)} UMy (11\ .Q l),.,) tisd)

[t w2 (T Dy =y (NI e v T A) =
= (Tt fu el v M0 (T By) Ge D]
ks Y
ove M, (i&I) sono come in (2.1.6) di [BA 1] & ove 5 ¢ teauto conto di
(21.0), (215 di [BA 1] ¢ si & applicato il Lemima 2.0 di [BA 1), Tenendo
S o il St ch By 1 4) 189 Dy 10 S Gl ey
si ba quindi che

YT = (T QD) M GETSA=TAN Dy e ogai il

Diaktra paste M0, e pd M) = 0 pee ogni fel ¢, visto che Jc N, risuln
She T D, €5 ¢ m{To (1 Do) =0 per ogal 21, pemnto wando
@14 .L;n.\l] of cuiere i u Aet, (TD)="0, Applicando 4) del
Teatema 23 di [BA1] 2d A, v '(A) (AxX)0 B, (5 (A)x X)0 By,
(P21, ja), scgoe infine che 1y gy 8 & XMy £
suribile ©, poicht Dc A, Det, s conclude,
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3.5 Osseavaziont: Si noti che, se vale ) del Lemma 3.4 ¢ s &
uns. famniglha di fuslonl |/, E,,,—[_w.w} el j }] allors il Teo-
sema 1.0 di delle candirioni affinché esista f: £ —» [— 0, o] tile che £ =
=follvxwdp, ) pex cgnifel, _{cj

56 Teomesa: Valga ) del Lemma 34, Allora:

) s Ee Lxa(g), se Je N, s FeC verics (34.2), 1 valgono ke cone
dmnm (2000, (2.1.1), (23.0), (23.1) di (BA1], almeno una del duc groppi

) i) del Teorema 2.4 di [BA 1] (ave in i) 3 sostituisea 2 (2.4:6)

di [BA1] b condiziene (1.33.2)) ¢ se vale almenn uno dei due seguenti gruppi
di condizioni:
#) vile

(360)  per ogni dicd, jef per cul esite re T, nle che 4\,[(5 3 [oep-

nwt,, 3] a1 topologis discre e oz [ssp. el !l 20
discreta e per ogni xz-':m la misurs "J‘:‘a'x}

sia [H...t,‘ < He Kpir

e (B s Ry v00 ) vetifica ln proprieth (§04) [risp, (4504)] pee ognl

i el je),

| ) ((SXX,)T\E.,J.;-.f([JFﬂJHn.IM: HeS)n [y u) vedfics I pro-

peicti (SD) [tisp. (:51a)] per ogni S €, <on p (T 8) = 0 ¢ per ogniie l,

JEL

dslia che (E, ,.,)‘. 1, 8) verifica I peoprieth (¥0s) [risp. (SDa)];

1 b % E, S(edpaum.sr.;:j, se Jo N, se vale (341}, se
| uxgouokzwum ), (25.8), (215, @34, (zw),(zn}dz{mu
:mvl]:(]&l.ﬂjlhld’van(h Koy, o 0 vesifica 1 propriecd (3D

[risp. (:5.08)] per ogai i€l j& ). rismlta che anche (&, u, X, 7.¢) verifica I-
Pmlvdﬂ'ﬂ (SD¥) [eisp. (SDB)):

¢} se EoCxMe), se [N, se Fet verifica (342). s¢ valgono le con-
1.0}, @11), (230), 23.1) di [BA 1] ¢ almeno uno dei due gruppi
) del Te 24 di [BA 1] {ove in ) s} sostituises a (24.6)
di [BA1] la condizione (1.33.2)), si b che, se (n,‘.,.,.x‘..'..g,) wedfica
la peopsieth (S0 [isp. (8Da)] per ogni i¢ 1, ¢, e anche (E,

] Xx, g) vetifica Ia propoest ($04) [riep. (D)

d) ‘se B, et 3(g) per sgniied, je . s JoN, se valgono (33.1),
(34.3), se valgono le condixionl (21,00, (2.1.4), (215), (un) (249}, (24.1)
di [BA 1] ¢ se vale (1330, i ha che, 32 ;n“zu.v..m)vmr.ubp»
prieth (SD) [risp. (:SD0)] pec "v“ iel JE}. s che aachie (5, i, K,

. ¢) verifica la propriesh (SDF) [osp)
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Disostuazione: ) Sia fi £ [ oo, 0a] tale che (f o) verifichi I
propridd (/) (e, (N} Alloas, 3¢ fuu=feltwotmilks ) per ogai
I!f}e[ per a) del Lemma 3.4 5i ha che vale (34.0) con D:](jg) risp.

= A5 fog)l Sano om H(f) = 1(f.q) [risp. l‘(ﬂ:l(r!-»)] e I
—ru.‘. 0[5 20/, ) = Ft o 0] pee o P, fe . Valga dapprima. <)
Sconjef, 7al e (6T, wona i che ofyp; y [rip) ;(QJ(,; 3] oo s ba
topologia discrem allom esiste ¥ () tale che () gugpe ), [ 014
#alaf i, y))e pes cul b funzione g1 (), = [— o0, co] 1l che g)=
_frses
10 s xeld

gy 08 & i [sisp. nva & ss.cd); pemoto, x

3={thnelxfie

, P o, )|
o & Iu topologia discress per alcun 22 o ()}

£ % si definisce per ogal (,/)# 3 B fustione g1 B, = [— oo, o] nel |
seguenne moda:
) St se (n)a (N X) A B,
£ @ (e (T )« X A £,
risulta che

{1 Tt X (B, )y e df, )0 [— o0, 00] & 5.0 [risp. s

)
0,

incltre da (211} & [BA 1] segue che o (Tiyy wg));
S invece (/)€ #la gt By == [~ 00, oo] aale
g 6N R GRE (AN X] OB,
Sl s (e ([T U= X) 0
allora

{t6 T xe (B

e gl ¥ € [ 00, el & 8. [eisp. ssedl]] = 7,

& poiche [y (0N} X0) 0 Bt M) visuli che ., & (8% Bod) g, -mi-

sunbile. Pertanto per ogai ie /, je [ si ha che (5, 0) verifies I pro-

pric (A7) [tisp. ()] & quindiy poi oy %or ) veriica la
1

2 Vir i) Vesifica a peo-
. Quindi, - f..j)e.l e o sl
che v (If)) e !U. e e & definita £, 5 Ba che (fl, Ty s 700 00)
vesifica Ia proprieth SI[, ] [sisp. SR, [ se fnveee (1,043 ¢ 3¢

€K, sono tali che a(TiH, )< 1 Detulp, x Xy B, 3,
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[tisp. el (reN) basea considemare K, € X Koy o v (NN Hay
nali che

Ml D) N Hu K ) <ttt ) =i ToH)  (eN)
(ujl insiemi esistono per (3.6.0), visto che s (7,/) § ) esimte re Ty '(A0D)
ke che oz ), [dp- 4(a(p, y)) v I wopologi discrns ¢ il pare,
esmendo y,(1) ¢ 1), pec come & definio /(1) siulta anche che ofp;  [isp.
l(p’a'ﬂ;] foa & la topologia discrens). Tofud con ule scel risulta che
KouiC I,

BT Ke ) sm(T(rr () O Hl) +
+ (T U P H K] < T ) +
FalTOH )+ U+ D=p(TOH ) = 1+ 1),

ove per Pultimn eguaglianza si & tenato conta di (21.1) di [BA 1], & inoltze
s b che

Sl Xy By =SR2 Xy By @8N

per cui unche in questo €10 (i, T, w7, o) verifica la FMIDER...J
[risp. .wpm.ll Ar&ampni,\ds Lemma 3.4 dmduucheu', T T8
werifica la proprict SD[X] [riep. SD[]]. Valga om ). Siano c
Allors, vistn che vale (3.4.0) con D= (£}, tenendo conto chie da (2.1, I)dE A1)
segoe che (T (IUN) = 0. disulia che (Ffg, A (oo )
""'Wr'(-w) 1) verifica ls proprietd. (7N [risp. GNP+ permanco, per
o) relativa a S (), sl tcava che UJL”n[r‘({(n)xX]
v (-'UJ "JW-"U(D)] Wyrigapy vl v L proprietd SDI{TE X, ;
Hew " [rsp m[;{nueu Heyr O] percid, seneada conto
del farmo che (T (LN)) = 0, i oxtiene che (7, iy s v,.p.) vedfica
Ia propricti IU{&,] [risp. s pxuu Citkonti’ o L 54
ricava ehe :,' o) verifica b propeiedd. SOX] [sisp- mpx}]
|— <o, w0) tale che (f, T, v, 0) verifichi la
.m(x] [s!.q: mlmn Siana f,, = fo((yi9 )z, ) (e 1, fe f). Allors da i)
del Lemma 34 seguo che (/.0 T, iy 1) venifica la propricss SDI,,]
[risp. SR, ]) pex ogni Fed, fe ) e . visto che (B e, !-“.s..e.)
verifir Ia proprierd (SDB) [diop. (SDD) per opui i€, j¢, isulta che
UJ,F.,.,) werifica Ja propried ({NF) [risp: (N} per ogaiie ], je J. Ut
lizzndo om «) del Lemema 3.4 si meava che £ 6 €xH(s) ¢ che (f, s g) veri-
fica b propeietd {INF) [sisp. (NP
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€) Sia fr # - |— oo, 00] tale che (f,, ¢) verifichi la proprieth (£Nd)
[risp. (NGO} Alloms, s f,, = fol(p5elp, ) per ogal ie L, f&), per u)
del Lemma 34 5i ha che vale (34.0) (ove D & relative 2 (ot alla pro-
prictd (INd) [disp. (eN)J). Dialira’ parte da (21:1) di [BAT) segoe che
#dT iy MDY= 0 per ogni iel e quindi (£, jn, o) veriies la propried
() [risp: (;.'wn pec ogal i, jo ). Pestanto per 1, fe ], visto
P ) verifica  propriedd (SDa7) |mi. {xIDuJI\ risulia
? verifica la proprietk SD[X, [risp. SD[X,, ]| Da d)
del Lemma .4 si ortieae qumdu che (f, 7, p, v, ) vetifica la propricth SDO[%]
[risp. D[]

ia f3 E - [—co, o0 wile che (£ T,p,7, ¢) verifichi la proprietd
JDJL [mp SDUK]]. Siano £, = foi{wicg) l,‘,; ) (Fel, fe ). Allorsda b)
del Lemma 34 segue che (fi, T mis
[eisp. SD{e, ]| per ogni ic ], jo ¢ quindi, vists che (E,,,
verifica la proprieth (FDF) [risp. (D] per ogai

(figs o ) verfica 1a propriceh (ING) [sisp. (eI}
Utilizzando oru ) del Lemma 3.4 si icava che Ee £ M) © che (/s m 6)
verifica la propeictd (ZNif) |mp, (N,

37 Lowsia: Valgs .4) del Lersna 3.4 con J = [ = (0] € ove si indicherd
pis brevemente Fq, con ta €00 1, 1y con 7, sian0 2 B — [— cm, oo],
£ By—[— oo, o] uli d.e Fio f((\-xuj‘i__) Alloss, e valgomo I condi-
woni (21.0), (21.1), (22.0), (2.34), (23.1) di [BA1] ¢ s Fatxd(p) e
(s pue) verificn I proprieth (NJ) [disp. (+/NF)] sisulea che Eye £, 3o ¢
(50 e th) Wesifica s proprictd (INF) [sisp. (D).

Diveostmazions: Sino 1(f) = (£ 0} [risp. T(f) = I fe)] © I(g) —
= 2z 00) lrisp. £(g) = I 5. 0] Alloma da 2LLD), (22.0) i [BA1] e dal
Lemrma 2.0 di [BA 1] segoe che ¢ (TI(£)) = Z>J(g) © quindi per (2.1.1)
& [BA1] si b che J()e by, (T f(2)) = 0. Tnoltrs da (23.0), (23.0) i
[BA 1. spplicanda 4) del Teorcma 2.3 d [BA 1], ove si supponga f = fap = 0,
che ££6 L My) i deduce che Fy & £% Bly); sempre pec (23.0),
(23.1) di [BA 1] applicandn nuovamenee #) del Teorema 2.3 di [BA 1] a

I, v =10, (KAXXIAE, UExX)nE,
Munxxyn B HirxXyn g,

disconde che gliresye X By ® (S M) v, iy isurabile,
Pertants (£, y. go) verifica Ia propriedh (/Nf) [risp: {#IN]))
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§ Loou: Shoo S, T, Y X imieni; g1 5= T, g3 ¥~ X, AcS
..km.,x(,;.m,/:mzcr " Allora:

GBI (R0 (0] 1) = (A< X) O O ()% )
(381 (AxYIN(exg) ‘(E—(\J!f)"((f(/‘)xx)ﬂ.ﬁ)‘

Distosraazione: S| b che (1, %) @ (pxg){{AX Y) 0 (wxg) (B)) = e
solo s esiste (5,7) € (9 9) H(E), con re A, wle che 'w(n) = 4, gly) =, il
che accade se € salo se (1, x) € (vxw)(wcql)4(5] & 16 y(A) (infaiti se t:.,))a
& {pxg) (B, vi1) =4 & che se g
=d=hm(vx¢)(v><v) NE) =
La (38.1) seguc dal fatio che

En((yxy)u'x 1)), Perno vale G54 03

(ol (A% XY 0 ) = (e (oA X) 0 E 0 ((ox S 1)
da (3.8.0) ¢ da 4) ¢ da ¢} del Lemma |.2g:nuun conto che yHplAD)) = A
& (el y < g)exe){E) = (pxgly

3.9 Tromoua: Valga A) del Lemma 34 con = /= (0} ¢ ove si indi-
cheri piy brevemente Xy, con &, Eyg c0a £, yy o0 ¥, 4y coa . Allo:
4 5 Eg€ £y By, se (relativamente 3 £ = (0}, /= {0]) vale (1A1),
gones le condsioni (2.1.0), (2.1.4), (zl 5), p_: 4), (24.0), ;zu; di [BA1]
eul:(l.‘:).u},;:nk&nlue del due seguenti geuppi di
sioni:
&) (E, p, %, v, ) verifies 14 propeiesi (SDa) [risp. (:50a)] e
(9.0) P=ﬂx=- &1 Ty | — ooy 0] tale che (g, iy ) verifichi b pro-
 (IN)) [tisp. (UNP)] esiste fi £ - [— oo, 0] tale che sia
F=plrni:
) (X200 By (K e X: Ke ), vfy, o) verifion ln proptictd
($Da) fcbp. (5Da)] per ogni Se & con w8 =0c

(350)  wi{p(A) = A per ognl Aef,. y-4y(B) =B per ognl Beg,

sdsulta che (£, iy, X, 7oy pg) vesifica la propeietd (§0a) [csp, (SDa)];

i) s Eetx (), w Fet vedfics (34.2), se (clativamente 2 /= {0,
J = (0)) valgona le condizioa (2.1.0), (22.0), (3.3.0), (2.3.\) di [BA 1], almeno
ano del duc grappi di condizioni i) e i) del Teorema 2.4 di [BA 1] (ove in 1) si
sastitulsea 1 (24.) di [BA 1] I condizione (13;.2)) se vale inoltre almeno
o dei duc seguenti gruppi di condizior




e

¥) (B %7, ) et la propriecd (DU} [dsp. (DM &

(3:92)  pec ogni gi K, — [— oo, o] take che (2
propricti so[m [eisp. SDk]] csiste f3 B
sin g = fol(yxw) ).

) iy & complem, €57, [sip. £,

€ per ogai Heac] WAVEE ¢ p(T (A} = D per ogni A
W Tgd) = 0, F = y(T,) se non vale il grappo di

rema 24 di |1!Al].uk BId)e (B A‘)f\f‘,aﬂw o (Kex J.'c £15 r[_,, ,)

verifica I propriets (SDW) [risp. (1SD#] pee ogal Set con p(T5) =0,

¢u) weifichi 1
oc, eo] tale che

ol gp o () P vsﬂl JeX,
\A‘: d.:

cisulta che (B g, % T, g) verifica la propsiesk (£00) [sisp. (SDB)

¢ se Eyetyx By, s (iativamenie a /= (0], /= (0]) valgono ke

condizioni (Z1.0), (214), 213), (234), (240, @41) di [BA1], vale

(1:33.0), se vale inalire almeso uno dei duc seguenti pruppi di condizioni:
) (Eju K7, ¢) verifis b propriesd (SD#') [risp. (5] ¢

) veshichi Ia pro
[= o9, <] e S

(393)  per ogai g: £, —+ o0, o0] mle che
prietd mw) [sisp. (sINd)] esiste f:
£=Folr=oE).
) vale (38.0) € (SxX)NE, ,u[(,_m. [KeX: KcSh, vy, o) ver
fica Ia proprieti (£ [risp. (:5041)] per ogei § € € eon p(T55) =0,

risults che (£ jtg. . Ty ga) Verifica It proprieh (S0 [risp. (15D)];

d) se B txBlg), s« Fet vefica (14.2), s (selativamente & / w (0],
j-[o;) valgona e condizioni (2.1.0), (2.1.1), (zsm @.34) di [BA1],

‘ilmeno uno dei due di condizion [} ¢ i) del Teorema 24 di [BA1]
(ove In i) & sostimisea 3 (2.4.6) di [BA1] Ia condizione (1.33.2)), se vale
inoltre almena uno dei due seguenti gruppi di condizioni:

&) (B, py Xy, ) verifica ba proprieth (SOV) [ssp. (SD)) & vale
(35.2),

#) 2,314, vile (39.1), WA EL ¢ p(Tp(A)=0 per ogoi Aa g,
male cho po(Tysod) = 0, F o= w(T) se non vak il gruppo di condizioni ii)
del Teorema 2.4 di [BA1] ¢ ({J‘x}(}ﬁ-’:.‘u[‘u:) {Kex: Kcs), vl o)

verifica In propricts (SDV) [risp. (5D} per ogni S €€ con u(Fsf) =0,

visulta che (Eq g X, g, o) Verifica la proptieth (SDF) [tisp. (SDF)];




=

9.1 EEL8). so Fotverin (342, s (rimivuments 1.1 (0
J= {0} valgono le condizioni (2,1.0), (2.1.1), (2.2.0), (23.0), (23.1) di [BA 1]
¢ almeno uno dei due gruppi di cond) < il i
(m.n').. sintituisea 4 (24.6) di [BA 1] I condisione (1.33.2)), si b che,
s¢ (B tar ®, Tor0u) Vesificn 1a propeiceh (5Da) [cisp. (s5Da)], cisulta che
anche (E, pi, &, 7, ¢) va’lﬁwhpropmm (504 [risp, (5Da)).

Dwiosaazionn: d) S g2 B — | oo, o] e ehe (g, ) verifichi
Ia proprictd (/NY) [risp. (:H\;rn Allors s¢ vale #') per (3.9.0) esiste f: E —
—+ [—29, 0] tale che sia g = fa{(y <)) € da <) del Lemma 3.4 segue che
Ee L) ¢, o) veribca ks peopricss (NF) {sisp. (5. Poiché (5, .
%7, g) vesifica la proprieth ($D) [eisp. (:Da)], 8 ba om che (f, T, 7, 0}

verifica 1a propeicts SD[%] [csp. SDPR] ¢ da 8) del Lemma 3.4 i
quindi che (2 Ty, s Tow 04) Verifica b propricth SD[] [risp. SDYE],

Se on v-ka') i —:(,)-«4!,; [eisp. £(g) = 12, 5 ¢a)] allora, poichis
(2 ek (FNF) [risp. c,w_,')l. pec il Teorema 134}
P cvxw:(urx:xxanz-.)-c ooy o] ale

Bl Xy 0 2) =i Xy B
Se quindi s considera
(98 L (pU)xX) N E = [~ oo, 0],
M) s (e e (K XY )
o 12 (4 x)e (w20 X) A E
rEax XN Ey

St )=

risulta che
G238 Plexiligx X0 B) =Euinx XonE ©
(00 X0 B gy ([0t X) 0 B)

ove Vultima eguaglianza segue dal Lesama 38 ¢ ds (30.1). Applicando om
1a parte ¢) del Lemma 3.4 8

099 (I o) Cdndpggd o). Cansd
Houten g Hihyuey)t Sl Ve
o (DX nE. (DxXInE. [i e xyng,

nmumm 8é per (2.14) di [BA 1] € (;onmnlmhzug)s[
poicht per per )
i (20,08, (2.14),
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(215}, (234) di [BA 1], (34.1) anche per i dati in (3.9.6)) si attienc che
(At g o) verfica In proprieth (/NF) [risps (4IN)] © pemanto, visto
<he ((v( ic‘;:)xl\m.:.;.fw S {KeRs KewlleD). tog) o) ver
fica b proprietd (§D4) [disp. (504)] }nfun w7, vum;)=u per (21.4)
di [BA1] e per (39.)), risula che (£ w{/(). #’Wrt’m)) r,"(,m) 1)
verifica I propeiert  SD[{KeR: Kcp(t(0))] [fsp. SD{(Ke X: Kc
< w{i())]]. Applicando Ja parte ¥} del Lemuma 3.4 ai dati in (3.9:6) ed a {Kc 3
Key(i(9)) (Hed: Hel(g)] (gnsic 2 (35.1) s verifics facilmente. che
continuand a valese Je condirioni (2.4.0), (24.1) di |m I]CSLB 0)) st otiene
iloaa ehe (gferi ey 2y 1D Mol o {5y o) veriben b pro-
priedd SDHeR: Hellg)] [tsp. SD[i{H e x: He mm] & plrtacis
{2 o piga 40 0g) Verifics I propriecd SD{K] [risp. SD{]].

b) Sia g oy~ [0, oo] tale che (5, T3, g.)wﬂﬁ:]n Llpxup'.zd
SD[X] [disp. SD{X]]. Allors se vale #) per e fi £+ [ 00, 20
ale che sia g = fw[(y-x‘y‘;_.}:p:rd)d:’lf.nﬁmidmlndu AT
werifica 1 pmpnni SDIX] [tisp. SD{K]]. Poich (E, w X, 7, o) verifica la
propricth. (SD§) [risp. (:5DI], i ortienc che (f , ¢) veriiea I propeictd
(IN) [risp. (N]. Alloss, applicando I Lemma 3.7, 5 conclude.

Se omm vale i) € s /(g) & come nella dimostrazivae di «), poiché si ha che
Ha) 31 H, (o0 (P & eltiva 2 3, Ty s oo ) o all propriee SD{)
[isp. SO, per Is completeaza di i cisulta che I(g) et <ulTe J(‘)) o
O & lecito applicare ) del Tearema 1.3 a w(/(8)), /(2)
gy o0 1655 el P 72 L1 K
w, & I topologia della semicontinuitd inferiore su [— oo, cui,
come visto nella dimostrazione del Teorema 1.204), risula th: se :1 @) &
uno spazio topologico ¢ b: ¥ —=[— o, W|, si b che b & s [risp. 5]
5 e solo se bz (¥, @) = (j— o0, <], 0)) & continus [risp. sequenzialmente
contipun]), Infani vale (391} (M(g)x XN Byetox Mac o ({CxA:
cm(r,,‘,u)), Aebgy) [risp. Aao{m]}) pex 0) el Lemma 12 ¢ per &)
del Teorema 1.1 di [BA 1] inolie dalle iporesi segee che fyy .y f,
& continia [risp. sequenzialmente continna] risperta alla topologia o, su
[~ 9, 0] pec ognl weN e pertanta se ye X, si ha che [risp. unilizzan-
do Pequivalenza tm 7 od f%) del Téorema L1 di [BAT) si ba ehe]
N () & continna [risp. sequensialaseate continual rispetio alla to-
pologia

.90 [— o0, co] ¢ quindi & gy o jeamisurabile pec agni ne N,
pewid g(:, ’J/(UHM(E,)' & v;.f“unnm,v-msun‘uﬂ; o cisendo
o stongiies k- e gl v){,mn(,,.,. & i o ppagrmisunbile;
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fnfio < € 1(0) b he g, : cz'.v —A[—n.an]!:rmﬁnnlmp.:qnm»
isbmente. continua|

Per b) del Teorema 1.3 uhmﬂnﬂb (yxt]((l[,()xa\,}nb,)—l—oq. 23]
wle che be(rxel (19 ) 0 B) =iy n Xy gy Permanesy pee 1
Lemau 38 ¢ pec (30.1), 3¢ 5 eonsiders £ come in (3.94), vale (39.5). i pud
ora applicare la parte o) del Lemma 3.4 ai dati in (3.9.6) ed 2 {Ke XK: Kc
< p(ila), (HeXs He ) (infus Foop(g) = v(l(g) verfia (342)
relativa ai dati fin (3.9.6) visto che, essendo (T3 J(g)) = 0, shsula p(F(g)) e €
«d inoltse per e altre vedfiche bista utlizeare (39.1) od il fatta
Key(To, y{K)cHg) sllom K= p(pK)c w(i(s)) ¢ si owiens
{7 wlrte). #"('fv IL:J}] v,"(,m]. ©) vesifica la proprietd SD}{Ke X: xc:

cy(en) [risp: msr(xn: Kc v(-'{,g)})? O, poichi dalle iporesi di i)
fisults che p(Tp((2) =0, ¢ ba che ((w(Ke)xX)nE, pjwﬂlw)).
{Rek: Ke w00ty o) vericn I propties (D) [asp. (SDR)
& quindi (“I(qr(fw)l'd verifies I propeiesh (INF) [sisp. (NP O
da (2.3.0), (23.1) di [BA 1], applicando s del Teorema 2.3 di [BA 1], ove
3§ supponga [ = fuo =0, ¢ dallipoicsi che £ Lx Mg} 11 deduce che Bye
s:‘,xmvﬂ) nwnumlmmulauuﬂnnmmmm wvolta T'ipo-
tesi (2.1.1) G [BA 1] poiché si & gil visto che J{g) £y & che po(TinJ(2)) = 0)
al da in (3.9.6) s conclude cb:y'«wxx')r‘s.t

(B0 (1) ) 5y b

) Sia g2 By -+ |— o, oo] tale che (& Hy, ) verfichi bt propricti (/Nd)
[risp. (:1’“)]> Allora se vale ¢') pet (3.9.3) eslste f1 £ = [— oo, o] tale che
sin g fa((p %)) € da ) del Lemma 3.4 scguc che £ EXMa) e (fyme)
w proptieth (N) [dip: (UN@)]. Toicht (5, w X, v¢) vedica la
proprietd (SD&') [dsp. (D)}, o ba oma che (f, T, o 7 ) verifics la pro-
pricti SD[%] [risp. SO[R]] e da ) del Lemma 3.4 i deduce quindi indi che

proprictd SD{R] [dsp. SD].

verifica b
Se on vale ) allors, se £ & selative & (£ i, o) o) ed alla propricsd (/)
[risp. (ND)], per il Teorma 13¢) esise b (wxg)((Dx X0 B +

Sl wd! tale che h((v*l]f(:y,\.)n B = HDx Xy 0 By
quidi 1 considers

£ D)< X) P E = s, o],
e { Mo s (@ e lexad(Dx X)0 E)
! o se (1,28 (KD X) N )\ (vxaX(PXX) N E)”
risulta che

Pwx9fipexyn B) =HDxX)n B,




ST

(DXX) A Ey= (rxg) (o2 XN ],

ove Vultina eguaglianas segue dal Lemma 3.8 ¢ da (39.1). Applicando ora
I pane ¢) del Lemms 3.4 &

GAN WPy Pivilphy (Kiel (Xovod t,‘v(D:. Gips
oo Ml WD #e BIEDAE,
DxXIOE fitf g By

il che & lecito come s ¢ visto ia modo del utto analngo in 4)) s oiene che

{/-#I(q“o),-e] verifica Ia propeiceh (INU) [sisp. (INW)) ¢ perianio, visio

che ((#(D)% X) 0 E, ﬂﬁ(q'w'g-{lfsﬁ Ko wlBil oy py o) verificn b

propried (SDs") frisp. (SD=)] S,uﬁm' per (2.1.4) di [BA 1] ¢ per (39.1) s
ha che p(D)eC & p(T (L)) =0), sisulta che (£ p(D), Fa'(u'(m)v’f,(m‘ﬂ)

verifica la proprieth mnxcx x:,(m}] [risp. SD[i(K e X: K -:f.m]]
Applicasdo la 2l dati in (397) oda ucx - Ke (D)

{HeX: He D) (it endicices grazie & (39.1) come in #)) si
<he (e, D tfge, [y v ) verifen I propriec .!uwrs:c r.‘:u]]
}nsp SD[M &) H e DI]] e pectants (g, Ty, pgs 7y, ) verifiea In proprieth

D{x| [mp D).

— [0, oa] e che (g, Ty, pen ey vesifichi la pmpnm
SDX] [mp wpr.u Alloms se vale ) per (3 i ]
e che sia g = fo(y <)) € per d) del Lemma o ( Thvo)
~mﬁ=. Ia propeeth SD(K] [eisp. SO{rk]]. Poickt (B, p, ¥, 7, g} verifica Ty
(SDIF) [risp. (D], si omione che (f 1, ¢) verifies la propriesi

e alls propeierd (INW) [risp. (iZNA)], segoe che [ e Tyx Do),  {Dje
&ty v DI Hn o) Fisp vAD)E Mg 0] & A ypyxxgn b b
(80 ¢y 12 0 5, misozabile, D @.1.1) 1 [BA 1] segoe inolere
gv[c,\m(?'. ¥ (D)) = 0. Peranto (g, iy, o) verifica b propricek (INd) [tisp,

56 o vale 4 € ¢ (), & seltiva 3 (5, Ty, i, 7o, d) o8 alls proprieed
SDIX] [tisp. SD[SX]], s pud applicare ¢} del Teorema 1.3 (di cui vale lipo-
N £ (U (Y Hraf ). 2]y .o ) (v )

(ove w, & Ia topologi della semiconinuich s |— o0, oa), per cul,
come vist nells dimocarions del Teorera. 1,00, vl sher 2 (7, ) &

*_i,'
f
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gico ¢ b: ¥ = [ co, o], 8§ ba che 4 & s, [dsp. nsci]
sequenzialmente

e spazio
e ¢ solo se bt wol,7) ¢ contiona [esp.
Coomon ((U”]*’A“’:ﬂ 'Fuy VSJ'((uH) XX nE, © Pe

b ) (Y A=) 0 B (oo ]

ety ) ) =Bl ) XY Bt
Se allora s considers.
e (,@"u.]xx)ns—[_w,m],
Ko s Gl (U H)< K n B)
Je=10 e x)s((f(uﬂ.}xx) BN
\tvxw)(([UH’)xx)nﬂ,)
i ha che
!"(("x“‘v({'%ﬂ.)x&}nE,jj‘n,([H'H,)x.\‘.]ﬂE,
€ per il Lemoa 3.8 ¢ per (3.9.1) sisules che
({4 6) 0 By =t (fvl L ) 2 6) 0 2

Applicando oma la parte ) del Lemma 3.4 2

395 (r[_l‘,l"h‘.).r,",(lg‘”.}). (H‘H.‘ 'J.!,”') BiCAONIE AN N
(- Sy s F"(z,‘,w' ) M(E""H. ARAIEE
or (U =x) 0B (YB3 ) 0 B g
&‘((u )t {kex: ke .&H)l [rrex: H:“Le‘ﬂ'.l

(il che & lecito come si & visto in modo del o analogo in #) si omicoe che
(J" ) ,;(q' uH.)J .;r%") o] vesthn ks propriecd SD[{K e %




SN

Kep(U ) M [rep. SOp{Kex: Kc Wy N]J- ©m, poichi dalle iporesi
di a4 e w(Tp( UH] =0, si'ha che

() 2 2)m [:‘,u,'(“’.v(.u ) {rem: ke 'lgl'f_)},rf‘,(g”_i-r]

verifica bs proprieed (SDY) [sp. (:SD¥)] ¢ quindi (ﬁ""{‘t'y(uu » ]
veitica:la peoprieeh (ING). risp. (NG}, Sin alom D selativa
(] iy H.])‘")
4

ed alls propeieck (IN#) [risp. (1)), Allora, visto che

MDY H)) e U2

da (211) di [BA1] segue ;Il: VUD)EL, ¢ Ty (D)) = 0. Tnolre
come in b) si ouiene che By Gy Bp,): applicando infine «) del Lem s&
al dati in (3.9.8), poiché da (3.9.1) segue che y-+(D)c .«-l(r(u H.) =
sobache ey xya B, & Xy Xy A B -
bile ¢ dalta pane U < (g e Jeiop. U Fac 16l pes <ol G
verifica . proprietd :wﬂ) [risp. (eINd)].

#) St fr B s |- o0, 26] e che (fiw, 6) verifichi la propriech (/Nf)
[, (M) Allom, se g = fol(yx )/ ). per il Lemma 37 si ba che
(& g g} ¥esifica la proprictd (INY) [risp. (/NJ)}. Poiché (
verifica Ia peopeicth (504) [risp. (SDaj], si ha che (g, Ty, p
la proprieth SD[X] [dsp. SD[X]] ¢ quindi da d) del Lemma
(s T 7, 0) verdfica la propricei SDIX] [eisp. SD{K]]:

310 Osarvazione: Si noti che, s T, T, sono insiemi, (X, ¢), (Xe g}
sona spasi tapalogici, € oalgebea su 7, G, galgehea su T, y: Ty o T,
i Xy — X ed Eyc Ty X,, allora condizione necessaria ¢ sufficiente affinchi:
esista Ec T'xX tale che sia (yog) () = E, & che valga

(a0.0y Gy (el EN = £, -
Infatti & sempre vero che (\ xu) H(wxg)(Ed) 2 £y 6 5e Ec Tx X & ule che
G () B = E5(pxpB), per ool Ey = (px)(E)3
> (o) Klw el ); e quindi vale (3.10.0). Vicevera s vale (3.10.0)
basts considenute. £ = (poxg)(Eo-
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$i noti anche che, s £, €, Bl ¢ te v () = A per ogai Agn.
¢} ((#)) = B per ogni Begy, allora utilizzanda ) ¢ ) del Lemma 1.
attiene che vale (3.10.0).

: Siana T insieme, (X, g), (£ ) spasi topologici,
aalgebes s 7, i € = [0, oo) misurs, £ € <), iy lige, 0=
=lel:i xebrghx)eZ ¢ mmnl. T ke !) eT:
o g(r, %) € 2 & sequendialmente continga). Alloga. i dice

@) {2, 0, ) verifica ba propietd (C) se 18 0 2) & (TN (5 0, )=
=lie &'(I:M.nx;qns & (00 (10, g, £y X) 2 -misabile;
(& 40y ¢) vedfica b proprictl (aCf) *mﬁnhpwpnm (€ ¢ s
;em:p DNE ez & 'd(“(f(” g

B} (gps 0. 8) verifica b propeieth (aCY) se 7, Aﬁﬁ?ﬂ-#(f\ﬂu-sm-
=0 e tl(1lr 50 m.\qn E & B, ;,p,EJxX)nE‘“"“""

(g # 0, 4) verifiea la peoprieth (uCJ) e vedifica s proprieth (1CF) € ¢
:;{lx‘;g‘g)ﬂE’—“f NeZ ¥ pf(“(ﬂ b Qne')]dw’udbﬂe per

(G [risp. (1Gd)) se esiste Dek,

) (g g, g 8) vesifica I proprictk [risp.
D 15,06 e D fintt, O e he i w(TD) 0 & tlzre e
s (B e 3y bl (g ) verlfica 1 propoieh (uCH)
[tisp. (CH)] s verifica la propriesk (Cd) [eisp. (iC)] ¢ se re DA B e
.-.3(; a’)Elef(:!(Dn &y’ misurabile per ogni x @ X (ove D & relativo &

(g i g £) ¢ alla propeiecd (Cd) [risp. (CA)]).

3.12 Ossunvazions: Si not che, dalls definizione di -misursbiliti ¢ dal
fattw che se b & (W% (o)) qmisanabile segus che 1&5 M A M g)e Z &
5 papmisucabile per ogai y € Y (ove § & un insieme, J & una s-algebea
s 5, vi M= [0, co] & una misurs, (V) ), (£ {) sono spazi topologici,
AeMxBla), bt A —=Z), con le potazioni dells Definizione 3.11 sisulta:

a) (& w0, £) vetifiea |y propriesh (uCf) [I!lp. qu'm salo s veri-
Fn e pomal () [ (T et R X g ORI S
(g g8y 0 B [sisp. :(x):m,m,a)ne] rale nu 0.0 B
L] =0 [mp u(!(:.;.nnnm(x):w] o {alh »'f}v'u‘fx)] s

un. $oMospazio bile di {2, 7);

l; (¥ s &thupm‘m@m [risp. (wsCd}] se € solo se veri-
fica In propeietd (Cd) [risp. (:C)) eelativamente ad un indeme Def, D
€ 1(g 0. 0) [dsp. Dc Ka g a B} e per ogai xe X aiste S(x)et, S(x)c D




=

ke che sia u((D 0 EYS()) = 0 e [gh )1 1£5(x)] sia contennto in un
sottospazio separabile di (2,

313 Dumstiosas: Siano (1,7), (X, ), (,4) spai topolagici, € a-algebea
5 7, i € e [0, o) misurs, X €, e 8). Allom si diec che:

#) (Eyp, F 1,0, ) verifica I propriedd (iS04} [risp, (aSBa), (c£D),
(D) se per ogni fz £ — 2 take che (/. pu £) vetiichi la propriesd (Cf)
[tisp. (Cf), (Cd), (sC)] risulta che (f, 7,7, &) vesifica I propeicth
SD(x) [cisp. SD(K), SDX), DKz

#) (B, %, v, 0,0) verifics I proprieh (eSD8) [risp. (5D8), (D),
(SD')] se per ogai [+ 5~ Z tale che (f, Ty u, v, 9, £) verifichii Ja propricti
SDE) frisp. SDUKY, SDUY, SOGXI] 51 ha'che (f, g, ) veeifica I pro-
prieth (CF) [risp. (EF), (€4), (E]:

) (Ep, By, 8) verifica la peopriesh (5D [risp. (aSD¥), (D),
(S D)) e pﬂo!qu B = Z uale che {f, g ¢, 0} verifichi I proprieth (vC)
(isp. (usC), (uCH), (urCd)] sisulen che (1, T, g7, g, £} verifica | propricth
SD(%) [sisp. suus.) SDE), SDOX)]:

@) (B, 3w, 0, &) vesifica Ta proprietd (5.04) [risp. (SDd), (504,
(@SD)] 3¢ pes ognl fi B Z wale che (/, T, 7, 0, &), verifichi b pro-

pnm SD(E) (clep. SD(ek}, SD(K), SD()) o ba che (f g, &) vesiica
propried (uCf) [risp. (wiCF), (aCd). ().

3.4 ‘Tromesa: Siano (75 1), (X, @), (2 8, € p, X, & come nella Defi-
niziane 3.13. Allo
) se (B, §, %, 7, g, §) verifica Is propriced (c504) [risp. (aF0)] allora
(B, v, 0, §) verifien In propricti (¢5.04) [oisp. (8 De)l;
) se (i, p, K, v, 0, ) verifiea la propriedd (:508) [risp. (es5D8)] allora
(B, Xy v, 0, 0) verifica la proprietd (SDF) frisp. (e D8]
¢) se-vale (32.0) ¢ se (B, g, R ¥, o, &) verlfica la proprictd (¢5.Da) [risp.
(S De)] allora. (E, p, K. 7, 0, &) verifics I propeiced (e5Da) [risp. (3 Da))3
#) sc vale (3.20) ¢ se (B, p, %, v, 0,0) vecifin la propriesi (:SDF)
[risp. (SDB)) allora (B, g1, K, v, 0,8) verifien la proprietd (eSD4) [risp.
(S D)];
s fi E - Z, allota (f, T, p. v, g ©) verifica la propeieth SD(K) [disp.
SDKY) 2 5 2ol e

(BM40)  esiste (Ko tale che K. eX, K.cl(fip,0) [rsp. Kicllnf
08, WT-KI< llo+ 1y flac sy b continea [osp.
sequenzialmente contizsus] pes ogad 46 N .




=

Dissosrraziose: E del turm analoga a quells del Teorems 3.2, ove §
tenga conto che, se vale (3.20), n.ﬁ:muaimu % Fe
chiuso in ¢ risulta che fxe Bz m. weF) risp. sequenzialmente
chiwio] in ¢/p; per ogai 1GJ(f. 0.8} [sisp. t«!(aﬁmm (ove f+ E - Z)

3.15 Tronewa: Sno (7,7), (X0} spulwpqlvgn:: € aalgebra su 7.
e € m [0, oo] misura, Kc b, Betx o), All

#) se vale

(3150 HOKeX pee ogai #, KeX

s ba che, se (5, s, K v, 0} verific In proprietd (SDx) [dsp. (un.)], sisula
ehe (E, i, Ko7, g, i) verifica I propricd (:5D0¢) [risp. (ee5D]

B) se (F, w, X, v, 5) verifica la proprieek. (SD4) [sisp. (;rm)j, sivulea
che (E, i, X, 7, 0, ) verifica la proprietd (S28) [risp. (<SDB);

¢) e vale (3.15.0 s ba che, m(ﬁ,y.i.v.p]v:nﬁuhpmprﬁﬂ Da)y
}mﬁﬁmn disuka che {F, i, X, 7, o, 7) vetifica la proprieth (:5.04) [gisp.

se (B, p, ¥, v, p) vesifica I propriesi (SDF) [risp. (SDK)], risuita
che. (E.p.ﬁ- .0, f) vedlfica la proprictd (eSOF) [eisp. (S DH)].

sTRAZIONE . 4) Sia f1 E = [— o0, w3] talc che s ) verili

Dyt <] U
propienk (CF) [dﬂ’ ('CDJ Sia J'U’J f(fv-'i) [eisp. f(ﬂ-’('!mﬂ)i
Allons, pet come & definito. 1) Fe TN 1 B che o) [eisp.

stof )] non & 1a mpa\u,pam Allnupnogmliwu)ewx‘qﬂ,
tale che ] ¢of 5, i {30d  lef )], pes cui I Famvione g2 B -+ [ oo, 0]
take che

s x=x
0 e BN

o

fon & s [p, Saci): pernio, € £ 5 —» [ oo, sa] (e 1,3) soao
coul definite:

fnx s tdellNXX) 0 E
&) w ()6 (TN X)nE
—f(hx) s (e (INXX)NE
I () se (s (TN« X)n B

A=

Sl ¥ =




gisulia che

I} = ft& T x @ By fi{t, )6 [~ ooy 00] & sich. [dp. ss.ci]) = (/)

i=1,2).

verifica b propriedd (CF) [risp. (CF)

ricth (ANT) [risp. (NF)] (=1, 2). Qui

D] [risp. SD{E]] (=1,
ek,

Dialtra parse, visw che (f,
sisulta che (), pn g) verificd I
iy T, pu 7, ) verifica b proprieti
caistono (KD, ae, (K])uq tali che K]

WTSKY<in 41y, p(TNK,

<Afns 1y

Slise 0y BSl (K Xy v S8 s frisp, ssioi]

Az xy0 B=—Alige Xy ¥t s [, sacal.
Basta ona considerare K, = Ki,,, " K., (weN) ¢ utiliszare (315.0) per
concludere.

1) S f: Es - SRR o
D) g DGR T o e o (1 T e e o T
7o) vesficana b propriest SOR] [asp. S]] o quindi (f
(. 0) verificino In proprieth (INF) [rlsp. (HINF)). Pestanto, se I(f} e
£,() samo tali che

IS L) =(reT: xe e fltx)e[—re, o0) & s [tisp. sl
LD = {te T: xe By oo flh X € =0, o] & 5.8 [disp. sl

sl b che £(f) = L0N AL LD, 10D € & W TS LD T L) =0,
a0 8 & 8D, 200 r prmiambile e quindi (f w0}
vesifics 1s propriett (€7) [etp. (G}

¥) Sia f: E - |- o0, 0] tale che (f; m, g, ) verifichi b proprictd (Cd)
[risp. ()] ¢ sin B relativo 2 (f, i, 0. ) od & tale propricei. Sia 1(/) come
in &) e siano 200, () eo (315.0). Allars (£, w, 0) € (—/, u, p) verib-
G2 i Bropeai (TS (s (NG @ Vinsomse' D' e aope & ot
sia 4 (fy iy 6) che & (—f o g) od alli propriest (/) [risp. («Nd)] [visto
ehe rirulta che DcI(f) = L0 N L) Pesanio (fy T pyrg) & (A T,
1, ¢) verificano 1 propricth SD[X] [eisp. SO[R]] ¢ quindi udlizzando
{3.13.0) si conclude,

E £ ] tle ehe (£, 7, p, v, o ) verifichi la proprietd
SD(K) le sm.a)\ sia :m come in a) € siano £,(f), 4,(f) come in (3.15.1}.
Allors (f, Tyt 1y6) € (=7, T, py7, o) verticano fa propricss SD[%] [risp.
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SDUR]]  quindi (f 1 6) & (. o) verificna sache la proprieah (/)
[risp. (1NA)]. Pemtanto, se Dy ¢ D, somo relativi shspettivamente o (f, i, 0)
e a {—fp0) ed alla propricd SD[R] [risp. SD[X]], considkrando 1 =
= Dyx Dy, si b ehe De B O LY =T(f) per cui (f, oy ¢, 1) vedifica o
propriest. (G#) [esp. (1G)).

316, Taowaas: Se

A) (Tixh (Xig)y (£,0), (ZuL) %000 spari topologici,
S0 T, et €-n 0, o0] mibarm, KCE, KyCt, 02 2o 2, (7€), Ee D),

By fr E—~Z, fji E~Z, sono uli che f; = s/ pee ogni je/,
alloz:
) se valgano Je condizioni: (2.0.8), (22.0) ¢ s¢ (/g o, 8) verifica
proprietd, (Cd) [tisp, (¢Cid)] st ba che
GI60)  Deliet) [op Doimfuet)] € Mpxxyng ¢
(M x) ry pmmisusabile pes ogni fef,

inolire vale (2.2.3) 4 0. ) verifica la propri isp.
:-:h;;.‘g—l ese (fmal) proprictd (uCid) [sisp. (uiCd)]

3.16.1] - - il i
(&16.1) i-El;nk' il xye 2 & n[(qmnﬁ.pmmhk per ogai

(ove D & relativo a (f, g, g, €} ed alla proprietd (Ci) [riep. (A
8) se JCN, se vale almeno una delle due seguent condizioni: (22.6) ¢

(3.16:2) Fo= (0},

se le condiziont (2.2.7), (205} € s¢ (/. . g &) verifica la propeiets
(EF) Irisp. (+€)] per ogai je /. sl ba che (f, g, 0. 8 niﬁmklmmﬁ CJ’J
[risp. (:C)]: inolize se nelle ipotesi di cui sopra 5 sostimisce (3.16.2) con

3163 J= 0] e 6, & surgertiva
© 52 (/0.5 verificn I propriesh (uCF) [Fip. (iG] per ogoi jeJ, s
ba che (f, i g, £) verifica Ia propriet (nCY} [risp. (urC)];

¢) se JeN, se vale almeno una delle due condizioni (2.2.6) e (3.16,2),
se vale . condisions (227) ¢ se (f; ¢, §) veriba ba Fpl (G0 o

(G)] per ogni jef, s bu che (/e 5} verifica la propricsd (Cd) [risp.
()] inolere se nelle ipotesi. di cui sopra s sostituisce (3.16.2) con ;3.1«!)




T

e (i
che (fy e 8]

S Peie gt s (et
werifica Ia proprierd (uC) [risp. (wCA)).

Disiostazionst ) Sia D relativo 2 (f, s, 0 e alla propeiett (C#)
|

[sisp. (1C)). Poicht vale (20.5) si ba, comé nella dimosirazione di 4). del
Teorems 2.0, che

Deltha et d) [ Deltosed) cNlsne &)
Daltra parte da a) del Teorema 2.2 applicata a 2, (D% X) A B si ricava che
Hlepsxyn B & €23 n iy frmisumbile per ogni fe /. Se inalre

Uopoo b) vt I piopich ) (s (G bt spplicae o) 4
Teorema 2.2 1 D, (D% X) 1 E per ottenere (316.1).

B Siano F(f) = F(7, o ©) [tepe 100} = 405, fo g 8] € 1) = Ifju 0 &)
[eisp. 7(f,) = 15, £, 0. &)] pec ogni & J. Da (22.7) segue (20.3) ¢ da (2.0.3)
€ (20.5) segue, come nells dimostrazione di B) del Teorema 20, che [{f) =
= [1/(f}), Pertanto, vistn che fc N, rsults che [(f)et, p(TI{f)=10.

et
Utilizzando o (22.7) ¢ sispettivamente: per #) del Teorerma 2.2 applicato a
1), (N X)n E se vale (22.6), per il Corollirio 2.3 spplicato 3 /(f),
()< X) 0 E se vale (3162) o se vale (316.3), si otiene che

Hunxxyng & My nx X) n Emissmbile
el B (e Z & "ffﬁl(,'m o m,-mhuﬂlﬂk per ogai xE X,
) Sin D, relativa a (f;, 5, 0,4, ed alls propriees (C) [!!)P (.mm
(Fe ). Da (2:2.7) segue (20.3) ¢ u- (2.0.3) segue, come nella dimor

20U 020 3010, sp J(t»fv«'ﬁ»
)31 P Pestanio basis considerses 2 (1D, ¥ifto che

& §) el Teorema 2.0, <he 1L/, 00
it
s
JEN 6 ha che De €, a(TD) 0 ¢, rencado conto di (22.7) ¢ rapettiva-
mente: pec #) del Teorema 22 spplicato n B, (Dx X)) E se vale (2.26),
per il Cotollatio 2.3 applicate a B, (DX X) A B se vale (3162) o ¢ vale
(3163), o auicne che ffipo vy B & EX 8D« ) miombile
IEDDE S NCE & b(e] . ymisunbie per ogai xe X,

3.7 Osmmvamoss: S noth che, se B, Z, Z, sono
() ¢ se & das una famiglia di applicazioni | Jej) ulk che
i sin (V07 (/i) v O pec ogni e £ allors esiree fz E— T (hpf, —Hof

per ogoi j& /. (Basta infarti considerare ﬂa)r__[}n;l(l/,;f);) per opni ¢ e E).

0: Z—Z,

- sl I
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318 Teowssn: Valga A) del Lemma 316, Allors:
a) @) se JoN, se valgono le condizioni (2.0.3), (20.5), (22.0), (2.5.0),
si ba che, v (B, p, 3, v, 8) verfica la proprict (rID-} feiep- er'FD')l
per ogni o, dsuba che anche (5, u, X, 7,0, &) verifica la propiictd (cS)
[eisp. (e5)]3
&) w2, olre alle ipotest di @), vale anche In condirione (22.3) i ha
dlie, s (E, gy %0 7, g0 3) verlfica la proprietd (S20) [elsp. (S D)) pec ogal
Jef. risulta che anche (B, g, K., ¢, £) verifica a propries (06} [risp.
(@S0)]:
B ) te JEN, 16 e (1, o6 vale slmeon una delle due condision

(226) ¢ (3462), s valgoso le condisioni (208), (227), & ha che, ¢

(22 Kot p b vein W perles (SO [, (aSOV] p ol f21,

e che anche (5, u, X, v, ¢, t) vesifica I propricta (5.08) [risp. (‘k“”)l

) se nelle fpotest di i) si sostirisee (3.16:2) eon (3.16.3) si bha che,

se (E,p, K., 0.%) verifica la proprictd (e50d) [rsp. (5D8)] pee ogni

i, risul che anche (£, X, 1,0, 2) vecien Ia. propresh (S04) [asp.
(S Dd));

#) ) se JEN, s valgoao le condizioni (2.0.3), (2.0.5), (2.2.0), (25.0),

o B che, se (B, . X7, 0, &) verifica In proptiesh (:5O) [dhp. (D]

p:!upnuuj risulta che anche (B, j, %, 7, g, £) verific la propriec (¢S Da')
[risp. (5D}

#) s, oltze alle ipowesi. di #), vale anche la condizione (2.2.3) & ha
che, se (E. B By 70, §) vefica la proprietd Wﬂ’) [elsp. (S| pes
ogal fe, dsulia che ache (5, 3,1, 4,4) vecifia I propricth (S0v)
[risp. (es8 D)

) &) v JoN, = x:n-ﬂ.. se vale almeno um delle due condirioni

(226 © (3.162), s vdw-: le condizioni (2.0.5), (22.7), si ha che, s
(B, g By 1, 0, 0) verifica la propeiecs (SDF) [risp. (SDI)] pes ogni fofy
lea, che anche (£, p, X, 7, g, &) verifica la propeiend (5057 [eisp. (¢ ok
@) se nelle potesi di 1) st sostiruisce (3:16.2) con (3.16:3) si ha che,
se (B, Ryu Ty, &) verific la proprient (S047) [eisp. (§24)] per ogal
JeJ, rissla che anche (B, %, 7, 0, {) verifica la propricet (5Dd") [risp.
(@S047).

Drostnaziont: ) Sia f3 Z ale che (f, i ¢, &) verifichi 12 pro-
prietd (CF) [cigp. Alhm.uf,-n,./pumu,u,m.)my_m
ma 3.6 4 ba che rﬂe(“‘”) con D =1I{f01) [cep. D= TG f 0 )]
Siano I(f) = I{fi¢. 4] Itisp. lmfﬂ).f.rvm € lU',) l'(!np &) [risp.
-'U.)zf(ll..n I.leomue} Sin om fy = & Ia topologia

& definito I{f) per ognt 1o T\i'm P h- che of 7 [eisp-
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Hof )] pon & 1a topologin discrers. Quindi, ¢ ¢ Jy, #& TNJ(A), i ha che esi-
ston0, 0 By e et (ol ¢l g, [rsp. [k ¢ 209f)5)) @ T 2, pee ool caiste
A€g) nle ehe 1AL Z o pertant, se si considers un'applicarione
st Bor 2, e che

L) =t B)EZNA e xe BN,

isulta che g, ion & wa [siep. non & Hqucnxm]luum continua)); pertants
se si definlsce pee ogai /e J, 'applicirione 2,1 £ — Z, nel seguente modo:

St x) s (n e litNxX)0E
£ se {h e (TN X)n B

£l x) =

sisulta ehe (e T3 30 Fweg(f,%)0 Z, & continnn [risp. sequenzialmente

eontinua]) = /(f). Se jnvece je /5 Jp sin 5,6 Z, ¢ sia g E»Z, ule che

&%) = 7 per ogoi (1, x)e B

allors {16 T: x5, gty x) € Z, & continus [risp. sequensialmente: con-
tinual} = Te g & ((mr_.)y;_-mmnm Pectao per ogai j& / si ba che
€g it 0, 1) verifica b propriedd (€F) [risp. («Cf)] © 'wmd' poich (&, s,
.6 vl I proprich (S04 ey (eSDW, sl cbe (5 7>
% £ elicn I propeeat S0 T SOOI Quiods e

eonto del farto che (f) e /(f)) © di come & definita z,, =i ha che (f), r,«
v, g, &) vesifica ln propricsi SD{3,) [mp SD(rK)]; se inveee je [ Jy € se

Joae w00 i che K, e X, (K= U0+ 1) e gl w Xyn s
& continua [risp. sequensialmente continua] (nelN), nsulia che anche
Sk, x Xy & continia [sisp. sequenzislmente contines] (s N) i
quanto ¢, (¢ quindi anche 52} & la topologia banale. Pertanto anche in questo
o (fy, Ty 7,0,6) vedica b proprieth SD(X,) [sisp. SD(X,)]. Allor
per B del Teorsma 2.5 si omtiene che (f; 7. v, o, £) vesifica la proprictd
SD(X) [risp. SDUK)].

Se invece (7, i, g &) verifica la proprieth (uCf) [risp. (ueCy)] allora, per a}
del Lemma 316, le f; sopra definite (f &) verificano anche (3,16,1) con
D=1I(f) ¢ quindi © pod farc in modo cho re B*sg )€ Z, siano
e gy isorbil per ogai e X (ove g, (/e ) sonn deinie sopa).

tanto, utilizzando o il fatto che (5, i, K, v, o, (,) wesifiea ba propriedh (fJDr)
[sisp. (500)] per ogni j €/, si owiene che (g, T, g7, 0, §) verifica la p
peletd SD(X,) [tisp. SDGX,)] ¢ si procede come sop
B S - Zoule e (f T i, jvmﬁd:!hpmpnrﬂfn(l)
SD(K)). Siano f, = bef (j€]). Allors da a) del Teom
rema 2.5 scgte cbe (f 7, T, , ) veriica s proprieed SD(K,) [isp. S D{r),
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J'D(Rn}. SD('EJ)I per ogni j& /e quindi, vist che (E, p, X, £, g, &) vedifica
o (SDE) (risp. (SDH), (D), (SDA)) per ogni je ), tisulta che
U’..#»r»m vesifica la peopriesd (Cf) [risp (CF), (aC) (wrCP)] per ogni
). Udlizmndo ors ) de Lemma 316 51 ficava che (f, v 0, ) verifica la
propeedd (CF) [risp. (1€, (4CA). (iG]
£ Sia fi B Z nale che (f, p.0) verdichi n propricts (Gd) (s
(GG, Allora, -ef,-a,-;puopu;u.p.r.)dd o 10 45 1
valé (3.16.0) (ave D & selativo 2 (f, 1 ¢, £) ed alla peopricdh (G#) [sisp. (C)])
© quindi (1‘..#.: &) verifica I propricst (C4) [risp: (sCa)] per ogai j€ ).
Porinto pe ogai /& J, visto che (B, j, X, 7, &, ) veelica la propricti (5 D")
i, (S0, 1 e Cfy T . 4 ) v Pmasmm [tisp.
s.D(;s,,)} D #) del Teorenm 25 si mnw.-qumda che (f, 7, 1, 8, ) veri-

C#) [rimp.
rﬁﬁwm(ilﬁl)p«m%ﬂ-m!}vuﬂuhm w
tisp. (sG] pes ogni j ] & i procede in moda del tutto analogo @ quanto
sapra.

4) Siafi E—~Z wle che (f. 7. jo 7.p,4) vesfichi s propriess SD(K)
[risp. D), SDK), SDER]: Shano fj = Baf (€ /). Allara da o) del Teo-
rema 25 che (fi, Topt T ) verifich h propriet SD(R,) [disp.
ﬂphjef: quindi, visto che (B, g, X,, 7, ,. r.)
 (@SOF), (SDE), (S0 per o
g Uim.a.u) venficn I peoprie (G (op. /G, (1), awcfn
per ogni je /. Utilizando o ¢) del Lemma 3.16 i ticava che (f 0. 0)
verifica la. propriess (Gi) [cisp. (1C), (4G, (wC))-
3,19 Teonmun: Valga A) del Lemma 3,16 con f = {0} ¢ ove si indicherh
piti brevemente i, con . Allora:
4) 12 Rt Ky, se (relativamente a / = (03] valgono le condizion (20.5),
(@.2.7), se vale
(3.19.0)  pec ogni g: -~ Z, spphcarione non costante tale che (£t @ Ga)
verifichi 1s proprictd () [dsp. (€] riulia che g(E5)c0(2),

seque
sD(:-m. ID(SJ u)mi,)]
In propricth (:SDF) frisp.

s (E, s,(,e,c) verifia la proptieth (6SD4) [risp. (@54},
sisulta Hsrll\l:he( 72 Za) verifica pmpncd (e54) [tisp. (r;.‘FD-)]
X, 7, g, §) verifica la pro-

Bty F. T. 04 o) verifica In

pw;-'.u (D) [eisp. (5D
5e g 3, se (relativamente a f = {0)) valgons le condizioni (2.0.3),

gzn_s) (2:2.0), 3e vale

(3:19.0)  per ogni g: E — Z, spplieszione non eostnte tale che (g, T,y

) verifichi ln proprieth SD(X) [sisp. SD{(sKy)] risulea che

Ll
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verifica In propricti (<S00) [risp. (aSDB)],
wesifica s propriech (¢S.D8) [ep. (atDi:
e (2.2.3) si ha che, se (5, i,
fica la proprietk (:554) [rhp (.dv.m sisulia che anche (£, ,.,.). ot
vetifica b proprictd (:5.4) [cisp. (S D))

£) se KXy, s (relativamente a Jf — {0)) valgonn le condizioni (2.0.5),
(227), e vale

(3.19.2)  per ogni g: £ - 2, applicazione non costante tale che (g, 1, g, L)
verifichi la pm,,nm ©n [risp. (+G)] risulea che g(E)< 0(2),

#i ba che, 3¢ (F, j, K, v, £) vesifica la propriesh (e50s') [risp, (5D
shsulea che anche (5, 4, Ky, T, ¢, b Veriics Ia proprictd (e50s') cisp, (e25.Da’
inoltre se 0 & anche yurgettiva ¢ ha che, s (5, , X, v, o, §) verifica a peoprictd
(SDr) [risp. (aSDF)], tisulea che anche (E, p, Ry, 7,5, b) verifica la pro-
prietd (SDe') [risp, (506

) & Ky 5, se (wlativamente 3 J = [0)) valgono I condizioni (2.0.3),
(20.5), (22.0), s vale (3.19.1), si ha che, se (5, 5, X, 7, g, &) verifica la pro-
pricth (eSDF) [sisp. (aSD¥)], risulta che anche (B, i, Ky, 7, ¢, &) verifica
s propricti 5Dk} |n$ (€:5.Di)]; inoltre se vale anche la condizione (223)
i b che, s (B g, K, 10,0 fica la propricti. (504 [tisp. (5Dd)],
cisulta che anche (5, ,.k. o) v propric (:504) [risp. (S Dd)).

DntosTRAZION) Sia g2 £ s 2, tile che (g, s, g, &) verifichi la peo-
pricti (Cf) [cisp. (.Cf)]. S # & costante, basea considerare una qualunque
St B Z cosunte: polché (£, 4, X, 7, g, £) verifica la proprieth (<503 [risp.
(4502)] e poicht (/, u, 0, £) verifica ovviamente la propriesi (Cf) (risp. ()]
si ba che caiste (K)o tale che K, & X, u(T5K.) < 1/(a + 1) (s N) &, viso
che K Xy per ipotesi, si ha quindi che (g, Ty, g, v, o o) verfica Ja pro-
prieth r.u(a.; [risp. SD(e3,)] € (Kl & relativa a (g Ty ng fad ed
tale proprictd. Se g non & costante, per (3.19.0) dsula che g(E) © 0(Z). Per-
ranto, se 5 eum-d:ra] £ —+ Z ule che f(e) ¢4\t g(e)}) per ogni & F, 5
ia che g — fef. Pex ) del Lemma 3.16 s ba ars che

priess (€7) [tisp, (C/)] e, poiché (£ p

frisp. (xS Da)), risulta che (£, 7, , T,

SD{s5)]. Pex 4) del Teorema 2.5 si
fica I propriesi $D(X,) [risp. SD(sK)]. Se invece (g, u, g, &) vecifea la pro-
prieti (uCf) [risp. ()] & se 0 & surgettiva allora {5} 4(Z) ¢ basta pro-
exdere in modo del tutro anslogo alls seconds parte dells dimostesione di cui
sopea.

#) St gt F— 7, tale che (4, T i 7,6, ba) verifichi 1a propricia SD(%q)
[sisp. SD(sKy), SDR), SD(X)]. Se g costante & owvia che (5 0, fo)
vesifica la proprietd (C) [ritp. (/CF), (6}, (T S¢ g non & costanie,
per (JIMJ asulta che g(E)cHZ) ¢ pemanto come b «) esiste fi E - z




=i

s che g = Uoft D ) MTwszwmu hU.T}«r.g.ﬂvcnﬁn

che Uﬂ.e.n verifiea la pmpﬂui (CD lwv (D, (G, (wChl Ora,
come in ) dcl Teorema 2.0, uilizzand ke condizioni (2:0.3) ¢ (2.0.5) relative
2 f = [0}, i crtiene chie I(£ g, ) = I(g, ¢, o) [eisp- (e fi 0 &) —l(u,:.;.ar.)
IUaﬂ—lumm-f(t.fmﬂwf(-.s.v Sl Petanca, s ol applica u) del

mima 3,16 con B = /(f. 0, &) [dap. D= 1ls.f.0,8), D=1fio,2), D=
-r(,“.u]e,'-m uawmum(u.n £a) verifica la. propriedd (GF)
[esp. (€, (Co), (meCR

€) Sia g: B -2, ule che (&F-v--dwnﬁﬂlllpwwiﬁi(a’ [risp.
basta considerate uni qualinque f: £ — Z costanse:
propricik (=5D%) [fisp. (5D8)] < poicht
(. #, 8, ¢) verifica ovviamente I propricti (Cd) [risp. ()] i ba che esisic
(K)u 1l the K, X, u(‘i\i(,)qlﬂ(-T 1) (neN) e, visto che Ky
per ipotesi, sisulta che (g, Ty nits ) veniics b proprieth SD(Ko) [ssp.
SD{rEg)] € (K, & relativa 8 (g, Toy i o0 &) od o tale propeical. Se g
non & costante, per (3.19.2) risulia che £(5)c () ¢ pertanto come in ¢) esiste
Jfi b5 -+ 2 e che g=bsJ. Da r) del Lemina 3,16 segoc ota m[_u v ) veri-
fica la proprieti (Cd) [sisp. («C)] e, poichié (£ u. K, 7, {) verifica la pro-
wﬁeﬂ(r!l?p‘}[dlp [ul'D-)]-dm:.LuckU‘,Tpt 3 mipln
.w(x) isp. SD(sX)]. Applicando ¢) del Teorema 25 i ottene allora che.
(g Ty v, 0, ) verifica la proprietd SD{X,) [tisp: SOUR,)) Se invece
(8 6 0u 6o} verifica I propricel (wCd) [risp. (ueCd)] e se & surgestiva alloza
£(E) < 6(Z) ¢ basta procedere in modo del tutto snalogo alla secoada parte dells
dimostrizione di cul sopen.

) Siag: F - Z, wle che (g, T-.ﬁx.e.rdmmhpmﬁﬂ’-‘ﬂ(m
[risp. .m(mc.). SDURY, DU Se g 8 cotmme & el e (g1, 0.8
veifica la 4 (G e (), (M), QU] Se 5 o & e, pos
(3.10.1) risulta :hng(L)r@(Z):qumdl come in a) esiste f1 E — Z nale che
£=1iof, Pee b) del Teorema 2.5 =i ba che (£, 7. 7,0, £) Verifica la pro-
prictd $D(X) [risp. SDUK), m(x.)_ SD(rR)] @ pestanto, vhio che (B,

X, 7,0 8) verifica ln propriets (V) [risp. (pSDE), (5D, (@SDL)],
teuka che (/0,0 veriy s pepetal (G T (8 Gl (A
Usando o ) del. Lemma 3.16 i conclode che (5, 4, o, to) verifca In
prictd (Cd) [cisp. (G2, (WC), (weCd)].

320 Livua; Siang (rq (X, 8), (Z,8) spazi topologici, € g-algebra
s T, piz €= [0, o] misurs, K€, EetxB(g). Allors, se gz E <2, ri-
sulta che:

a) ¢ (1, Ty 1vo 0, §) verdica I propiech SD(K) o b che (s, T, py
oo 8) verifca Lu proprieth SD(X) e vale anche il vicevena nelle segucati
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ipotesi:
(B200)  a(exe)crxn,
(3.20.1) 4(('xgj_tmX)nﬁ]((.;w,)yfh Xy E Per ogal Ke &;

) se (g, T\, 4, 4, 43) vetifica I proprictd SD(X) si ha che (g T, s,
#%, 4g, ¢} verifica ln stessa propricth S.D(K) e vale anche il viceversa nelle ipo-
tesl (3:20.0) e (3.20.1);

4} se vale
(3.202) el )< ()] g, pec ogni 15T
€ % (g ,3) vesifica In propeietd (oCf) [risp.. (1CH), (wCS), (uCA)), o ba
<he (g, 4g, £ vesifica la propriess (CY) [risp. (CH), (WEJ), (€]

4) = vile
(G203 W) D)
si owiene che:

) %€ (2 p, 4p, §) verifica s propriesd (Cd) [cisp, (aCA)], si Ba che
(2 g, £) verifica I propeieth (:C) [risp. (ueCd)]:
d') se vale (3.202) € s (g, 59, &) vesifics Ja propriesk (CF) [risp.

(HEY)), 5 ha che (g, g &) verifica ba peopriesd («CF) [risp. (ueCH)]s

7} se vale (3:20.2) i bu che: (g, p, sp, 1) verifica la propeiedk () se
€ s0lo s& (£, 1p, &) vesifica fa stessa proprieth (CF);

£) e vale (3202) 51 ottiene ches

2 (g4, 0. £} verifics b propried (uCy), o ha che (g, 4,40, %) verifica la
stesta proprieta (nCf) e vale anche il viceversa nell'aliesiore ipoesi seguente:

(3.204) % J & sonospazio scpambile di (2, ) risul che & & sottospazio
sepanbile di (Z,

£) 5 (g 19, 55) verifica la propeieth (CH) si ha che (2 . og, &) veri-
fica Ia stessa proprie (Gd) ¢ wale anche il viceversa nclliporest (3.20.2);
586 (£, u 50, 48) vesifica ba proprieth (uCid), i ba che (g, w, 4, ) veri-
fies I stcssa propricti (nCd) ¢ wale anche il vicoversa nelle ipotesi (3.20.2)
o (3203,
Disosrmszone: 4) S¢ KeX ¢ nle che

Hexxxyn gt (KO0 E rsnf gy x)n £) =+ (40



i
sia contins, poiché da 4} e da ) del Tearema 1.1 di [BA 1] segoe che
B3 (g xyn B WX ke 0 £

et xyn el
disults che gfe ity gt (ﬂ"‘”“E»'(flxrﬁgxxmnﬂ)}—(zn
& continua ¢ quindi per Vequivalenzs ta /') od /%) del Teozema 1.1 &i[BA 1]
5 I che g 3y B (KR X0 B 5((f>fﬂ)f(xxX)nE”-(z £
continua. Vicevena, e valgono (3.20.0) e (3.30.1), allors in ;3,3)5);1 possonc
nvertize tane le inclusioni ¢ pertanto se KK & nle

Hoxwx) 0 g (K2 X0 E (20l gee xyn £) = (9

fit sequenzialmente contint n,-nhmndadiumulleqmlmuw,r)ed
,f*; del Teorema 1.1 di [BA1], &3 ol

Hixnyn gt WK X0 E, Gl ) n B) = (5

& continua,
#) Sc KeX ¢ ule che

i iy B (K00 E, (e 3y )+ (4 7)

sia continua, teoendo conto del fatto che £e i per 4) del Teorema 11 di
[BA1], dika che gleie, vy it ((xxx;na(nm)ﬁxx.nna)"
<= (Z,£) & continua. Viceversa, se valgono (3:20.0) € (320.1), tenendo

di (3.205) (che vale per ogni Ke % pe o) ¢ d) del Teorema 1.1 a.mnn,
pee ogai Ke X dsulta che (o100 m 22 = 50l 3yn ) ©
dialics parte dalequivalesza tra ') ed %) del Teotema 11 di [BA1] ¢
Key segve che gl 3y m gt ((RXAD0 B A0k gy 1))
~(Z,8) & continua se & salo s

By g (K X0 B e i 3y o0 B (4 2)
& continua, per cu si conclude.

&) Pee (3.20.2), per ) del Teorema 1.1 di [BA 1] & per l'equivalena
15 /') ed f7) del Teorsma 1.1 di [BA1), sc te 751 b che e (B o) e
= 2lh, %) £ (2, ) & sequenzilmente contions 5= ¢ solo se & (K, () )
gl %) € (Z,8) & continua e quindi (1, £ g. £) = fz, sp, £); inoltre da [BA 1]




e
(#) del Teorema 1.1) segue che s 3¢, da cui 8(i) 238(g) € che 35, da cul
risclta che se § & sepacabile in (7, 20) allom § & sepasabile anche ia {2, )
pertanto si. conclude,
) S b che s{of 33 () per ognl #8 T (cfr, d) del Teorera 1.1
di [BA1]) ¢ dall'equivalenza tra /7) ed f7) del Teosema 1.1 di [BA 1] se
seT dila che % (B lpf ) 130 X} (2,2) & comtinus se ¢ solo se
xe (Hiof ) -4tk %) (Z.0) & sequenzinlmento continun; pescanto
o ) M0 )

& s conclude per quanto siguseda o). Se inaltre vale (3.20.2) si ba el
g ) = Hng g2

< quindi vale anche d).

#) Paicht vake (3.20.2), poiché si ha che 1(of ) ()] 5, per ognie T
(cir. 4) del Teorema 1,1 di [BA 1) € per I'equivalenza tra ) ed /7) del Teo-
rema 1.1 i [BA 1], si ostiene che & (B, ()] ) =20 %) & (£, 48} & con-
tinus se e solo s xe (B, (o)) )= alh ¥ e (Z.0) & continga ¢ quindi
Heor, =g, ) da cui la tesi.

/) La prima parce dells sl segue tenendo coato di ¢) ¢ del fatio cbe,
poiché 5t 3¢ (cfr. 4) del Tearema 1.1 di [BA 1]), sl ha che se 5 & sottospazio
separabile di (7, £) allozs § & sotospazio sepaabile anche di (Z, &), La scconda
parte dells tcxi segue da ¢) ¢ dallipotesi (3.20.4).

&) Poiché per §) del Teorema 1,1 di [BA 1) si ha che £ 38, sese T &
nale ehe e (£, ()] ;) Fralt ¥) € (£, &) tia continus, allora aache

x (B, () p)reslt ) (2 8)

¢¢m\nﬂaa & pertanto I(g, s, X) /(5 10, n & i conclude per quanto rignards
prima parte della tesi, Se inoltre vale (3.20.2) allora come in ¢) sisulta che
!u 0, )= (£ 49, 3) e si conchde.
5) 1a prima pane della tesi segue da g) ¢ dal fasto che, poickk 50
(. B) del Teorema 1.1 é [BA 1]) o1 ha che se 5 & soteospasin separabile di
(2, €] allora § & sottospazia separabile anche di [, 7). 1a seconda parce della
tesi segue da g) © dall'ipotesi (3.20.4).

321 Teowmia: Sano (T, 7), (X,u), (Z8), 4, %, £ come nel Lemma 3,20,
Allora;




4) se vale (3202) € se (£, Ko v p,3) verifies 1a pmprm (#5Da)
el (6SEY, (90), (eSDE)] 5 b ehe (E, s Xy v, , &) veriica I propricth
(es5Da) [eisp. (5D, (xS D), (S D]

B) e vale (320.2) € se (B, Fo 7, §) verifics la propriedd (TDF)
[eisp. (esSDI), (S D), (S DY) 5i ba che (E, p, K, i, 4y, §) verifics Ia pro-
prict (e508) [sisp. (SDF), (S04), (DY}

) 36 valgono (3200), (3:20.1), (3.202) £ (3203) & ¢ (B, i X%, 0.8
verifica la propriedd (e25Da) [risp. (5500)] si ba che (B, p, X, v, 5g, £) veri-
fica Ia propriech (¢SDs) [ssp. (eSD0)];

) se valgone (3200), (320.1), (3202) € (3:20.3) & 5 (E, K, 1r. 10, )
verifica la propriceh (cSDF) [tisp. (eSDW)] i ha che (K, i, X, 7,g,{) verifica
I proprieth (x5b) [sisp. (S D))

) s valgone (3200), (320.0) € (320.3) ¢ % (B, i, X, 7, . {) verifica
la propeledd (S D) [risp. (o8 Dr)] si l-d:e('ejy.st.n,le.n verifia la
propricti, (5D [risp. (SDF)];

) s valgono (3.20.0), (320.1) ¢ (320.3) ¢ s (£ p, ¥, 1, g, ) verl-
fica 1a proprierh (S.DV) [risp. (SD4")] xi b che (E, p, &, v, ¢, 7} verifica ln
propeietd, (SDF) [risp. {SDA)];

£) 5= valgono (3.20.0), (320.1) e (3.202) & s¢ (£, g, K, v, 5, §) vertica

la proprieth (5Da) [risp. (SDe)], 5i ba che (E, g o rr, sm, 58) vesifica ln
stessa propeictd (¢£09) [dsp. (SO

4) e valgono (3200), (320.1) € (3.202) ¢ s (E o B 73, 1 55) et
fica s propeieth, (c5.06) (ciep. (:SD)] 5 ha che (E, w, X, 1r, 1, £) verifica la
stessa proprieh (eS.08) [gisp. (:SD)]:

7} s valgono (3:20.0) ¢ (320.1) & se (5, u, X, 17, 49, ©) verifica a pro-
pricth (<5D") [risp: (:SD¢)) si ha che (E, p, X, ir, dp, o%) verifica la stessa
propricth (5 04) [tip. (SD2)];

) s valgano (3.20.0) € (3.20.1) & se (B, 1, Ko 1v, s, #) verifica In peo-
pricth (D) [risp. (SDUY) 8 ha chie (E, . K, I, 57, &) verifica la stessa
propdctd ((SDF) [risp. (SO4)];

£) se wale (3.20.2) s oitiene che:

&) se (B p K, sv, 1, 8) "ﬂiﬁﬂlnpmplkd (¢S.DB) [risp. (58]
si ha che (E, p, K, rr, 1p, #7) verifica In stcssa propeictd (5.08) [risp. (<5 D8]
) s vale (3.20.4) e se (E, i, X, o7, sg, §) vesifica la proprieth (e50d)
lﬁx» ﬁfm)lilhd:e(ft. , 43, Jg, 42} verifica I stewa proprieti. (45.0d)
i (o5

0 lcvlk().lol)uomen:dte

se (E. s K, 7, 10, 12) verifica Ia propriet (c50s) [risp. (<§D4) si
ba <he rE e x.n %) V!dﬁu la stessa propeieti (50a) [dsp. (2500)):
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) s vale (3.204) e se (£, y, K, 51,99, ) verifics la propriesh (e5.5¢)
(5] si ba che (5, u; %, rr, 1p, &) verifics la stessa propriced (e5De)
(5D

[ri
DaiosTRazioN: ), #) Seguono entrambe d ) ¢ ¢) del Lemma 3.20,
o}, d), ), f) Sono tutee conseguenze di a) € d) del Lemma 320,
&) &) Discendono entrambe da 3}, ¢) ed £} del Lemma 3.20,
1),./) Si deducono da #), ) € &) del Lemma 3.20.
#), 1) Si onengono applicands B), ¢} ¢ 1) del Lemes 3.20.
#), 1) Sano conseguenze di ), /) ¢ 4) del Lemma 3.20.

322 Cosouiame: Sino (T,
Ablosra:

(X, g)s i1 X, & come nel Lemma 3.20.

4) te vale (3:202) ¢ se (E, p, X, o7, 1p) vesifica I proprieth (SDa) [risp.
(in‘)f)] si ba che (5, g, X, v, g) veelfica Ia proprieh (5D%) [risp. (504)];
sevale (3.20.2) € se (£, j, %, v, o) vesifica la proprictd (<5D8) [sisp.

(Jm:; si ba che (£, , %, v, sg) verifica la proprieed (520 [sisp. (SD¥)]
¢} se valgono (3200}, (320.1) ¢ (3.203) [risp. s valgono (3.20.0),
(3201}, (3202) ¢ (3.20.3)] € 8¢ (£, %1, ¢} verifica a propsiceh (:504)
[risp. (x54)] si ha che (I, , X, 17, ) vesifica a propriesh (S D) risp. (SD5)];
d) sc walgono (3200), (3.20.1) ¢ (3.20.3) [sisp. se valgono (3.20.0),
@20.1), (3202) e (320.3)] & se (E, p, &.v, #) verifica Ia propaiesh (SDF)
[rlep. (SDI) s b che (£, it %7, o) verifca I proprieek (:S08) [rip. (5 DH}

Divosaazions: Se a, & la topologia della temicontinuitd. inferiore u
[ e o], come vt ncla dimcstzane del Toooema L201) s ches

te (¥ 9) & oo sptzly opologien ¢ 41 Y [ oo s, b che b & s
[risp. s.et] se e solo se Bt (¥, ) — ([— <, o0], w,) & continna [rsp. sequen-
ahLmnn: Y ik N O ch B{a,) = B(5). Permnto,
1€ (5, ) & uno spazia twpologico, X aalgebra s 5, v: & — [0, o] misurs,
KoM, DEMoxBla), st ba che (D, K, 8, o) verifica b Pauwﬂ (D)
[nrp. (‘Dn (DR, (SDF), (:SDa), ('), (5D, (5D8)] se e solo s
) verifici la propeietd (D) [citp. (50a, (5D, (SDF),
(n!D-)A ruma') (S DiY, (a5 D). Allora a, b, ¢), 1) e G
mente da 2), da ), da ) ed 4). da o) ed ) del Teorema 3.

4) 8i noti che le iporesi (3.20.), (3201 ¢ {3202)
pre verificate (cle. (BA 1], Esempi 1.3, 1.2.0)). Per uaa discus-
sione pifh ampis .ull‘ugnmnm si puix vedere anche [F 1] (Esempio 1.8, Pro-
posizionc 19, Fsempio 1.11) ¢ [F 2] (Proposirione 5.2, Proposizione 5.8),
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#) $i not che anche Vipotesi (3.20.3) non & sempee verificats, come
mowns Lesempio J.Ht)e:hdlhnpanewmmlpsamla!u: (X, &)
con g i € con B{p) m Bre), come & vede con I'Esempio 324

9 s-mulnﬁnz:lmlipms:(amutvniﬁmmd-mw
topalagici (X, 8) con o+ so (v. Esempi 3.24.¢) c #)); ma che, m:ume
ipotesi & venficata da (X, g), 000 & dettn che, se A ¢ X, un insicme @
rabile che sia denso in (A, af ) tis deaso aache in (A, (g 4) (v Bwn—
plo 324 8)

324 Esesrri; o) Siano X = R e g (o< Re Rt bl pid somerabile) U
w{9). Allass in (X, ¢ sola le successioni cosuanti
& quindi 1y = =, 51 ba he (X, g) non verifics Is condisione. (3.20.3) mentre
verifica Ia condizione (3.204).

Tnfuth () = o U (BcR: B al pit numensbile), mentre B(s) = 2% ¢
inoltre § & sottospazio separabile di (R, g) e  solo se § & al pik numenbile
© cosl accade anche per (R, x).

B) Sia X spatio di Hilbers scparabile ¢ di dimensione infinks su R,
= #(X). Allors per [BA 1} (Excmpio 124)) rialen che 1o 4 g S ba pesd
che (X, g) verifien entrambe le coadizioni (3.20.3) ¢ (3.20.4).

Teon gl ot o o & chiom i mCH) et 21 u(-(x»
quindi anche ugni sfers aperta, come unione
e .a(-(x)j Terunio am()q) a(:(m)e d’lluu pm: wd.e x(m ea
di intorni, per #) del Teorema 1.1 di [BA 1) si ha che
Y 3G) < i #EY D SN, e

B((0) = Wen( X)) = (X))

Mupnm(X;()Q)&mnw:mbkblmmmhﬂcrﬁapﬂl
uini ogai 0 sotopanic & 1 base eumerblle i apen ¢ prant epur-
Sik. D'uem pare sUNC M0 E 05 prack sl che o socokmiene
5 di X & sattospario separshile sia di (X, w{X)) cho di (X, m{X)).
Infine, se si considees A = (Vi T 1 £t n€N}U (0], ove lo,t 4EN) &
un sistems ONC. in X, risulta che

Wi TeneNy = (AT TR e 0c[WrT Trrach)

(cfr. Esempio 1,24) di [BA1]) e pertaato {ya 10z neN} & denso in
(A, 2 (X)) & nan & denso in. (4, (XD 4).

325 Trowna: Sano (1.1, (X, ) wnw opologici, € oulgebra
s 7, p2 €= [0, oo} misurs, Xc €, HelxB) ¢ £ sis metrizzabile ¢ sepa-
rabile. Allom:




4) s vale
(3250) 1K, e per ogai (K.), . nle che K, & X per ogal seN
i

e gF X, vy0,0) verifica la proprietd. (e5.0a) frisp. (aDs)], risulta che
(B o, %o v, 0, £} verifica la stessa proprieth (5Da) [tisp. (S Da))3

B e X, v, 0, 0) verifica la propriceh (5.204) [sisp. (DB, wi-
sulta che (E, p, K, .0, ) verifica la stessa propriedd (SDb) [risp. (S DB]:

¢} s vale (325.0) € 56 (E,p, K, v, ) Verifica a propriceh (504)
[eisp. (S Da)], dsulta che (B, o, K, 7, g £) verifica I stcssa propeictd (<50s")
[tisp. (w:5Da')];

&) s (B Xurog.n) vedifica la proprieh (SDF) [rip. (@SDFY,
risultn che (5, i, X, 1, ¢, §) veribica la stesea propriced (D) [cisp. (S DI

Divosruazione:. Pee [K] (Cap. 4, Teorema 16) aistonn 2 sossospazio
topoligice di RN ¢ #h: Z —- 2 emeomosismo. S or p: B -+ R I proie-
z‘m sull'mw-simo farwre di R¥ (weN). Per concludere basta provare che si

no spplicare tispetiivamente '), ), ¢'), &) del Teorema 318 a (T, 1),
Xon rz.:) (Zur bk b i Ry By Pus®, B (welN), ove (Zailod =
= (R, 1) & X, = X per ogni mwé N. Si ha che.

(3251) ¢ & Ia ropologis inkrisle delle 3, rispetio alle po® (weN).

Tnfatt [p21(A): A€n, meN] & uaa sottobuse di aperti per B topologia

aica di WY pertano [p(A)N 2t Aey, meN} & una souvbase di

e B By i 2 o R vl 0 B T
ora il fatto che @ & Un omeomorfiama s otticne che

{paoy 1A = (paf o) (A=

U ] 2 HAD = BT AN Z): Ay, meN)
& una sotobase di aperti per Z ¢ perunto vale (3.25.1). Om, tenendo conso
del fareo che £ = { ¢ o = n per #) del Teorema 1.4 di [BA 1] & del fatio che
£ & a buse mumensbile di sperd csendo metsizabile ¢ sepanabile, da (3.25.1)

seguono (2.0.3), (205), (22.0), (226}, (227) e inelire (25.0) & conseguenza
di (3:25.0), pex cui si conclude

326 Teomsux: Siano (7, ) (Xie), (Z.4) spasi wopologiel, € galgebrs

u T, ot € —= [0, oo misum, Ko €, BeLxBo) e

(3.26.0)  esistano Xy ol pii numersbile, Xoo X, 796 £ con p(T 1Y =0
ali che Ko B, = B [dep. XoE" = E)") pec ogni te V.




==

Allona, se (Cx X)NVE, Bl (KeXs Ke €, t]s 6. 2y verifica la pro-
piicul (/5Ds) frisp. (eSDa)] pet ogal &€ con p(TNC)=0 & pet opal
We Z ule che o sia sepazabik, 6 ha che (£, K, 7, g, ) verifica ke pro-
prietk (50x%) e (5D [tisp. (D) e (aSDe)]-

Discossnarione: Poicht da 1) del Teorema 3.14 segue ovviamente che

¢) werifica 1a proprieth (50¢) [sitp. (csSD¢)] allors (E "
) eribe a prapeieh (FD0) [P, (D], basa wire che (E,
., ,4) verifica la propricth (SDF) [rip, (5D,

Su,’ f'--Zu]::hEUm.f.Z) verifichi la proprieti (uCd) [risp. (G
e.sia D selitlvo & (f, o s 5} ¢d 8 fale proprietd. Allaca per ogni x € X esiste
7‘(;:):0!'\ T e che T(xe 4, p(PT(x}) = 0 ¢ lsT(x)nE‘-nﬂl Ml

ha raago comenuto in A(), sotiospazis sepamsbile di (2 {). Quindi, se
T (1 709, of bn cbe T, afT\T) =0 por ogné xe X, nsla che

() 16 T B} AGs). Pestango U Ute): re T Bl e A, e
& sepansbile ¢, s A= UA(x}.lihlduAéwpmhdec

QU ieTnEea.

Taoltte, s¢ (1, 36 (I'x X) N E, visto che T'c TV e per (3260), esistono
(F, ) insieme dircito & %, 6 Xo £y (je ) wll ehe limx, = in g [dip.
in sg]: allors re T/ B pec ogni jel, per eul floye A pet ogai el
ed inoltre, visto che 772 DI/, 0. 5) [eisp- T(D([{;.[g,f)}, risulea che
lg-j(.«.:-fu.x)nzlm in T, ove s tenga conto delliequivalenza
) ed f7 wumlumew.;‘(’x)um Allos
j((i"'t.nne): & sepamabile. Utitizzaodo esi sulla wesifica
lla. proprictd (IJ'D') Irsp. (x5Da)] pes ((PNOHE- &Il'(t[ yp {KeX:
K T, 3, u. ¢f.4) s ontiene che (ffocxyn B2 T iliefye tlre e
4 4) verifica 1 propriett SD((Ka X: Kc T) [dp. SOG(K « K: Ke T
& quindi, siccome 7" < £, p(TT) =0, 31 ba che (f, 7, py 1, 0,8) verifin b
plovplied SDE) [risp. SPUX)L
327 Owmavamost: o) $i noti che la stessa idea usaw all'inizio della dimo-
strazione del. Tearema 325 ema gib compansa in [Ca 1] (Teorems 3.1).
#) Si noti che, s (1,7), txg)mnnwimpobjn [M!;nhnmr
i €= [0, o) misura, Ee €3 8p), allosa pﬂmnquwmnk
kose (3.26.0) & implicata dalla seguente condizl
(B270)  (Xog) & sepambile ed giste TVEL con p(INTY =0 ule che
pet ogni e T% esises A(f) =g per cui A()c £, AW
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maturalmente, se in (3:27.0) si sostituisce p con sg 5 ortiene [analogs eondizinne
che impliea Ia parte scquenziale della eondizione (3.26.0),

Se vale (327.0) ¢ se s considera X, 4l pibs numerabile, X, ¢ X ule che
X=X allors per ogai re TV, essenda A(f) ep, tisilis che X, 0 AGY 3
> A(1) ¢ pertanto, vista che A(r) B, = FAGY, risuha che

xn

o AU 2 AT 2 B,

& quindi X, A Ey = EF.

328 Owmvazot: ¢) Si noti che, se (£,4) & vno spazio o,
contiouano 4 valeee il Lemma 2.0 ed i Teoremi 2.1, 2.3 ¢ 2.4 di [BA 1] anche
sc 5 sostitulscono ad [, fiy. 7% 73, (243), (244) rispestivamenie le apphi-
cazioni g2 E 2 g

P e T: x6 F, = glt, ¥)& 2 & continua [risp, sequenzislmente continual}

D= e T e (B, ) g (o 1) 2 & continns

[risp. sequenzialoente continual} (e F. s e J)

e le- condizioni segicar
a (g T pr0,8) verifica I propried SD{K) [risp. SD(X)]»,

a(g 0, &) verifica ks propricth SD(X,) [isp. SO, )]
per ogai 7€ 7, j& Jo.

Le dimostexsionl fimangano le siesse (con le ovrie sostiruzion di «sci
wsschy <on « coadinans, « s s & degl
insicmi del 1ipo Ja, oa] (con w [ o, ool) con insiemi A e [risp. A e5i]).

lnslire, tenendo conto dell Osscevazione 133.), il Teorema 2.4 di [BA1]
inua. & valere con le sosituzioni di cui sopra ¢ con le olterior sostiturini
i (242), "'J(h‘ ) & [KeX: Ko P Flirs, (24.6) fspettivamente

con (1.33.0), {1.33.1), {1.33.2).

#) Tenendo conto dell'Osservazione #) & con una dimesteasions del tutto
amlogs . quella fata nel Lemma 3.4 s pub dimosrare anche il segucnte
lemma, che pesmette (insieme al Lemma 3,30 ¢ tenendo conto dell'Osserva-
zioge 3.12) di ouenere risultati analoghi a qoclli visti pei . 3.6 ¢ 3.5
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329 Lessea: Valga A) del Lemma 34 ¢ sis (2,) spasio topologicn.
Inoltre tiano g1 5 - Z, g, 15, » £ ol che g = go{(rwdl s, ) per ogni
‘al, jo]. Allom:

) s Eetx®p), se valgono le condizioni (2.1.0), (23.0), (23.1) &i
BA1, w(,g;;.p.n“ﬂfenllmdkmetcﬂ [tisp. (1G] € D & ela-
tivo & (2, ¢, £) od 3 tale proprice, s

(3290)  Ej e tixBe), v (PYet,, v (DYl gy, 0.t [fisp. ¥ (D) c
<l g 8] € By Dy )0 B,

mxm)["‘-z(mlx‘)nau—mmnbﬂ- per ogai ic, jel;

#) s valgono ke condisioni (24.0), 24.1) di [BA 1], s¢ vale (1330)
0.8) verificx Ia proprietk SO(X) [risp. SDEH)) 6l ha che
1 2) verifica 1 propieth (X, ) [rip. S, )] per ogai

€) s JeN, se B, 6 € 8lg) per ogni i1, jej, se valgono le con-
disioni (21.0), (2:14), (21.3), (2.34) di [BA 1], 10 vake (341) ¢ 3¢ (h..p..
oy propriesd (Cf) [risp. (C)] per ogni ied, jef, si ha
EeUxB(g) ¢ (g, 0, ) verifica la stessa propeiecs (CF) [eisp. (€F)):

d) s Jc N, se Fet vesifica (3.4.2), se vale almeno uno dei due groppi
di condirloi ) ¢ i) del Teorema 24 di lﬂl\llﬂminl}ﬂmmu a (24.6)
di [BA1] la condizione (133.2)) ¢ e Ton b Ty 0 8) vesifica
wkr* SD(SJ) [risp. SD(,)] per. Dsn i, sibache (g T, g7y 0. )

ifica Ia propriers SO(X) [risp. SP(X)]:

O] lej(N m.r-,,s[.xmce,; pet ogni é¢ 1, ja J, se valgono le condi-
oni (2.1.0), (21.4), (21.5), (239) di [BA1], se valgono (331) & (34.3)
€ 88 (0 pis @0 §) Wesifica la proprietd (CH) [disp. (1C)] per ogmi i, f€ J,
s che & £ M) € (g, . £) Verifica I stesta propeiest () [isp. (:CA)).

330 Lusoiar Valgs A) del Lemma 3.4; siano fnoltre (2, 2) spazio topo-
logico, g: &+ 2, 5, Buy —» Z wli che g, = go{((voxw)] g, ) pes ol fel,
jeJe s Dol o i s

) se valgono le segoenti condisioni
(3300)  yA)EE, peroged A€t e per ognl fo f
(3:30.0)  pu (A =0 per ogni A €L percui p(A)=0 ¢ per ogni fed
¢ s Tk

(33032)  Det e per ogni v X esisie Dix)et, Djc D B, ule che
sia (D v B D()) == 0 & {g{r, ): te D(x)} sia contenuto in
un o separabile di (2,0,




47—
si bha che vale

(3303)  wMD)et, (fel) e per ogni ic/, je] e per ogni ye X, esiste
D)€ B Dy (3)6 wi (D) 0 (B, tale che sia g {(y7 (D)
D) = 0 < i, 16D, (7)) sia cotenuto in

un sottospazio separabile di (2,

#) se valgono le seguentl condiziont
(3:304) 7@ sl pit nomenabile, X = [} (X)),
(330.5)  p(A)eC per ogni Agt, e per ogni ia/,
(3306)  wi'(wdD)) = A pes ogai A, e per ogni ied,
(3307)  puA) =0 per ogni Aet ule che esitmna Biet; Gel) per cul
¥ (e b, e pdB) =0 (iek)

e se vale (3.30.3), si ha che vale (3.30.2).

Disosraamone: 4) Valgano (330.0), (330.1) e (1302). Da (330.0) e
:m farmo ehe D e € segue che v (D)€, per ogai i« L. §i provesk om (3.30.3)

A0 = v (Dl () (r€X,, ieh fe ). Siano 15!(5]: gE

n D, g
M\m- d (3 mﬂj(c dal fatro che D{y,(n))e € segue che v '(Blp,0N) et
Risults incltre che

(3.308) ¥4(D 0 B e DY 0 (B
Tnfati i ha che:
(309 (Er={rxn B = (e T, (node(vixal NE)

= {re Tt (p). (NS £} == & Tur wilt) L7011V
& quindi
WD OB = w D) v

Poich inoltre per (3.30:2) i b che D{y,(5))c D E¥, da (3.30.8) segue che
i (Dlo)) e v DI E,
Da (3.30.8) si deduce anch che

(X2 EIP i (PEN) = sl (2 0 B v (D)) =
=y (D O B D) =0,

(EPi) = D) N (B

ove Tultima eguaglianza & conseguenza di (3.30.1) ¢ di (3.30.2).
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Risulta infine che

{8,071 2 € v (Dl 0]} & contenuto in un eomaspasio separabile di (2,5) .
Infard e 7 '(Dg, ) s € solo s y )£ Dlgi(r) & visto che godny) =
=40}, i), cisulen che
{gutn)s re DM =
= {alye). piln)): 7€ Ty per i wr)e Dy )} fa(s wil): = DO},
ave Pultimo insieme & contenuto in un sottospuzio separsbile di (7, 1) per
(um

Valgano (3.30.4), (3.305), (3306), (3.307) e (330.3). Per (3.304) &
a:-m siula che D~ U y (s {DA . Per (3304, per ogai e X e

soao f. €/ € 1.8 X, il che #uL7a = x. Si proverd allon (1.302) con
D)= U (D (1)) (veX). Sia xeX. Poicht per (3303) si ha che

b

Dy ()€ 8, per ogni ic T, da (3.30.5) segue che p, (D, (7)€L per ogni

del e quindi per (3.30.4) 6 ba che U w(D,, (p))et. Tnoltre, visto che
b

D (rdewi (D) N (E,) (e l) per (3.30.3) ¢ visto che da (3.30.9) segue
BI0A0) (DI (B = v (D) Ny BT =
=y DA EN =y DN EY) (1

sisula che

D dep BBy (i)
© quindi

V(P )= DNE (el
da cui

YDt D .

Risulta anche che
G0 g {On (U PN 57 (2 0B D) =
=9 DN B (0o O DOEND, ) e s

ove per Faltima cgusglianza i & temuto conto di (3.30.6).
Om, tencndo conto di (3.30.10) e di (3.303), rimila che

BOTHDAETND,, (1))=0 per ogal ial
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& pertanta da (130.11) e da (3.30.7) segue che

w2 EY (D)) =0

Risulta infine che
Jatr.9: 26U w100 & contemnts i wn soraspasio separbile di (2,8)-
Infatri per ogni ngu ¥il(Dig(0)) esistono iyed & e, (1) nliche
Vo) = 1 & quindi
500 x) =
pee cul

Ledvr )= (et %9, E,. '.‘a(f. ARSI S A

[ate. 2 re PN U lentrdese D)

che & contenuto in un sottospazio separbile di (Z &) per (3.30.3) ¢ (3304,

§ 4 - Barexsiont pee Teomsaa 1 Sconza-Diacost
40 Lessan: Siano € malgebra su T, s €= [0, oo] misura mp]m
(X, d) spazio preudo-metrico e separabile, v.).:n(r,), Net, j(Nyw=
Ze WXy B wle che J, s chieo in x,fp per ogni te . \Ilora
TetxBr).

Drsastrazons: $ia {v. ne N} denso in (X, 7). Allors:

= (-[;_E‘[[P.{rn[fr.f,(x“ (e + DY))] 5 I;fm+]}]]}n£.

B infuti ovvia Ih\:l\um M prlmn m\sm ncl smandu Sia ora (1, )€
e BNy dix, 1) e quindi (4, ¥)¢
[pr,{m(u\ 1> i u(zc.-. 1 I))J]]]‘(f,{x_, U(Zlu,+ 1})) per ogai ne N,

4.1 Toommin: Siano (T,7), (X.¢) spud topologici, © ealgebra su 7.
£38(1), p: €= [0, oo] misors, E'w ExBg), Kc L. Allors:

S5 L) se uno almeno ta (Tor) & (X, o) &2 base namenbile di apenl, s ha

che (£, p, X, 7, g) verifica Ia propricsh (SDb);

B sep ko te eslste um preudo-metrica & su X tale che sia
¢= v, ¢ s¢ ¢ & separshile, sisulta che (5, s, X, 1, g} verifica Ia propricsh (SDF).

piosTRAZIONE:  Sia 0, 00] nale che [f; T 7. ¢) vesifichi
I p-vp-ma (] o v (xg,x e e Koty TR < Yn &




= =

K % Xy 0 e pes ogi naN. Allora 1(f, )2 K, u(r\(ux,])a

<,(r\x,)<1;(-+|; per ogni weN, da cul p(r\(dx]}-u Se o
wef—oo, o] si

(ﬂ((ix_Jxx)nelf'U*‘ﬁ--ﬂ =Ullxxcx)n B (Eoned®
et
i quanto per ogal w N sinlin che (o 3y 271 eo D & chiuia
ia (I){g)"(x.xmnf c quindi & interserioac di (K, Xy Ee Lx3()
con un insicme chivsa in rxp € pertnto in Blrx0g) = M) Bip) < €% Ko,
mdtmmdilh\l] (Teorema 1.8.4)) ¢ del farzo che sia nelle jpo-
che uno almeno tra (7,7) € (X, g) & &

Se vale 4) i ba bt e considemnd D= | K.

Se vale 1y, raosnid conto dell completsaaa ci o ¢ el o chs T(f ) 3
SU K., deules che 10/ 0) € & WTNI(u o) = 0 et
b che

Ul ey M=ol = (1 g X)) oo
ultse ([.'U,.:\(yu K)) < X) B fn x}<.}nxa(.),

in quanto il primo dei due insiemi coasiderati & in £ B(g) per quanto git
dimostrato sopea ¢ per provare che il secondo & in £33(s) basta wtilizzare
il Lemma 4.0,

4.2 Tronmsa: Sm:u (T, 7). (X ), (£ ) spasi topologici, L a-algebra
su T, E3(r), we B [0, eo] misurs, B e CxBp), Kol Allon, se vil-
gﬂmhlpwlzd.\p)[ntp di )] del Tearema 4.1, 5 ha che (£, i, K, 1, 0, )
verifica la propriets (sSDW) [dsp. (4SDF)]. Se inolze vale almeoa una delle
doe wgueati condizionis

i) K £= & sorospazio separabile di (7, 7) per ogni e X ¢ per ogai
Kedk;
i) KA B & compaua in v per ogni xe X ¢ per ogl KeX ¢ (Z,8)
& pecudo-metzizzabie,
si ha anche che (B, u, X, 1, g, ) verifica s proprietd (oSO} [esp. (+S24)).

Disostraziose: Sia g1 B — Z nile che (g T, 7, ¢: ) verifichi la pro-
S s e e
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coatinua per ogal neN. Allom come nella dimostazione del Teorema 4.1
b che

e 2UKe n(TN(UE))=0 < (o 1) x)  B) D% 300
2

pes ogal A chinso fn 2. Toolre considerindo [ | K, s¢ valgono le lpotes

i ) del Teorema 4.1 d uilizzando il Lemma 40" valgoas le iporesi di B}
del Tentema 4.1 i conclude per quanta riguacds la verifics delle propeieeh
(SDW) ¢ (SDW). Pee provare I seconds pane dells tesi, si pud notare che
5 A1) R ()0 7 L) e i compa)
in ¢ per ogni xe X, ne N in quanto K, 0 E* & separabile [risp. enmpauo]
I8 e gl 3y g5 & contioua (e X, o€ N). Pertant in ogm cxso sisulia
che (5(4, 3): {e K, (0 E) & sepanibile (xe X, neN), poiche se vale i) s
ha che (Z,0) @ preado-metrizzabile; quindi & sepaabile anche (4, x): 1€
e(Ux)nE).

43 Leswa: Sia (X, p) spario topologico a base numerabile di aperii.
Allara esistono un insieme @ numerbile, i cui elementi sono Fanzioni g1 X =
== [0, ool 5.c.., ed una funzione 3 [0, 0] -= [ oo, =] continua e crescente
ali che, se 7'& un indeme, Ec Tx X, fz B - (—ca, co], x6 By f(f ) €
&[—on, o] & s.ci. per opai £& T, i abbia

S =c|s:_pwmz.,mj per ogni (4, e E,
ove A= {te T+ f{1, )=3(s)) pee ool y& E} pee ogoi y e .
Disosrwazione: Siano Al base numersbile di aperti per g e
= {zpt Ue, keQn [0 oo
Allacs, se D X, g: D [0, oo] & 8., 8 ha clie
(430 £==plo/p: 9e? g/p<al.

Tnfatti il primo mebea & avviamente non inferior ol secondo; vicevera se
xeD & nle che () >0 € co R, & tale che ¢ < g(v) i consideri ke Q al
che e k< g(x) ¢ el ule che xel'n De{ye Dt k=g eclp (i
& simma ke (0. 0c U} b uns base ol erd p:((lJ, of p)): Allors
Gyl =< kzo6® € kyolx) =& ¢ peranto vale (4.3

Sia ora B [— oo, eo] = [0, eo] tale che B(y) =& k_;s B(— o) =0,
B{oe) = co. Poiché § ¢ continua ¢ crescenie, 51 ba che x & 6, vr (/)4 5) €

1




=
&[0, 05] & 3. per ogai £& 7' ¢ quindi da (43,0 segue che
e )=
= up () b, wlr)< (0f)7y) per ogni ye B} per ogri (hx}e B
¢ pertanto se { = -1 disula che
0,3 = sop (o0 pa B, (Gop)) <0 p) pes opmi yE B
per ogal (Lx)e B

& tencndo conto del faico che
{pe®: Copd)<S() per ogni ye E) = [pe®: ie A} per ogni re T
i ottiene la tesi.
44 Lusma: Siano € ealgebs su r(x;)qgﬂompdn@m-h:
apertl, EelxBg), [ E}_‘(—m.ml che xe B

rumenbile di
!(-‘A“)ﬁl—w,wluul- per ogni o
ukmmddkhqnmmddﬂi

a) aiste X, numerabile, X, ¢ X tale che — T per ogni
teT, ieEr H](l,:.‘]si—w, es] Lth.-mmnhI:punm xeXexeE
-+ f{r, %) & [ oo, 00] & continua per ogni re T

B (X, infano, u: €+ [0, eo] mi pleta, [ & (£ D)) pent

si'hn che A, €€ per ogni g ®, ove A, (g€ ®), @ ¢ [ 1000 come nel Lem- (!
43, ‘ll
Distosrasions S¢ vale &) siano pe®, ¥e X o '
A= B 6922}V (TNEY. i
Poiche /e % (4 %) € [ v, ea] & €] p-misurabile, 5i ba allom che A, €t b
< auindi soche (14, 0. Dy pare (1.4, = A, Do
N A= e T+ £l E(p(9) per ogad ke Xin )
« pernto ¢ avvio che A,< (] A, vicevena se £ &), < 32 yo £ dlors

csstonn .0 Xy B, fwe ) iali che s, =y ¢ quindi, tencado como del
farto che Cop & %, & f(7, ) & continua, sisulra che

2(pl)) < lmial eyl ) < imink £(1, ) =f(07)
da cul segue che 1€ A,
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on ) e sia ga d. Allors, renendo conto del fatto che Log & Ho)-mi-
sumbile e che f & (Cx®{o))/ gemisurabile, 3i ha che

A, = {n DB fle ) <t e £ B)

e quind] per [CV] muwmﬁlﬁ) sisulta che T pred, e £ Diiltmpanie s
ba ovvismente che T pred, =

(7,7) spasio. topologico, € calgehrs s T, 1 €
ove X {chivs di 1} & nle che Xc €, (] K,eX per
ogal furslglia (K¢ wa N} X, || K@ pes ogai [ finito e pet ogal fumk:
&

glia {K;: ieyc &, (X o) spario topologico s base numenbile di apert,
BeUxBe), 1 £ = |— o0, 00l DL, p(i>D) =0, DclteT: xe by
o f (1 8 6 [ o0, e0] & scl) [sisp. Dc {ra Tt 6 Eywoft,3) € — oo, 0a]
& continua)]. Siano &, ¢ come nel Lemma 4.5 ¢ siano Ay = (¢2 D (6, )>
SE(p(7) P ol 76 ) [ Bom (1224 f7) 0 (#33) pe o 7€ By
o= {te D: 1, )>5(w0) pec ok 3@ EJ| (qe ). Se Arat (tip.
Bo, Cyet] per ogoi ge®, allora (f, T p, v, ¢) veifica I proprietd SDX]
16559 U7, T s 2. ) vesifica In propriesh SE(E)].

Davosimazions: Per il Lemma 4.3 5i ha che

B30, S0 = E(mpataz. i) pec ogal (6 e Dx AN E
[Fp. 70t 3= & (3w 909 10,00) € =100 3) = & (s9p 969 2e0)
pet ogni (1, ﬂe(ﬂ\c}(}n £].
Poicht & & numenbile etistonn rs@ R, (p e #) fali che ¥ rp e 1.
SN ora reﬂ visto che Ay € [dsp. J..C.EC] dmup K,.K.ex
3 Hi HY e X] (neN) uli che » Koo DNA,,
+ 1) #(rﬂ\A-)‘ )-‘u"(!:-+l)?lmr s Bay
oG, x\m )( (80 1)), (D
E 1) p((DNC N HL) <
<=°f(4(- + 11)] (neN) € usi di 7), s K, =K UK
P Hly = HL UMY HE = HL O HL) (), st che 2ol
frisp- zu‘n + dofpg,] sono continue (EX) ¢ dilims pane KX,

. Ly, Hiya X, MO )2+ ),
+ 1)) (re N).

sop. H, = (L (B, A HL) () i b che
KooK, MTSKEISMTSD) 4 alDN J\_)-\:Ze,wu»lj-! (0 1) [risp.
Hoe X, p(TSHY < o+ 1)] (v € 2, v‘x 6869 zapz,0 w011, ] 5090

=
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contitioe {4< N, g e ); quindl (1 )& Kyx X £, ()6() € 0, eof [esp.
G He X L D9 el € (398 Hox o 93 ¢ ol
son0 w1, (nE N, & @). Allor, ot el o astremo supes

nrioni s, & i e del fitta che fap: (¥, 1) -+ [— oo, oo} & s
se p: (¥, a) = [0, oo] & s.i. (ave (¥, 0) & uno topologicn) in quanto
¢ & continus ¢ crecente, da (4.50) sepue che i )y 1 & S5 [P
Slepr a0y B & 35h =Ml exye i €20k el Ml on e
continua] per ogni ne N,

4.6 Teomrsa: Siano (T, 7) spario ropologico, € a-algebra su 7, jt £ —
-0, ca]musuﬂ&dr.m&!wﬂ!ml[mm&-s,(x,ﬂwmwp
logien a base numessbile di apertl, &€ € B(o)., Allom;

1) se u & complets, (X, ¢) & susliniano, tisula che (F, u, X, 1, g) veri-
fica le proprietk (SD4) ¢ (SD');

B) se esistono X, 1l pit numerabile, Xpc X, TV et con p(TNT% =0
wali che o7, = F; per ogni fe T siulia che (5, %, 7, ¢, ) vehics
Ie propricti (<5Ds) & (D).
Duvosaarione: Siana # ¢ & come ncl Lemes 4.3
a) Snfﬁﬁi-uﬁm}nhﬂlvmﬁ)ﬂﬂsﬁuhm
< 1ia D xchiivo @ 2wk cando i Lemma 4.4 (di
cul vale Vipotesi £)) & D, :jD. o) (axx)n.l:;ij_,ﬂns. s ot
tiene che Vinsieme A, del Lemma 4.5 & in € per ogni g e @, Utilizzando om
ilL:mlSnnmeﬂ:m(E ﬂ,Xn'r.p)vminhpwpdsl(Smequlndl
(per #) del Teorcma 3.2) snche la propriesd (50a).

#) Per ) del Teorema 3,14 basta provare che (5, p, %, v, g, ) verifics
I propricth (§Du). Sia f1 £ = [— oo, o] tale che (f, s g, ) vesrifichi b
proprieth (C) e tia £ rélativo & (f, p, ¢, 7) ¢d & take proprierd. Applicando
il Lemma 44 (di cal vale ipotesi a)) 3 B'ATY & v (Ko
(D' TxKY A B, u prima volia 3 [l 1y i) o5 o8 w0
acconds voles & —fficiy py quyy Xy S otitens che

{1 D0 T £, )bl (). pes ogat ye B,
{re D' T — (1, 5)>E(p() pec ogni ye Ejet
pee ogni i & @. Applicsndo o il Lemma 4.5 con D = I (v T¥si attieas che
(B, m, X, v, g, ) verifica s proprictd (<50s").
47 Linia: Siano € nlg;h.. wl (x .,) ey topologica pscudo-me-

wizzablle ¢ separablle, He € 8(g). scguenti condizioni sano
equivaleaui:




1

r.) eslste X, al pit numecabile, X, X tale che ;73 &, = pec ogai

1) esistone. ay: B+ X applicasiont (CxMe))f - misurabill e & waloei

numenbili (& € N} rali che.
= 2 per opni (4, x)e Br
Dniostaazions: Se vale §) basa comsidenare X, = | a,(E). Allora Xy

(1, ) €., pe ogni (4, e B, keN e lim i, x)=

& al pit numenbile, X,c X ¢ se (4x)e 5 dllom x.:‘!'w'_mli(l'.x), ove
it ¥) € Koy B, pes ogoi &€ N, Viceversa e vale ) sia [x,: s £N] = X,
preudo-metrics su X tale che o = r, ¢ 4id 0,7 B - X ale che (1, %) =
= Xatnaar Ve wlh, 4, x) = min AL, 1, ) eN ¢ AGk 1, x) ={oeN: x.¢ E;
€ xe8,(x,, 1i(k -+ 1))} che & non vaoto visto che da 4) segue che
S tk+ )N XN Emo, (koM (4 x)6E).
llora: s, sono o valori aumerabili, o,(4, )€ £, n:‘(:. w«u)) (&an
(- %) E) e quindi lim a0t x) = per ogoi (4 %) E. Si

) = 0 ({5, R+ DU (=35, 14 1)
&L B(p) per ogni &, we N

€ poicht a,(E) ¢ X, per ogni keN, risulta che 4, & (£ 3(0))] g-misurabile
per ogni &€,

4.8 Teongma: Sino € o-algebra s T, (X, g) spazio topologico a base
namersbile di aperti, D& €, Fe UxBg) tle che esista X, 8l piir pumerabile,

oo X per cul X, E, — F, per ogni te D, (2,1} spazio wpologico,
S E=Z, DecftaT: xaE v f(f,x)6 Z & continua}, De L. Allom, se vale
almeno una delle duc seguent eondizioni:

) (&8 = ([ = =], 1)
i) (X, ) & prevdo-meerizaabile,

<000 equivalenti | due segueni fattiz
o) 1eDNE et x)6 Z b tfp p pomisunbile per ogal xe X
Bl px Xy £ & ExHe) (D X mismbile.
Dixostrazone: B ovvio che da ) segue o).
Viceversa valga 4). Se vale i) ¢ s¢ & ¢ son0 come nel Lemma 4.3, per il
Iemma 4.3 applicato 2 2, (X. ). (Dx){}n.’f.ffwx,,),,ﬁ i ha che
063 = ¢(59p 90 xal9) P ognl (3 € (DX XIN B,

ove Ae = {re Di [, 3)>E(s() per ogni ye E}} per ogni ped.
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Applicando  om il Lemma 44 2 D, tfp, (Xe) (DxX)NE,
Heps Xy £ 4 ottiene che A,ct per ognl getb e quindi, visto che
ogai ¢ed & el rinln che

) TR X gl gl e 0, cof & (£xBdp))-misunabile per ogni pe@.

Paicht @ & numersbile ¢ { & continua si ha peminto che ffipy Xy 5 &
(EXBE 1D Xy prmisumablle. S¢ invece vale i) alloma dal. Lemma 4.7
applicato a £, (¥, g, (DxX}F\EJquzchesulmn. {Dx)ﬂns x
applicasiont (Ex H0)) 1y, )y fmisombili e a valori umenbili uli

alh e XN E, pec ogai (h )2 (DX X) N E, keN e I:mt.(&,ﬂ==rpn‘
ognl (1. )& (DxX)E. Pemunto, se fyi (DxX)n B Z, filts) =
=/(t %(n,%)) pﬂ oal (1, ¥)e(Dx X) E, k&N, per ogai ye X, islnn che
A =f(t,3) per ogni {7 X}y '({4) €L Blg) ¢ da o) segue che (M) €
wa () -‘_f(rj)al & (cxa(e));‘ fog () misamabile ¢ d'akrn pame

them);

ULl = Bx)nE
quindi, visto che X, ¢ al pit aumerabile, cisala che £, &
(ExBION (D x) 1y g mivemsbile per ogai keN.

Tnolise fim fft, = i {1 504, 20) = f16 %) pe ogai (1, e (Dx X0 B,
Visto che 7 B, e )€ 7 & continas per ogni £ D¢ quindi anche f &
Cx B Dy

49 Bsemr: 4) i not che il Teorena 4.8 non vake pid sc allpotesi di

£ per ognl 40 D o somince Tipowslche S ) # 1.
per ogai ¢ D, come i vede eon il seguente esempio che presenta analogic
ounlEkmpFuE‘rdl[‘Brl

Shano

T=X=[@1, C=t{0.1D: o= 30
=[0,1], E=[01]xP.1], X,=qn[0o.1],
¥ I'insierne di Vinli sa [0, 1],

AT o i —lset=xalV
e """'E""Io < (1) Q011X DG - pe VY
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Allora & ovvio che {4, <) & s.c.i. per ogai 76 {0, 1], 7(-, ) & E([0, 1])-misa-
rabilé per o < [0, 1], meaics se f foeee (5[0, 1) % B jg, 1)} wmisusabile
sarebbe

LMY= (=Y e [0, 11X 0 1]: £ = e 1) 010, 1) x By, 1)
€ quindi per [CV] (Teorema 11.23) sarchbe

Pref A1) = Vet 1D,
il ehe & assurda.

) Nelle notaziooi del Teorema 4.8, & noti che, & nel Teomema 4.8
non si facesse Pipotesi riguardo allesistenza dell'insieeme X, I tesi potrcbbe
son valere.

Basta considerase T, X, €, ¢, D, I come in 4),
E={(n)e@AIx[0,1): =}, frE-R.
e reV

S '):{D e BNV per ogai &[0, 1].

Mlon & ovvio che x& B, /(5,x)eR & continua pec ogai se[0,1],
#EE" s f(f ) e B & ] pemimnbile per ogni x & [0, 1], in quanto 5, = 11}
ed B =[] per ogni 4 xe(0, 1) Dialira parte se fosse

F) = {(r. b & [0 13 0. 1]: 1= e Ve ([0, 1D x B, 1)«
allora per

[CV] (Teorema 11.23) sisulterebbe che

Vo prof (i) e (10, 1D,

il che & asmuzdo,

410 Ossemvazose: Si not che, s (X, 8), B sono come
nel Lemma 43 € se [ B = [— oo, col, 16 DO B+ f(1, )€ [ o9, oo &
£ ry frymisursbile per ogai %€ X, & E, o[t e [ o0, oo] & con:
tinua per ogal 16 D, Det, p(TD) =0, allors: .

) 5 esime X, al pil numenbile, Xyc X tale che X, N B, = F, per
ogal £& D, utilizrando | Lemmi 4.4 € 4.5 si outiene che (f, T, p, 7, 0, ) veri-
fiea la propeiecd SD(X);

#) se non vale Vipotest di 4), alloea (£, T,y 7., 7) pud non verifi-
e la proprictd SD(K), come mostrato dallo stesso eicmpio firo i §) del

(), o, Xy




T

n49. Lnﬁmumuleew\pm(f T, s, 7, p, ) verificasse la propeiedh SD(X)

(eon 3.2 €) allora (f, 7. v, ¢) verifichercbbe I propricth SDIX] ¢ peetanto,
per #) del Teorema 4.1, j-mhhz {eqo, le‘(anllj]ﬂmHh,l che @

:ﬂnvdop«q\nnlnvhmndmwl.

4.11 Conoiramo: Skno (7. 1) spazic twpologica, € s-lgebm su T,
iz €= [0, o] misura completa & K-ir. ove X & come nel Lemma 4.5 ¢

(330.0)  sin (X, g) spazio topologico 8 basc numenbile di apeai ¢ wle che
esistana (Y, o} spazio topologico susliniano e g1 X -+ ¥ continua,
apesta, susgettiva e con g gl )] = A per ogai Aep.

Sia fnoltre He CxBp). Allon (&, p, K. 7, g) verifica le proprietd (§Du) ¢

(D).

Dionriazionii Sia SeC tale che p(T5) = 0. Allara risulra che
(530 0 (e 500, g (K6 R K S), sl

verified le proprieeh (D) & (§Ds') per ) del Teorema 4.6 (che i pub appli:
cate in quanto (idyxp}(E) e Cx Da) per f) del Lemma 17 di [BAT], b
famighis (Ke K Ko §) verifich ovviamente le condizioni del Lemma 4.5 ed
inoltre (Y, 0} 4 a base numessbile di aperti poichd se {4, e N} & una base
di aperti per (X, ¢) alloea, tenendo conto del fatto che ¢ & continus, aperta
zmtgm'!u,;lhch:k(d.) me N} & nna base di aperti per (¥, 0)).
n:hchsnnnwnﬂuzdtlhﬂ\mq)pﬂmkpﬂ!l]er}
Mfm-i"( pvlnlf!'lﬂ')):(fr).(Yn).(XnJ.Em.I-.dr.
# (-Ur!wJ(EJ- E. Poleht gV g(A) = A pec ogai Aeg, das) & da o)
1.2 scgue che (i) i xg)(E) = E. Valgono (2.1.0) ¢ 24.0)
ﬁ[BAi]pwd\tqemtlm:vll: (21.5) di [BA 1] nel caso non sequen-
ziale (con N ==, 7= [0]) per il Teorema 123 di [BA 1] (di cui vale lipo-
tesi §)) e tenendo conto, del fato che, per a) ¢ ) del Lemma 1.2, risalta

(e %9 )E)) = - (el EY) = B, pee ogak re T ;
(2,34 i [BA 1) segie dalla segersivicd di p (per cul A = (- ) (i ) H(A))
per ogni A£27") c da ) del Lemma 1.7 di [BA1]; & imolire ovvia b ve-
sifies di (21.4), (24.1) di [BA1] ¢ & (1330), (34

412 Csenvazione: s) §i ot che [+ condirione (4110} & equivalente
Saguecls |

(4120)  sia (X, g) spoabo topologico a base numerabile di apert tale che

ciituno (P, d) spuzio. pacudo-metrico, completo ¢ separiblle,

(Yu) spario topologico Ty, p: P— X continm e surgettiva,

2 X = ¥ continua, sperta, mwnam.l(,w)-.«lp:
o




o Aot

Infact se vale (4.12.0) da ) del Teorema 1.7 segue che (Y, o) & spazio susk:
nitno ¢ pernto vale (4.11.0). Se vicevenss vale (4,110) allora (¥, 4} & a base
namerabile di aperti, visto che, se (4, we N] & un base di aperti per (X, g),
tenendo cono del fao che ¢ & contina, apera e surgediva, risulm che
{9(A): e N) & una buse & aperti per (¥, 0); peranw da £) del Teo-
tema L1 di (BA1] seque cbe o = ru el inoltee (Y, 0} & spazio suslinisno;
quindi pee ) del Teorema 1.7 si ottiene chic esistono (P, d) spazio preado-mie-
trico, completa ¢ separabile ¢ i P X coniinua ¢ susgettiva

) Si noti e una eondizione sulficiente 3 garantice I validith di (4.11.0)
& s seguenie

(4121)  sin (X, g} spazio preudo-metrizzabile tale che esistino (P, ) spazio
wdo-meteico,

complets e separabile ¢ p: P+ X continun e

i
sugettiva .

o dy 0 o mtin 5 X e che = g 5 (1) o i
metrico quariente di (X,4) € g (X, 4)..[? 1)l proiezionc sl ‘quo-
ziente ottenati come in s) del Teorema 1.7, per la stessa ¢) del Teosem 1.7
e
Acg; dalte parie (X, ¢) & separabile come Immusgine continna di uno spazio
do preadormetcabile, & anche o base pumersbilo di apers

pertaato vale (4.120) ¢. renendo caato di 4), vae anche (4.110).

4.13 Conorranto: Siano (7, 1), (X, n) spazi topologici, € e-algebra su T,
£28(x), iz €+ [0, oo] misars, EetxBo), Xc €. Inolire valga ln seguente
condizinae

(@130)  esistano Xy 8g) (M) mll ches ) X = U X B ofy, 0
abase sumenabilé di apent per ogei Afe N ) Aeg % ¢ wlo
e per ogal MeN druln che A0 Vo
€ valgn almenn una delle due seguenti coadizioni:
i) B, e fchinsiia o) per ogei re T
¥) per ognl %, ¥ X (keK), (K, >) intleme direto tali che
lim 3, 1 g, ssistano Me N, (H, 5-) insieme direto € (#)hau
genenlizot cumttn da (ke Per ol % € Xu
per ogni be .
Allora:
o) (B %%, 0) verthin I proprient (SD¥);
B % & completa ¢ s¢ (Xugly,) ¢ presdo-mersizasbile pet opi
MeN, s, che (B, j, ¥, 7, g) Yetihca la. poprieh (SD8).




=

Duuosruazsone: Sia iy: Xy —+ X Fimmersione per ogni MeN. Per il
Teorema 4.1 per ogni MeN si ba che (TXX0) N B g Fa ragf ) ver-
fica ln proprieth (SDV) ¢, ¢ valgoad anche I ipotesi di ), veritica anche 1a
propeietl (§D¥) (ove s tenga conto del farto che (Tx Xy N B Ex Dol )
per ogal MeN, pmde pee [BAT] (/) e ) del Lemam L7, §) del Teo-
rema 13) si ba che (drxhaiD)etxMofy) pec ogni Dstx(o)
(Aren)).

Per otenere o) [rsp. #) basm allon verifire che s
parte 4) [risp. la pate )] del Teorema 3.6 a (7, 1), (X.s).(Xu dx_) !.

o K, iy, hu, B, (T%X) 0 E (MeX). Vilgono ovviamente le condizioni
cn 13, (34.1), (34.3), (133.0) & Je condizioni (2.1.4), (24.1) di [BA 1] Inoltre
vale (2.1.0) di [BA 1] poicht u & continus per ogni MeN: vale (21.5) di
[BA 1] nel caso non (con Ny =8, I'={0]) per i) di (4.13.0) ¢
per il Teorema 123 di (BA 1] (& cui wale lipotesi ) se vale iv) di (413.0)
& Tipotesi 1) 1¢ vale v) di (113.0)); m=:24s:a|(ms]pomx.g ()
{MEN) per 1) di (£13.0) e per il Teorema 1 ) di [BA 1] vale (240}

1] poiché iy & continua pec ogal M

414 Eanmio S not 3¢ (T, €, 5, K sono come el Conollasio 413,
esistono spazi topologich (X, o) ed insiemi Eotx.‘l@)aﬂ che valga (413.0)
on (X, g) non & base numerabile di spectl. Pertanto il Corollario 4.13 noa &
un caso particolare del Teorena 4.1,

Basta considerase ad eseropio X spazio di Hilbert scparabile ¢ di dimen-
sone Infini su R, ¢ = (X). Sia & mewsica indotta su X dal sua prodotto
‘saalare ¢ sia x.-ﬂm'“’punsni AN, Allomn (Xusgfx,) & meriz-
zabilc € pertanto & 2 base numerabile di apenti (iafutti Xy & chinso ¢ convesso
in (X, #(X)), quindi X, & chivso ia (X, -{x})  anche in (X, (X)) eendo
9(X) 5 #(X) per b) del Teorema 1.1 di [BA 1]; pertanto per d) del Teo-
roma 1.1 i [BA 1] slsulta che

of sty = o) g0y = sy

ave Tulima eguagliansa segus il fao che m(X)] gy ¢ mettizzabile ¢
da By del Teorema L1 i [BA1]) (MeN). Per verhieare iii) di (4.13.0) basta
provise che, 3¢ Cc X & le che €1 Xy sia chiusa in gf y per ogai Me N,
allora € & chiuso in ¢. Sin allor €' X mlsche €1 Xy sia chinso in g/ y,, per
ogni MeN ¢ siwno x, £ C (ve N), xe X il che lim x, =3 in »(X). Allocx
eiste M e N tale che x,, ¥¢ Xy pec ogni ae N ¢ per ) del Teorema 1.1
i [BA 1] 5 ba che lim x, =  in.g; pertanto x £ C 1 Xy € quind €& sequen-
sialmente chiva i #{X) € clot chiuso in . Om, considerando £ e 30)
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che werifica iv) di (413.0), i orticoc che (X, o) ed B soddisfana 2 & 130,
Basta provare ancors che (X, g) non & base numerahile di sperti -

el fato che nell'esemaio 1.2 ) di [BA 1] si vede cbe (X, ,: non &
& buse numerabile di intormi

+ Sino (T,7), (X, g) spari topologici, € a-algebm su T,
£+ [0, wo] misurs complea © Xeir. ove X & come nel Lemma 45,
Ee{x®(e). Inolre valga I segoente condirione: i

(4150)  esistano Xyc X (MeN) ali che (.\‘.‘EL\_‘J verifichi (4.11.0)
per ogal MeN o vilga v) di (4.13.0)

Allora (E, , K, v, ¢) verifica le propriets (S5a) ¢ (§De').

Duvostaazonm: Sia fu: Xy - X Vimmersione per omi MeN, Per il
Corllario 4.11 per ogni M &N si ba che ((Tqu)n i %, 1, of yp,) veri-
fica le proprieth (S04) ¢ (SDe') (ove s tenga e faito che, come nella
dimostoazionz  del Corollario 4.13, risulea d»c (= ’.;,)nki“tﬁwf'\)
(M @N)). Per ottenere la tesi basta allora vesificare che ¢i pud applicire I
parte 4) [risp. la parte )] del Teorema 3.6 a (T, o), (X, 0. (X f p )0 T
X, idyy iy By (T X) 0 B (M&N), 5i ba che F o T verifica (34.2); vale
G0 in qunto » & Xlz: (210) < @31 di[A 1) sona verificite in i
quaneo iy & continus per ogal AleN; valgono ovvismente (21.1) ¢ (23.0) ¥
di [BA 1]; vale ) del Teorema 24 di [BA 1], poiché X = L) Xy pec v) &
i

(413.0), poiché (24.8) di [BA1] ¢ conseguenn del fatto che y & Kedr. &

‘poiché (24.7) di [BA 1] con 1a condizione C) si ortienc facilmente: la prima

parte di (24.7) di [BA 1] & ovwiamente veriheam ¢ €) & conseguenza di v) §
i (4.13.0) © del farto che

(415.)  per ogai Ke X si ha che
(i ie)on s pusma s xasnn (KX KDV oo 30, ) ey
— (K% X0y B, (%) g Ky ) & apets (MeN)
(infattt s (Z £) & (W, 0) sono spazi topologicl, A c Z, Bc I, allors o ax
bl = R0 4 g ¢ allon
el ik X o = W pae x )l rs Xy n 2 =
=xefikaxgne  HeN)

6 Conotranto: Sano (7,1), (X, ¢) spazi topolegic, ¢ c-algebn su 7,
iz €+ [0, oo] misara XeLr. ove X & eome nel Lemma 45, £ e 0xR(e)




—
Inoltre valiga Tn seguente condirione :
(4160)  esistno Xoc X (e N wll che valga v) di (413.0) ed inolise.
per ogni MeN asisano X al pil numenbile, X5 c Xu, Tuet
eon u{TTv) = 0 wli che X4, W E,= XN E, per ogni e T,

Allora (£, p, %, 7,5, 1) verifca le proprieth (c508) e (54,

Disostrazions : Per il Teorema 3.14 ) basta provare che (E, g, X, 7, . 7)
verifica la propsicta (efDw). Sia iy: X ~= X Fimmessione per ogni MeN.
Pet il Teorema 4.6 4) vale

(4181 o ogni MeN si ba che ((Tx XN E, i Kol 1) |
fica b proprieti (5Da’) e
(ave si renga conta del farto che, eome aella
asulta ehe (T‘x)(,,)nlfs:x.‘l‘w‘x) (Msn)) Sia. mf
Oy ity gum) vesifichi la propriced. (Cd). Allora (f, g, 0) € (—f, o g) wetificano
1 proprieth (INd). Siano. fu— ot oy ) (M EN). Si pud
or applicare #) del Lemms 3.4 a (T07), (X.e) (X gl ), € g0 B e,
B, (Txx.)ng S o (B9, — f, —fu] (M eN); infati valgono (2.1.0)
& {23.1) di [BA 1] poiché iy sona continue (M & N) ¢ vale ovviamente (2-3.0)
i [BA 1), §i ottiene allora che (fu, ey} € (—fo s g 3, vesificano
propeietd (VW) ¢, % D ¢ Dl san0 relatii rispeaivamente a (fu, i o] i) |
o 8 {—fu, gl x,) o4 8 e propriess, risules che (fu 8] x, . 1) verifica |
a propriets (€4) ¢ Dy s Dy & relativa a (fu, 1 0] .. n)ed a tale proprieti
(M e N), Da (4.16.1) sogue periants e (fus Ty 7 o], 1) véclica I pio-
prieth SD(X) pes ogni MeN. Allos (fu To st o8l x) & (—fies T, |
o x,) verificano I propriech SO{R] (M&X). O & lecio spplicire 4) del
Lemms 34 a (7. 8). (X, o) (Xu, el x,). € B e, s B, (TX X} VB,
i 1r e o _,r. (MeN); infarit = T venfica (342) € vak B) del
Cocema 24 di [BA), poich X = 1) Ko pes v) di (413.0), polché (245)
8 [BAL] & comeguensa del Fitto ‘che & Keli. ¢ pmM @A7) di [BA1]
G ls condizion C) s omenc faciimente: 1 prima paree di (24.7) e [BA 1]
verifienn z(‘)imn&pﬂ_\llv]dlﬁlsmedelﬁlmdw
i (4.15,1) come nel Corollario 4.15. 51 conclude tenenda conto del fatio
che linicmezions di due clementi di & & in K.

417, Conerramo: Siano (7, 7), (X, ¢} spaxi topologici, € s-algebra su T
£38(z), 4z £ = [0 oo] misues completa ¢ Jeix. ove % ¢ come nel Lem-
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ma 45, E e £x9g). Tnoltee valga la seguente condisione:

170 crlstno X & $(g) (M eN) nl che: ) Xom L X B) (v, of )

Tkl (L1101 [ (41201 7 ol MEN; W) Acr e
&N dsults che A0 Xeesle )

. vllg- almenn una delle due seguenti candizioni ¢
7\ {chiuti in sp) per ogni re T
%) pet ogai ¥, x6 X (£ N) nli che lim v, = in o, csistano

iv)

MEN e (b, successions strettaments crescente di naturali per
cul , 3, € Xu per ogni hEN.

Sia fi B[, ], Allon condizione necomaria e wuficiente ffinchi
Gme v s proprictk ([N) [eisp. GTNA) & he (e ) £+
T, ¢ v g x,) verifichi ln proprictt SD[K] per opni MeN. (La condizione
by i), iv) & ) di (A17.0).
Divosmaons: Sia iy: X — X Vimmersione pet ogal Me N, Tencodo
conto dellOsservazione 4.12.4) ¢ del fio che la e dela propricti (.l.Vf)
implica la validith della peopriced (o/IN), basta dimastzare la condizione
saria nel caso in cui {/, g ¢) verifica In propriech (s/N). Si sppanga i
che (f, 1, p) verifichi Ia proprieth (/) o sin D relativo a (g, o) ed o tale
proprictd. $i pud om spplicare s (2, 7/ ph (X, o (X of )b Y. "{N.‘JJ'
{KeX: Kc D), iy i (PxX)NE, (DxXINE [ipyxyn £
HfeDwdye iz (MeN) 1a pacte ) (oel caso sequencisle) del Lemma 34:
Infarmi vale (2.1.0) di [BA 1] poiché /i %000 continue ¢ quindi

necessaria vale anche senza ke ipor

e sl ol

; vale ovviamente (23.0)
s 000 continue (MeN).
alta che

S0 sequ continas pet ogni 16 D (M
di [BA1] € vale anche (2.3.1) di [BA 1]
Allom per 4) del Lemma 3.4 pez opni MeN

Dele Sy x,yn Bedl x )Mo llirs xg o e olx)
Uhrsxyn Bwxxyn E=HwxxynE

Elox 3 Dl Dx x4 isunbile




XMl (D X,y prmmisarabile

e auindi (i ) g ofx,) vedfic b propied (UNG). Om e
MEN i ba che ofy & a bisc oumerabile df aperti ¢ quindi talc & anche
(0 x,)]4 pet ogmi A X, per cui da ) del Tearema 1.1 di [BA 1] segue che

G Al Hxun B = W)l n B = GOl X X 5,3
“ofx)=lx,
< perianm per () del Lomima 3.20 (applicato con (Z, £) = (j— oo, ml,-.). |
mc.el-avpolnp semicontinuith inferiore su [— oo, 0] (ci. d
sceazione del Teorema 1,20 H)) diulea che !
Ulers guye £ ol x,) veifica I propeiesd. (INW).
Tenendo allors conto del fatto che

@172 (TxX) 0 Ec@xdE) 1y x,ctxBofy)  (Me),

per il Corollatio 4.11 per ogni MeN si ha che
@IS Uhrexyng Tomroelx,) veifia la proprictt SD{R].

Viceversa salga (4,17.3) pee ogai M N. Mlora se A & N per il Teorems 4.1)
[eisp. 4.1 B]] (che si pus applicare perché vale ii) di (4.17.0)) si ba che

Ul Xp o g ol ) verifien 1 peopriceh (ING) [eisp (MDD . 1
Da (4.17.1) ¢ da 4} del Lomma 3.20 (spplicato con (2, &) = ([— e, ca], 2 |
e adh della semicontinuicl inferiote a [ oo, 0] (. dimo-
strazione del Teorem 1.206))) segue ora che

Ulcrse Xy 5 o) Verificn 1 proprieed (2N [eisp. (NP .

Pec concludere basta alloes provare che & lecito. applicare I parte 4} [risp. )]
(el caso sequenziale) del Lemma 34 a (7,7}, (X, 8), (me]x) CAF S
e, by B (TRXDOE, £ fliry gy g (MEN). Vale ovviamente
(4.47.2); vale (2.1.0) di [BA1] poiché iy 000 continee ¢ quindi

b
e T 7 i)y




T

sono sequenzialmente continve per ogai o T (Me N); vale (21.5) di (BA 1]

nel caso sequenziale (con Ny = 0, = {0]) pet i) di (4.17.0) e per il Teo-
rema 1.23 di [BA 1] (di cui vale Vipotesl ) se vale iv) di (4.17.0) ¢ Fipotesi
) se vale ¥) di (417.0)); vale (2:3.4) di [BA 1] poich® Xy e 3i(g) (MeN),
per 1) di (4.17.0) e per il Teorema 1.274) di [BA1); valgono inoltre gvvia-
meate (2.14) di [BA 1] e (33.1), (34:1), (3.4.3).

4.18 Osservazioxe: Si not che nelle (4.13.0) ¢ (4.17.0) risalm che by
condiziane i) & implicats dalla corrispandente. condizione ).

Basta infatti spplicare if Teoreona 123 i [BA 1] {di cui vale Pipotesi £)-5))
alle immersion iu: Xu— X (M&¥).

419 Esesvior $i noti ehe se (7,1), €, g, 3 sono come pel Corollario
417, X spasio di Bamch su R con duale continun separabile, 4 metsica in-
dotta su X dalla suz porma, K = 5,00, ™ (M e N), g=a(X) od Eetx
(g, allara vale (#17.0

Infiti s MeN i ba che Xy verificn (h121), in quans (X, ofx,) &
metrizzabile ¢ inoltre basta considerare come spazio pseudo-metrico, com-
pleto ¢ separabile 1o stesso Xy con I distanza indotts. dilla porma ¢ come
applicarione continua e surgeitiva Fideniiti. Allom per POsservaione 4,12 5)
siba che X, vediica anche (4.11.0) per ogni M6 N e pertanto vale ) di (4.17.0)
£ inolire ovvio che valgoso i) e v) di (4.17.0) ¢ quindi anche 1) di (4
‘per I'Ossecvazione 4,18,

4.20) Cororranto: Siano
su 7, iz € [0, oo] misura, X
e separabile. Allora:

a) se vale (325.0) e se (&, m X7, g, ) verifica la proprieth (-5Dv)
[risp. (eSDa), (SDic), (eiSDe')], risulta chic (E, i, X, 7, g, &) verifica la sicss
propricti (5.Da) [risp. (eSDa), (:SDa), (808)];

B s (B, g X, v,0,y) vedfiea lu proprie (cSO) [csp. (eSDU),
(5 DW), {eeS Dir)), sisslin che (5, p, X, 7, p,0) verifica ln stessa proprieth (#505)
[sisp. (aSDB), (SDIY, (SDIY).

). cx ¢) (2 2) spari-topologici, © aalgebrs
Fe L5 B{o) ¢ sia | preudo-metrizzabile

Dvosraazmone: Sin & pendo-distanza s 2 nle che ¢ = 1, ¢ siano (I, )
e g welative a (Z, 4) come in s) del Teorema 1.7. Per provare I tesi basta o
applicace il Teorema 3.25 ¢ verifieare ehe valgono le ipotesi per spplicare #),
), ), &) del Teorema 3.18 2 (T, 7). (X, o)y (Z,0), (W, %), & py 5, 5, B
Ora per lequivalensa tra (1.5.0)  (1.5.1) del Teorema 1.5 ¢ per 4 del Teo-
fem 1.7 50 I che ¢ & I topologin inizisle della topologia v, rispertn 1 g
Tnoltre per 5) del Teorema 1.1 di [BA 1] si ha che £ = £, r,= 1(r,) ¢ risulta
anche che ¢ & 8 base numersbile di apersi, cssendn prevdo-merrizzabile ¢ separi-
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hile. Pertanto valgono le condisioni (2.0.3), (2.0.5), am}. @2s), @27,
menizé ocl cuso considerato (2.5.0) & ovvia, per cui = conclude.

421 Concnaantos Shno (7,9, (X, ) (Z,1) spa wopologic, € aalichrs

70 1 Lo [0 ool mius, KT, ESCX ), i ¢
lgano (3.25.0) e (3.26.0). Allors; s ((Dx X)n E, .u;wp).(l(gn ch).
1/p.1) vedfics la propiedd (SD4) [isp. (4SD)] per ogal Det can
WTND)= 0, si b che (E, 1, %, . g, {) vesifica le proprieth (504) ¢ (SD¢)
[risp. (e & (esSDE)).
« Basta ilizzare il Teorema 3.26, le cui ipotesi,

puﬂhmlhmlmnpphnmndugml?mmqnnhhiz

422 Conarrama: Siano (7, 1, (x,.), (Z, 2) spazi ropologici, € a-algeben
-.r::n('),,. € [0, oo] misurs, Kcf, thxa{e);unnmdo-m
trigzabile € separabile e valga (4. tm)

a) (B, X, 1,0, ) verifica lapropriecd (cD8);
B) %y & complens ¢ 52 (A, of ) & prevdo-merrizbile pee ogal
MeXN, sl che (B, p, K, 7,9, 1) verifica b propricti (5.05).

+ Basta applicare il Corollario 4.13, il Teorema: 315 ed il

DiviosTaazions.
Cacollario 4.20F).

423 Comotramo: Siano (7, 1), (X, g), (Z8) spazi topologid, € a-algebr
su T, ez T = [0, oo] misurs completa ¢ K-ix; ove % & come nel Lemma 4.5,
Ee :ys@) Inoltre (X, g} verifichi la condixione (4.15.0), { sia pseudome-
trizzabile. Allora:

&) se § & separabile 1 ha che (E, s, , v, g, {) verifica le propricth (¢500)
< WD

#) l:nk(Liﬁ‘ﬂ)(ulumnmuq\mlh)sihrhz(ﬁ,p,x.r,g,n
verifica le propriett (S8 ¢ (SDe).

Disostiamone: &) Basta uilizzare il Corollatio 4.15, &) € ¢) del Teo-
tema 315 ¢ ) del Corollario 420

Appumdauc.amu.mus:.)darwmmsucwau

((Dxx)na.a;‘(ﬂu}.(xn Ke D} 1 p 0. n) verifica Ia proprierd (¢5 Da)

pet ogni D ¢ &. Sruttando ora il Corollario 421 si concluds,

4.24 Conotihnio: Siano (T, )y (X, u), (2 €) epsai topologic, € o-algebios
50 T, s € = [0, o] misurs K-Le. ove X & come el Lemuma 45, £ e Cx p).




A

Inaltre valga la condizione (4.16.0) e [ sia pseudo-metrizabile. Allora st ha
che (B, p, X, v ¢, ) verifica le proprietd (s5D¢) e (SDe).

Disostuszioss: Applicando il Corollario 4.16 & ortiene che
(4240)  (PxX)nE "[“ft:" {Ke%: Kc D), 1, ¢, ) verifica la pro-
prieth (e5Da) per ogei Det.

Dislir parte vale It condizions (3.26.0) (nel <10 rion sequenrisl).
Infur, s¢ Ty, X (MeN) sono come in (4.16.0) e se V= Q.T'=- =
X
=] X, allom T¥et, p(TI%= 0 ed inolire, s 76 ¥ & x ¢ B, esiitono
() fnsieme disetto e (). successions generslizaia ull che x,e By per
ogni d¢ K ¢ lim x, = x; utiluzmndo ora v) di (4.13.0) i ottiene che csistono
Ms:z!. (H, ) insleme diretto ¢ (F(H)),. Successions genenalizeata. estratta
d (B)p per cni ¥, & Xy pet ogoi be H; allor per ogni be M si ha
che sy e Xy 1 B, € pertantn ¥ € Xy N E, = XG0 Bc %A B,
Si pud quindi applicare il Corellario 4.21 ¢, teneado coato &t (#2409, 5
ottiene la tesd.

A Conainno: Sloc (7,7, (60 (50 msst peabips © osleo
su T, €28y, iea complets e Koix. ove X & come nel

mma 4.5, £ ke ae ALl & Sant
bile. Sia fi E— Z. Alloca condizione neccssacia ¢ sufficiente affinché (£, , 0, &)
vealihi a propretd (Cd) e GCN] & ehe (flirexyn ke Tt
€l x,» t) verifichi 1a propriceh SO(X) pec ogai MeN. (La condirione neces-
saria vale anche seazm le ipotest i), i), iv) e v) di (4.17.0)).

Disseseaziose i X — X V'immensione per ogai Me N. Teaendo
contn dell’Osservazione 4.12 §) e del fitto che s validitd della propricth (/Gf)
implica la validitd della propriesh (), busta dimostrare 1a condizione neces-
saria ncl exso in cui (f] g, &) vm’mbpwpmu (,cn Sb!npgmngnaﬂmu
(beu’n mvensmhpwpmsg sia D relativo a (£, g, 0, 4) ed  tale
propsesi. §i pud om applicare 1 (D, -1,;) (X, ), (Xmefx_y :fp.;«f(qD).
(KeXs Ke D), idy, iy, (DXX)0E, (DXXIDE fipexyn i
TiDx Xy i (HEN), (Z,5) 1 paste a) (sel easo sequemae) del Lem-
mz 3.29 (lo s vede nello stesso mode in eui 5i & visto, nelly dimostrazioae del
Eorollario 417, che si poteva spplicare I parte o) (nel cuso sequenziale) del
Lemma 34). Allora per ogni MeN dsulta che

Dedlaflpexyng dxe Vb lirexynEdx. )

W) n il xgnE=Hpuxans

y .

5
[
3
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8l e Mo Ky - iserabile

(©xef x,)N D X,) r - erisurabile
e quindi (/7 3,0 o 14 8]0 £) Vetifica la propriedt (iCH). Om vale
(#17.1) (per Ia stessa dimosteasione fatta nel n. 4.17) ¢ quindi pee o) del
Lemma 3.20 risalta che

(AT Xy - # 8] 6y £} wesificn 1n propriced (CH) pes ogai M aN..

Sia MeN; wenendo conto del fitto cle vale (4.17.2) ed wilizeando il
uou.n) (spplicata & (T, 7). (Xuvgf g )s (£ 00 :.p)!-.(?'xk-)nﬂ)

A0 (flge Xy T o, ) verita 1 proprest 5500 .
V’m valga (423.0) per ogni M N. Allors se e N per il Teorema 4.2

nel caso dell proprish (SD¥) [sip. (<5DW)] (che s pub applicace pesch
vale i) di (4.11«;) o b che

UlersXay o 1 8l 3, ¢) veefica 1a peoprieds (Cd) [disp. (C)] -

Da (£17.1) ¢ da ) del Lemma 3.20 segue ora che
(T Xy 15 8 30 ) vesifcn I peopriedh () [dsp. (CP))

Per concludere basta allora verificare che & lecito applicare la paste #) [eisp. )]
(nel caso sequenziale) del Lemma 3.29 a (T, ), (X, o), Xl ) G Ko
iy, fuy By (TX XA B S, flre Xy 5 (LX), (Z,2). Tale vesifn
& la stessa o quelia fabta nella paste finale dells dimoserasione del Corol-
latio 417,

4.26 ConoLtamia: Siana (T, 7). (X, o), (£,3) spazi topologici, ¢ walgebrs
su T, £28(r), i1 £ [0, o] misura completa e Jei. ove % & come ncl ' B
Lemma 4.5, EeCxMp) ¢ & sia pseudo-metrizzabile. Inoltre valgano le e
guenti condizioni;

(4.260)  esistano Xye Blg) (MeN) tali che: i) x=u Ko i) (Xoiof )

vl (4110 [ (11210 e ogai M wni; b pec ognd
esistno X3 al pis aumensbile, X% c Xy, Twel con
p(T\T,)-ﬂ i XyAE = XN E, pet ogni rs Tu:
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iv) Acsp se e solo se per ogni MeN dsulin che 40 Xye
eslelx,)

& valga slmeno una defle due segoenti enndirioni:

%) B, e\ {chinsl in sg) pec ogai re T

i) per ogni 3 € X (ko) il che fim 3, = in g, esitann
MEN ¢ lh), o successivne steettamente crescente di naturali pee
i x, 3, € Xy per ogni deN.

(8261) K E* & compatto clo sparabile in v pee ogni s X o per ogai
KeX.

Sia f: [ <= Z. Allom condisione necessaria ¢ sufficiente sinchb (/. e, )
vedfichi la proprietd (ueCd) [risp. (CP)] & ‘hﬂwrr,(_)(')ng T
el ) verfichi Ia propticti SD(X) per ogui MeN. (La condizione noces-
st e snche senas (A261) ¢ gt ), 14,4 o9 8 (260 s <o
dizione sufficients vale anche senzs Vipou ) i (4.26.0)).

Distosrmazione: Sia fu: Xy = X Vimmersioae per ogni M &N, Tenendo
conto dell'Os uu)uk[mmzxguv.udmmnpmpnm (.wq)
implica Is validieh della proprictd (uuC), basta Ia condiziene
satia nel caco in cui (7, i g, &) verifica la proprietd (uCd). Si supponga o
mmp.,,mmm.hm (GuGid) ¢ sia D) selativa a (f, 0, &) &3
alle proprictd («Cd), (u

pub om valwv 2 Dusfph (X0 K, el Yo My
{KeX: Kc D), Hy, fu, (DxXONE, (DxX)nE Hepexyn B
/fcoxx,)nz.- (MeN), (Z ) Ia parte a) (ncl caso sequenzisle) del Lem-
ma 329 (Io ¢ vede ello siesso modo in cui si & visto, nells dimostrazione
del carolladio 4.17, che s poteva applicare 1a parte o) (nel caso sequenziale)
del Lemma 3.4). Allors pec ogai MeN risalta che

Dty flepsc iy 2eel i etz g e 8
i xpnEN@xxyn E=MiDx xan E
/B e M D 0y o g misurabile

(e 80f e M %) fomisumbile
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e quindi (ff¢ 7 3,9 A 6 # 0f X, §) verificn la proprieth («C) € D & rela-
tivo & (ffors x,yn E ol x, €) ©d 4 ule propried, Om vale (£.17.1)
(per la stesta dinwstrazions fatta nel o 4.17) & quindi pee o) del Lemma 320
risulta, che

6282 (e xgnBee X 2) verifica I progricth (€i) ¢« D &
’E""M 8 Uz Xuyn g #oolx, 8) o o ol propried

(ove P'altima asserrioae segue dalls dimostrazione di ¢) del Lemma 3.20),
Dialiea pacte si pub w‘ml(f‘) (Ko (Xuagf o )0 & X e,
T B ATXHIO B (Z i M(ra ) n 5 (MEW 4 pixe ) 0l
Lemma 330 (infaisi (3.30.0) e (3.:0.!) sono uvviameate verificate) €, visto
mg,p,bnmmu mempﬁmm-ur.m}
pmpacﬂ,:mﬂdommo dellOsecevazione 3:121), pes a) del Lers-
s per ogni MeN e per ogui ye Xy cinie Du()) €L,
Duly)c Do (Tx Xu) O E) sale che sia

s(Po (T X0 8 EY)\Dut)) =0
& Ul i) m g2 )1 #6 Did) sia conteniea in un. soctospizio. sepa-
rabile di (Z, 8). Pertanto, teaendo conto di (4.26.2) ¢ dell Osservazione 312 ),
s
s o ot £) vesfien o propriess (uCd) pee ogni MeN.
Sia MeN; tenendo conto del fatmo che vale (417.2) ed udlizmando il Corol-
lario 4.238) (applicato 3 (T, 1), (Xw, ¢/ x) (£, L, K, (Tx X 0 E)
5i oftiene che
{426.3) U,‘(,-xx_: g Dot v, 4) vesifica la proprietd SD(X)

Viceversa valga (426.3) per ogal MeN. Allora se M= N per il Teorema 4.2
(che 5 pud applicace percht valgono i) di (4.26.0) ¢ (426.1)) sf owriene che

6268)  (fliry Xy ot e8] vesen la propeict (uGa) [sp.
Wl

Da (417.0) & da o) del Leoma 320 segue ot che
(Al Xy e 0] 30 €) veriica s propeiced () [risp. (]
Poiché & ara lecito applicare la pacte ¢) [risp. )] (el caso sequenziale) del
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Lemma 3.29 8 (7, ), (X, 0), (Xu, ¢ 3,01 s Ko i, iy B, (TR XN E,
Ll o RN, (£:2) (10 i vede oello sesa modo fn el i
& vista la verifica analopa nella paste finake defla dimostrazione del Carol
latio 4.17), i bha che

(4263) o, 8) veifon In propriesh () [risps (G-

Sia o D relative 4 (f, p, 0, 8) od alla proprieth (1Cd) [risp. sia_oma D=
={(nf0: 811 Si pud allora applicace a (D, v/ p), (X, ehy (X of xS -
dligfpy (Ke%: KD, idy, by (DxX)NE (DxXanE, (2.0

/f(uxx)na MipxxynE (MeM) b pane §) del Lemma 330
(infarti (3:30.5) ¢ (3.30.6) sono ovviamente verficate, (3.30.4) segue da i) di
(4.26.0) € (330.7) & conseguensa dells completezaa di ) €, viso che da
(4.26.4), ehe vale per ogni MeN, segue che

D 23 5 Pl oy #f s 8} veriBion  propeieed (uC3d) [eip- (G} o

tenenido conto dell'Osservazione 3.12 ¢ di (4.26.5) per #) del Lemma 3.30 si
ottiene che.
O g 3) werifica la propried (ueCd) [eisp. (WG] -

427 Omemvazioxe: Siano (T, v), (X, o), %4 E come nel Corollasia
s (£, ) spuzin topologico, siano X e g) (MeN), fi B+ [ o5, o],
.2, Allosa;

4} Se vale v) di (417.0), risulma che In condirione

@420 (forxxgng Tm iofx,) vedfics la proprieti SD[X] per
agai MeN

implica Ia condizione
“2n.1) U T}y vy o) verlfica la propeied SD[ix]
¢ b condirione

622 (g Tom nelg,d) veie la pophed SO
per ogai MeN

implica Ia condizione.

“273) (& T, py v 0. 8) verifica la peopriech SD(rK) .




=

TInfatti risulta intanto che se da (4.27.2) segue (4.273) allors, considerando
g=fe (Z)= ﬂ*'&wl.u.)(ma,lhhwmﬂ&nmmmﬂ
M*“I o, 03], visto nella dimostmxione del Teorema.
1.204) risalea che: u(rcnmmmwwu ¥+ [— o0, o],
anudaenm [nmus..;uomm-ei (Yl)-o([—no,m} e
continua [risp. sequenzialmente contiowa]) s oiene che da (427.0) segue
(427.0) © dialtea parte se

KoyeX,  alTsKo) <1+ D240,
;,"L,;_xx_)nz & contiua per ogal w=N, MeN ¢ i K=Ky
Kk, WTNK)< 1+ D2 =16+ 1

o dncluc e neB, 5 (6, 0 KXNNE (e, (o 3) = (o X) 0
o5 5 aid Ale  o atf T € g bl
e che ogai

(fhiaq srcttamente crescente i
(0,0 % )yac PO W.m..,.].u;._d-mwmuhwa
(1.0 Bt (MR 0t i (i crescente di

aatucili tali che x,, %, & Xy pet ogal JeN & pernorn (1, 3, p
.

)
2wt X 0.5 (1), por cul bl g0, 5,) B ) 10 o

i) Se (K, v[) € (Xa, o]} 000 4 base numerabile di intorni per ogai
KX, MeN, dslia che da (4.27.1) segue (427.0) ¢ da (4.27.3) segue (427.2),
Infard, anal 2 quanto faseo in ), basta provare che da (4.27.3) segue
(427.2) o d'akra parte nellipowesi considerata (Ko X,) 0 B (Ke X, MeN)
sona & base numerbile di intomi (cfr. [K], Cap.3, Teorema 6) ¢ quindi
(4.27.2) equivale a

(ehrsxgm e T nolx.8)
veifca lu propriett SDUK) pet ogei M e N,

che segue ovviamente du (427.3).
) §i moti che da 4) & da B) segoe ehe, sc gl clementi di 3 sono a bse

num:nhikdl intorni, § Corollari 4.17, m=426pmmat=

uilizzando dspetiivamente (4.27.1), uz‘r.s: & A e

G, e a8 nells parte necessasia Mipatesi ul

che valgs la condizione v) di (4.17.0).

428 Comortamio (Teorema di Lusin): Siano (T, 1), (Z, &) #paxi topolo-
gic, € a-algebra tu 7, €2 8(), it € [0, oo misuts complera ¢ S, ove
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.x- {chiusi ¢ comparti in 1}, £ sis preudo-metrizzabile, a: T'—= 2. Allosa o
p-misuabile s < tolo se per ogni e N csiste K, compatto ¢ chivso in
ah che sia p(TNK)< Uf(m 4 1) ¢ .],, it continua,

MOSTRAZIONE. applicare il Corollacio 4.26 con X = Xy = [0}
(wem. Be rx(o) iz (u.»)c T {0} rea(t) e Z (& ovvia in quosto caso
I verifica di (4.26.0) e di (4.26.1)).

4.29 Trowrsa: (di Severini-Egorofl): Siano € a-algeba su T, i €
=+ [0, cof misurs, (Z,d) spazio pseudo-metrico & x,: '— Z applicazioni
pemisurabsili (neN), x5 T 2 fali che x,—3 q.0. Allom per ogoi >0
iste £, et ale che p(TNB)< v ¢ xf =2 /.

Dryosmamos: S (F,8) Io spusio metrico quexiente di (24) e

72 (Z,4) {1, 4) projerione cinonics sul quoricnte éame ) del Teorcama 1.7

at T W & wemisurabile per ogni w6 N poiché ¢ & continua. ¢,

tenendo coato dells definizione di 9, risulta che pox, —gax qo. Peranm

per [Di] (§ 6, Teorema 1) pec ogni & =0 esiste 5, ¢ € nl:r_h:;n(?\&‘_)(z

e (wnr,},l&a (gox) - Tencado di auovo cono dells definizione di 4, st
condlude.
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