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PASQUALE RENNO (*)

Sulla soluzione fondamentale di un operatore iperbolico

della termochimica tridimensionale (**)

SummARY. — The aim of this paper is to study the fundamental solution E of the strictly
hyperbolic operator
Ls =¢€9 (th — ﬂzf A) + th - azeA

that occurs in the threedimensional propagation of weak disturbances in a relaxing or chemically-
reacting medium. Therefore we solve the distributional and the classical initial value problem
for the equation L;# = f, where f and the initial data are arbitrary. Moreover we prove that
E is a positive valued function of le and #, that belongs to the class C~ (@) where ® =
= {(y,4) ER?: 0<y<ast , t>0}.

Besides E defines a tempered positive Radon measure and satisfies the following inequality:

E(|x],0) <e!g(x|,z) {exp [ — e B? (|x|,5)] + € exp (— B* t/e)} ,
where g is an algebraic function and A2 vanishes on the surface of the forward wave-cone
a2, 2> |x 2 t+>0. These properties of E permit us to estimate |u(x, t)| in terms of the
spherical means of f and of the initial data.

INTRODUZIONE
Con riferimento all’operatore
(0.1) Ly =¢9, (0% — & A) + % — A,
si consideri il problema
(0.2) Lau(x,2) = f (x,2)

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del GIN.F.M. del CN.R. Istituto di Meccanica Razionale
della Facoltad di Ingegneria dell’'Universitd di Napoli, Via Claudio 21 - 80125 Napoli.
(**) Memoria presentata dal socio CARLO MIRANDA il 7 settembre 1979.
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A
(0.3) i u(x,0) = fi (x) (i =0,1,2)

nell’incognita funzione # (x, £), con (x, £) punto dell’insieme Y*, =R3*x {#: £>0}.
In tali relazioni A indica I'operatore di Laplace in R3, mentre f ed f; sono funzioni
assegnate in opportuni spazi; le costanti €, 4., 4; sono positive e tali che 0 < 2. < 4.

L’operatore L; & strettamente iperbolico ed a coefficienti costanti. In base a
noti teoremi [3], esiste pertanto una ed una sola soluzione fondamentale con sup-
porto in Y*; inoltre il problema di Cauchy (0.2)-(0.3) & « ben posto » nel senso
di Hadamard [10].

L’equazione (0.2) intetviene in problemi molto attuali della Fisica Matematica;
essa descrive infatti la propagazione ondosa in alcune classi di mezzi dissipativi /.,
quali ad esempio materiali viscoelastici lineari [14], oppure miscele soggette a
reazioni chimiche o a fenomeni di rilassamento [7]. In quest’ultimo caso, # (x, #)
rappresenta il potenziale del campo cinetico, il parametro & definisce un tempo di
rilassamento (oppure un tempo caratteristico della reazione chimica), mentre le
costanti 4. ed 4; esprimono, nell’ordine, i valori che le cosiddette velocita del suono
in equilibrio e velocitd del suono congelata assumono in condizioni di equilibrio
termochimico. Le limitazioni 0 < 4. < 4f seguono da considerazioni di stabilita ter-
modinamica [7].

L’analisi di numerosi problemi relativi all’equazione (0.2) costituisce argo-
mento di alcuni capitoli dei moderni testi di gasdinamica [7] ed & stata finora
affrontata soprattutto nell’ambito di schemi unidimensionali ® e nel caso che f sia
nulla. Ma, anche in tali ipotesi, i risultati stabiliti sono tutt’altro che esaurienti in
quanto le soluzioni formali trovate non sono di facile applicazione; d’altra parte,
i vari procedimenti di approssimazione proposti risultano poco soddisfacenti per la
mancanza di criteri utili alla valutazione del resto.

Di tali questioni — limitatamente al caso unidimensionale e nell’ipotesi che il
dominio di espansione di £ non sia I'intero spazio — mi sono gid occupato in
alcuni lavori precedenti [15]1, [16], dove, tra P’altro, ho preso in esame il problema
di « piccolo parametro » che si pone per la (0.2) quando &€ —> 0 (caso delle reazioni
infinitamente veloci).®

Cid che mi ha indotto a riprendere lo studio di tali questioni nel presente
lavoro, & il fatto che sono riuscito a determinare un’opportuna espressione della
soluzione fondamentale E di Ls, che presenta alcune notevoli proprietd, utili alle
applicazioni suddette. Pili precisamente la soluzione fondamentale dell’operatore Ls
risulta essere una funzione E ( |x|,#) di classe C* nell’insieme

(1) Cfr. [6, 7, 13, 14, 15, 16] e le bibliografie ivi citate.

(2) In proposito & opportuno precisare che — indicando con #, la soluzione del problema
che si ricava dalle (0.2) - (0.3) per € = 0 — il problema in esame rientra in una classe di problemi
astrattamente definiti per i quali J.L. Lions ha dimostrato un teorema relativo alla convergenza

di # ad #, nel senso di un’opportuna topologia debole [4].
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(0.4) 0= {(y)eR:0<9y<agt,t>0)

ed ha inoltre le seguenti proprieta:

a) E definisce una distribuzione positiva temperata di ordine zero.

b) In ogni punto di ©, E risulta maggiorata da
(0.5)

E (x| ,2) <e'g(xj,?) {exp [—a?(a.t—|x|*/et]1+ Ve exp (— B*¢/e)} ,

dove g ¢ una funzione algebrica e le costanti positive a* e 3? dipendono solo da
a. ed a.

E’ interessante osservare che I’'argomento del primo esponenziale a se-
condo membro della (0.5) si annulla sulla supetficie del cono caratteristico
|x* < &£ , t >0, relativo all'operatore di ordine pit basso (9% — % A) che
interviene in L.

Dopo aver ricavato (n. 2) Pespressione formale di E, applicando alcuni teo-
remi della teoria delle distribuzioni, dimostro (n. 3) che essa rappresenta la solu-
zione fondamentale di Ls. Successivamente determino (n. 4), sia nel senso delle
distribuzioni sia nel senso classico, la soluzione del problema (0.2)-(0.3) con dati
f ed f; del tutto arbitrari, purché sufficientemente regolari. Infine, mediante I’ana-
lisi delle radici di un’equazione del tipo

yA—=P) P =gy +5b (y€10,1[ ,0<a<1,6>0) ,

dimostro (n. 5) la proprietd b). Tale proprietd, insieme all’espressione esplicita
della soluzione, pone in evidenza il fenomeno di diffusione che si sovrappone alle
onde sferiche nella trasmissione del disturbo; e cid & in accordo con l'intuizione
fisica poiché il mezzo M in esame & dissipativo. Inoltre, la velocitd di propaga-
zione del fronte d’onda coincide con la velocitd congelata a5; quando perd € & suf-
ficientemente « piccolo », la parte piti cospicua del segnale dipende dalla velo-
cita di equilibrio a..

E’ opportuno infine rilevare che le proprieta a) e b) di E consentono poi di
ricavare — per la soluzione # delle (0.2)-(0.3) — non solo formule di maggiora-
zione in termini dei dati f ed f;, ma anche condizioni sufficienti per il suo com-
portamento asintotico (n. 5).

1. - NOTAZIONI E RICHIAMI

Riportiamo in questo numero alcune notazioni e definizioni di teoria delle
distribuzioni. Per quanto riguarda poi i teoremi che dovremo applicare, faremo
riferimento, essenzialmente, al testo di Z. Szmydt [8].

Sia R" lo spazio euclideo ad # dimensioni ed x = (x1, %2 ,..., ¥») un suo ele-
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mento; con riferimento alla variabile temporale #, nel seguito indicheremo siste-
maticamente con Y*, ed Y*_ gli insiemi (« semispazi »)

(1.1) Y = {(¢,%): t>0,xeR%} , Y = {(¢ %) : £<0,x€eR’}

e con Y%, , Y™*_ le relative chiusure. Se ¢ & una costante positiva minore di uno,
useremo le notazioni

(12)  A={(@x)::=20,|xP<8} Ac = {(5,%) : 120, |x2<E £}
per indicare i coni caratteristici relativi agli operatori
) Lc = 02:—'6'2 A A

Se Q & un aperto di R”, denoteremo poi con C% (Q) I'insieme delle funzioni
scalari di classe C* (Q) i cui supporti sono sottoinsiemi compatti di Q. Lo spazio
C%» () & invece la sottoclasse di C* (Q) costituita da tutte le funzioni per le quali
tali derivate sono A-hdlderiane in ogni sottoinsieme compatto di Q. Gli spazi C*
e C*» sj intendono normati con le posizioni solite (cfr. [9] p. 318).

Indicheremo con @ () lo spazio vettoriale C~o () nel quale si dice — come
di solito — che una successione di funzioni {¢;}, con @; € C= (L), converge a
zero su ) se i supporti di tutte le ¢; sono contenuti in uno stesso sottoinsieme
compatto di Q e se le derivate di ogni ordine delle ¢; convergono uniformemente
a zero per j —> 00, Di conseguenza @’ () & linsieme delle distribuzioni definite
su Q; useremo la notazione (E, @), o anche E [¢], per indicare il valore che as-
sume il funzionale E € @’ (Q) in corrispondenza di ¢ € D (Q). Accanto a
D avremo occasione di considerare lo spazio & delle funzioni a decrescenza rapida
e ciog, com’® ben noto, lo spazio delle funzioni di classe C* (R") munito della
topologia generata dalle seminorme

(1.3) P.s(g) = sup (1 + [x[%" D" g (x)| | +1,heN

dove a & il multiindice (o, @, ..., %y).

La totalitd dei funzionali lineari continui su & (R") costituisce lo spazio delle
distribuzioni temperate e si indica con &’ (R") o semplicemente con &’. Con &’
intenderemo invece il sottospazio di @D’ costituito da tutte le distribuzioni con
supporto limitato. Ricordiamo poi che con (D%’ si indica lo spazio delle distribu-
zioni di ordine zero che vengono anche chiamate misure di Radon.

Ai fini dello studio delle soluzioni deboli dell’operatore Ls, dovremo utilizzare
le seguenti definizioni (cfr. [8] pag. 99).

Se O < R™ e G < R" sono due aperti, consideriamo una funzione definita in Q
con valori in D’ (G):



A
(1.4) Q3s—>u9 e D’ (G) .

Funzioni di questo tipo vengono denominate « funzioni d.-v. » (distribution valued)
ed indicate col simbolo precisato in (1.4).

DEeFINi1ZIONE 1.1 — Diremo che una distribuzione # € @D’ (QX G) & la distri-
buzione indotta dalla funzione d.-v. (1.4) se

(1.5) ulxl=Ju® [x(s)1ds xe€DEOQAXG)
Q

purché l'integrale esista per ogni x € @D (2XG).

2. - PROPRIETA DELL’OPERATORE L;

In questo numero, dopo aver enunciato il problema cui si & fatto cenno nella
introduzione, poniamo anzitutto in evidenza alcune proprietad dell’operatore L;
(n. 2.1). Successivamente, mediante applicazione formale delle trasformazioni di
Fourier e di Laplace, determiniamo un’opportuna formula di antitrasformazione
che consente di individuare, come si vedra al n. 4, la soluzione fondamentale del-
Poperatore Ls (n. 2.2).

2.1 - Posizione del problema. Problema « standard ».

Con riferimento all’operatore Ls; definito dalla (0.1), e usando la notazione
di Schwartz, poniamo ©®

2 0
T=—— , D= (Dl, Dz, D3) Y D,' = (/ = 1, 2, 3)
Ot Ox,-
(2.1) PD,7) =1+ — (v + Fe) (D4 + D% + D%) .

in modo da scrivere
Ly =& P-(D,:T) ;.

Dalla (2.1) si osserva subito che il piano t= 0 é non caratteristico (cfr. [10]
pag. 120) per Poperatore Ls. Le (0.2)-(0.3) assumono allora la forma

(3) Mediante ovvie posizioni & sempre possibile ridursi al caso che nella (0.1) sia: azf =1
e @2, = ¢? < 1. Pertanto, senza alcuna restrizione, nel seguito esprimeremo I'operatore L, mediante
la (2.1) anziché 1a (0.1).
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(2.2) eP(D,t)u = f(x,¢)
(2.3) ™ u (%, 0) = fr (%) k=" 0xily, 242
Osserviamo inoltre che la parte principale ps di P (D, 7) & data da
p(D,7) =7 — D4+ D2+ D4t .

Pertanto 1’equazione

p(E,A) =0
ammette — per ogni £ reale non nullo — le tre radici
M=0,%k=4, = — ¢

che sono reali e distinte. L’operatore Ls verifica la condizione di Garding; esso
risulta percid strettamente iperbolico (cfr. [9] pp. 128-129). D’altra parte P’equa-
zione (2.2) & a coefficienti costanti; tali circostanze assicurano, com’® noto, che
il problema di Cauchy (2.2)-(2.3) & «ben posto» nel senso di Hadamard (cfr.
[10] pp. 131-132).

Assegnate le funzioni f (x,#) ed fi (x) (i =0, 1, 2) definite rispettivamente
in Y%, ed in R3, poniamo la seguente

DEFINIZIONE 2.1.1 — « Problema classico (P »: consiste nel determinare —
sotto opportune ipotesi di regolarita per f ed fi — una funzione # (x, #) di classe
C? (Y*,) che verifica 'equazione (2.2) in Y*,, & di classe C* (¥*;) e soddisfa le
condizioni (2.3) (per ¢ — 0%).

Ai fini della determinazione esplicita di #, introduciamo poi il cosiddetto
« Problema standard (D.», che & il problema che si ottiene da (D assumendo
f=0,i=fo=0.

Com’2 noto, e come del resto vedremo al n. 4, quando si riesce a determinate
la soluzione del problema (D; si individua la soluzione fondamentale, la quale
consente di risolvere il problema classico (P con dati f ed fi qualunque, purché
sufficientemente regolari.

A tale scopo, indichiamo con (F ed £ gli operatori di Fourier e di Laplace
ed assumiamo che f, (x) € & (R?). Se poniamo

(2.4) hE)=GFfh=2n) [ exp (—ix-E)f(x) dx
R3
U E,s)=L42E, )=

=¢(2i70)532 f exp (—st)dt [ exp (—ix - §) u (x,¢) dx
0 R3
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e denotiamo con o la determinazione principale del radicale
(2.5) c=s(es+ 1" (es + A
dalle (2.2)-(2.3) (con f = 0, fo = f1 = 0) facilmente si ricava
(2.6) U s)=¢clles+ ) E+)]" L6 .
Ma, com’¢ ben noto [5], risulta

(8 + o) = F[(47|x)™" exp(— |x] )]

per cui
27) Lux,)=¢c[4n(es+ A [lx] exp (— |x]0)]+f2 (%)

dove . indica la convoluzione rispetto ad x. Cid che presenta maggiori difficoltd &
la determinazione della funzione H (7, ¢) definita dalla relazione simbolica

(2.8) LH(r,t) =¢c(es + &) exp(—r0) (V r=0)

con ¢ data dalla (2.5).

2.2 - Su una formula di £ trasformazione.

Siano 4, b, b tre costanti reali positive e T una variabile reale definita in
{7: 7> 0}; consideriamo i seguenti integrali (» = 0,1)

(29) H,(t)=nlh(aV®+2h1) +

+ fexp (an/2) (b/u)" L @2V Bw) Io (aV e—2) (42 5) ) du ,
0

dove I, rappresenta la funzione modificata di Bessel di prima specie e di ordine #.
E’ facile verificare che — per # = 0 ed #» = 1 — sussistono, nel semipiano
Re (5s) > — a, le seguenti formule di £ trasformazione:

(2.10) LH,=a"" [(s+a)?/(s—a)*—11""(2 — &) exp [A(5)] (»n=0,1)

con

A(s) =bIs—(P=A"] + (b/a) [( (s+a)/(s—a) )* — 1] .
Infatti, per =0, con una facile applicazione del teorema di Fubini-Tonelli, si ricava

LH= | expl—(s—a/2) 8] To(2Vbu)du | exp (—s®) Lo (aVT (+%+25)) d .
0 0
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Basta ora applicare le formule di £ trasformazione (cfr. [11], p. 197 e 201)

LTy (aV2+2 B 1) =(s2—a?)"12 exp B (s— V—a?)

Re (s) > |Re (a)|
larg Bl < m

LI 2Vat) =5 exp(a/s) (Re (5) > 0) ,

per dimostrare la (2.10) nel caso #=0. In maniera analoga si procede per #=1.
Dalle (2.10) si trae pertanto

L (aHy + Hy) = (s — a)~! exp [A (5)] .
Se 7 (#) & la funzione unitaria si osservi ora che
L[ (t—r)g(t—r)] = exp (—rs) L. g (7)
per cui, 'se poniamo

(2.11) BP=01-&/2 , a=ke!
b=Fre?t |, bh=r
ed indichiamo con F (7, #) la seguente funzione
(212) F(r,t) =¢ ' (aHo+ Hi)exp [— (1 4+ &) (¢/2¢) + (S r/e)]
si trae
(2.13) LIN(E—=nF (r,)] =(es+ )" exp(—r0) .
L’antitrasformata di Laplace H (7, £), definita dalla relazione simbolica (2.8), &

pertanto la funzione €7 (¢—7) F (7, £), con F data dalla (2.12). E’ facile verificare
che, posto

(214) w=PRe'(@—A"  E=2kec[r(t—n1",q =F(E—r)/2¢ ,
F (7, 2) si pud cosl esprimere:
(2.15) F(r,t) =e'exp [— (14 (¢/2¢) + Fr/e]l - [To (w) +

+ f[4n0T (Ee) +EL ()] I (0 VI — ) exp (nelidali
0

Siano ora
T={(r:t20,0<r<¢t}
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ed L; operatore che si ricava da Ls sostituendo il laplaciano A con la 9%, e ciod
(2.16) Li=e0 (% =)+ % - .

Mediante il procedimento indicato in [15] ed in base ai calcoli ivi eseguiti, si
prova facilmente il seguente

LemMA 2.2.1. — La funzione F (r, t), definita dalla (2.15), é di classe C* (Z)
e costituisce una soluzione regolare dell’equazione

(2.17) LiF=0.
Essa verifica inoltre le seguenti condizioni
(2.18) F(¢,¢8) = ¢! exp (—E t/e) . (eFt +2F)0=0
(2.19) Fi)rme = (= +B2t/e)F(t,t) (B = (1433 F/4)
(2.20) Fo+F +e'FF),.=0.

Come si rileva dalla (2.15), F & mai negativa in ogni punto di Z. D’altra parte
non & difficile verificare, mediante la £ trasformazione, che

t

(2.21) PRI dr= e, exo [ = (& ¥ ef2elle (Ba)E dn
0

0

per cui, applicando la nota diseguaglianza [12]
(2.22) L(lz) <ol exp |Re (2)] , Re(}) > —1/2)

ed indicando con erf (#) la funzione degli errori, resta dimostrato il seguente

LEMMA 2.2.2 — La funzione F (1,t) & mai negativa in ogni punto di X ed
e tale che

(2.23) ftF (r,2)dr < ko erf[c (£/e)*]1 < ko (t=0)
0

dove la costante ko dipende solo da c.

Osserviamo infine che dalle (2.18) - (2.19) - (2.20) si ricavano poi le re-
lazioni:
(2.24). (F, —F—e'@Fer= — (F, + 3F: + ' F)yet

d
(2.25) —F—F — ' ZF)er = (Ft + A F)pet
dt
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In conclusione percid, dalle (2.7) - (2.8) - (2.13) segue che il problema
standard (Ds ammette la seguente soluzione formale

u(x,8)=¢eh(x)+E(|x,2)

con

(2.26) E(|¢,2)=@mn|x)n@—|x)F(|x],2) .

OsSERVAZIONE 2.2.1 — Tale formula definisce una funzione di || e di ¢
che in base al Lemma 2.2.1, risulta di classe C* nell’insieme X/{r: 7 = 0}. Nel
prossimo numero dimostreremo che essa rappresenta proprio la soluzione fonda-
mentale (nel senso delle distribuzioni) dell’operatore La.

3. - SOLUZIONE FONDAMENTALE DELL’OPERATORE L;

Fissato un numero reale positivo 7, sia I' (0, 7) la sfera che ha il centro nel-
Lorigine di R? e raggio #. Con riferimento alla generica funzione ¢ (x) dello spazio
& (R%), indichiamo con @ (r) (notazione di Schwartz) la media sferica di ¢ sulla
superficie di I" (0, 7); poniamo cio&

(3.1) o(r) = (475r2)“f<P (y) dSy .

pi=r
Consideriamo quindi la funzione d.-v. (cfr. n. 1) definita ® sullo spazio & (R’) da
(3.2) [0,00[3¢ > EO[@] = [ F(r,0rd(dr € & (R)
0

con F (7, ¢) data dalla (2.15).

Un noto teorema ([3] pag. 137) — essendo l'operatore L3 strettamente ipet-
bolico — assicura lesistenza della soluzione fondamentale e la sua unicitd nella
classe delle soluzioni aventi supporto contenuto in Y*,.

Ci proponiamo di dimostrare in questo numero che tale soluzione coincide
con la distribuzione indotta (cfr. n. 1) dalla funzione d.-v. (3.2), della quale pre-
mettiamo ora alcune proprieta.

(4) Come proveremo nel Teorema 3.1.1, E® € £’ (R)%.
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3.1 - Proprieta della funzione d.v. (3.2).
TEOREMA 3.1.1 — Per ogni fissato t > 0, la (3.2) definisce una misura di

Radon positiva. Ogni distribuzione E® & temperata. Inoltre la funzione d.-v. defi-
nita su & dalla (3.2), é limitata per ogni t = 0.

Dimostrazione. — Cominciamo con l'osservare che la funzione F (r,#) & di
classe C~ (Z) e mai negativa in ogni punto di X (cfr. Lemmi 2.2.1 e 2.2.2). In
corrispondenza di ogni elemento @ (x) dello spazio @D (R?), 'integrale

(3.3) EO [ol= [ F(r,Ard(Ndr  VoeD®)
0

definisce percid — per ogni fissato # > 0 — un funzionale lineare positivo su
C=y (R%. Cid basta ad assicurare (cfr. [8] pag. 44) che E® & una distribuzione
di ordine zero.

Se pilt in generale @ (x) € & si ha ovviamente

(3.4) [ro ()| <r(1+A sup (14 |x) |o(x)]| <
per cui, ricordando anche la (2.23), si trae
t
(3.5) |E® [@]| < co f F(r,¢) dr < cost Voed .
0

E cid dimostra appunto che ogni E® & un elemento di &’ e che la funzione d.-v.,
definita su & dalla (3.2), & limitata per ogni # = 0.9

3.2 - Soluzione debole dell’equazione (0.2).

Proviamo ora il seguente

TEOREMA 3.2.1 — Per ogni t > 0 sia E® la distribuzione definita dalla (3.2).
Allora la formula

(3.6) Elx] = f E© [x (¢ )] dt x € & (RY
0

definisce una distribuzione temperata di ordine zero,® che rappresenta 'unica solu-
zione fondamentale dell’operatore Ls con supporto contenuto in Y*..

(5) Per le definizioni di funzioni 4.-v. continue, limitate, di classe C=, etc..., cfr. [8] par. 12.
(6) Cfr. I'Osservazione 2.2.1.



PR

Dimostrazione. — La (3.6) & la distribuzione indotta dalla funzione d.-v. (3.2).
In base alle proprieta di tale funzione dimostrate al n. 3.1, ed applicando il Teo-
rema 2 riportato a pag. 176 di [81,? si verifica subito che E & una distribuzione
temperata positiva di ordine zero.

Com’¢ ben noto, per affermare che E & una soluzione fondamentale dell’ope-
ratore Ls, occorre provare che L; E = &, dove & & la misura di Dirac. Cid significa
che, per ogni elemento X dello spazio & (R*), risulta ®

(3.7) < EGLh > =S84 X> x € & (RY)
dove L*; & 'operatore aggiunto di L; dato da
(3.8) Loty == iig g (DY Aot e Ampt
A tale scopo, per ogni fissato ¢, indichiamo con ¥ (r, ¢) la media sferica di X

sulla superficie della sfera I" (0, 7) nell’iperpiano di quota #; poniamo cio®

(3.9) X(r,t) = (47tr2)"fx (9,2) dS,
Is|=r

E’ noto che ([2] pag. 282):
m =9 X
BAx=A%=100%+ (2/r)0] % (r,2)

per cui, come si verifica facilmente,

(310) L; L= r1 L* (f i)
dove L; & l'operatore definito dalla (2.16) ed L*; il suo aggiunto dato da
(3.11) L* = — €0, (0% — %) + 4 — 2, .

Dalle (3.6) - (3.2) - (3.10) si trae percid

oo t
(3.12) <E,L%x>=[dt f F(r,t) Ly [rX(r,8)] dr .
0 0

(7) Cfr. anche la precisazione contenuta nel primo capoverso di p. 178.
(8) Le proprieta di E ed il comportamento della funzione F (r,£) per r = £ —> oo consen-
tono, come si vedra, di dimostrare la (3.7) sullo spazio o, senza dover supporre necessariamente

che x € @D (RY).



e 55 o
Ma, indicando con v (r, ) € z (7, £) due funzioni sufficientemente regolari, risulta
(3.13) vLi(z) —z2L% () =9, Q1 + 9, Q, 5

con :
Q==¢t (% —2%) () 4+ ¢ (v — 32 0) + vz — 208

Q=0 (% +Nz2+2E%—Av .

Pertanto, se assumiamo z = F,» =7 ¥ e ricordiamo (cfr. Lemma 2.2.1) che
L F = 0, dalle (3.12) - (3.13) si trae

o r=t oo t
(3.14) <E,L% x> =— flQl di—fdtfoQudr .

D’altra parte, poiché ¥ & a decrescenza rapida, & facile verificare, anche in base
alle proprieta di F, che

limQi =0 Vr<t,

t=>c0

e inoltre risulta applicabile il teorema di Fubini-Tonelli all’ultimo integrale della
(3.14), in modo da avere

(3.15) g‘ de [ 20Qu dr :j dr [ 0,Qu dt = —J (Queer dr .
Poiché Q; si annulla per »=0 (cfr. (2.18), dalle (3.14) - (3.15) si ricava

(316) <E ,L*:, X> = (Q1——Q2)r=t dt .

S g

Posto ora
(EF, = EF: =3 CZF)r=t = q) (t) >

mediante calcoli analoghi a quelli esposti in [2] (p. 282), ed applicando le rela-
zioni (2.24) - (2.25), & facile verificare che

d

(35157 (Ql—Qz)r=z:—d— l:s(ot—ar) (rxF)+rx¢ ]
t

r=t

Basta a questo punto osservare che, in base alle (2.18) - (2.19) - (2.20), le funzioni
F, F;, F,, valutate per » = ¢, tendono a zero per ¢ — oo; dalle (3.16) - (3.17) si
trae percid

<E,L%X> = —[e(9:—9) (rXF) + rx$lr-t0 = e F(0,0) ¥ (0,0) .
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Di conseguenza, essendo F (0,0) = &7! (cfr. (2.18)y) e X (0,0) = X (0,0), risulta
<E,L*x> =x(0,0) = <8, x> .

Per quanto riguarda poi l'unicita di E, si osservi che esplicitando la formula (3.6):
oo t

(3.18) Elxl=[fdt [ F(r,t)rX (r,2)dr x € & (RY
0 0

risulta evidente che il supporto di E coincide con il cono caratteristico; si ha ciog
(3.19) supp E=A={(t,x):¢2>0,|x| <z} .

Tale circostanza assicura, in base a noti teoremi (cfr. [3] pag. 137), 'unicitd di E
nell’insieme delle distribuzioni con supporto contenuto in Y*,.

4. - SOLUZIONE CLASSICA DEL PROBLEMA P

Indicando con ® il prodotto di convoluzione che opera su x e su ¢, premet-
tiamo il seguente

LemMA 4.1 — Se f (x,t) & una distribuzione con supporto contenuto in Y*,,
la convoluzione v =E ® £ & un elemento di D’ (R*) che definisce una soluzione,
nel senso delle distribuzioni, dell’equazione

(4.1) Liv=#f.
Se poi £ € &', allora la distribuzione v é temperata.

Dimostrazione. — Dal teorema 3.2.1 ed in base all’ipotesi fatta su f, si ricava
che le distribuzioni E ed f sono elementi dello spazio @D’ con supporti tali che

supp f < Y. , supp E = A (cono caratteristico) .

Queste condizioni assicurano (cfr. [8] pagg. 122-125) lesistenza della convolu-
zione E ® f, che definisce a sua volta un elemento di @’ (R*). Ma, d’altra parte,
E & la soluzione fondamentale di L e cid implica (cfr. [8] pag. 244) che v = E ® f
& una soluzione, nel senso delle distribuzioni, dell’equazione (4.1).

Se, pitt in particolare, f € &’ essa definisce una distribuzione temperata con
supporto limitato. In base alle proprietd di E, risulta quindi applicabile il Teorema
1.8.8 riportato in [8] (pag. 166), a norma del quale la convoluzione » = E ® f
& una distribuzione temperata. E cid completa la dimostrazione del Lemma.
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Prendiamo ora in esame il problema classico (P enunciato al n. 2.1 conside-
rando, in un primo momento, il caso che i dati iniziali fo,f1, f» siano nulli.

La funzione f (x,%) a secondo membro dell’equazione (2.2) sia di classe
C? (Y*;); prolunghiamo f in R* assumendo che sia f (x, #) = 0 per # < 0. Per ogni
fissato #, indichiamo poi con f(x,7;#) la media di f(x,#) sulla supetficie della
sfera T' (x,r); poniamo ciog

(4.2) fx,r58) = (4ﬂrz)"ff (y,2) dSy .

ly—x|=r

In tali condizioni, com’® facile verificare, la convoluzione E ® f & data da
L, L1

((4.3) w(x,t)=E®f= [d= 0J” rF(r,7) f(x,r; t—7) dr
0

e definisce una funzione # di classe C* (R*) che si annulla nell’insieme Y*_.

A norma del Lemma 4.1, la funzione #; definisce quindi una soluzione nel
senso delle distribuzioni dell’equazione (2.2); inoltre essa & una funzione di classe
C3 (Y',) che si annulla in Y*_. In base ad un noto teorema (cfr. [8] pag. 240)
us rappresenta una soluzione classica della (2.2). Per quanto riguarda poi le condi-
zioni iniziali (2.3), le ipotesi fatte su f consentono di derivare sotto il segno d’inte-
grale e di verificare cosl anche le (2.3) (con fo = fi = fo = 0).

BN

OsSERVAZIONE 4.1 — Osserviamo esplicitamente che & possibile attenuare
le ipotesi fatte su f (x,#). Infatti, come si rileva dalla (2.26), la soluzione fonda-
mentale E dell’operatore L; & definita dal prodotto della funzione F di classe
C- (Z) per il termine (4 ™ |x|)™! che rappresenta, com’® ben noto, la soluzione
fondamentale dell’operatore di Laplace in R®. Si possono pertanto applicare alle
derivate della convoluzione E ® f le note proprietd di regolaritd holderiana delle
derivate dei potenziali newtoniani.””

A questo punto ossetrviamo (cfr. [8] pag. 282) che la risolubilita dell’equa-
zione non omogenea (2.2) con dati iniziali omogenei, implica quella dell’equazione
omogenea Lyz# = 0 con dati iniziali qualunque. Basta pertanto applicare le for-
mule citate in [10] a pag. 121 per determinare la soluzione completa del problema
classico .

Posto

(4.4) fi(x,1) = (4n )~ f/i () dS, (i=0,1,2)

|y—x|=r

(9) Cfr. [1] n. 5 e [9] pag. 585.
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t
(4.5) i, (x,¢) ={ rF(r,t)fi(x,7) dr ,
si ricava
(4.6) u(x,8) = eu, + (L+€9) uy + (040, —e A) U+

con z data dalla (4.3).

L’unicita di tale soluzione, nella classe delle soluzioni sufficientemente regolari,
segue poi da noti teoremi ([3] pag. 140) sugli operatori iperbolici a coefficienti
costanti.

Risulta cosi dimostrato il

TEOREMA 4.1 — Se la funzione f (x,t) & di classe C*(Y*,) e i dati iniziali
fie C (R} (i=0, 1, 2), il problema classico (D ammette una ed una sola solu-
zione regolare definita dalla (4.6).

5. - ProPRIETA DI E - APPLICAZIONI

La funzione F (7, ) — che, a meno del fattore (4 7 r)~!, rappresenta la solu-
zione fondamentale E — &, come si & detto, mai negativa in ogni punto di 2.
Vogliamo in questo numero potre in evidenza un’altra notevole proprietd di tale
funzione, dimostrando che I'integrale che interviene nell’espressione (2.15) del
nucleo F & maggiorato da un esponenziale ad argomento negativo del tipo
exp [ — (r—ct)*/et].

A tale scopo si ossetvi che, maggiorando le funzioni di Bessel a secondo mem-
bro della (2.15) mediante la formula (2.22) e ponendo

t—r 1/2 c f—p 172
(5.1) 05:( , 29 =R (t+7r) , Y:_(
t+r kE r

(5.2) gway)=01—=0) (v — o)+ (& — VI—0 ,
facilmente si ricava
(53) 0SF(r,t) —e'hi(w)exp[ — (1 +A¢t/2e+ 2r/e]l <B (r,?) ,

con

(5.4) B(r,t) =ce! (¢/r) 6]’11)‘”2 (1—) P exp (—Fe ') dv .
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Al fine di maggiorare l'integrale che definisce B, determiniamo ora alcune
proprietd del minimo assoluto della funzione g?(»), definita nell’insieme
{v:0 < v < 1}, per ogni fissato valore di @ € ]0,1[ e Y > 0.4

Anzitutto & facile verificare che gli estremi dell’intervallo non sono di minimo
assoluto; inoltre, quando Y = (1—a?"?, la funzione g?(v) si annulla per
v =y = (1—a?, E’ interessante osservare che Y = (1—a?)? se e solo se
r = ct (punti della superficie del cono caratteristico A.).

D’altra parte, osservando che 9, g? si annulla se e solo se

(5.5) v(l—A) M =av+y(l—a)a?! 0<ov<1,
¢ facile provare il seguente
LemMmA 5.1 — L’equazione Oyg® = 0 ammette una ed una sola radice
reale vo = vo (%,Y) € 10,1[ . Inoltre si ha:
(5.6) min (Y, V1—a?) < v (a,Y) < max (Y, V1—a?)

il segno di uguaglianza valendo se e solo se Y = (1—a?)"? ,

Poniamo ora
(5.7) v* (2, 7) =7 (@ + 7)) <1
osservando che v* coincide con 2o se e solo se Y = (1—a?)Y2 In ogni caso sussiste
il seguente
LeMmmMmaA 5.2 — II punto v* definito dalla (5.7) separa Y e vo avendosi
(5.8) min (Y, 20) < v* (@, Y) < max (Y, vo) .

Il segno di uguaglianza vale se e solo se Y = (1—a?)!2,

Dimostrazione. — Basta osservare che nel caso (1—a?)? < ¥ risulta v* < y
e inoltre

(% @)=+ >0 , (9 @)vrr >0 .
Quando invece & (1—a®)2 >y sihav* >y e

(DV gz)‘V=‘f < 0 ’ (Ov gz)v=v‘ < O

e da cid segue l’asserto.

(10) I casi «a=0, a=1, y=0 corrispondono ai valori »=0 ed r=¢, per i quali 'integrale
a secondo membro della (5.4) si sa calcolare in termini finiti.
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Da tale Lemma si ricava pertanto
(5.9) Y=o |2 |v—0*|
e quindi

(5.10) oi;jﬂ, (v, a,7)=g@, 1) = (1—a®) (Y—w) = (1—a?) (Y—v*) .

Sostituendo ad @, Y e v* (&, Y) i loro valori dati dalle (5.1) - (5.7), si ricava

(5.11) Y& w,a,y) et gil(ri)
con
(5.12) a(r,t) = (t—=r) — [ (¢4 + F/Er ]2,

Basta ora applicare a gi la formula di Taylor di punto iniziale » = c# ed osservare
che g1 (ct, #) si annulla, per avere

(513) gzl (r, t) = [ (Or gl)r=p ]2 (r—Ct)z O < P < L
Ma, com’® facile verificare,

(5.14) [og(e, ) P=[4(t—p)]1 2= (428)! 0

V/A\
)
V/A\

per cui dalle (5.11) - (5.13) - (5.14) si ottiene

(15:15) Y2 (v,a,Y) = E(r—cti/det .

Ricordando le (5.3) - (5.4), possiamo in conclusione enunciare il seguente

TEOREMA 5.1 — In ogni punto dell’insieme %, la funzione F (r,t), definita
dalla (2.15), verifica la seguente limitazione

(5.16) F(r,)<elexp [— (1 +ADt/2e+Pr/e]l - Li(w) +

+ et (¢/r) exp [— A (r — ct)*/4et] .

OSSERVAZIONE 5.1 — Maggiorando anche I, mediante la (2.22) e ponendo
2:€2+k2_(c4+k4)1/2 "

facilmente si ricava:
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(517) F(r,0) <[e(t— 11" exp (—B t/e) +
+ et (t/r) exp [— & (r — ct)?/4et] .

Quale applicazione delle formule ora stabilite, vediamo come & possibile mag-
giorare la soluzione # e determinare condizioni sufficienti perché essa sia infinitesima
quando ¢ — oo,

A titolo di esempio consideriamo la soluzione del problema « standard » (n. 2);
essa & data (n. 4) da:

(5.18) EUf, = € gi F(r,?) fa (x,7) rdr .
Se poniamo
(5.19) u(t) = oft F(r,t) dr > 0

si ha anzitutto, per ogni (x,7) € Y%,

(5.20) (2 inf rf(x,7) S ayy, < (f) sup rha(x,r)

o<sr<t 0<r<t
per cui, applicando il Lemma 2.2.2, si ricava

(5.22) lup, | < ko erf (& t/s)"zosup |7 (x,7)] .

<r<t
Per quanto riguarda poi il comportamento asintotico, dimostriamo il seguente
TEOREMA 5.2 — Se £ (x) & di classe Cl (R®), la soluzione € v, del problema

standard, quando t — oo, & almeno 0 (t7"). Sussiste infatti la seguente limitazione,
uniforme rispetto ad x,

(5.23) ] w, (x,8)| < v/t
dove la costante v non dipende da «.

Dimostrazione. — Se f» (x) € C% (R, la sua media sferica & una funzione
f2 (x,7) a supporto compatto; inoltre in ogni punto del supporto risulta [10],

|72 (x,7) | < M2 Y x € supp f

dove M dipende dal sup. di f,. Pertanto la funzione » (1 + ) f2 (x, r) & continua per
ogni 7 = 0 e limitata quando » — oo, Dalla (5.18) si trae percid

t
lup, | < c3 { F(r,t) (147" dr .

Basta ora applicare la (5.17) a tale relazione per ricavare facilmente la (5.23).
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