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ESTER GIARRUSSO (*)

Problemi quasi-ellittici dipendenti da un parametro in L°. (**)

Summary. — In this paper we prove theorems of existence and uniqueness in L? for the
quasi-elliptic equation depending on a parameter ¢: L(x,D,q)# =f(x,q) in R* and for
the Dirichlet’s problem for this equation in R”,.

INTRODUZIONE

In una recente nota A. Alvino e G. Trombetti [2] hanno stabilito dei
teoremi di esistenza ed unicitd per problemi ellittici dipendenti da un parametro,
considerando soluzioni appartenenti agli ordinari spazi di Sobolev W“? con
leNep>1. )

In questa nota estendo parte di tali risultati; dimostrando Iesistenza e
'unicita nello spazio di una soluzione di una equazione quasi-ellittica (cfr. n. 4) del
tipo:

m m
(I) 2 ﬂak(x)quau-‘:f(x;q) %:[—’--',—) ,xERn’

<oy w+k<m my Mn

dove # appartiene ad un opportuno spazio Hi, con / € Ry e p > 1 (cfr. def. 1.1.)
che coincide con lo spazio W*? considerato in [2] quando = ... = m, ed
I € N e dove, inoltre, i coefficienti .« (x) appartengono ad opportuni spazi M,
(cfr. def. 1.5.) per i quali vale la diseguaglianza dimostrata nel teorema 3.1.
Stabilisco, inoltre, un teorema di esistenza ed unicitd nel semispazio R", per
il problema di Dirichlet per un’equazione del tipo (I), limitandomi in tal caso a
considerare la soluzione in uno spazio H*;, con I € Ry e tale che per ogni

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo Nazionale per I’Analisi Funzionale e le sue
Applicazioni del CN.R. presso I'Istituto Matematico « Renato Caccioppoli » dell'Universita di
Napoli.

(**) Memoria presentata dall’Accademico dei XL Carro Miranpa il 24 dicembre 1979.
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ie{l,..,n} € N. Tali restrizioni sono dovute al fatto che utilizzando op-
m

portunamente i teoremi sull’interpolazione di [6] e [7] si prova la validita di un

I
teosema di tracce per gli elementi di H*;,, con

e prop. 3.1.). m

La validitd di un teotema di tracce in ipotesi meno restrittive implicherebbe
la possibilitd di estendere i teoremi di esistenza ed unicitd provati a problemi di
tipo pitt generale in R”,. Cid sard oggetto di ulteriori studi.

Nel n. 1 sono richiamati gli spazi nei quali si considera il problema ed alcune
loro proprietd; nel n. 2 & enunciato il teorema di Mihlin e si dimostra un lemma
che ne semplifica I’applicazione a funzioni x’-omogenee; nel n. 3 si definiscono
opportune norme dipendenti dal parametro g e si stabiliscono mediante il lemma
2.1. alcune maggiorazioni con costanti indipendenti da g, che verranno poi uti-
lizzate nei numeri 4 e 5 dove si studiano, infine i suddetti problemi in R" ed in R",.

€Nedi=1,..,n(cfr th. 1.1.

1. - Gu1 spazr H;, ,W'? e B,

Richiamiamo, anzitutto, alcune usuali notazioni di cui ci serviremo nel seguito.
Detto o un multi-indice, cioé una #-pla di interi non negativi & ,... %, pot-
1 2 1
remo || = & + ...+ &, Di = — = — 9%, D*=D*%=D% ,..., D,
i Oxr i
ed, inoltre, con & = (&,..,E) €ER* e x = (x1,.,%:) € R* si porra £ =
= E“ll o E.“"ne <§, x> = 61 X1 + ... + &n Xn. 5
Indicheremo, poi, con A (£), o pilt semplicemente con A, quando cid non dia
luogo ad equivoci, la funzione cosi definita:

A = (1+ JEm)n

dove i ..., m, sono # interi positivi ed 7 = max {1 ,..., 7.} .

Infine, indicheremo, come di consueto, con Q un aperto di R” e, la trasformata
e lantitrasformata di Fourier di una distribuzione temperata # di R", rispettiva-
mente con (Fu ed (F~lu.

Cid posto, introduciamo alcuni spazi funzionali. Diamo la:

DEFINIZIONE 1.1. - Per ogni p > 1,1 = 0 indichiamo con Hip lo spazio delle
distribuzioni temperate u tali che: (F~' A (Fu € LP (R"), munito della norma:

lall, = (1GF~! A GFall? &
Quando 7 = ... = m, tali spazi sono ben noti e sono stati ampiamente stu-

diati da vari autori (cfr. [3, 5, 6, 13]).
Indicato poi con R", il semispazio costituito dai punti x = (xi ,..., X») per i
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quali x, > 0, e con (Hj,)- il sottospazio di Hy,, costituito da quegli elementi il cui
supporto & contenuto nel semispazio R*—R", diamo la:

DeFINIZIONE 1.2. - Per ogni p > 1,12 0 indichiamo con H*1p lo spazio
quoziente:

munito della norma quoziente:
lull*1, = inf |Ifll., f€Hiped f=uper x>0 .

Richiamiamo, ora, la definizione di spazi che generalizzano gli spazi di Sobolev

(cfr. [6]).

DEFINIZIONE 1.3. - Per ogni n-pla ¥ = (11 ,...,tn) di interi non negativi e per
ogni p = 1, indichiamo con WP () lo spazio delle funzioni u tali che:

oky
€ L7 (Q) con0<esr,i=1,.,n;

0 xk,'

munito della norma:
n Ty ok U

el = 3} 3}

0 xki T Q)

Indichiamo, ora, con A;, I'operatore cosi definito:
Ait F (X1 gey Xn) = F 0 yorry Xt F £ vy Xn) — F (X1 5000y Xn)

e diamo la:

DEFINIZIONE 1.4. — Per ogni p = 1 e per ogni n-pla di numeri reali positivi
f = (t1,..., ta) indichiamo con B, (R®) lo spazio delle funzioni u tali che:

e L? (R k=0,1,.,r% i=1,.,n

P xki
ed inoltre per ogni i€ {1,..,n}

+oo

1
bi () = f—— (f
tl+p°‘i

o Rﬂ

"')fi*u
Ak,

dx) dt < oo

ik
) xr,i
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dove t*; & il pin grande intero minore di 11 , 0 =1 — 1% , ki=1 per a; < 1
e ki = 2 per ay = 1. In questo spazio poniamo:

Ky

3

+ X (Bi(w))” .

n
”u”B;p (R”) = 2 “

1]

f ®"
Posto, ora, per ogni # € D (R"}) ,Yo# = # (%1 ,..., ¥n-1,0) €

Qu ok y
 Xn 0 x*,

si ha il seguente teorema di traccia:

TEOREMA 1.1. — Per ogni p > 1 e per ogni n-pla t = (t1,...,tn) di interi
positivi, detto k il pit grande intero minore di 1o — 1/p, Vapplicazione:
u € D (R*,) = Txu si prolunga per continuitd in una applicazione che denotiamo

2u oku
ancora con u—> Tyu = Yol ;Yo el
Dxn Oxkn
j 1
k(1= =)

(R*Y con ' = (t1,..., ta_1); esiste cioé una

da W (R*,) ¢ II B

i=

costante C > 0 tale che per ogni u € W' (R,) si ha:

k du
__J 1 v <_C fp n
1 — ) <Cll« ]
& Yo on. s ( o P’ﬂ)(Rn—l ||zl [w"? @™+
_ x (1—7’-_;-:")r' , '
Inoltre, per ogni (vo,vi,..,vk) € IIB i (R2-Y)  esiste almeno
§=0 .
du
una u € W (R*,) tale che: Yo =v;(j=0,.,k) e si bha:
U

llallw™” @"o < Cﬁ llojll (1’":‘_”_517")? n—1
7=0 B ®"Y

con C indipendente da (v, ,..., Vk).

Tale teorema si ricava come applicazione del teorema 2.1. di [6] pag. 211,
tenendo conto anche del teorema 9.1. di pag. 193 e della nota 5.1. ancora di [6]®.
Nel seguito porremo con /€R,:

lmi lm,- X
= e Y= ) L=, n
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e posto, inoltre, # = (I ,...,ls) ed #’ = (It ,..., ln_1) indicheremo, se I & positivo,
con B, (R") e Bip (R*) rispettivamente gli spazi B, (R?) e B, (R*1) e, se
gli /i per i€ {1,..,n} sono interi non negativi con Wi, (Q) lo spazio W' ().
Nel numero seguente (cfr. prop. 3.1.) dimostreremo che Hj, = Wi, (R")
e H*p, = W1, (R") con equivalenza di norme.
Introduciamo infine una classe di spazi di moltiplicatori per gli elementi di
Hi, e di H*, (cfr. th. 3.1.).

DerFmizione 1.5. — Con My, 1 € Ry, indichiamo la classe delle funzioni o,
Ko
€EL.Pconk <[Ll1®edie€(1,..,n} ed inoltre:

[As: Ox*; @]l
2[ dt < oo,

1 x5y ||+t
R

per le quali

1) in

n

i

2. - IL TEOREMA DI MIHLIN PER FUNZIONI %’-OMOGENEE.

Si chiama moltiplicatore di Fourier su L? (R"),p > 1, (cfr. [2, 3, 13]) ogni
distribuzione temperata ¢ per la quale:

(2.1) NF' Full? " < Cllull” @  per ogni u € &

& essendo lo spazio delle funzioni a decrescenza rapida.
E’ noto che vale il seguente teorema di Mihlin (cfr. [2, 8, 131), di cui ripor-
tiamo l'enunciato in quanto spesso ne faremo uso nel seguito:

TeoreMA 2.1. — Condizione sufficiente affinché § (1 ..., E) sia un moltipli-
catore di Fourier su LP (R®) & che esista una costante K > 0, tale che per ogni
& = (0 ,..., 0) con oy L 1 si abbia:

€ ID*¢ (§)] <K .

(1) Infatti, utilizzando le notazioni di [6] e [7] si ha:
W BE® =W ([RY) e WeE =W (R
quando si prende in R#—1 Ioperatore:
n—1
A — (;'——1 (1 + 2 EZrii)IIZr,, ed E _— Lp (Rn—l) .
i=1

(®) Con L, indicheremo, come di consueto, lo spazio delle funzioni ¢ limitate in R”
munito della norma ||¢||., = sup ] o (%) [ .
(®) Con [I] si indica la parte intera di I;.
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In tal caso la (2.1) vale con C = KApn dove Apn & una costante che dipende solo
da p e da n.

Indichiamo, ora, come in seguito con %’ il vettore di R**! di componenti
m m

(I
m Mn

e con Q linsieme cosi definito:

Q={q€ @ : a<argq< b} a,b e R
e diamo la seguente:

DeFINIZIONE 2.1. — Una funzione $ (q; &1 ,..., &) di QXR™ si dice w"-omo-
genea di grado h se, per ogni t > 0, si ha:

§ (tq; - Bf ., BT B E=E Wllg B BER)

Posto, inoltre, per ogni (¢,&) € € XR™

A (q ; E) - (Einm + l_;nl EZm;i)I/Zm

€:

N={(g,6) e QXR*: ' A(g;8) =1}

proviamo il

LemMa 2.1. — Sia $(q;&i,...,5) #una funzione w’'-omogenea di grado
—h,h >0, in QXR® Se esiste una costante M > 0, tale che:

sup. IEa DlE"l) (q 5 El LIS En)' < M V x = (al yeeey an) M %3 < 1
(7,8 €X

dllora per ogni fissato q # 0 (q; &) & un moltiplicatore di Fourier su LP (R")
e vale la (2.1.) con C = MApn|q™ .

Infatti & facile verificare che, poiché anche le funzioni &* D% ¢ (g ; &1 ,..., &)
risultano %’-omogenee di grado —A, vale la diseguaglianza:

| E* D% (75 &y, ) | SMA™ (g5 8) < Mlg|™

per ogni (q4,8) # (0,0) e per ogni & = (& ,..,%) con & <1 (i=1,.,n).
Dal teorema 2.1. si ricava allora I’asserto.

3. - NORME DIPENDENTI DA UN PARAMETRO

Dal teorema di Mihlin si trae che per ogni # € &,4€ Q — {0} ed 1 >0
(3.1) | F1A (g5 8) Full? @y < K |zl

K, essendo una costante dipendente da 4.



iy < T
E’ lecito, allora, porte con g € Q —{0} e # € Hy, :

lzllle, = GF A (q 5 €) Fa |l &

econzu € Htyp:

zlll*1, = inf [[Iflllz,  con f € Hip ed f = # per x. >0 .

Dal lemma 2.1. si traggono le seguenti diseguaglianze di cui spesso in seguito
faremo uso:

(3:2) gl Nallli-sp < C Maulll, 0<s<!
m m

(33) I”Dal u”|1—<¢1,u>.ll < C mul”l,ﬁ e ) < &, % > < l
m Mn

dove # € Hy, e C & una costante indipendente da 4. Da queste tenendo conto della
definizione di H*;,, si ha anche:

(3.4) lgl* Mulll*1esp < C Mllzlll*, 0<s<1

(S
m m

(35) ”lDa u”|+l—<a,n>yp S C ”lu”|+1'P s X === ’ <« )%> < l
mi Mn

dove # € H*;, e C non dipende da 4.
Ancora dal lemma 2.1. si trae:

(3.6) IF 1A (¢ ;8 Fullr & < C{IF A (¢g"; &) Full’w™ +
+ |7’[' lall? &™) @ g’ ,9"€Q— {0} e u€d

C essendo indipendente da g’ , g”.
Dalle (3.2) e (3.6) con g€ Q,g#0,0<s5<! ed # € & si ricava inoltre:

3.7 Nalli-sp < C{llzll’ + 1g17° lzlilp}
< C{llzllre™ + 1417 (gl Nl#lle® + llullip}

(4) Per ottenere la (3.6) si applica un’ovvia generalizzazione del lemma 2.1. alla funzione:
A(q’;8)
lg’] + A" (q” ;)
m m

%’’-omogenea di grado 0 in Q X Q X R" — {0} con %" =(1,1,—,..,—) .
my My
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da cui, ponendo |g| = — con € > 0 e tenendo conto della densita di & in Hi,
3
si ricava il

LEmMMA 3.1. — Per ogni € > 0, 1,seR: s < | e per ogni ueH,, vale la dise-
guaglianza:

l#lli-sp, < C {E‘ llzllp + (1 + ) IIuIIL"m")}

EI—s

dove C & una costante numerica.

Da tale relazione si ha anche il

LEMMA 3.2. — Per ogni e > 0, 1s€R+ s < 1 e per ogni ueH* 1, vale la dise-
guaglianza:

1

||u||+l—3.p <C {ES ||””+l,p + (1 + ) “””LP(R"H}

El—s

Introduciamo ora alcune norme dipendenti dal parametro ¢ € Q — {0} per
gli spazi Wi, (2) e By, (R?).
Poniamo con g€ Q,¢g#0ed /= 0:

n L 0" U
—_— (I-h m/m;)
el g, =3 3, I v AL
e con / positivo:
n % ah U n
u — (I—h m/m;) b u 1/p
el Bip R") igl hgﬂ la PRI N izl( A

per ogni #€B;, (R?).
Dal lemma 2.1. e dalla densita di & in Hi, si trae, inoltre, per ogni x€Hi,
la relazione:

(3.8) Culllallle, < ZNF (g™ + € Full’a < G ll#llles
con C; e C; indipendenti da 4.

lmi
Se i numeri

sono interi non negativi per ogni i € {1,...,#}, dalla (3.8)
m
utilizzando noti procedimenti relativi agli spazi isotropi, nonché il lemma 2.1., si

ottiene la diseguaglianza:

(3.9) Culllallley < Mulllyy, , g < Co Mlllsy
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con C; e C; indipendenti da ¢; da cid si trae la

ProrosizioNE 3.1. — Se gli i=1,.,n; leR,) sono interi non

negativi, allora Hip = Wip (RY) e Ht1p = Wi (R:) con equivalenza di norme.
Vale, poi, la seguente

lmi
PROPOSIZIONE 3.2. — Se gli —— (i=1,.,n; 1e€Ry) sono interi po-
m Imy 1
sitivi, allora detto k il pin grande degli interi minori di — — si ha per ogni
ueWi, (R";) : m p
k Dy
2 [[[Yo— < Clf#ll n
i=o ox, |l _im_m p(Rn—l) Wip R 4)

my Py

dove C & una costante indipendente da q.

k
Inoltre per ogni (vo,..,vi) € I B, _ijm _m_ P (R*Y) esiste almeno una

j=0 My Pmn'
du
ue Wi (R2,) tale che ¥, =v; j=0,.,k e siba:

2 ¥,

ko .

1l g,y < C 3 HMoills ,_jm _m e

dove C non dipende da q.
Dim. Posto:
x’,-
(3.10) x'i = xi|q|™m™ i=1,.,n e w (%) =u
lqlm/ml

lasserto consegue dal teorema 1.1., osservando che si ha con #e Wy, (R";):

n

=3 2
= o1 Pmi ’
(3.11) Nelly,, &2, =ldl & 14 g, &,
e
Dy
(3.12) Yo .
) xln B ! jm m (R"_l)
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n m bl u’
=g’ & wmi ||fto ,
ox’y B jm m (Rn_l)
L= o
Proviamo, ora, il
TeOREMA 3.1. — Per ogni leR: , @ (x) EMip, e ueH, si ba:
Nzl 1o < Clll#lll 1o {10l + & ()} 7€Q —{0}
e con ueH*", si ba:
ezlll*, < Clllalli*e, {llell. + 8(g)} 7€Q —{0}

C essendo una costante indipendente da q e 8 (q) essendo una quantiti che dipende
da 9 (x) e da |q| e che tende a zero per |q| = oc .

Ovviamente basta dimostrare l'asserto per #€d.
Per I = 0 il teorema & banale.

Supponiamo, allora, dapprima che per ogni i€{1,..,#} sia 0 <L <1 .

In tal caso dal teorema 2. pag. 104 di [11] e dal teorema 2.1. si trae che
sono equivalenti le norme:

Zl lGF=1 (1 + &™) (Fy ||P @7

n 1!”
lulley + 3
i=1 |t,l+li

L"®"
Ora con le posizioni (3.10) con g€Q e ¢ # 0 si ha:
% m
71— L
(3.13) Nzl = l‘?| = B (T

e, pertanto, da tale eguaglianza, utilizzando la (3.8), nonché losservazione prece-
dente, e ritornando alla variabile , si ricava che sono equivalenti uniformemente
rispetto a g le norme:

1tu
Mzl e gl lullre® + Z
i= Itll+l;

L’®"

Da cid con tecnica analoga a quella usata per la dimostrazione del teorema 1.3.
in [3], si ricava;



1w [ ducal
bullly < Clllallle, (llolle + — - X | ———— dt

|q|’ =1 MIH‘

(3.14)

con C indipendente da q.

Per provare il teorema anche nel caso che esista una 7 per cui /; = 1, osser-
viamo che dal lemma 2.1. si ricava che sono equivalenti uniformemente rispetto
a g le norme:

n o [l] a oty
”|””|1,p € ) 2 lqi(l—m*h m/m;)
S o xh |l
- m
dove si & posto: =k — [kl , Fe=1, T R
mi

2

Allora, poiché & 0 < m:; <1 per ogni i€{1,..,#}, da tale osservazione e
dalla (3.14), si ricava con qualche calcolo:

1 li)"cp

\ 9 x;

)
(3.15) llozlllip < Clll#llle {I|<P||~+ DIDY

=1 j=0 lqlm/mii

1=

oo

n 4] sk Il AieOxs 2 || y
— (@i +im/my £
+ zgl l; ]ql
R

|t]1+71i

con C indipendente da g; allora, indicata con & {g) la somma dei termini in paren-
tesi che contengono |g| elevato ad un esponente negativo, si trae I'asserto, tenendo
conto infine della definizione di H*;, .

4. - ITL PROBLEMA IN R”

In questo numero studiamo l’equazione:

(4.1) Lx,D,9)u=1f(x,q)
dove:
Lx,D,q)u= N da(x)g*D*u
(a,n)-x-ks_m
m m
conn = —— ..., e q9€Q.
m; Wen

A tal fine consideriamo dapprima il caso particolare che i coefficienti aax (%)
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siano costanti e che l'operatore L (D,gq) contenga solo i termini per i quali
<a, x>+ k=m.

In tali condizioni si ricava allora facilmente dalle (3.2) e (3.3) che per ogni
#€H1p, con IeR, , 1 2 m e g # 0 vale la diseguaglianza:

(4.2) NLallli-mp < Clllzllles

dove C & una costante che non dipende da 4.
Supponiamo ora che per I'operatore L (D, ¢) valga la seguente ipotesi:

A) LE,)#0 [El+1qd#0; (7,8 eQXR"

Si ha allora il

TeorEMA 4.1. — Se [ipotesi A) ¢é werificata, allora per ogni 1> m,
q€Q — {0} e per ogni ft€H| nyp esiste ed & unica la soluzione u dell’equazione
(4.1) e si ha:

(4.3) lzlllee < CHlIflll-me

con C costante positiva indipendente da q.

Infatti con f€& si ha: # = (F'L'(§,q) FLu e da cid per il lemma 2.1. si
ricava:

zlllee < CllIfllli-m.e

con C indipendente da ¢ ed f = Lu..
Da cid si trae I’asserto essendo & denso in Hj,.

Consideriamo adesso il caso generale e supponiamo che, per I = m , i coeffi-
cienti aux (x) di L (x,D, g) siano funzioni di classe Mi_m,p ; allora per il teorema
3.1. con g 7 0 e per ogni #€H;, si ha una diseguaglianza analoga alla (4.2), dove
perd C ¢ indipendente da g solo per |g| sufficientemente grande.

Posto inoltre:

L' (x,D,q)u= Y (%) g*Du

o, %>+k=m
proviamo il seguente
TEOREMA 4.2. — Sia 1 2 m , L’ (x,D, q) verifichi Vipotesi A) per ogni fis-
sato Xx€R" ed i coefficienti a.x (x) appartengano a Mi_m . Allora se al di fuori di
una sfera di centro nell’origine le oscillazioni delle funzioni au(x) con

< & ,%> + k =m sono minori di un opportuno € > 0, esiste un qo > 0 tale
che per |a| = qo , qQ€Q si ba la diseguaglianza:

lzllle, < Cillflll-me

dove C non dipende da q e f = Lu.
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Dim. Consideriamo un ricoprimento di R" mediante un numero finito di
aperti 01 ,...,0, , di cui uno solo non limitato e sia @i ,..., 9, una partizione del-
I'unita relativa a tale ricoprimento. Si ha, quindi, per ogni i€ {1 ,..., v} :

p:ieC*(RY) , ©:=0 , supp. $:C0; e 21 Qi (x) =1 per ogni x€R" .

Fissato, allora, per ogni i€{1,...,2}, un x;€0; e posto #; = @;u, per il teo-
rema 4.1. si ha:

(44) lulllcy < C 3 WL, ) tllhoms

+ BN @E,D,q) ~ L (,D, ) s llimy -

Ora, dal teotema 3.1. e dalle (3.2) e (3.3) non & difficile verificare che per
|¢| sufficientemente grande si ha:

4.5) I (L(x,D,q ) ll-mp < C{NLalll-mp + 8(q) Nlulllip}

ML (x,D,9) —L" (x:,D,q)) #illli-mp < CL8 ()| l[1

* o Bon & 0@ = el el

=m i=1
i

Fissati, allora, opportunamente v, 0y ,..., 0, e tenendo conto delle ipotesi da
tali diseguaglianze si perviene all’asserto.

Si ha inoltre il

TroREMA 4.3. — Sia leR, , 1= m e L' (0,D,q) verifichi Vipotesi A);
inoltre i coefficienti au (x) siano di classe Mi-mp , allora esiste un € > 0 tale che, se:

| dak (%) — aar (0) | < & <o, w>4k=m,
esiste un qo > 0 tale che per |q| = qo Voperatore L ha un inverso destro R per

il quale si ha:

IRAlle < C [l Hlli-rm.p
con C indipendente da q.

Seguendo lo schema di dimostrazione della prop. 5.1. di [1] basta mostrare
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che, nelle ipotesi poste, detto R, 'operatore inverso di L’ (0,D, g) esistente per
il teorema 4.1., si ha:

1
(4.6) Il (L(x,D,q) — L’ (0,D,q)) Rof lll1-m,p < ’ Al .

per ogni f€Hi m,, per |g| sufficientemente grande e e sufficientemente piccolo.
A tale scopo osserviamo:

(4.7) (L(x,D,9)—L" (0,D,q) )Ref=(L" (x,D,g)—L’ (0,D, g) )Rof
+ (L(*,D,9)—L"(x,D,q) )Ref .

Ora, poiché 'operatore L’ (x ,D,q) — L’ (0,D, q) contiene solo i termini
per i quali <a,x> + k& =m, dalle (3.2) e (3.3) e dai teoremi 3.1. e 4.1. si
ha che, se € & sufficientemente piccolo e |g| sufficientemente grande:

1
(4.8) II(L" (x,D,q) — L' (0,D, ¢) )Rof [l1-m,p < » MAll-mp -

Inoltre, poiché l'operatore L (x,D,q) — L’ (x,D,q) contiene solo i ter-
mini per i quali < & ,% > + k < m, dalle (3.2) e (3.3) e dai teoremi 3.1. e 4.1.
per |g| sufficientemente grande si ha:

1
(4.9) Il (L(x,D,q) —L" (x,D, ) )Rof lll1-m,p < = NAli=m.p -

Dalle (4.7), (4.8) e (4.9) consegue allora la (4.6).
Si ha, infine, il

TEOREMA 4.4. — Sia 1 > m, L' (x,D,q) verifichi Vipotesi A) per ogni
x€R" ed i coefficienti aux (x) siano elementi di Mi_mp . Allora, esiste un &€ > 0
tale che, se si puo determinare un h > 0 per il quale si ba:

| ga (%) — aa (x”) | <e , <@, a>+k=m e ||, |x"|>h

per |q| sufficientemente grande esiste una sola soluzione del problema (4.1) e per
essa si ba:

l#llle, < CllIll-mp
con C indipendente da q.

Il teorema si dimostra con ragionamenti analoghi a quelli del teorema 5.1.
di [1] tenendo conto del teorema 4.2. ¢ 4.3., delle (3.2) e (3.3) nonché del teo-
rema 1.3,
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5. - UN PROBLEMA IN R",

Sia # > 2. Indicato con L 'operatote a coefficienti costanti:

m m
L(D,Q) = 2 Aok quu r = [ gosey ) qEQ

o,%y +k=m N Mn

e con L, la sua parte principale, supponiamo che:

AY) LE,q #0 E,9eR"XQ e [g+]qg#0

A”) L sia propriamente quasi-ellittico di tipo 7 e ciog (cfr. [9]):

3l <ClL® VEeR

e per ogni £ € R* ! il polinomio nella variabile complessa z Lo (§” , z) ammetta
sempte lo stesso numero r di radici aventi coefficiente della parte immaginaria
positiva.

Ricordiamo (cfr. [10] ed anche [11 per il caso ellittico) che in tali condizioni
il polinomio in z: (L{&’,z,4) , con |[E’| + |g| # 0 e (§',9) € R*'XQ, am-
mette r radici aventi coefficiente della parte immaginaria positiva.

Cid posto, consideriamo il seguente problema in R", :

{L(D,Q)”-'—'f(x,Q) xﬂ>0
(5.1)

Yo (Vx,u) = gi (%", q) i=0,1,.,r—1;%=0; x"€R"!

Ricordiamo ancora (cfr. [10] e [1] per il caso ellittico) che nelle condizioni
poste, il problema in Ry :

L(E',_i ;q)v(xn) =0 xn >0
Xn
ted-oaid
Yo (— i) v (%) = kj i=01,.,r—1; %,=0 ; x’eR*!
A%

per ogni E’€R*! e g€Q con [E'| + |g| # O ammette per ogni r-pla di numeri
complessi o ,..., k1 un’unica soluzione nello spazio delle soluzioni stabili.

jne m
-+ ; 7=01,.,r—1)
n bmn

Sia qui come nel seguito /o = max (7,

e C una costante indipendente da g.
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€

E’ evidente che dalla prop. 3.2 e dalle (3.4) e (3.5) si trae che, se [ >,
lmi

€ N per ogni i € {1,...,#}, allora:
m

r—1
i
G2 Mally, py@ryy + ZW@utdlly | m w gy
my Py

< Clilll

Wi,p R"4)
Nelle ipotesi A’), A”) si ha il

lmi
TEOREMA 5.1. — Se 1> 1, e

€ N per ogni i€ {1,..,n}, allora per
m
ogni £ € Wi_mp (R®,) e gj€ B g 4ot g RS

4 (G3=0,.,r—1),con qe Q
my, Py !
e q 7 0, esiste ed & unica la soluzione del problema (5.1) e si ba:

r—1
53) Mellg,, g,y < C Ufllg,,, amy + B ey | im m oot )

I dw omn pmy, ’

Sia ¢ un prolungamento di f in R", certamente esistente per la prop. 3.1., per
il quale si ha:

(5.4) I, . &y < CHAlly,  on
Wi-mp R Wi-m,p (

+)
Per il teorema 4.1. esiste una %, € W, (R") per la quale Luo = ¢ ed inoltre,
tenendo conto anche della (5.4):
(5.5)

<
il g, o < C Ml g
Posto, allora, # = u, + u;, per provare I’asserto bastera far vedere che esiste
ed ¢ unica la soluzione #; del problema:

LD,g)m=0 Xn > 0
(5.6) {

Yo (Oix”ul) =& — Yo (Dix, tho)

:bj i=0,...,7—1
e che per essa si ha:
r—1
(5.7) Meallly, | &n,, < CEZMolly , jm  m » ®7h
my pmy

ed infatti, con tali 1, #, ed « si avrebbe:
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r—1
< ;
Nzl , @2, < € Ul , @7,y T ,§o lglly | jm_ m @

my pmay

r—1
+ 2Nt @ty | jm w o aet )

'
my pmy

e da cid si ricaverebbe la (5.3) tenendo conto della prop. 3.2. e della (5.5).
Incominciamo, allora, a provare la validita della (5.7) nel caso che # sia una
soluzione del problema (5.6) appartenente ad S(R";) e che sia [¢| = 1.
In tali condizioni con ragionamenti analoghi a quelli seguiti nella dimostra-
zione del teorema 2.2 di [3] (cfr. anche th. 1 di [4]), si ha per tale  :

.
58) Nullg, qry <C{Matlly, , gn, + ol _ m

i P

r—1
+ ,236 ”bI”B l—-ﬂ———m— » (R”_l)} 0

my  pmy
Da cui per il lemma 3.2. si ha:

r—

1
& 155l im_m gyt NeallZa™s } .

(59)  llmllg,  gn,y SC {

My pmy '

Detta ora (F’ la trasformata di Fourier rispetto alle variabili x1,..., ¥n-1
ricordiamo (cfr. [10] e [1] per il caso ellittico) che nelle ipotesi poste se #1 & una
soluzione di (5.6) appartenente a S(R";) & del tipo:

r—1
(5.10) m=G"" (5 & Fbh)

dove:
Q= e L, (¢,8,\)N; (4,8 ,2)dA &' e R*!
Y

Y. essendo una curva regolare contenuta nel semipiano ImA > 0, all’interno della
quale cadono le A-radici di L;(g,&",)) e dove Nj(g,&",A)sono polinomi in

m
A n'-omogenei di grado
m Mn

(r—j—1)eL,(g,8,A) & «'-omogenea di

grado r

Mn
Da tale osservazione e dal lemma 2.1. con ragionamenti simili a quelli ado-
perati per la dimostrazione del teorema 3.1. di [2] si ricava:

r—1
llos|l? @) < C 20 [15illPR™+
~

e da cid per la (5.9) si trae la (5.7).
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Ricaviamo ora la validitd della (5.7) per una soluzione # € & (R%,) di (5.6)
con g€ Q — {0} .

Posto, allora:
x'i = x; |q}m/m; t=1..%

x’; x'.~
u’y (x’) =um ) € b',’ (x’) = ;),' ) ] =0 seeey ¥ — 1
gl g

q
q

ed ancora: ¢’ = —

¢ evidente che se # risolve il problema (5.6), allora #’1(x’) risolve il problema:

@k 4" D% u’y = |g|™™ Ly = 0 Xy = 0

Lo, %) +k=m

Yo (Oix'”u'l) — lql—im/mnbf (xl) 7 =0 yovog e 1l

con |¢’| =1 e, quindi, per quanto precedentemente osservato, per #’; vale la
(5.7). Da tali considerazioni, tenendo conto anche delle (3.11) e (3.12) si ricava
la validita della (5.7) anche per la # .

Infine dalla densita di S(R*™') in B f_dm_m p(R”“) e dalla densita di

my, pmy '
S(R",) in Wi, (R") tenendo conto della (5.10) consegue I’asserto con le mede-
sime considerazioni di [2].

Consideriamo, ora, il seguente problema nel semispazio R"; :

{L(x,D,Q)”':f(x,Q) xﬂ>0
(5.11)

Yo (U, ) = gi (%’ , q) =0 x’eR! i=0,.,r—1
dove:

Lu=L(x,D,q)u= b¥ da (%) g*D* u .

<a,%) +k<m

Analogamente a quanto abbiamo fatto nel n. 4 indicheremo con L’ (x, D, q) #
la somma dei termini di Lz per i quali < & ,% > + & = m . Facciamo l’ipotesi
seguente:

I) i coefficienti aux (%) € Mi_m,p <o, v>+kSm;

¢ evidente, allora, che se I > I,, dal teorema 3.1., dalla prop. 3.2., nonché dalle
(3.4) e (3.5), per il problema (5.11) si ricava una diseguaglianza analoga alla (5.2)
dove C & indipendente da g solo se |g| & sufficientemente grande.
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Si ha il

TEOREMA 5.2. — Sia l€ Ry e 1 > L,. L’operatore L’ (x ,D,q) verifichi le
ipotesi A’) e A”) per ogni x € R", ed, inoltre, sia verificata la I). Allora, se al-
Vesterno di una sfera di centro nell’origine le oscillazioni delle funzioni au (%) con
<a,t>+k=m sono minori di un opportuno e >0, esiste un go >0
tale che per |q| = qo e q € Q vale la diseguaglianza:

(5.12) < C{ I1Lall]

ol g, , g Wicmp &)

r—1
+ ’_;0 “lYO (len u)”lB [—ﬂ_.l. ' (Rn-—l)
My pmy,

dove C non dipende da q.
La dimostrazione & analoga a quella del teorema 4.2.

Vale, inoltre, il seguente teorema di esistenza:

TEOREMA 5.3. — Sia | un numero reale positivo maggiore di lo. L’'operatore
L’ (0,D,q) verifichi le ipotesi A’), A”) e sia verificata anche Uipotesi 1). Esiste,
allora, un € > 0 tale che se:

| o (%) — aax (0) | <e con <a,x>+k=m
per |q| sufficientemente grande I'operatore
Uu = {Lu’ YO(Oan u) (i=0,...,f—1)}

¢ dotato di inverso destro R per il quale si ba:

IR 8) g, e, < C € Wil gn,y

r—1
+ Zlells  m )

con C indipendente da q.

11 teorema si dimostra con procedimento analogo a quello del teorema 4.3.,
tenendo conto, ovviamente, delle (3.4) e (3.5) in luogo delle (3.2) e (3.3).

Si ha infine il:
TEOREMA 5.4. — Sia | un numero reale positivo maggiore di l,. L'operatore
L’ (x,D,q) verifichi A’) e A”) e sia verificata anche Vipotesi I). Allora esiste

un € >0 tae che, se si pud determinare un h > 0 per il quale si ba:

| Gt (1) — dar () | <€ con <o, w>+k=m,|x|,|x]>0h
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per |a| sufficientemente grande esiste una sola soluzione del problema (5.11) e
per essa si ha la (5.12).

Tenendo conto del teorema 3.1. e seguendo lo schema di dimostrazione del
teorema 5.1. di [11], si prova l’asserto.
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