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Ipersuperficie algebriche a punti parabolici

e relative hessiane (**)

SummaRry. — Let f be an irreducible projective hypersutface; if every simple point of f
is h-parabolic, the polynomial f* divides the hessian polynomial of f, H (f). The aim of this paper
is to give a characterization of the hypersurfaces f such that every simple point of f is b-parabolic
and H (f) is divisible by f*+'. Of this characterization, provided in Theorem 1, T give also several
applications.

1. Dato un campo K, algebricamente chiuso e di caratteristica zero, indiche-
remo con S, (K), o semplicemente con S,, uno spazio proiettivo di dimensione
r su K.

Sia f una ipersuperficie di S,, di equazione f (x ,..., %,)=0 in un riferimento
proiettivo di S, che supporremo fissato una volta per tutte. Indicheremo con 7 (f)
Pordine di f. Se P & un punto semplice di f, indicheremo con A (P) il luogo delle
rette di S, passanti per P ed aventi con f in P molteplicitd di intersezione maggiore
di due. E’ noto che possono verificarsi le seguenti due circostanze:

— A (P) coincide con I'iperpiano tangente a f in P, e in tal caso si dice che
P & un punto di flesso per f;

— A (P) & un cono quadrico, avente un punto doppio in P, giacente nell’iper-
piano tangente a f in P, detto cono asintotico a f in P.

Il punto P si dice parabolico per f se & un flesso o se A (P) & specializzato;
precisamente P si dice h-parabolico per f, con 1<h<<r—1, se il vertice di A (P) & un
sottospazio lineare h-dimensionale, o, come diremo pil brevemente, un A-sotto-
spazio, dell’iperpiano tangente a f in P, e (r— 1)-parabolico se & un flesso.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R. Istituto di Matematica « R. Cac-
cioppoli » dell’Universitd di Napoli.
(**) Memoria presentata dal socio Carlo Miranpa il 24 Maggio 1979.
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Sia f irriducibile, e sia f la chiusura di Zariski nel duale S,* di S,, dell’insieme
dei punti di S,* immagini degli iperpiani di S, tangenti a f nei suoi punti semplici.
E’ noto che dim f=#—h—1,con b € IN, se e solo se f & a punti h-parabolici, ossia
se e solo se ogni punto semplice di f & h-parabolico. In tal caso infatti f & costituita
da un sistema algebrico irriducibile % (f), di dimensione n—h—1, di A-sottospazi
di S,, e in ogni punto semplice di f appartenente ad un fissato sottospazio di X (f),
f ha lo stesso iperpiano tangente (cfr. [8], nn. 4, 5).

E’ noto che, se f & a punti A-parabolici, il polinomio f* divide il polinomio
hessiano di f, che indicheremo con H (f) (cfr. [5], pg. 172). B. SEGRE, nella nota
[51, pg. 172, ha posto il problema di determinare le ipersuperficie f a punti A-para-
bolici, tali che H (f) risulti divisibile per f**!. Il problema & stato trattato da
A. FrancHETTA nelle note [3] e [4], limitatamente al caso A=1. In questo la-
voro assegno, per b qualunque, una caratterizzazione delle ipersuperficie che hanno

2

la proprietd anzidetta; tale caratterizzazione & espressa dal seguente:

TEOREMA 1. — Sia f una ipersuperficie irviducibile di S: a punti h-parabolici;
sono equivalenti le proposizioni:

a) "+ divide H(f);

b) per ogni sottospazio © € % (f) e per ogni (h+1)-sottospazio & di S
contenente T e non contenuto nell’iperpiano tangente a f nei punti di © semplici
per £, G interseca f, fuori di < in una ipersuperficie di o d’ordine n (£) —1 che in-
terseca T in una ipersuperficie d’ordine n (£)—1 di 1 a bessiana indeterminata.

Alla dimostrazione del Teorema 1 sono dedicati i nn. 2 e 3. Nei paragrafi
successivi il Teorema, opportunamente esteso alle ipersuperficie riducibili, viene
utilizzato per dimostrare varie proposizioni. Fra Plaltro, nei nn. 5 e 6 provo che
ur’ipersupetficie irriducibile f, a punti (r—2)-parabolici di S,, r=4, 5, tale che
f~1 divida H (), & un cono, e quindi ha hessiana indeterminata, e che, pili in gene-
rale, se f & riducibile in componenti semplici, ciascuna di queste & un cono. Nel
n. 8 studio le ipersuperficie f di Ss(C) a punti 2-parabolici, tali che f* divida H (f)
e dimostro che & un’ipersuperficie di questo tipo il luogo dei piani tangenti ad una
rigata razionale normale generale del quarto ordine, la cui hessiana & I'ipersuper-
ficie stessa contata tre volte. Nel n. 9 dimostro che le sole ipetsupetficie di un
S, (C) che, contate due volte, esauriscono la propria hessiana sono la sviluppabile
circoscritta alla cubica gobba e il luogo delle corde di una supetficie di Veronese.
Infine nel n. 10 provo che non & valida una congettura formulata da B. SEGRE
in [7].

2. E’ utile per il seguito il:

LEMMA 2. — Sia £ una ipersuperficie di S:; un punto P semplice di f é
b-parabolico per f se e solo se esiste un (h—1)-sottospazio & (P) di S: tale che
tutti e soli i punti di o (P) abbiano polare prima rispetto a f avente un punto
doppio in P.
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Dimostrazione. Sia ¢ (P) lo spazio singolare della quadrica polare di P rispetto
a f; si tenga conto che:

— & (P) coincide con il sottoinsieme dei punti di S, la cui polare prima ri-
spetto a f ha in P un punto doppio (cfr. [6], pg. 66);
— 0 (P) ¢& contenuto nell’iperpiano tangente a f in P, non contiene P, e il

vertice T (P) del cono asintotico A (P) coincide con lo spazio congiungente P con
o (P) (cfr. [5], pg. 167).

Da cid segue I'asserto.

Proviamo ora il:

TEOREMA 3. — Sia f una ipersuperficie di Si; se P é un punto h-parabolico
per £, Uipersuperficie bessiana H (f) di £ ha in P un punto almeno h-plo. Se inoltre
il vertice © (P) del cono asintotico A (P), é contenuto in £, e in ogni punto di T (P),
semplice per £, £ ba lo stesso iperpiano tangente, sono equivalenti le proposizioni:

a) H (f) ba in P molteplicita almeno h+1;

b)esiste un punto Q € o (P) tale che il cono osculatore in P alla polare
prima £'q di Q rispetto a £ ha spazio singolare contenente 1 (P).

Dimostrazione. E’ lecito assumere il riferimento proiettivo di S, in modo che
P=(1,0,..,0), I'iperpiano 7 (P) tangente a f in P abbia equazione x1=0, 1 (P)
abbia equazioni X1 = xp+2 = ... = %, = 0, ¢ (P) abbia equazioni %o = %1 = Xn42 =
= ..=x =0, il cono A (P) abbia, in = (P), equazione:

N =0

h+2

In un tale riferimento 1’equazione di f & del tipo:
f (XO yoooy x,) = X1 .X'o"_1 + [xl(al X1 -+ Er,' aj x,-)+a (2, xz,-)] XO"—Z -+

h+2 h+2

+ (P(S) (xl, o5 x,) xo"‘3 + ...+ (P(") (%1, ...,xr) =0

dove 4, a1, 4, j = h+2, ..., r, sono costanti, 4 & non nulla, le ¢® (xi,..., x,) sono for-
me di grado 7 in x1,..., X, i = 3,..., #. Indicando con 'indice & in basso la derivazione
di un polinomio rispetto alla variabile xx, £ = 0,..., 7, si ha:

fo= (n—1) xix0"* + (n—2) [x1 (a1 + 2',- 4 %) + a (2',- )1 %" +

h+2 h+2

gl 3)ie0® gt oL it
fr = %"+ Qaxs + g %) %" 2 4+ 9 %" 3 4 L+
h+2

fi=0® x" 3+ .+, i=2,.,b+1

fi = ajxa™? + 2axixg" 2 + @ x" 3 4+ ...+ " L i=b+2,..,r
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Si ha inoltre:

foo = (n—1) (n—2) x1x%0" 3 4 (n—2) (n—23) 21 (a1 + 2,’ a; %j) +

h+2

+a (3 A a0t + (1—3) (1—4) 9 %" + ... + 2 0D

h+2

fo = (n—1) x0" % + (n—2) (2a1x1 + rz,- aj x;) %"~ + (n—3) ©P x"* +

h+2

e o
fuo=n—=3)0% x"* + ...+ " ,i=2,..,b+1
foi = (n—2) (@jx1 + 2ax;) %" + (n—3) @9 %™ * + ..+ QU= =k 25
fu = 2a00™ % + @9y %" + .+ ¢y
fi=0% %"+ ey, i=2,.,h+ 1
fi=aix" 2+ 0% x" 2 4 9y, j=b+ 2,7
fio = @@ %"+ .+ 9Py, i, 0 =2,..,h+ 1
fi=09 %3+ ..+ 0" ,i=2,..,b+1,j=bh+2,.,r

fit = 2a B %™ 2 + @@ %A 9, L E=b+ 2.,

3« essendo il simbolo di Kronecker. Scriviamo il determinante hessiano H(f), pas-
sando a coordinate non omogenee (i,..., %) € trascurando i termini di grado pit alto
in x1,..., %. Si ha:

(n—1) (n—2) x n—1 (n—3) o9; (n—2) (ajx1+2ax;)

n—1 2a ey a;
(1) 3) 3) 3) 3)
(n—3) o¥, P 1e (AT ©yj
(n—2) (arx1+ 2axx) ak oy 2a O

coni,=2,.,h+1,j k=5h+2, ..,r Ogni riga del determinante (1), dalla
terza alla (b + 2)-sima, ha al primo posto un polinomio omogeneo di secondo grado,
e agli altri posti polinomi omogenei di primo grado, sicché il termine di grado pit
basso in x1, ..., %, nello sviluppo di H (f) ha almeno grado A, e cid prova la prima
parte dell’asserto. Calcoliamo esplicitamente il termine di grado 5, sviluppando il
determinante (1) con la regola di Laplace applicata alla prima colonna. Tale sviluppo
fornisce:
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h+1

H(f) =(n—1) (n—2)xHo + (n—1) Hi + X (n—3) ¢ He +
2

+ Dk (n—2) (arx1 + 2axe) He + ...

h+2

dove H;, i = 0, ..., 7, sono i complementi algebrici degli elementi della prima co-
lonna del determinante (1), e i puntini stanno ad indicare termini di grado supe-
riore a quello dei termini scritti. Ragionando sui determinanti H;, i = O, ..., 7, come
gia fatto sul determinante (1), si verifica che:

— Ho, Hy, Hy, £ = h 4+ 2, ..., 7, sono almeno di grado 4;
— H,, £ =2,..,bh 4+ 1, sono almeno di grado h—1.

E’ allora ovvio che i termini di grado 4 di H (f) possono provenire solo da
(n—1) Hi, ossia:

n—1 (ﬂ—3) CPG)i (ﬂ-——z) (aixl —+ Zax,-)
(2) H(f) = —(n—1) %y, ey 0Dy o A

ar <P(3)ki 2a 5ki

dove i, § = 2,..,b+ 1,7, k= h+ 2,..,r, e ipuntini stanno ad indicare termini
di grado almeno A + 1. Sviluppando il determinante che compare in (2) con la
regola di Laplace applicata alla prima riga, con i soliti ragionamenti si verifica che
i termini di grado A provengono, tutti e soli, dal prodotto di »—1 per il proprio
complemento algebrico, ossia:

0@y @9,
(3) H{f)=— (n—-1)
¢ 2a &y

coni,?=2,...b+1,j,k=h-2,..r ipuntini indicando, come di consueto,
termini di grado » + 1 almeno. Sviluppando infine il determinante in (3) con la
regola di Laplace generalizzata, applicata alle ultime r—A—1 righe, si riconosce
agevolmente che:

(4) H(f) = — Qa) ™ (n—17 | ¢¥% | + ...

dove i puntini indicano termini di grado 5 4 1 almeno, e il determinante che
compare in (4), con i, § = 2, .., b + 1, & un determinante d’ordine 5 i cui ele-
menti sono polinomi di primo grado, e quindi fornisce effettivamente il complesso
dei termini di grado 5 di H (). Osserviamo inoltre che, essendo 1t (P) contenuto
in f, si ha identicamente:

f (xo, 0, X2y ooy Xnt1, 0, ey O) =0
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Cid comporta, tenendo conto dell’espressione di f (xo, ..., x;), che si abbia
identicamente:

(5) CP(i) (O, X2y oeey X031, 0, ooy 0) 5= 087 =135 57

Inoltre, poiché in ogni punto di t (P) semplice per f, f ha I'iperpiano x; = 0
come iperpiano tangente, si ha identicamente:

]l.' (X(), 0, X2y veey Xhl, 0, ooy 0) = 0, 1= 0,2, oy I

Cid implica, tenendo conto della espressione delle derivate di f (o, ..., x;), che
si abbia identicamente:

(6) @D (0, %2, ..y X141, 0,...,0) =0, i =3, ..,n, ] = 2,..,r

Consideriamo ora Iipersuperficie cubica ¢®, di equazione 9@ (xy, ..., %) = 0,
nell'iperpiano xo = 0. Per le (5), ¢¥® contiene ¢ (P). Inoltre per ogni punto Q
€ o (P), o Q & multiplo per @, oppure l'iperpiano tangente a ©® in Q coincide
con liperpiano x1 = 0, per le (6). Se Q = (0, 2, ..., P41, 0, ..., 0), detto iperpiano
coincide con liperpiano polare di Q rispetto a @@, ossia con la polare seconda
di Q rispetto a ¢®, che ha equazione:

h+1

(7) Nei PP ui (x1, 00y Xr) e i = 0
2

Dovendo essere il primo membro dell’equazione (7) un polinomio proporzio-
nale a xi, con fattore di proporzionalitd costante eventualmente nulla, e cid identi-
camente nelle P, ..., Pr+1, non pud che essere:

(8) 0y = an %1 ; 4,i=2,.,h+1
con 4y costanti. Si ha quindi:
9) | 9% | = xi* | au| s 0,i=2,..,h+1

Proviamo ora che 4) implica 5). Se P & almeno (b + 1)-plo per H (f), si ha
identicamente:

(10) | Py | =0 ) 0,i=2,.,h+1
Per 1a (9) cid implica che:

lan |=0 , £,i=2,.,b+1
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Esistono allora X, ..., Ary1 costanti non tutte nulle tali che:

h+1

Ni Aiai=0 : {=2,.,h+1
2

Per le (8) si ha:

h+1

(11) Ni A ¢¥u=0 , 0=2,..,h+1
2

Considerato il punto Q = (0,0, Az, ..., Au+1, 0, ..., 0) € 0 (P), si ha infine:

h+1

Fa (e, ooy %) = Xt (@% %" 2+ .+ ") =0
2

e quindi f'q ha un punto doppio in P con cono osculatore in P di equazione:

h+1

F (%1, oy %r) = D i @95 =0
2

Valendo identicamente le (11), ne segue che F ha spazio singolare contenente
7 (P). Viceversa, proviamo che b) implica 4). Se vale la b), esiste un punto
Q =(0,0,2s ..., Ans1,0,...,0) € o (P), tale che valgano identicamente le (11).
Vale allora identicamente la (10), e quindi, per la (4), vale la ).

Osservazione. Il Teorema 3 generalizza un teorema di Bompiani, dimostrato
in [11, cap. VII, relativo al caso » = 1. Va rilevato che Bompiant dimostra I'as-
serto senza ricorrere all’ipotesi che t (P) sia contenuto in f e che in ogni punto di
1 (P), semplice per f, f abbia lo stesso iperpiano tangente. Tale ipotesi infatti non &
stata utilizzata nella dimostrazione del Teorema 3 per provare che &) implica 4)
e, pur essendo in generale adoperata per provare che 4) implica ), si verifica facil-
mente essere supetflua, non solo nel caso » = 1, ma anche nel caso » = 2. Volendo
dimostrare che #) implica 5), nel caso generale, prescindendo da tale ipotesi occor-
rerebbe dedurre dalla (10), valida identicamente, I’esistenza di costanti Az, ..., Ans1,
non tutte nulle, tali che valgano identicamente le (11). Cid equivale alla risoluzione
del seguente problema geometrico: data, nell’iperpiano x = 0, Iipersuperficie cu-
bica @@, tale che tutte le polari prime di ¢® intersechino lo (h— 1)-sottospazio o (P)
in un cono quadrico, pud affermarsi I'esistenza di un punto Q € o (P) tale che la
polare prima di P rispetto a ¢® abbia spazio singolare contenente & (P)? Anche cosi
formulato il problema ha facile soluzione per » = 1, 2, ma resta aperto per b > 2.

3. Possiamo ora fornire la:

Dimostrazione del Teorema 1. Proviamo che 4) implica b). La sezione di ¢
con f & costituita da © e da un’ipersuperficie V di ¢ non contenente t. Sia P un punto
di © semplice per f, e sia Q il punto, esistente a norma del Teorema 3 su 7, tale che
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fo abbia in P un punto doppio, con cono osculatore in P avente spazio singolare
contenente T. La sezione di f'q¢ con G & ovviamente costituita da t e dalla polare
prima V' di Q rispetto a V in . Poiché la ipersuperficie di ¢ spezzata in t e in
V’q ha in P un punto doppio con cono osculatore costituito da T contato due volte,
V’q & tangente a T in P. Sia W la ipersuperficie VN1 di t; avendosi W = V'oN 7,
W’q ha in P un punto doppio. Per Darbitrarieta di P, ne segue che W ha hessiana
indeterminata. Proviamo che ) implica 4), conservando le notazioni gia introdotte.
Per ogni punto P di 7, semplice per f, esiste un punto Q € 7 tale che W’q abbia in P
un punto doppio. Essendo W'q = V’qN 1, V'q & tangente a T in P. Poiché la sezione
di f'q con 6 & costituita da t e da Vo, per la arbitrarietd di ¢ & ovvio che fq ha in P
un punto doppio, con cono osculatore in P avente spazio singolare contenente 7.
L’asserto segue allora dal Teorema 3. '

Osservazione 1. Poiché le ipersuperficie a hessiana indeterminata di S,, con
r = 3, sono solo i coni, la condizione geometrica affinché f+! divida H (f), espressa
dalla 5) del Teorema 1, assume una forma particolarmente semplice per le ipersuper-
ficie a punti A-parabolici con b < 3. Per h = 1 si ritrova il teorema stabilito da
FRANCHETTA nella gia citata nota [3].

Osservazione 2. Conservando le notazioni adoperate nella dimostrazione del
Teorema 1, & opportuno per il seguito rilevare esplicitamente che, per ogni t € 3} (f)
la ipersuperficie W di t & indipendente da 5 ed & il luogo dei punti multipli per f
appartenenti a T (cfr. [1], cap. VII).

4. E’ opportuno per il seguito estendere il Teorema 1 al caso delle ipersuper-
ficie riducibili.

Se f & una ipersuperficie, eventualmente riducibile, di S,, diremo che essa & a
punti b-parabolici, » € IN, se ogni componente irriducibile di f & a punti £-parabolici,
con k£ = b, ed esiste una componente irriducibile semplice di f a punti A-parabolici.
Se f & una ipersuperficie di S, a punti h-parabolici, e se fi, ..., fm sono le componenti

irriducibili semplici a punti A-parabolici di f, porremo 3 (f) = U SYFiy-
i=1

Tenuto conto che:

— se g & una componente irriducibile semplice, a punti k-parabolici, di f,
con k& > b, g"! divide H (f) per il Teorema 3;

— se g ¢ una componente irriducibile multipla di f, g**! divide f, per quanto
stabilito in [10];

f*+1 divide H(f) se e solo se g"*! divide H (f) per ogni componente irriducibile
semplice g a punti A-parabolici di f. Il Teorema 1 si estende allora alle ipersuper-
ficie riducibili a punti A-parabolici, continuando a valere anche in questo caso i ra-
gionamenti svolti nella dimostrazione fornita nel n. 3.
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5. In Ss possono ricercatsi:

a) ipersuperficie a punti 2-parabolici contenute almeno triplamente nella
propria ipersuperficie hessiana;

b) ipersuperficie a punti 1-parabolici contenute almeno doppiamente nella
propria ipersuperficie hessiana.

Le ipersuperficie irriducibili del tipo 4) sono coni, e dunque hanno hessiana
indeterminata. Infatti, se f & un’ipersuperficie irriducibile del tipo 4), T & un qualun-
que piano di Y (f), un iperpiano G contenente T e non tangente a f nei punti di T
semplici per f, sega f, fuori di t, in una superficie V rigata sviluppabile, tale che
V< sia un insieme finito di rette di un fascio. Cid pud accadere solo se V & un
cono, il che comporta che anche f sia un cono. In maniera analoga si prova che ogni
componente irriducibile di una ipersuperficie riducibile del tipo 4), priva di compo-
nenti multiple a punti 2-parabolici & un cono.

Per quanto riguarda le ipersupetficie del tipo b), & aperto il problema di pro-
vare Desistenza di ipersuperficie siffatte che non sianc ad hessiana indeterminata

(cteal3d, 0. 5).

Osservazione. Le ipersupetficie irriducibili, non coni, di Ss a punti 1-parabolici
e ad hessiana indeterminata sono state caratterizzate da FRANCHETTA nella nota [4];
da quanto precede si ha che esse sono le sole ipersuperficie irriducibili, non coni,
di Ss a hessiana indeterminata.

6. In Ss possono ricercarsi:

a) ipersuperficie a punti 3-parabolici contenute almeno quadruplamente nella
propria ipersupetficie hessiana;

b) ipersupetficie a punti 2-parabolici contenute almeno triplamente nella pro-
pria ipersuperficie hessiana;

¢) ipersuperficie a punti 1-parabolici contenute almeno doppiamente nella pro-
pria ipersupetficie hessiana.

Per quanto riguarda le ipersuperficie del tipo 2), vale il seguente:

TEOREMA 4. — Se f & una ipersuperficie di Ss del tipo a) priva di componenti
multiple a punti 3-parabolici, ogni componente irriducibile di £ & un cono.

Dimostrazione. Sia g una componente irriducibile di f; se g & a punti 4-para-
bolici, g & un iperpiano e I’asserto & vero per g. Supponiamo g a punti 3-parabolici.
Se due sottospazi qualunque di 3 (g) si intersecano in un piano, o i sottospazi di
2 (g) passano tutti per un piano, e quindi g & un cono, oppure sono tutti contenuti
in un iperpiano ; ma questa seconda eventualitd non pud vetificarsi, perché allora 7
conterrebbe g, il che & assurdo. Supponiamo allora che due generici sottospazi di
Y} (g) si intersechino in una retta. Per il Teorema 1, per ogni t© € Y, (g), ogni com-

ponente irriducibile del luogo dei punti singolari per f appartenenti a T & un cono
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(cfr. osservazioni 1 e 2 del n. 3). In particolare & un cono la ipersuperficie S di t
luogo delle rette segate su t dai 3-sottospazi di Y (g) diversi da t. Se S non & ridotta
ad un piano w di t, contato pit1 volte, tutte le rette che generano S passano per uno
stesso punto, e allora tutti i sottospazi di 3} (g) passano per uno stesso punto, il che
comporta che g ¢ un cono. Resta da esaminare il caso in cui S si riduca ad un piano ®
di 7. In tal caso ogni iperpiano G contenente T e non tangente a g nei punti semplici
per g appartenenti a T, sega g in una ipersuperficie, di cui una componente & una
ipersuperficie g" a punti 2-parabolici, luogo del sistema unidimensionale di piani,
tutti incidenti v in una retta, segati su ¢ dai sottospazi di > (g) distinti da t. Appli-
cando il principio di dualita si verifica facilmente che g’ & una curva le cui tangenti
sono tutte incidenti una retta fissata. Allora §’ & una curva piana e cid comporta che
tutti i sottospazi di Y} (¢') passano per una stessa retta, ovviamente contenuta in w.
Anche in questo caso ne segue che g & un cono.

Per quanto riguarda la ricerca delle ipersuperficie del tipo c), non coni, si tratta
di un problema analogo a quello relativo alle ipersuperficie del. tipo ) di S
(efrs [31, ., 7).

7. Discutiamo ora il caso delle ipersuperficie irriducibili del tipo &) di S,
non coni, limitandoci al caso K = C. E’ noto che su ogni piano di N (f) 1 piani infi-
nitamente vicini segnano una conica, detta conica focale (cfr. [81, n. 22; [91, n. 10)
che, a norma del Teorema 1, deve essere riducibile, facendo parte del luogo dei punti
singolari di f (cfr. osservazioni 1 e 2 del n. 3). In tal caso 7 & una superficie di Ss*,
soluzione di una equazione differenziale lineare del secondo ordine, 0, come diremo
brevemente con C. SeGRrE, del tipo ¢ (cfr. [91). Si possono allora verificare i se-
guenti sottocasi:

by) il sistema 3} (f) degli iperpiani iperosculatori di 7 (cfr. [91, n. 11) ha
dimensione due;

b2) ) (H) ha dimensione uno;

b3) ) (f) ha dimensione zero.

Ovviamente nel caso bs), f & un cono, perché 7 & contenuta in un iperpiano di
Ss*, e quindi tutti i piani di }} (f) passano per uno stesso punto. Che poi possa effet-
tivamente presentarsi il caso 5,), a priori escluso da C. SEGRE (cfr. [9], n. 10), risulta
dall’esistenza di superficie del tipo ¢, quali, ad esempio, le rigate a direttrice retti-
linea, il cui sistema degli iperpiani iperosculatori ha dimensione uno.

8. Una ipersuperficie irriducibile tispondente al tipo 1) & luogo dei piani
tangenti a una superficie S irriducibile del tipo ¢ (cfr. [9], nn. 10, 135819k
Se f non ha hessiana indeterminata, dovendo £ dividere H (f), deve essere
6 (n(f)—2) =3 n(f), da cui segue # (f) = 4. In relazione al caso # (f) = 4, che
ora esamineremo, una ipersuperficie del tipo &), che non sia a hessiana indetermi-
nata, se esiste, contata tre volte, esaurisce la propria hessiana. Dimostriamo in
proposito il:
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TEOREMA 5. — a) Se f é una ipersuperficie irriducibile di Ss del tipo by), d’or-
dine quattro, essa & il luogo dei piani tangenti a una rigata razionale normale del
quarto ordine di Ss di tipo generale, cioé senza direttrice rettilinea.

b) Se S & una superficie rigata razionale normale del quarto ordine di Ss di
tipo genmerale, cioé senza direttrice rettilinea, il luogo dei piani tangenti a S é una
ipersuperficie f del quarto ordine di Ss, del tipo by), tale che H(f) = af, con a
costante non nulla.

Dimostrazione. a) Sia S la superficie di tipo ¢ i cui piani tangenti riempiono
% (f) e sia V (f) il luogo dei punti singolari di f; ovviamente S & V (f). Se fosse
dim V (f) < 3, poiché V (f) & il luogo delle rette singolari per f su ciascuno dei
piani di X (f) (cfr. Teorema 1 e osservazione 1 del n. 3), V (f) sarebbe unione di un
numero finito di superficie rigate, tra cui S, oltre a contenere eventuali componenti
di dimensione pilt bassa. L’ipersuperficie f sarebbe in tal caso luogo dei 3-sottospazi
descritti dai fasci di piani tangenti a S nei punti delle sue generatrici (cfr. [81, n. 9);
allora il generico 3-sottospazio o di Ss segherebbe f in una rigata irriducibile non
sviluppabile del quarto ordine e dunque dotata di curva singolare (cfr. [2]). Aven-
dosi dim (GNV (f) ) = 1, per l'arbitrarietd di o si avrebbe un assurdo. E’ pertanto
dim V(f) = 3. Inoltre S & contenuta nella parte tridimensionale V (f) di V (f).
Infatti, se cosi non fosse, S sarebbe una componente di dimensione due di V (f).
Ragionando come sopra, si mostra che S sarebbe rigata e quindi la sezione di f con
il generico 3-sottospazio ¢ di Ss sarebbe una riga irriducibile non sviluppabile del
quarto ordine di o, avente qualche punto doppio isolato, il che & assurdo.
Il generico 3-sottospazio o di Ss sega f in una superficie irriducibile del quarto ordine
con curva multipla Y (3) che & almeno del terzo ordine. Infatti, se Y (o) fosse una
retta, V (f) sarebbe un 3-sottospazio di Ss; allora S, contenuta in V (f),non appar-
terrebbe a Ss, il che & assurdo perché anche f, luogo dei piani tangenti a S non
apparterrebbe a Ss. Per motivi analoghi v (3) non pud essere riducibile in due rette.
Se v (o) fosse una conica irriducibile, V (f) sarebbe una quadrica a tre dimensioni e
percid appartenente ad un iperpiano di Ss; anche S apparterrebbe a tale iperpiano
e cid & assurdo. Poiché una supetficie irriducibile del quarto ordine ha curva multi-
pla di ordine al pitt tre (cfr. [2], pg. 177), Y () & del terzo ordine e, con ragiona-
menti analoghi a quelli gia svolti, si prova che Y (9) non pud essere riducibile. Dun-
que la sezione di f con 0 & una rigata del quarto ordine con cubica doppia (cfr. [2],
pg. 177). Osservando che sulla cubica doppia di una rigata del quarto ordine di S;
vi sono quattro punti cuspidali (cfr. [2], pg. 102), e che & ovviamente di tipo
cuspidale la singolaritd presentata da f nei punti di S, se ne deduce che l'ordine di S
non supera quattro. Poiché non esistono supetficie appartenenti a Ss e d’ordine mi-
nore di quattro, S & d’ordine quattro. Non potendo S essere la superficie di Veronese,
che non & di tipo ¢ (cfr. [91, n. 27), S & una rigata razionale normale del quarto
ordine di Ss (cfr. [2], pg. 275), ed, essendo f di tipo 41), S non ha direttrice
rettilinea.

b) Poiché le rigate razionali normali generali del quarto ordine sono tutte
proiettivamente equivalenti (cfr. [2], pg. 119), possiamo supporre che S sia rap-
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presentata in Ss dalle equazioni parametriche:
gn=1 o=k ake= By evsipmpa. =ik o =

(cfr. [11], n. 7). 1l piano tangente a S nel punto corrispondente ai valori A,
dei parametri, ha equazioni parametriche:

(12) xo=1,x1=7\+oc,x2=)kz+20cl,x3=u+[3,x4=7\p.+
+ ap + BX , xs = A+ 20Ap + BA?

nei parametri &, 8, A, ». Eliminando «, {3, |t tra le (12) si ottiene:

(13) x0A? — 2xih + % =0
x3A2 — 2%\ 4 x5 = 0
che sono le equazioni del 3-sottospazio descritto dai piani tangenti a S nei punti

della generatrice corrispondente ad un fissato valore del parametro A. Elimi-
nando A tra le (13) si ottiene I’equazione di f, che & pertanto:

Xo —2x1 X2 0
0 Xo —2x1 X2
f (%o, ..., X5) = =0
X3 —2%4 Xs 0
0 X3 —2x4 Xs

Operando un cambiamento del riferimento proiettivo in Ss, I'equazione di f
si pud infine scrivere:

Xo X1 X2 0
0 Xo X1 X2
f (%0, ..., X5) = =£()
X3 X4 X5 0
0 X3 X4 Xs
L’ipersuperficie f & del quarto ordine e si ha H (f) = —48 f*, come provato

in [71, n. 15, risultando del tipo &:).

Osservazione. Poiché le rigate razionali normali generali del quarto ordine
sono tutte proiettivamente equivalenti, per quanto precede si pud affermare che,
a meno di omografie, esiste una e una sola ipersupetficie del quarto ordine di Ss
del tipo &i).

Resta aperto il problema di vedere se esistono ipersuperficie del tipo &)
d’ordine maggiore di quattro. Si pud invece provare che:
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TEOREMA 6. — Non esistono ipersuperficie irriducibili del terzo ordine di
Ss del tipo by).

Dimostrazione. Supponiamo esista una superficie S del tipo ¢ i cui piani
tangenti riempiano una ipersupetficie f di ordine tre di Ss del tipo 4:). La sezione
di f con un generico 3-sottospazio di Ss sarebbe una superficie cubica irriducibile
che pud essere:

i) liscia;
ii) dotata di singolaritd isolate;

iii) dotata di retta doppia.

Il caso i) non pud presentarsi, perché in tal caso la dimensione del luogo
dei punti singolari di f, V (f), non supererebbe uno, mentre SCV (f). Neanche il
caso ii) pud verificarsi, perché, avendo una superficie cubica di S; al pili quattro
punti doppi isolati, S sarebbe d’ordine quattro, e ciog la superficie di Veronese,
che non & di tipo ¢, o la rigata razionale normale del quarto ordine, il cui luogo
dei piani tangenti non & una ipersuperficie del terzo ordine (cfr. Teorema 5). Se
si verificasse il caso iii), f avtebbe un 3-sottospazio di punti doppi e S sarebbe
contenuta in esso, il che & assurdo. Non potendo verificarsi nessuno dei casi i),
ii), iii), ne segue I’asserto.

Resta infine aperto il problema di studiare le ipersuperficie del tipo ).

9. Si pud porre il seguente problema: per ogni intero naturale b > 1,
caratterizzare le ipersuperficie f di un S,, tali che H (f) = a f*, con a costante
non nulla. Al riguardo, relativamente al caso K = G, b = 2, vale il seguente:

TEOREMA 7. — La sviluppabile circoscritta alla cubica gobba di S; e il luogo
delle corde della superficie di Veronese di Ss somo le uniche due ipersuperficie
irriducibili di uno spazio proiettivo che, contate due volte, esauriscono la propria
hessiana.

Dimostrazione. Se f & una ipersuperficie di S, tale che H(f) = a4, con a
costante non nulla, deve essere:

(14) (r+1) (n(f) — 2) = 2n(f)

Da cid si trae:
yn(=4 , r=3;
i)n(f)=3 , r=>5.

In relazione alla soluzione i) della (14) si trova la sviluppabile circoscritta
alla cubica gobba, che & I'unica ipersuperficie di S; che, contata due volte esaurisce
la propria hessiana (cfr. [3], n. 3). In relazione alla soluzione ii) della (14), si
trova intanto il luogo delle corde della superficie di Veronese (cfr. [12]). Resta
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da provare che, se un’ipersuperficie f di Ss, contata due volte esaurisce la propria
hessiana, essa & il luogo delle corde della superficie di Veronese. Una ipersuper-
ficie siffatta ha ordine tre; & a punti parabolici e, non potendo essere a punti
1-parabolici perché avrebbe ordine sedici (cfr. [3], n. 1), né a punti h-parabolici
con h > 2 (cfr. Teorema 3), & a punti 2-parabolici. Sia V () il luogo dei punti
singolari di f e T un generico piano di X (f); poiché # (f) = 3,1 NV (f) & la conica
focale, su 7, del sistema X (f), la quale & non degenere, perché altrimenti, a norma
del Teorema 1, f dividerebbe H (f). Si ha allora dim V (f) = 2, e non pud essere
dim V (f) = 3, perché in tal caso f avrebbe un 3-sottospazio di punti multipli e
sarebbe ad hessiana indeterminata. E’ dunque dim V (f) = 2, e sia S la superficie,
eventualmente riducibile, unione delle componenti di dimensione due di V (f).
Poiché la sezione di f con un generico 3-sottospazio di Ss & una superficie cubica
con singolaritd isolate, S ha ordine al pili quattro. Se S fosse riducibile, ciascuna
sua componente sarebbe contenuta in un iperpiano e, poiché ogni piano di X (f)
interseca qualche componente di S in una conica non degenere, f sarebbe ridu-
cibile, contro le ipotesi. S & dunque irriducibile, d’ordine quattro; poiché S con-
tiene il sistema bidimensionale delle coniche focali dei piani di Z(f), S & la
superficie di Veronese (cfr. [9], n. 27) e X (f) coincide con il sistema dei piani
delle coniche di S. Da cid I'asserto.

Osservazione. Volendo studiare le ipersuperficie irriducibili &S, tali che
H (f) = af, con a costante non nulla, si osservi che deve essere:
)n(h=8 , r=3;
i) n(f)=5 , r=4;
i) n() =4 , r=25;
iv)n(f)=3 , r=S8.

Tenendo conto dei risultati di [3] e di quanto stabilito nel n. 4, si verifica
facilmente che i casi i) e ii) non possono realizzarsi. Il caso iii) pud realizzarsi,
perché, come visto nel n. 8, a questi caratteri corrisponde il luogo dei piani tan-
genti alla rigata razionale normale generale del quarto ordine di Ss; resta aperto
il problema di vedere se essa & 'unica ipersupetficie di Ss relativa al caso iii). Resta
infine aperto il caso iv).

10. Concludiamo occupandoci di un problema posto da B. SEGre in [7],
n. 15. Si considerino due forme binarie su S;:

f (x0, 1) = Xo %" + X1 %" 21 + ... + X 1”
g (%0, x1) = Yoxo™ + Yix™ ' 21 + ... + Yo 1™

di gradi rispettivi # e m. Il risultante di f e g, scritto sotto forma di determinante
di Sylvester:
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m volte

............................................................... n VOlte

¢ un polinomio omogeneo Rpm (Xo, ..., Xn, Yo, ..., Ym), di grado #» + m nelle va-
riabili Xo, ..., Xs, Yo, .., Ym, e precisamente di grado = in Xo,...,Xs, e di
grado 7 in Yo, ..., Y. Indicata sinteticamente con (X, Y) la (# + m + 2)-pla
(Xo, ... Xu, Yo, ..., Ym), I'equazione Ry, m (X, Y) = 0 definisce un’ipersuperficie Ro,m
nello spazio proiettivo Ss,s = #+m+1, in cui le coordinate omogenee di punto
siano date da (X, Y).

Se n = 0 (m = 0), Iipersuperficie si riduce, com’e facile verificare, ad un iper-
piano contato 7z volte (# volte). Nel seguito, per evitare casi banali, supporremo
n>0e m>0. '

Fissato un punto P=(a, 8) € Si, si considerino le forme f e g tali che
flex, B) =0, g(e, B) =0, ossia tali che:

(15) Xoa"+X 0" B4+ ..+ X, f*=0
Yoo + Yy et B+ ...+ YV, f" =

I punti (X,Y) € S tali che (X, Y) verifichino le (15), appartengono a Ry,m, che
dunque & costituita da un sistema unidimensionale £’ (Rum) di (s—2)-sottospazi di
Ss. Inoltre il gruppo delle omografie di S; in sé individua, in maniera naturale, un
gruppo di omografie di S; in sé che opera transitivamente sugli spazi di I’ (Rn,m),
mutando R, in sé; volendo studiare il comportamento di Ry,m lungo uno dei sotto-
spazi di T’ (Ram), possiamo dunque supporte P = (a, B) = (1, 0), limitandoci a
studiare il comportamento di Ry, lungo il sottospazio di equazioni:

Xo:Yo=0

E’ facile verificare che, per ogni punto (0, Xi, ... ,X», 0, Y1, ..., Ym) € 0, si ha:

o Rn,m O Rn,m
= =0,i=1,.,n,j=1,..,m
0 X; 0 Y;
mentre si ha:
? Rim 9 Ram
= (— 1)m+1 Yl Rmn,m y — = Xl R(l)n,m

2 X 2 Yo



7

dove:

Xirie s ; .
m—1 volte

Xpgo oo R
Yiritummg g o Y

RO (X1, X, 1,00, ¥m) =

n—1 volte

Y1 . . . Ym
L’iperpiano tangente a Ry» nel punto (0, 4, ..., a4, 0, by, ..., bm) € & ha dun-
que equazione:

(—1)m+1 bl R(l)n,m (tll, veey Any b1, ceey bm) Xo + a R(l)n,m (41, veey 8ny b1, veny bm) Yo =30

e da cid segue che:

a) lipersuperficie R®,,m, d’equazione R®um = 0, di o, & il luogo dei punti
singolati di Ry, in o

b) liperpiano di S, di equazione (16) & tangente a Ry, in tutti i punti sem-
plici per Rum dell’(s— 3)-sottospazio, contenuto in o, di equazioni:

(17) Xx=Y=0 hXi=aY;

Quindi Ry~ & a punti (s—3)-parabolici, il sistema % (Rnm) essendo costituito da
fasci di (s—3)-sottospazi di S;, ciascuno sito in uno degli (s—2)-sottospazi di
L’ (Rum). Si pud ulteriormente precisare che:

¢) Rum non & un cono;
d) Ruw'~* divide H (Rym), cosa del resto gia stabilita in [7], n. 15.
In [7], n. 15, B. SeGrRE ha formulato la congettura che R,.' non divida

H(Rum), se t>s5—3 en=2em=30n=3em= 2. Tale congettura & falsa
come segue dal:

TeOREMA 8. — Se H (Rum) non é identicamente nullo, si ba:
2ZnZm—1 ¢ 2m = n—1
Dimostrazione. Tenendo conto di quanto stabilito in [7], n. 13, H (Rum), se
non ¢ identicamente nullo, & un polinomio omogeneo di grado # (n4m+2)—
—2(n+1) in Xo, ..., X, e di grado # (m+n+2)—2 (m+1) in Yo, ..., Y. Poiché
Rum*™® divide H (Rum), s =7 + m + 1, se H (Rum) non & identicamente nullo,

deve essere:
mn+m—+2)—2m-+1)=mmn+ m—2)

nn+m+2)=2(m+1)= nn+m=—2)

e da cid I'asserto.
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Dal Teorema 9 segue che, fissato comunque 7z € IN, per ogni » € IN tale che:

m—1

n < on>2m—1

2

& H (Rn») identicamente nullo, e quindi divisibile per ogni potenza di Rnm. Gli
unici valori di # per i quali non & detto che H (Rum) sia identicamente nullo sono
quelli per cui:

m—1

(18) <n=<2m-—1

2

In particolare per 7 = 2 la (18) fornisce » = 2 e #n = 3, casi in cui effetti-
vamente H (R,2) non & identicamente nullo (cfr. [7], n. 15); per » > 3 invece
H (R.») & identicamente nullo. Soffermiamoci su questo caso particolare per mo-
strare, alla luce del Teorema 1, perché cade in difetto la congettura di B. SEGRE.
Considerato il sottospazio T € X (Rs,2), di equazione (17), supposto b1 7 0 e posto
o = a1 / by, si verifica agevolmente che il luogo dei punti doppi per Rn: su © & la
ipersuperficie d’ordine » + 1 di t di equazione:

1 Y, 0
O Yaid Y
(19) S n—1 volte =0
0 et .Y Y,
o Xz . g A g Xn

dove in T si assumono come coordinate (X, Xs, ..., X, Y1, Y2). Poiché nel polinomio
a primo membro dell’equazione (19) compaiono linearmente X, ..., X, il suo polino-
mio hessiano & identicamente nullo, a meno che non sia #<3. Tenendo conto allora
del Teorema 1 si ritrova quanto dianzi stabilito per altra via. Notiamo ancora che
il determinante che compare a primo membro dell’equazione (19) definisce una
ipersuperficie W di t che non & un cono. Infatti W ha lo spazio Y1 =Y, = 0 di
punti (7—2)-pli, non ha altri punti multipli fuori di questo sottospazio, e non ha
punti (# — 1)-pli, perché tra le derivate di ordine # —2 di W vi sono
Xy, ..., X,, moltiplicate per interi positivi. L’ipersuperficie R,z per 7> 3,
fornisce pertanto un esempio di ipersuperficie a hessiana indeterminata tale che il
luogo dei punti singolari per Ruz su ogni spazio di X (Rs2) sia ad hessiana indeter-
minata, ma non sia un cono.

Osserviamo infine che Ry, & il luogo dei piani tangenti ad una rigata razionale
normale generale del quarto ordine di Ss, come si rileva dalla dimostrazione del
T=orema 6, b).
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