HANS-JORG REIFFEN (")

Metrische Gréssen in C'-Riumen (*"

Sumstsny, — We define prometrival quamitien for differcatiables spaces with
Hasinch apsces aral discawms. the relaisuns between metrics and_goveralined
Firaler atroctures. The theory s dppliod 1 complux spaces.

40 Epsmmoe

In den letzten zehn Johren ist die Klasse der Riurne, auf denen Analysis
esrieben wird, erheblich crueitert worden ([1], [15]). Dementapr Ikud ktnaen
Keyzegpiinnen der e uind allgemnei

Hilfe von Atlanten werden
in§1 Ol e Bttt B4 i cioie sehir Mlgenseine. Blasss' von Blamery dic
et descigestetishen Benhiumgreces sglos et den
Rahusen fir Begri tc. Analog
S 0] vt § 2 vkt 1.nmmnrm elngefhre, Natiirlich kann
man weitergohende Aussigon nur for Riume mit spetielierer Stroktwr erwarten,
ctwa fir solche, wie sie Ramis in [9] betrachtee

Als Tangentialrinme hat man La. nur Kegel:

cs st deshalb sinnvoll, snalog.
ren, ndsnlich den des Betes

Tunktionenthearic nahegelegt sowie durch das in §4 entwickelte Konzept der
differcnierbaren Metriken.

In §5 werden komplexe Riume untersucht. Komplexe Riume sind Fin-
setsche Rivme, I tangenticll redusicricn Punkien mit isolicrter Singularitit
dea Tangentialkegels sind sie in cinem schwachen Sinne infinitesimal-geodatisch.
Der Deyriff der starken infini Geasic licfert i i

Dic. vorlicgende Arbeit schlicsst in ihren Bercichnungsweisen aa [12] an.

§1 Due Brcwrr s Co-Ravsas
Wir dbertrugen Definition 5.1 in [12] auf den Fall von Banichraumen
Dencrion 11, £ sefen V', V' K-Bawachriume and M cine (sichileere)
Teilmenge von V. Fine Abbildung h: M - N beisst (K-—) analytisch bese. eine
Co-Abbiidung (K = R, geN U{)) bew. halomorph (K = C), wems o1 su

¢ des Univeriiie, Osnabiocke{Gecmania)
all'Academic d5i XL Besisinn S () 17:675,




jedem Puks x 0 M cine Umgebung U 'in X it civer K-amalytischen bot g-mal
stetig differensierbaren b sdamor phent Abbildung fi2 U~ V" gibt, o dsst gilf
AIMOU = K| MU B salches & nennen wir cine lokale Fortectaing con i

Reamalstiche Abbikdusgen neanen wir auch
tische, alsa holamorphe Abbiidurgen Ch-Abéldvugen,

bbilhugen. wnd. C-unoly-

Dic Obertragung vou S84 in [12] it sclbsrverstsodlich, chenso die der
Ioklen Diffeomon phisanssbegrif

Iim folgenden sci mit ¥ cine Unterkategorie der Kategorie 8 der Ranachriii-
m¢ bereichaet. Voo besonderem Tnteresse sind die Kategorien §, € dee Hilber-
siume biw, endlichdimensionalen Vektorrsarie.

Mit g bezeichtien wir ¢in Element aus N : = NU (o0, w0, A},

Devrimion 12 X sei cin parakipakier iopologischer Raum, i Co-Atlas
W von X (mit Karten in der Kategorie U) ist eine Kollektion vom Tripelsi
(U, M), fur die folpender gilt:

(1) Eir alle (U, u, M) aur ® it U cine offens Teituwenge von X
(belinlige) Teilmenge cines Bamachranmes ' (der Kategorie %) und u
ein Hemdamorplism,

(2) Die offenen Mengen

cutzw (U
dn chypm,hm:

X, terschen wit dew Atlar U, heisst cin C-Raum (it Karien in der
i&‘urgun'r ).

Fiir viek Uberlegungen ist die Fonlerung der Parakorpaktheit in 1.2
nicht notwendig

Jeder metrisierbare topologische Raui ist auf cinfache i e
(Lemina 64 in [7] “Raum ist metrisicrbar (Theoren
dic Klsse der parakan kml mguﬂup\(hru Raume fallen nl:o die |1rﬂ1ﬂ(
“metrisierbar ' und CrAtlas versehbar "' zusammen.

Derpermion 13, Sei X ain C'-Raum (mit Karten in %), It U cine offene
X, M tine Teilwenge. cinss Dunachraumes \' (der Kategarie )
dind w: U =M ein Hombomorplhion, 10 heisct (U, u, M) eine C*-Karte anf
meun (U, u, M) mit alien (U', o', M) aur dem Atlas
L cwrtsaplich i, b wems ' fi all (U, i, M) ‘it % it Uy U
ein Co-Diffeomos phirmus 1t

i alie ¢ U heisst (U, u, M) eine Karte s %

Dis System aller C*-Karten suf X (in der Kategorie 8) heisst die Struktir
von X, Wir schen awei Atanten sl gheichwertiy an, wean sic diesclbe
Struktur definieren.
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ar, wan man unter C'-dhbildingen, C-Differmorphismen zwischen
GoRilumens u verstchen bat.

Von besonderem |m.r|.!u sind o Mannigfaltigkeiteo; das sind C'-Riume,
Tnei dencn jeder Punkt cine regulie Kante besitst,

Drereimios 14, Sef X ein C-Roum. Eive Karte (U, n, M) auf X heisst

yigular, wemy M rine offene Teitmenge es Bomachrwumes N sst, e Puakle sax
U hefsien regulire Punie

15 S0 % or CuRowm (g 1) wed e X. a4 repulirer Puaakt, Dann gilt
fiir fede C*-Karte (U ,u ar M in einer Umgebung oom w (x) oine
P lintermannigfaltighert con [!m s\-w et [B) it

Beweiss Ser (U', o, M) cine regulire Kare zu x. Wir diirfon =
dass U b= wew N st Wir dilfen antichmen, dass
i sine kel Fortetrung 4 in ine offcne Obermenge € von M hosat s gilt
ek AR M = fdy, worsus folgr, dass A" eine Tmmersion ((6)) in

' {x) i
iz, C-Riume nennen wir auch (R—bew. € awalytische Riume
vis analytischer Rz wnd s X. X heict in x
nniytisch-abgeschiossen (ki fiche  Kurte
M) 2 x gibé, fir die M die Nulisiellemmenge ciner Baochram scersiges
wnnlytischen Abbilding f 2 G =W auf einer offenen Obermenge G con M in Vsl
(1) Kdnaen die Karte wnd f 1o gewahlt' merden, diers W endlichdimensiona]
i, w0 heitst X i 3 ahgeschlocsen von endlicher Definit
(2) Kinnen die Kurie wnd [ so gewcahlt werden, it ¥ endbimessional
ist, 10 heint X in x abgerchlosen oo endlicher Diroce
Abgeschiossen nenen wis analytische Ravinse, dic o il Pk kel
Jssen sind. T aholicher Weise sprechen wir von abgeschlossenen Riumer
endlichér Definition ol eudifcher Disersia

Jeder Kompakte metrische Rawr kann wit der Strukiur cincs \lvgr‘-l:kv«—
scnen analytischon Ranmes versehen werden ([2]) Eine spesicllere §
besitzen. dic abgeschlomencn € analytischen Riume endiicher Defisition ‘Mj
Abgoichiosscne kemples- anslytioche Riume endlicher Definition ncinen wic
kurz Ramissche Riusar

Degisimon 16, Sei

17, Sei X ein analytischer Rawn wod xeX. D X in x abgeschlosm
von_ endlicher Disention, 50 it X in x ahgeichlosien von endbicher Defimition
G 2 Sind (U ,u, M), G,/ W gomiss 16 (2), #a it M rine analytiche
Menge in G im Klarsischen S,

= [§:G =K : g analytisch, g | M < 0}

M= (yeGig(n =0 vgedl.
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Wir betrachten die gerichtete Menge

sw endlich ),

Dann sind die Mengen

(3)=0 vgea)
analytische Teilmengen von G mit der Eigenschaft
M = [M,aelh

Dirwus folge dic Behauptung.

Dic. abgeschiassencn analytischen Risane: :'ndlw):u Dimension sind ks
genau die analytischen Riume im klsssischen Sinne. Abgeschlosene komplex-
Sie Riume endlicher Dimension nennen wie kurz Serresche Riume,
Amlog zu L6 kionte man cincn Abgeschlosscnbeisbegrifi much fir
Riume m en. Dass man damit jedoch keine interesante
Raumklasse cl die Totsache, dass jede lokal abgeschlossene
Telioge s srabion’ il Nalalcssserge cloty € Fankt
i

Im weiteren untersuchens wit nur C+-Riume mit g > 1. Solche Riume
sind insbesandere €/—Ttaurc.

Foe Cl-fuume st der Begrif dea sictie differendierburcn, kura: glabin,
Weges definicrr.  Wir verfeinern die n des Wegesammenhinges.

Dayamios 18, Se X ein G Rowm. X et end, esenn
e swoet Prunble dus X sherch einees xtichasnise glailen lirg (Definisian anclog 42.14
i [12]) verbionden werden kiazn.

Besitat jeder Punkt aus X cisie Unigebungsbaris it C
affenen. Mengen, s heisst X Joka! C'-zusmmmenhdngend.
f glatte Wege beschrinken

Barz 19 Jeder Rewissche Raum st lokal A susammmenhis

Der. Beaeis enibt sich mit Standnbichiinen ais Thiartae 11322,
Seite 71 in

oder Klmuwshe Raun: ist sogar oka weamenfingerd " un
beshimus i folgendem Sinne okl M-wpﬂ i L

ammenhingenden

In 1.8 kennte man sich Gbrigens

verscliedenen Punkten aus X und s
Binheitskreises K(0; 1) in € i des
Jir ka0 1

St
it de- Eigenachaft: xy, %y (rnw‘




§2. Keom

ANGERTINKRG]

Davirios 2.0, Eine Meage K, versehen mit ciner Sbiitding
sl : KxK K | (d,x) 7> ax,
et ein Kegel, swenm il
() a(be)={ab)x wa,beK, ve
@ lrex veek

Ist K ein topalogischer Raum und skal stetig, 50 hetsst K ein topofogischer
Kegal. Iat K cin C'“Raum undl skal eine C*-Abbildung — rman versche dabel
KK mit der kanonischen CStruktur -, 50 heinst K ¢in C-Kegal

Deyrsrmos

Sei K ¢in Kegel. Dis Menge
Ko

[xeKiavex VooK)
{0:x xeK)

se des Kegely K.
It K= einpunkeig, o heiset K rpits.

heiset die

Jeder Kegel knn Gber scince Spitze nach spitren Kegeln gefasert werden,
DufsiTion 2.3, Sei K ein Kegel. Das Multiplizierers mit Null, also e
Abiildung

KK, x0u

iyt diec Projebtion des Kogel.

It M e K2 10 heisst

K| M ;o' (M)

die Bechrinksg von K auf M.

Int'x & Ko, g0 beisst

Ko:=K|{z}=x"({s)

die Faser des Kegels ither x.

Fae M= K* st (K | M)? = M. Tnsbesondere sind die Fasern spitce Kegel,

Ist K cin topologischer Kegel, oo ist w stetig und (K , %, K) vin Fasser-
raum. Tst K cin HansdodTraum, so sind K* und die Fasern sbgeschlossene
Teilmengen von K.

Drririox 24, Er solen K wnd K' Kegel. Eine Abbiidung kK -
st i Homomorphismus, wenn gilt

ki) = ak(x) vaeK,seK.

ke heisst framorphiomar, wenn & bijektiv und k, k-1 Hommomacphismen sind
Offenbar sind bijekaive Homomorphismen hercits Isomarphismen.
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Im Falle wpologischor Kegel brw, C'-Kogel serlangen wir voo Homo-
morphismen, diss b, C-Abbildungen sind.
E m [nterkegel 2 verstehen hat, Wir verzichten

sl eine explisite Def
Far jeden Kegel K M i in. nechicher’ Webs, don el dd
Fascrproduktes

(06,30 2 K2 2 () e (3} -

Dirtrrion 25, Ein Kepel K, cersehon wit einer Abbilalimg
ald: KB K <K (x.3) =245,

Jeirst ein linearer Kegel, wemn add und skal auf jeder Farer K, %6 K% die
Strubtur vines K- Vebinerames

Tst K ein tpologischer Kege
linearer Kegel. st K tin
dabel K = K
C-Kepel

Auf cine prizise Definttion der Begriffe des Homomor st Ksearer Kegel
und des Unterhegels einet linearen Kegel, dic sich von selber verstehen, nel
verzichct.

) et 20 heisst K ciny fopalogischer
-Raum und sdd eine CL-Abbildung — man versche
mit der lanosischen CF- Skt + 50 heisst K

in finearer

26, Sl I ein abpec
Fusers K, %< K% abgerch

tirsencr analytischer Kegel. Dann vind K und die
weme. amalytische Riinme.

ischer Kegel -mu.;nn nmmsm

apielklase fir Kegel bilden die T kegel (vgl. [16]).

E mox 27, Se M rine ...(J,r{n,rj fﬂ'rlbf)(g! cimer K- Bamarkraumes
¥ umd x ein Pukt aus M. Ein Vektor vV peisst

ein Tangenencehoor in s an M, womn er eine Folge (3a) in M unid cine
Folge () in K gité i

Rur . Gl H) =05

Cangentenceldor in x an M, wemn 6 Folpen (), (i2) in M wnd cine
Folp () in . gt i

PAES S e g e A R

ein a-Taigentenceltor der Klasre C, ¢
Co-Funktionsheten | in 5 mit § | M =0

i xan M, wenn fir joden

df () =10




pad 0

Offiwe: thd alle Teetemiskons o '\nngmlcnlc\mm und gemiss
2.2 sind alle 5-T:
ren und dic 5 Tongentenvekiorea in x bilden spitze Kq;\l
CM, x)baw, €M, %)
‘angentenvektoren der Klasse €', ¢ > 1, bilden cinen

mit der Spitze 0; dic o=
Untertianachraum

T (M %)

von V.

uuﬂdm i xeM, b
ifferensierbare Fortsetamg v b tn sive
Umgebumg U von % in V. it v = V. dla 1-Tangentervehtor an M in 3, s
itt d f(c) cin s-Tangontervektor an ' fn ¥'. Er it unabbingi von der Witk
der lokalen, Furtsetzung i von b Iit o rin Taugentewvebtor, 1o imch d, h(v).

Bewess: Seien (x.) , (x0) Folgen in MO U wnd (6,) eine Folge in K mit
— iy
Wir diirfen U als konvex annchmen und haben dann:

XyE L M,

w ity [ bt
Ak = Jumr,.(h«fir.l k=)

29, Seien witer deu Vovcussetssingen von 2.8 h, b C-Abildungen, g = 1.

It we¥ ein iw-Tongentencektor der Klusse C1 an M in'x, 0 1t d, h{c) ain

a-Tangentenvehtor dev Kiaste C an M’ in ', Er ist ebenfalls unabhingly von
o Vot d Tkl Fortitsung & o b

Beteeis: Offenbat st nue der Unabbingigkeitsbencis von Tnteresse.  Wir

gehen indirekt vor und nchmen an, das o cine Fortsetzuog & avf U gibt mit

o 2 d h(e) — 2 fife) =0

Nach dew Satz von Habn-Ranach cxistiert vine stetige Lineurform L auf
Ve mit L) A0 For £ Lo —h) gilt: £ MOU =0, d,f(e) #0.
Widerspruch!
Dustrion 2,10, S M aine Teilmenge cines K-Banaciranmes V. Dis Kegel
M) : = ((x,0) €M<V 1o Tiompentoweltor in x an M},
{(x,0) & MV £ v s~ Tangeniemcehtor i x an M),
{ix,5) & MV 20 a-Tangentencelior der Kiasse C in x an M}
bawe, 1-Tang b, T der Kiasse
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Aufgrund von 2.8 und k.mn man die in 2,10 definierten Kegel in
natfirfiches Weise mich auf ¢ 0 X cinfibren, Jede Cr-Abbildum:
¥ it O e Fodmie e Abbildung d zwischen diesen Kegeln.
Die Tangentialriume sind lincare Kegel, Wir denken uns CrRinme stels
mit den ‘Tungentialrunen der Klasse Cf vomehen vnd verzichien dann suf
dic Angabe von g,
Wir identifvicren im folgenden die Spitze der Kegel 210 stets mit, dem

ibgeschlossers Mhnlmgn sind dic Fasern von €'
nn!'xl.h #u beschreibende kor

r;m.m‘m,umwmm Sic bilden einen Unterkegel van C(X).
o 211 Sef X ein CURaum, Mt C'(X) heseichuen wir den
Anr Gl ek

Fiie C'-Raume X, 1< 4=
Kegeln:

b K =R, haben wir folgende Kette von

CX)= X C e

C*Rinme X sind spesielle C-Riune. For die veseliedencn Kegel bagl.
R biw. © bestchen folgende Hexiehungen:

Ce(X) = Ce(X) = THX)

u u
Cx (X} = 1Cr () = TV(X) .

t X din Serrescher Raum, 0 st CefX) — C'(X),  insbesondere
Ca(X).

cn CRaum und K (07) X cine holomorphe Abbildung
m Kreis win 0 it dem Radius ¢ in C. Dann ist ' (0) cin spezicller
Geschwindigheitsvektor, sopenanater holomorpher Cesclneindigheitieehtor,

Deeretion 212, S X ain C-Raww. Miz C*(X) beseichnen twir don
Kegel der holoncephen Gescinzindigheitizektoren an

Fir C-Riume X gelten folgende Inklusionen:
CetX)

C* (X} = €' (X).

Die von ‘tns angegebenen Kegel von T
tsamnenfassend kurz Tangentalbrgel gen
Seruktur, die wir hervorhe

genténvektoren — i folgenden
itzen <ine ausgezeichnets
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Driervion 215, Ee irien
wnd K, K Unterkegel com X
i Hoviassoephiomsic 02 K —» K hest quilisoar o o
cine Umgebiong U und oine stetige Abbiliurg 5 - |
der tetigen Nivearen Albildengen vou ¥
2 KM (U V) gl O (3, 0) = (v 9 (5

X rin tapalugiscier Rawss, ¥, N Buachrituane
XV mir X (gemauer: X'c[0)) ule Spitse.
 jode Pk €
) i den oum
V pibt, 0 i fir alle (y,v) &

I der R X In 2,13 <in CRan wnd st i C*-Flormomarpii
quagilinear, wonn dic Abbildungen 5 in 2.13 als C-Abbildungen
gewile werden konnen,
DiiNiTion 2.4, Sei K ein topolegischer Kegel. Bin Einfackheitiatins %

van K (it Karten in der Kategosts ) ist eine Kollehtion'von Tripeln (U, &, C),
fi dhie folgendss. gite:

(1) Far alle (U, C) mus R ive U cime offene. Teitmenge der- Spitee con
K . C ein Unterkegel ciner Kegel U0V, nobei V. ein Banachraum (der Kategorie
W il uond 0 K| U~ C i fopolegischer Kegelisomorpbiomus mit U - id..

(2) Dhie Megen U, (U, @, C) s 98, berdecken K.

(3) Fior aite (U, @, €), (U8, €) ows R ist UnU s oder der
o phismus

£

@t (K | U AU - 0K | UA U

it quasilinear.
K, versehen mit R, heisst ein einfacher Kegel (it Kartew in ),

Ist der Kegel K in 2 n i C*-Kegsl, 0 Mﬂll 9! din CT- ElfarMnlmim
went die
" quasilinear sind. Unicer mrj«m C-Kegeln umm wir stets »alda: mit
fachheitsstlas,

Offenbar mul dnc lxum Halkegel von Y Riumen, ¢ >
Weise einfuche ("

nﬁch!ﬁ\gm wit uns uui linearen Kegeln, oo sei in 214 natirich stets

. dass dic o lincares Kegel i

Tn! diésém Einse sind die- Tangentialriiae siafache Siicars Kogdl

It ist War, was man winer Karten auf cinfuchen. Kegeln 3u versteben hat
Wir verzichten auf eine prizise Definition C) eine Rarte und
xe U, so heisst (U, ), C) eine Karte zu x.

cinem CLE

in naiirkicher

Dwrinrios 2 Ein einfacher Kegel heis evufach-abgeschlesson (hinfip
e abgeschlassen), eun e au fedem Punkt x ¢ K eine Karte (U, ., €) gibt,
o duse C cine abpeschlossene Teimenge v U<V ist.

Der Begrifl der Abgeachlosscnhcit st nicht sbhingig von der Wahl der
arte.
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L6 Sei K ein ahcescHlussener einfacher Kegel und (U, @ , ) eine Karte
von K. Danis ist C eine abgeschlimsone Tilmenge van U

Beweir: T D, C) cine Kaite gemiss 2. 1§ und 0w Uy
w0 gibe & 0fLAA, cine sétige Abbildung o : (1~ LoV it o
gemiss 213 beschreibt. Die Abbildung 4 : (7 o) ;=

bix
« (x5 (¥) ), st stetig alsa ist 4 (@K | ) ‘,.[;;1{;3 gt o

“Leilmeage von [TV,

24T, Pur jedew €= baw. C'-Raum X it 5C (X} einfach-abgeschlnssen.

Bewein: Wir ditefen davon nusgehicn, dass X eine T
raumes st und betrachien Folgen (x.) in X, (t.) in

weC(X, 0, moereX,
In X baw, K existicren Folgen (1)
Sy s

2u jedern m e N gibt es cinen Indes u,,,
e it (1] sci Narm von V)

Yo—dall= Lg s Mpa—shl< t » e {pa— ) rall =

Dann felge:

. v¥ oy dulpu—yu) v
Trivialerweisc st fiir jeden C-Raum X der Kegel T (X). cinfach-sbgesch-
lassen; jedoch kann man schr leiche Beispicle mis richt abgeschlcssenem Kegel
C(X) angeher.

§3. Do S—

Dewmox 3.1 S K etm Kegel. Fin Semibotrag it eine Abbildung.
BiK s Ry mit der Eigenschaft

Stav~ [alp(x) veeK, ek,

Gilt fur alle s €K, x§ K% 3{x} >0, 10 Aot i ein Brtrag.

Heispicle flr Semibetrige sind dic
r T

infimitesimale Carathiodary-Metrik .

) =R,

die wie in [10] suf den Tangentialriumen Scrrcacher Rinme definiert werden
kann, sowie di imitesimale Kohayashi-

2:CH(X) =R,

die wie in (14] auf dea holomorphen Geschwindigheitskecln von CA-Riumen
definiert werden kann.
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v st eine stetige Funkiion und indugiert auf jeder Faser i

Ee.fst unbekannt, ol w (fir Goftige " Riume X) stetiy
dem ist unbekannt, ob % fir Mannigfabigheiten auf jeder Faser cin it
indusiert

inorm,

32 Jeder cinfiche Kegel mit porakumpakter Spitze besitst s wathelicher

s s e
 Sei n vin Einfachheitiatlas des Kegels wie in 214 Wir dirfen

Stibm S &R} ine lokal-endliche (il:nl:dﬂm;_ Bt
Spitre it Jot A ) eine wlgchnugr suetige Parti nd |
die Norw von ¥, w0 ist X ;| I!;!mgaﬁmhwn .

lorasn 32 gkt v fsteicnueoe e Tingeocaliageln Non Gl Rikumen
stetige Bearlge.

Deinrnos 3.3, ibetrag wnf einem linearen Kepel heisst Semiuvem,
e o i S e BORIIE e o Fobein Normm,
10 sprevhes wir cam einer Norm,

Die gemiss 33 konstruicrten Detrige sind offcabar Normen, wenn cin
cinfacher fincarce Kegel vorlicgt,  Inshesondere gibt es auf den Tangential.
sumen von € en swtige. Normen

Draasrrion 3.4 K ein linearer Kegel. Ein Semiskalarprodubt st eine
b

a: Kok K,
deven. Beschoiahsgen auf die: Fasern povitic. semidefinite Sesguitisearformen vind.
Siud die Peschrinkungen uf dic Favern poritic. definit (ko Skalarprodubte),
heisst o 2in Shalarprodult.
32 komin
Lupmdukl her, wenn
B des

n Rerige stmmwen offenbar von Sk
Eaie o gt sk, 1o it W  der Kategatic
. Insbesondere gibt es auf den 7T von
€' Raumen mit Karten in § stetige Skalarproduke.

uf cinfachen Kegeln st ¢s meglich, beschrinkte und stark definite Semi-

35, Sei & rin Semibetrag wif einem einfacien Kegel K. ¢ beisst
(1) Beschriinkt, wenn es =u jedem Fnkt v e K* cine Karte (U, C)
suncie eine Konttante A = O gibt mit
BEI=AT®(E)]  voeK|U:
(2) stark definit, woun s =u jridem Punkt x € K eine Korte (U, ,C)
s eine. Koastante > U gibt il
fe)=alo)| voek
(1) Nom des 2 C gehovigen Banachrumes).
Surk definive: Semibetrige sind Bosrige.
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Dic Hegriffe der Beschrinktheit und der starken Definitheit hingen nicht
von der Wahl der Karte ab. Man zeigt mit Standareischlssen:

36, Seien K i einfucher lerﬂ 8 ein Sewibetrag anf K, xe K und
@, C) eime Karte su x. Dann

Bl 5 deenst o (8 o e Unmgeibang U com x in U, s dhane
(K l-": D (K | U)) mi etner peeigacten Konstanten & 1) der Bedingumg

) e

ot ;; Rk deforit, m gibt o5 cine Umgohiong U vom x in U, 2 dsy
(U [ (R U, (K. U0) it aimer gecigneten Konstantes o > 0 der Hedingung
35 (2) gemigy.

definit

Ihie gemiss 3.2 konstruicrten Betrige sind beschrankt. und st
Mligemeiner gilt

37 Jeder stetige Semibetray auf vinem cinfachen. Kegel it deschrankt.
Dor cinfache Beweis i dem Leser iberlassen
Ist K cin ubgeschlosoencr cinfacher fincarée Kegel und & vine stark defi

nite und beschrinkte Norm auf K, so sind alle Halme Banscheiume und &
ndduziert die Topalogic in dea Halmen,

Deriverion 3.8, Ein Semibetrag & auf eimem cinfaches Kegel K eisst
pleichmesele, wenn es su jedem Punkt x € K¢ m Karte (U, &, €) und eine
Komtante A -0 wit folgender igenschaft gi

P jeder Zahl 7 =0 gibt ox eine Lm;dwu gy Ul dase gkt

Belri(n0) B (o' o) Lol [ D)+ Ao —v)

V(L) 6,0 e DK 1)

Der Begeiff der Gleichen

igheit hangt nicht von der Wahl der Kane ab.

Sei | vin gletchwdssiger Semibetrag wuf einem einfochen Kegel K- und
K Dann gidt o s jeder Kavte (U, @ ,C) 20 x eine Konstante A 0,
derart dass 38 gil,
Offcobar sind glcichmiaige Scruibetrige stets stetig. Dic sturk definiten
i i n uf Vek sind genau die Finslerstruk-
ruren ot Sitine von (8}

Dizeamon 310, Sei K ein infacker Kegel, Unter civem Fintlerbetrag
waf K versichen wir cinen stark defuites glechmiesipen Betrag anf K

D¢ Theorie vervi
nalen Veltorsiume.

cht sich im Fall der Kategorie € dor eodlictidimentio-
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Dor Kagel K. sci cinfoch son der Kategric € imd igochlssen;
el dax . coste. Absahibarheiiaarioms, Darn gt
(1) Teder stetige Betrag auf K it stark s fnit,
(2) ut K finear, w0 st jede stetige Sevsinorms anf K pleichmssiy, oiso jeds
stetige Norm eive Finclernorm.
Hersit: 0,844, st K Unterkege] cines Kenels der Form XK, X = K,
(1) Séi ve X. Dann st (|:] sei Norm auf K
Sim . v)eK, o] =1)
hompaks und inf {805 9) (5. r:s%; =0,
=3 cni:ﬂ:ﬂ cin A >0 mit
=4, sowie
() in K it den Flg\‘mhnﬂrn;
(rinde Ky mucfjea .o ) =ils

B A Ta v
Blxima) ﬂ(.w.) rilwu |+ [ea]) A

Ex folgt: |8 (x,0)— 8 (x,0)| 2 r 4 A lv— o | Widerspruchi

Wir wallen uns nun dem Froblem der Lingenmessung zuwendcn.
Doviimion 312 Sai X rin topolagischer Kaum wnd 9 ein Syttem o
- Wir nemnen S0 ein Netz, wenn far R folgendes pili:
X am R wnd alle C-Diffemmorphismen
s .
o R ond @ <0< B b it anch
X o Sh, 02— X ans R it o (B) o @ (h)
it
|l fesa b=
{80 te-

V) e
Boe=

Auf einem tpologischen, Raum bildet die Menge 8% aller Wege cin Netz;

auf einetn €' Raum bildet dic Menge 18" aller stickucise glatten Wege ein Netz.
Wir verall den Begnifl des

Depsmion 313, Sel 9t ain auf einens topolugischen Raum X. ¥ = X

is steed Pankten x , v € ¥ einen Wy 12 6 9t

wngrbasis aus R zusammenhingerden
ffenen. Mengen, s heisst X iokal - zusammen




i

9 vin Netz anf einems topologiichen Rawws X Unter

Demeriox 3,14,
R cersteben veir eine Abbldumg 1+ 0 - R, wit folgesden

siner Lingenmemsung anf
Ejgenscimjtea

(1) Fir alie 1 und = gemdre 3021} ist 4 (5e% 5) = I i)
wir 0 gomity F) = 1w} -+ 4 {80

12) Sid &
Unt imetrik 1) verstehen wie cine Funktion mit den
iafien eincr Mereik mit Ausashme der Rediogung 1 (x,3) = 0 ¢
ctriken definicren Lingenmiessunien
D 315, Sef X i opolgischr Raam wmd 1 i (nich i
stetige) Semimetrek auf X. Fir w:<a, b= -»X au W sei

=

[ mp‘ 2 P (el o) = 0

Dk st i Ligenmessung [ D2 K defmivrt, | 1) bt dus

Integral dber 1.

Meseharo Scmibetrige definieren. Lingeamessungen,
ein C1-Rowns wud 3 cin Sewmibetrig anf C' (X
b = — X die Funk-

Dermon 3.6,
neicet mbar, e fitr ale stichssalie glatten Wege w
don B messhar itt, Wir sstsen dinn

Dadurch wird ein Lingensesrung. |8 98" » R, defiiert, (3 hovst das Incegral

[3 ;
Tst 5 stetig, e nimmt | § nur endliche Werte an,
ungein o L1 fir alle

Domsmios 307, Tt wter den Vs

5 U7 |§ < o6, 4 heisst B sumemierhar

ressant

Problem, wann cine Lingenmessung J anf cinen

ascr Semibetrng aul O/(X),

Netz 8 (X) cine Dartillung {—[8, § me

besitat, 1at § stetig, 50 kann B au J.a darch Differentistion suciichgewonnen

werden.

318 S © ciw Neta anf dem topologischen Ranm X and
X §

Dreriimox
18 oM, cine endiiche Lingenmessug, db. 1{x) < o Ve $.
swsaumenkiinged, 3o sef fir %, y

SR & cobindes o+ nd y) .

inf ) = inf ({w) :
Dadurch twird eine Sewmetrik anf X defimiert

<



¢
¥

i

309, Sei N sin Banockraon mit einer Noew [\ Dawn gilt:

o [10e=ls—r1 ¥eyev.
Der Beweis folgt sofurt aus 4,18,

Im weiteren seien X cin Clzusammen]
summiecharer Semibetrag auf C(X). Dann st inf IS cine Semimetrik auf X.
Wir studieren die Bezichungen swischen der * na hen ™ Topologie auf X
ind der durch inf [ @ definierten Topologic.

gender C'-Raum und § cin

320 14t s rark defimit | 1o ersengt inf [ & cine feinere al die matiliche
Tapolegie. :
Beweis: Sei x ein

t ciner offcnen Teilmenge U von X. Wir mitsser
¥ eine =..fj 4-Kugel legen, die gan in U enthalten ist.

O.BAA, gehort U u ciner Karte (U,u, M) von X mit u{x) = 0. Da
s cine Umgebung U’ von x, deten

M ist Teilmenge cines Banachraumes V mit der Noom [+ Wir diefen
annehimen, dass u(U') der Durchachaitt von M mit einer. Kugel um 0 vam
Radins r = () ist. Ausscrdem diisfen wir davim ausgehen, dass eine Konstante

.
Eipevchaft (e U Es gil T ()= v und weier

j’p-, j C‘—>C|I(n-"l fde=Cor.

Alsa st inf |1(r.;1 > Cor und der inf ]y—Lm w5 ekt dem: Radis.
Corin U enthalren.

Zur Gewionuny griberer s die aati]
Kanzeption des ** merrisch i B

. X heiset meteisch einfach, wenn
) Me V, V. Barachraum it

e bendtigen wir dic

Dernsinion u fodem Purkt % X

gt welche fol-

u joder Zahl 7 ) gibe ex cine Ungebungibaris con Umgebuagen U' von
in U, derart dass bei Vorgabe von U alle Punite y ciner in U enthaléenen
Ungebung V" von 5 durch einen in \" verlanfenden stiicluweise piatten Weg
mit x verbunden werden kinnen, fir den f:~:|<- it




e

322 Fat X metrisch einfach wnd § beschriukt, so evzenpt inf | 1 eine grobere
als die natiiiiche Topologi

Beweis: Es sei e X und K dic inf | B-Kugelum « mic dem Radis 10,

Wir misen * als inncen Punkt von K begh der matrtichen Topologie
nachweisen,

cine Karte (U7, u, M) gemdss 321, Wir dlirfcn snochmen;
o oo ) du Bedingung
LU pemss
- cr <uE

2 x gel
dass (U, (id »lh] \; ssasimen it
35(1) geniigt. % * betrachten wir Umgeb
321, sty e U und @ ein Weg gemiss 321, 5o gilt:

tolgs inf [B0x3) < U7 K.

Ea-gile dis folgende Umkehrung von 3,22

323, Lt § stark defit unid erseagt ink | 0 dic natirhiche Topologie anf
X, g0 it X metrivch einach
M

Beseeis: Wie betrachten cinen Punkt x € X und daxu eine Karte (U
wie i Beweis zu 320, Ist dann e ein stickweise glatter Weg in
anfiiogt und Punkte ausserhalb U’ triflt, 50 ist

Wir geben uns nun eine Zahl 0 ¢ < r vor und betruchten die inf | 5~

st eine Umgebung von %, st

Kugel U™ um x mit dem Radivs C-r. 17
ind w

w0 s e oin U verlaufen, und es folgt weiter:

i X, der v und y verhindet mic ]

leweise glatter Weg

| sr=crfp=<a.
Da r und 1 belichig klein gewihli wenden bimnen, ist 321 arfullt
Devtirion 324, i Finslerscher Raum ist ein wetrisch einfocher C-zusum-
senhingender C'-Raum susamien mit cinew Finslerbetrag i seinem Geschain
digheitskegel.

Jerehen Raum

Wir haben gescigt, dass dio Finalerstruktur aul cinem
die natirbiche Topologie des. Raumes erseugt




e i L ¢ h‘mx

e el

4 Divenesameunans Myraias

in R-an !\mlm it d

ren seicn sunichit V oren
e van ¥ und 13 cine Sermimetrik auf X Awscrdem i «

Tn e
cine T

41 Fir cinen Einkeltrcehtor © von \ gilts
(1) 0= C(X, x) = ex exittiert vine Folge (x,) in X wit 5, = € Yo N,
Koo

@) 2O (X, ¥)ser cxitioren Poigen (5}, (v.) i X mit 5, =
VREN, % =k, y, o nd

DINImoN 4.2, Sai v ein Finkeitroehtor von V'

(1) £itw 2 € (X, ), 50 brssst D in s im der. Richiumg won © & diferensierbar,

seeur fur jode Folge (x,) pemdus 4.1 (1) die Folge
(2) I 0 e fC (X, x), 5o heisst D in x in der Richtuug oou v sg-diffe=
v, wean fie il Filgn (1), (1) gemiss 1 2) e Felg [ 20e:2)

karcergiert,
Der cindesnig bestimmte Limes pemiss (1) betw. (2) heisst die Abloitang com
D én x in Richtung vow o: Wir roheeiben dafur D' (x., i3

Offenbar iaplisiert die gg-Differensicrbarkeit. dic p-Differenticrbarket,

Bersrins, 43 i vl o eiue itetige Seminor auf ¥ und A die durch = def-
mitrie Semimetrik fyann st A, in jedem Puskt x con N in. Ricting eines jeden
PBinheitroektors . sg-differensierbar wnd N {5 , 0] —  (¢).

DERNON 44, Vorausetzungen, wie cingangs des Paragraphes festgelegt

(1) D et i x g differensiesbar, wemn D i in der Richtung cines foden
Einheitrcedtore ve C (X, x) g-differenzierbur i,

i o, wen 13 o i dee Ricktung cines jolen

Im Falle con (1) baw. (2) crweitern wir die Abieitung wis 4.2 su einer
Semibetragifinktion 1 (x) anf C(X ,x) bawe. 1€ (X, x) dhirck
{0
ot 15 o (s

() heiset dic Ableitiong om T in 5,




T

Wir nennen 1) g-differensirebor baw, sg-differe irar, wene D die g
sprachens E ift i jedem Punkie hesitz.

incn. mm.rm- I anf € (X) baw. 1C(X),

Im F metrik A aus 4.3 ist A= o

I definiert

4.5, It x cin fmmerer "hrd»l von X wnd D in x sp-differenzierbar, 1o it
D! (x) ine Semasorm auf ¥

Bessels: Seien w,ve V. Dann gilt fiis (kleine) positive Zahlen r:

Dxadt(uio)) _ Disor-n) | Diei i, bilion)
P 0

D ey 6) < D () -+ DY (1, 1)

Fir unsere Thearle bedeutsam sind die beschrinkten §

mimetriken.
Drrsron 46, Vonoussetzungen, wie cingangs des Paragraphen fesigelegt.
(1) D hrisst in x g-beschriinkt, senn o1 eine Zahl C > 0 und eine Urmge-
diong U ‘v x fm X gt mit
Dix3) SCly—yl wyaU.

(2) D heicst i sg-beschrnk, weam ¢t eine Zabl © >0 wnd eine Usi=
U oo in X pibt i

ebung
D

yeu

Wir nennen D g-bescheiiukt b, sg-beschrinke, wean D) dic angesprochesse
Eigenschalt in jedem Punke sus X besitat
D Leset. Gberkimen wir den Beweis der folgenden cinfichen Aussage.

47, dat i Voo umd D in 3 g beve, sp-differemsierdar, 10 it D in % g~
daw, sp-beschraule,

48 wdu,.d-uww. wie eingangs des Parugraphen festgelegt,
% gdifferensiorbar ind -beschrdnkt (sg-differensievber wid g5
r«-»m..,a»;. w0 inl 1Y (x) ein sietiger Semubetey anf’ © (X), (+C (X))o

i Beweis bendfigen wir folgenden Hilfssatr, dessen Beweia wir dem
Feses Gberlassen.

49. Seien ¥ sin_ topolegischer Ruwm, W ein Bowachrawm mit Norm
i 5 ein Seiibetsag i eisem Unterhegel K vom ¥ W, D giltz 8 ist genan
dan tetig, wenn . beschrinkt wud ouf Sz = {(y, v} ¢ K 5ol = 1} setip .




N

Boweis von 4.8: Wir beschrinken uns auf den Fall “ g o wenden 4.9
Wl Y« {r) W= VK = s an. Dabei ist offenbar nue der Nachweis
er Stetigkeit von 1Y (x} af 5 0N, 0w van Interesse

Dizu betrchten wir cine Folge (r,)
Zu jedemn Vebtor €, m €K, cx
Wir finden davn zu jedem wr e
S £ Yo, BilL

eifillen .1 (2) bagl. v. Abo gl

- D'{x. 1)

T i dic D i Appro
it durch cinen Semibetrag

410, S dim V< cound x innerer Punkt sou X.. Damn gili: D it genan
i i 3 -diffresdirbar, wen e stiger Sessiberag § af'¥ — G (), éxiniest
mit

‘ it eindeutiy betimmt wnd gleick’ T (x)

I Der Beweis von 4,10 sowie Formulicing und Beweis der unalogen Avssage
im Falle dor sp-Differengicrbarkeit sei dem Lesee berlassen.

J Im Fall der sp-Diffcscnricrbarkeit haben wir dic folgende Verschirfung
von 48

W11, Vorausstungen, wic vingangs der Poragraphen fesipelegt
Bt D anf X sp-slifferensierbar wad sg-beschrinid, yo it 1Y sine sietige Funde-
tian. nql iC(X).

VK

fan wende 4.9 auf Y
den llcm.u von 4.8 geringfiigly.

X, W $C (X) an und modifizicre

Aus 4.11 folgt:

Sei dim ¥ < o and X eine offene Teifsenge oo V. It D anf X
m-d.ﬁ:-mmm 5 o o i Rmpains ¥ X o ZahE




20

050 e Zahl £ > O it der Eigenschiaft:

D) =D (r, x—3) | < rle'—yl Wi,y

13, Ausrage .52 gilt offenbir. auch, e X ein Aompakiss Literel i
R nd ¥ X i

Daraus folg:

LM MR ein ercall <0 b >, a < b, in Round D - difforonsierbar
auf X, 5o gilt fir den jidentinchen m,:  mf X

cin ¢ 0 mit den in 4,02

D nes — )| <4 b —a).

Der Diffcrensierbarkeitsbegrifl ist ein topologischer Begeifl

15, Vionausctenagen, wie singarge den Hersgraphon gt 11wt
4 dgurvaleate Nerns uf V. Damn
L |4 -t st differs

i s l: intin e bapl ¥ b,

ierbar.
Die. Ablritungen hingen nict vou. dee. Wabl der Novw ab.

suf den Fall “4g" und beweisen
U oumd dam

Beweis: Wir beschrinken o
Wir betrachten cinen Vektor o e
() (va) gemass 4.1 (2) bagd. (-4

(xi0).

wobei D, die Ableitung bigl. [+ beasichnet,

Wir wollen unsere Uberlegungen nun auf C'-Riume ibertragen. Von
2eatraler Bedentung sind dabei nien Ketrenregelu.

416, Sei X2 cine Teilmenge cives Banachromes N+ i der. Noew [1+[%,
X eine G- Abbildng, Ferner sei %06 X0 wnd xz = f(x).

) It D in % g~ st sg-beichednkt, 3o it DoLf,f) i g o
sg-besclrdimit.



(81 15t D in x g-beschrinkt wnd g-differensierbar (sg-brochrint und gp-
Wifferssierbar), w it DA/, () in 8* g dilferenzierbar (sg-differensierbar) wad
D) 1) < D () e f
1) Zunichst sei D die durch di
X, Wit drfen dnnehmen, dass X, X offcse Kugeln
¥eX* und cinc gmlnﬂ: Kanstante C =0 gilt [d, /1 < C. Dann gilt fiir
Alley, y'e Xo 2

e Absandafiunkeion

1A=L) S Clly ==y
Tm allgemeinen Fall - wir beschriinken uns aof dey I g™ = diltfen wir
davan, asgehen, dass Konstanten C, € = 0 existiceen mitt

D)= Clu—w vu e X,
L —fIN=Cly—

B S)=

(2) Wir beschrinken uns auf den 32" und nehme
Komtuntc €0 existert mit D {u, ) = Clu—u'| Vi, '
o*& 0 (X7, ), 98 " = 1 und sind (), () Folgen go

F () —f (v

Cly—x1 ¥r.yeXs

sdef(e) =t

%0 70, 50 diirfen wir annchmen, diss f (%) £ (3,) ¥as N s, und huben

Bif(e) o) _ DURY SO | £
et 176 E

=D (0)-

DiNTrioN 417: Voraussetzungen, wie visgongs des Poragraphen feigelegt
0 heisst i . differensieviar (s-differcuzierbar). wenn D in x g beschrinkl
und ¢-differensierhar (s5-berehrinkt wnd sg-differcursicrbar) it

Geniss 16 sind die Degriffe der Differeniecburkelt und der o Diferen-
siccbarkeit far €' Rauwe sinavoll. it X s Co Rauws, D eine Semmetrik el
X wnd x8 X, su it im Falle der Diffevensierburkeit borw. s-Differensierbarheit
vou 1) i x die Ableitug TV (x) ein steviger Semibetrag wuf € (X), base. 1C (X),-
It D auf X -differenzierbar, 10.ist D' ein stetiger Seoribetrag. anf 1€ (X). 416
licfert cine Kettenregel fir Seavimetsiken auf C'-Raumen — auf cine. Formu-
lierung verzichten i,




ATz 448, S D) eine o diffevensiecbare Semimetrik ouf vinem CA-Ranem .
Daun_ il for alle stachweite. glatten. Wege 1 in X:
[p={p.

Keue

g i 414 und el

et stark
wnd cine

418 i triviale Fulger

Daresaomon 419, Eine Semimetrik 19 onf einem C-Reun 3
definit, wenn ex 2w jedem Purht x =X eive Karte (U, w, M), M
Zahl C =0 gibt, s0 dass fir aily x, % € U gélts

D (¥, 3) 2 C Lulx)—uly)

(@l Norm des. Banacheaumrs V)

Der Begrifl der sturken D
dein. Leses den 1

wk definite Semimetrid maf X, 5%}
et cine Uegrbrng U tou x in U, ao

en Kmstanten C =0 der. Bedingmig

i X ein Cl-Raim, 1) eine
M) eine Karte 2 x. Donn g
L0 LU (U] it oimer. geeiy

Ist B wioe sdiffercadicrbare Sembmetrik auf einem C-Ravm X umd ist
k definit, w0 much 1)

X eine CE-Banachnanmigfaltigheit wnd D aine Semimetrik

Za jeders Panki 3 am X gebe e eine Usgebomg U, 1o dass D* rine CH-Fnike
tlon auf U fut, Dann it 13 eine o-diffecensierbone Semimetrib. 1 isf pleich-
mitsrig wndd ioivd oum eines Semiskalarprodubd o ereengt,

T3t 13 ausserdem stark dfini, so st X eine Fbertmungfltigheit snd  sine
he Strukbur adf dess VangeuiaMibudel,

Riroms

2 X
niktion

e diiefen sanehn Kugel in cinem ReB:

¥ s, und dass E ;- D of XX st Mit & bese
wir dic Abitinung nach der siviten Kounlinate. Gemiss der Ta
far

E(¥,y)) = BE(¥, x)

| BB G (1 ey )

i in den Rawn 1#(Y, R)

wobei 80T : X0 X —» L (V, R el stetige Abbil

der stetigen Bilinearformen sof V ist,




—y—

L Wir diden annchmen, diss eine Koastiote © > 0 existiort  mit

BEEL )1 =C Ve, v eX. Al iat

]U‘B‘E(m Y X (- iy -

Wegen Ex,») =0 ¥o',y'a X it BE({' 2) = 0 ¥&'&X und wir haben

DEN =Ty —x] weiy'eX

Nun i x€

w8V, ful = 1 Wir betrachten 20 v Tolgen (5, ()
feniss 4.1(2), Er

3 BEGHE -

Offenibar brsucht man in 421 aiue serlangen, dass D*(-,.) bagl. dec sweiten
Koordinate 2-mal stotiy differensierbar st
Aun 421 und ;r:] folg:

Ly

Sei X oin Ramicscher K wnad 1) cine sturh, definite Seai-
L 14 D* i Sinne v 420 in den regulien Punklen Iohal eine

- C2-FunMion, 1o {st X vin Romisscher Rawm mit Korten i der Kategorie der
‘: C-Hiibertrdume,

It D cine (i) differcraicebare Semimetrik auf cinem Clgwammen-

ist. La. it dic

hingenden C-Raum, 50 stollt sich die Frage, ob ) = inf
Frage zu verncinen:

423, Sei X din Csusammenhingmder C1-Raum wnd 1ol 13 eine in x & X
ifmmsiabie (o-dforssierbr) Scntmetlt o4l X. Dret it fiir jedt in 0
diffecersicabare Fonbtion < By—s R, fir die fD) gine Semimetesh it f-1) it
in x differensiecbar “;H{\Hum-vlbar] it f (0D () ak Ableitung.

Beteeis: Es existiert eine in 0 stetige Fuoktion 7 : R, — Rmit 1 (0) < 0 und
SO =f 01+t V=R

O.B.dA. st X Teilmenge cincs. Banachraumes, Dann gilt filr alle «'
JED(y) = ) D) b (DY) D (K5 -

A 423 foig insbesanders, dass mit D) much sy L. difersnsiechar

) wit.

(s-differenziecbar) ist und dass DY




=

Sei I' die Carathéodarysche Semimetrik auf cinem Serrcschen Raum,
e

Tn [10] wird gezeigr, dass I —  ist. D it smsbesander |

Ex st unbekannt, wann 1 inf [_ =%

erburer Semibetrag auf dem Kegel C(X) brw 1€ (X) eines

mes X, 50 stellt sich die Froge, ob inf &

Tat 5 cin s

Claysammenhingendsn €
diffecenzicrbar (+-differenzierbar) ist mit 3 als Ableitung, La. muss diese Froge
natiilich vemmeint werden

Sei K dic Kobayashi-S auf cinem
chen Raum X (bigh. Def; vgl [5]). In [14] wird geseigt, dass z.:“..am.a

siomale Mannigfaltigkciten K = inf |5 gilt. Ex ist unbekanat, wann K* % gilt
Die folgende Definition st geometrisch. plasibel:

Derivrmion 424,
e, 4C (XY einer CL.

Elu summierbaver Semibetrag 8 anf dem Kegel G (X)
Raumes X. heisit isfinitesimal geodis-

tisch {s-infiniterimal geoddtiich} in cinem Funkte x & X, wemn u.f]: in a differen
sierhar. (s-differensievbar) ist mit & als Ableitung.

Jede Fimleenorm & auf dem Tungentialbimie! einer suimmen
Banachmamsigfalvigheit X, st s-infinitestmnl geoditiech,

Lty M) 2 3, derart dass

telpunki 0= u(x) st

V) der Hedingung 3.8 geniige. Wir identifisieren U mis
:=81{D,:) dic Norm von V ist

setsen fir ye M, bV

=X. Wir hetrachten cine Karte (U

und (U7
M und
w

Ay ) im=Blym—loll,

Rebes wns ein ¢ 2= vor und zeigen, dass far alle Pukte ¥,y ciner gecigneten
Urmgebung von 0 gils

(L —r}l¥

Zar ¢ existicnt gemss 38 3 K mit dens Radius 5= 0 um 0,
5o dase gilt K< M und [a{y,v) -V
ORAA B </ Dann gib f

vll+riel =

il dann
n \r«lm\dungw\\g -

o 0 it cinem R
L, w0 gile fike jeden st
c meserhalh yon K trifft:

=

hwcise gl

!




S
Andererscits. gift fir die Veebindungstrocke e :
[p=sir—yy<ar

Wihlen wir alio 35 ~ 54, sa kann mon sich bei der Berechnung ven inf

B+, ¥) auf Wege in K beschranken. For cinen stiickweise glaren Verbin-
Wirighiveg & #6 Ko gilt sberd

u—n
woraus falgt:

"%'—_-u ) ' > () ) — ¥

[Esnente—si. wt [oimso+adir—y

§5 Memiscir’ Eioresensrmn Sxioscuns. Ruse

Jeder Scrresche Raum kann mit der Struktur cines Finslerschon Raumses
versehen werden; denn € gilts

SATE 5.1, Jeder Servesche Raum it metvisch sinfoch

Bewis: Sei X vin Sercescher Rim wnd x =X, 0.8 A ist X cine amly-

tische Menge in cinem Gebier. G cines Zahlcnraumes C* im klassischen Sinne,

Wir dicfen anochmen, dasy ru X vine Singularititcnanficsung f: X — X

exiatiert (vel. [H). 8 & vine stetige Norm auf dem Tangentialbilndel von X
d ] eine Norm des COBA A, cxistiers eine Konstante € = 0 mit

[dof ()| < CB(m) Woa T(X),. yeX'.

I3t i eine Zabl ¢ = 0 sorgepeben, s beimchic man allo Punke ¥« X',

s donen e einen Punke y & f~1({x}) in derselben Zusammenhangskomponente

vou X gibt mit inf [ 4 (3"} < . Diése Punke Bilden einc offcne Obesinenge
Lvan (- ({3, Tt = £ (U1, 50 gibe s Punkee v, 3/ X' mit /| (%]

i sincn siickweise glaten Verhindungves w von p und ' mit [3 < rof

i cin stackweise glaier. Vedbindungswe von % und « mit ]'
Da v innerer Punkt van /(L) i, sind wir fertig, R




e

Ihie. Tangentialriume T (X) Serrescher Rivme X sind sbgeschlossen tmd
lincar; alsa fallen fiir Normen uf T'(X) die Begriffe " stetig " und * Finsler.
orm * ausammen. L. folgenden Satx wird dic Moghchkeit diskutiert, dass
fir cinen susammenhingenden Serreschen Raum X cine Finslernons. & auf

rm sinfinitesitnal geoditisch ist; dh. dass (‘m[i g) existiert und mit der

von B aal 4C (X)

Satz 3.2 8 X ein susammenbingender Servescher Rawaw, Auf dom Tanges-
) e rine 3 infinitesimal. geaditivche Finrlernorm, wel he von
cinem Shalarproduhe heerithrt, Darn it X eine Mannigfaltigheit,

Wir diicfen unnchmon, dass X eine analytische Meage in eirier offencn
Teilmenge G des €= ist mit 0@ X. Wi zeigen: 0 ist regullirer Pu

T folgenden bedewe |- die wuklidische Norm - des. Zahlonraumes. Fi
Embenscktorn o< € und Zihkn xo R, 0 < x < % s

5(e) e {0 €% [ml v, e R mi

Pic Norm geouiss 52 sci & Wir diirfon annchmen, dass cine in 0 stetipe

Funktion f cxistiert it f(0) = 0 und
vl —f{f2l) gy =le (140D ¥ix.0)eTX).

Wir gehen schrittwelse. vor.

v Xm0 dst (inear.

Schritt: Der Tamgenenkegel € (X),

Bewsit des 1. Schrittes: Wir zeigen, dase. m
et [0l — ot | <2, such stets die Verbindungutreck
gehen indinckt vor und uehn, - das i Vekior ¢ vf

5 <2, uus C{X), nicht m C(X),

swei Einheitsvektoren
in T (X), liege. Wir

vl Aus ot ¢ C(X), folgt d

Esistens einer Zahl 2, 0= = 1,

Ko nX—

Gemies [16] existicscn glaite Wege &%, 1 <0, 8 = - X. suit dein Eigun-
schaften:

w0 (0) @ (0) = 05

@) (0= et () (0) = et
Towdem muan eventwell [w! |, |w?| alk neve Parsmeter cinfihe, darf man davon
atisgehen, dass fiir .l\- te <0 & = gile:

(] = || =4




Geben wir uns cine Zahl 0y <1, vor, s0 konnen wir dureh Verkleinem
vom 8 crveichien, dass. i alle £5 < 0,35 gt

@ ek () . wHOKTEY.
Wir wililen nun « und daza Zahlen v, 0 <
R (o) 0 RS (6%) = K (070 K3 (%)
s ist nfitzlich, folgende Grosscn zu betrachten: fir v, y € €, x, x4 KI'e”)
sei B (¥, y) das Infinum aller Lingen .’ J{1 — g} wobei = ein stickwemse

ghatter Weg ist, der xwnd y ansserhally K*(0%) verbindet, und 5e < 0,1 =
For 7 (wie aben) und ¢€ RY i

e KE (o

WWir haben Fir 1 < 0,85 (¥ kein) und & g <0

it [ B wiay
Tl =)~

Win. hiigt |G, (v, 1) olfenbar nichie Vou. ¢ b, wla G o #) = Go (s 1)

wsserdem. Wt lim C(y, 1) = B(c', 0" Aus der Formel

(int | a] = [T #C () und s amgebenea. Ungleichung, olges

'R G sorgegoben, vml
on an, dass C (X)y =
st cinc.- analytische Menge
i el uaveerweigie s-blit-
trige. Uberlagering von G —Y fst.

2. Schritt: Die Bllttersahl s it pleich 1.

Beoeis der 2. Sehaitiess Wit gehen indicekt vor und nebincn an, diss
=2 i Es st dim C(V), < ' — |, Also cxisticet i Einlicitsvekto o in

S
€ mi c,m'm_,«u Wir wihlen cine Zabl %, 0 < x < 1, und r s,
dass Kie) 0 Y = ist. Dann werfille X Gber K (e) in « Blitter, die 20 K (e}




S

Ah.m sind. Seien B, , B, awei dicser Blawer, In 1,

Fiholamarph dqu
s Wege !t ;
Abbildung

B gibe
eren crste ' Komponentenfunktionen. die
e Fiir 16 =0, 5> gilt offenbar (3 Klein)

g

[t oy = a2e.

Rereichnien wir mir dic von den m letsten Komponentenfunbtionen
gelieferten. Abbildungen, 50 it wegen C (X}, =i {0}

fm 20 i
Mit
inf [t () w0} )
W wE S e
far e <0, teny wir cinen Widerspruch,

Die noch wusstehenden Oberlegungen sind vom selbicn Ty wie Schritt 2.

Dic infinitesimale Geodisie ist eine wesenlich schwichers Eigonschaft als
dic s infinitesimils Geodisie. Lin folgenden Satz werden Methoden und Hegrifc
aun [13] benutze

Sarz 34 Sei X ein smammenhisgender. reindimensionaler Servescher Raum,
wnd 1ei & cive Finslermorm uuf °F (X). Dawn ist 3 in jedews tangentiell vedustenten
Pkt 3= X, i dem C(X) eine insierte Sirgulariti besitat, infiiterimal redvezicate

Wir diirfcn annchmen, diss X ine asalygische Menge in ciner .,«.,,,..
enge G des €= und x = 0 ist, und legen uuf € die Norm [ - = 340,
augrunde. Dabei sei m dic Einbettungudimension von X
Ist dann € COX,0), 0w =1 und (x,) ol gomiss 4.1(1),

Tolgt sofort

inf | 8 (x.,0)
Jim fof —

Anderenscits folgert man mit Hilfe einer Richtungsuniformisierung. von X
(gl [13]), beruen auf den reguliren Vektor o, sofort auc

fim sup

Fede Hyperildche, definiert durch cine Pasewserihe  wit irvedusiblem Leitterm
TEL exfullt 53, sofern f) etne frobierte Stngularitit hal.

=
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