ANGELO ALVINOG o GUIDO TROMBETTI (%

Alcune osservazioni su una classe di equazioni
integrali non lineari ¢**)

I un recente lavoro Ambroseti ¢ Prodi (1] hanno suabilito un impor-
g, sty e eareniion & wna enformiskns son K 10
hanno fatte. spplicarione al problemn di Dirichlet per nn'equazione del tipo
LR IOETH
In questa nots voplisme far rh.hoppcﬂunc!pm £ ooty
valgere considerazioni analoghe per o studio & equazion
el 'tipo:

© -rmﬁ[m-m(-wunm-

llmﬂmmnmpﬁmankﬂvﬂhnﬂhﬂlﬂndtmﬂeﬂud

equaziont intogeali lincari: il n. Zdlqpﬂm del toorema di Ambrosetti
¢ Prodi allo studio dellequarione (0); il n. 3 allo possibili applicasioni ai
problemi al eontorso,

1. RICHIANT DE NOZION) SULLE BQUAZIDNI TXTRGRALL LINEARE

Sia K (x,3) un nucleo reale definito in T>'T, con T apertn limitato di 2.
Consideriano 1s trasformazions:

) A= [Kehid
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) KeN"™;
i) K & simmetrico o definito positivo:
di) b (1.1) & completaments contima s

Vogliamo fornire alcuni esempi di classi i’ equazioni del tipo (1.1) che
verificano la if).

Sita

Troxmus L1, Sex = nff ¢ Ke N* # verifieata fa iif).

Osserviamo che s 2 > a2 5 ha Ke L*[T5'T) ¢ quindi la (1.1) & com-
Plotamente continus per oti risultati. Per completare la dimosteazione del
teorem. premettiomo il seguente

Livsan L1, Nelle ipotesi del teosema 11, se [4o) # anie noccessione limitata
in LI(T) & pus cxtrarre da exsa una ruccessione {§,,) tale {A (py )} converga in
misra,

Be [4,) ¢ limitata in L' & potrd estracre da exss uma succcssione (Y}
debolinente convergente. Supponiarmo per comodith, G che non lede ovvia-
mente le generalits,

(.2 o

Se Ia successionie (A%,,] non canvergse in misun esisterebbero un v >0 od
un o> 1) ¢ una successione estratta dalla precedente, che indicheremo ancora
con () tale che

e |‘A¢x ([remmn)

i) dnlmnu}'m K (e

Diairo canto riesees Uiy, o= | K (153K s, 1) du N o quinid, poiché
x> afh Uy Ne L (TRT) ©

(1) Fer In definizions < b peincipall propriech dei muclel N* efr. [2).




—qoe

Mllors, essends per quasi totth § £, U (y, )& LA (T) si kx dlla (1:2)

i 4 ) U3 0y =0 o i T
¥

[m{!'h.(ﬂ uome) <[ [j&:.d:{rf::.w]m

e .
56.,‘ Umdy}ugmm
dove
T Bl =M

© quindi si ha Tequisssoluta continuith degli integrali di

([t vizne)

b3
Quindiz
h = fuwuu.oay»-n.
Dalls (L3) irtanto i he:

o< ([0 4) (1 v an)"

D qui & dalls (1.4) segue Paserts.

Dimestrazione del toorema 1.1, Sia adesso {§,} una successione limitata
in L% Per quants visto sopra possiamo supporre che [A%,) stesns converge in
S

Poiché Ke N% per noti risultati, la (1.1) & comtinua da L* in L’ con

{I}r-:lfz-kq- A
r qualsisei e a=af2;

WMl = MOAT




i < A (mis T on Ee

o da qui Pequiassoluta continuith di U\ Ml
¥

Quindi (A4} converge ia LY
Si ha ancora

Twoken 1.2, 8¢ Ke N' ¢ :2?,5"— ! eon'x > 1 la ilf) ¢ verificara.
Polché A & continua da 1(T) in s si ha:
B e = M = A e < DIAT
Daltrn canta, posin

2 a) o=l Eenuma
{ﬂl: s o

tale trasformazione & lincare ¢ contimm da L*(T) in sk, Quindi:

o allora (A} ¢ limitata in H*(T); dal teoromm di Rellich segue che s
teasformazions & compatta in LY

Sia adesso p () una funzions definita in T & tale che esistano dus sostnth
6 ® & positive per cui si abbia:
(1.5 0<Sh< <G,
Ouserviamo che L trasfommasions

06 Ai = [ K e )
+

& ancora completiments continua di 17 in st
Consideriamo nelle ipotest i), ), #) Uequazione

(&) H09 [ Kl s idy

Questa & equivalente «
0 W= [ Kt 2) GG 4 )y
T

con Ky by 8) ="Yo (x) Jaly) Kxonh




mmdbumdnﬂ.irﬂk simmetrica, dofinito positivo.
Osscrvato b & ha (cfr. [6]) che gli autovalori della (17) sono dati da:

[ [ (e
it

15 %: min -
“hultn, [

Si Banno e seguenti popriets (cfr. [6)):
1) Byasydy,ec sono reall, positivi ¢ fomano ums siceessione’ non
tendente 1 + 2o}
crescente di in T,
;.‘,”>xii' e funzions o o0 nn(x)<u(¢)qn
ﬂlﬂh(!)-hlﬂ-lmnhlﬂ_ﬂﬂ"-—kdm)f‘idpa..,.m.
valore relativo & g, (%) & % il primo autovaloce relativo & g (x).
La dimosteazion della 2) i consegue uiilizzando la cnatterizzazione (1.9)
degll autovalori; Ia dimostrazione della 3) s ottiene omervando che, per il
tcorema di Lebesgue, posto

(K (e ot ey

PO o RO
) e
Pl

si ha per ogni ve L'

Y 8, 6) < 04 )
Se non fose

i -;E.rnligm:so.(-)v{ = e 0yf0)

esisterebbe una successions (A, ) estratta da {3} tale che

lindy = i<
Quindi &
(.10 [K(t.y)ﬂ-.(:)d.:-. Al




Osservato che

(1.11) o sJ.[v-.,Lv:ll’dy <a
*

e o e oy definite in (1.5), dalla complera continuit del nucleo segue che
fre,) & compatta in L*; si potra quindi estrarre una successione che converge
ol un lmite, won nullo per & (1L11), in LY. Passando al limite nella (1.10)

s un assurdo.
Facciamo adesso sul nucleo s seguente ipotesi:
) E(x.5)>0q0 in TxT.
Nelle ipotesi i), i), io} la prima autosoluzione di (1.1)

Sia w, In prims wutnsoluzione della (1.1). Si ha:

J.rl((x‘ﬁ-r(x)-f_ﬂdrdy l;]-fo.y)u.(‘v)mMMy
LESRRE £ A SO e e 2 ¢

J.m !'..ux
o (s (9,0 47 () — i (w3, 0)
ricsco dalla (1,12)
[[xemuenmisa =L fuero L frwr:
Tt ¥ o
essendo:

[J"x(s.:) w0 0] ey = [ e, s () () dedy
! Pl

b [t o oy a4 2 ] K e, 9y (i ) e
rr T




: !
S |t de = | R el () () de dy
L [ ] f () dedy

3 [ = ki s

[ [ sput @1 a0
i

Diakro canto & asiche per L )¢
[ i @raess <o
e

Quindi doved aversi qo. in Tt
u () =0 oppurc wf{)=0;
ne seguo che u(x) = 0(=0) qo. in T.
Daltro canto i ha che:

i {re T owf) =0} =0 ;
infitd per qusi it gh s 'T, K (303) >0 qo. (come funsions di y);
dovendo aversi:

xn.lxaa.nah:u

sarh wy (%) =0 qo. in T,

Ossawvazons 1. Oservaw che so K verifica le ipotesi i), i), i) il
nucleo K, nella (1.8) le verifiea anch'essn 3 ricnva che . prima autosoluzione
della (1.7) ¢ positiva qo. in T

Ossmvamons 11 Dalla positivith della prima autosolurione disccide che
il primo autovlore della (1.7) & semplice.

Ossrmeasions 111 Nelpotet & = np T crormasins (L1, o inds
1 (1.6), riculta completamente continua ; infatt riesce K & 'rrx'r)
wnIip{-ltq—l:wilm-unlHxlﬂlzjh(ll)ioomhmum
continua da L2 in L2 Quindi se {y,} & una successione. limitata in 1 sl pub.
da e cxranie W vucoesions {fu) fale che MnJ‘X(-,y]nh_.(’)dy

mminmnuhnnmwnlmmnld.mhunam
da 17 in C* e si ha che

Pl ul <M




T

| pus Pdr < (M'misE , VEST &

[ A £
¢ da qui Tequismatuta eontinaith degli inegral £

‘ Pz E

t i -

| ne segue che 1a successione {y) converge in 17,

I Osevauons IV. E facile vcnfu:n ehe b autosoluziond dells (1.1) sono

i funsioni comtinis (cfr. teorcma 72 1 [2]); ne segue che se, il esempin nella

| potesi = > nfp, 1), B i), ic) i considers I (11) (o 12 (18) con una trasfor-

| mazione. da, LY i 3 Je proprieth degli autovalori ¢ delle nutomouzioni da ool
precedeatemente dimostraie contimino 1 susistere.

1 2. U TEORMA U UNA FQUATIONN INTEGRALE NN LINEARK

| Sia f(f) una Funzione reale i chae G (R) - soddisfacente: le. seguonti

| %

} 1) f ()~

| 2 10 »1: wii

' 3) tim Sty lim f()
10 & toitcs i R

L Y B R

1 Lis
Ja e 2 som0 il primo ¢ il secondo autovalore dell'cquazione

)
¥ (20) u(x)=

[Keuidyr.
T
i Consideriame In trasformizione
r @ w(e) o= [ B, /Oy 4 269
:

| Si_ dimostra i1 seguente
Trowsa 2.1, Sia T mmﬁk‘kmlmzm.w&lm .

& 22 Iy trasformazione.
carketa ™ M i classe €, per ci n-r;ﬁuo‘hL' M. 1 e in doe com-

{2 Un imieme M comtenun in umo apazio di Dapsch X & detin «varioth &
chamse C2s 3o e ol e M. cners v intornn U df o ¢ un Runslenale (di clape C)
T R wale che

o
(aus U, T = 03,
iome i chose C1 (1 hic spasi i Bemieh X ¢ ) 4 ovende un'apohlc

licaione.
i cosions 41 ACX in Y tale che 1a s mllnumlll<r§ll
continua da A nellinsieme delle applicarioni r-lineari di X fn V.




AL

pomesti connesse A, ed Ay con e sepuenti proprietd:
e gixye Ay fa (21) ha due solusion;
e pix)e Ay da (21) mow ha sobusions;
se g(x)e M la (21) he un'mica sohsione.
La dimostrazions si otiieoe di un teorema di Ambrosetti  Frodi (efr. [1],
teorema 2.11) ® quando si sia dimostrat che Papplicazions

euell [ K S d
{

& di classe OO0 ¢
A)Uipmpr-
mrmmm-wwammmm.m
o noltre ogai swo punty ¢ singolaro ordinaria
s £ (W) i problena ha wrunics sauione,
La dimostrazionie di questh proprieth i wttisne. procedend come it [1]
salvo aleune modifiche; ne daremo percis solo un mpido cenne.
hmhA]m.!w%mﬁ:uhw
e () & limitata in 17 talo & anche w,.
 Suppanissin per assanda. che ciste wnd successione eratia d u, che
ancors cart 1y, tale che

i o

i, nl,r(rm e 140
n =Tl e {r@ e =0

fuanr 5o — | K 9 2 )
L

:;}Mnn\wu-ﬂm.muxuvﬂu-n'mlkl direma che u
& 1 punto sngolurs ordinario

nwwumamuu—m- ‘codimensdars 1
ll)hu.-xannmm.muku-u.an.-uw.nmn.-i-l-
o ¥ talke che Tm (@ (ual) = (3  (x, yob = 0} allora

(9" () [oal [ou] vl # 0.

Bustiate il arguente risubun (cfr. [1] Teorema 241): Sin @ : A = ¥ un'spplicisione
i classo CF con h = 2 od o+ A un prnso ordinaria. Allors
e el iy ¥ (o

@ Yrel, ,.+u11'q-4moa-:-—,mmmuhunv,

8) ¥ lu, ju— ] Peguasione @ (u) =

{4) Cfr. nots ().

(8) Cir. nota (3).
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Essendo ({1} 2.} limitata in 17 la successione. f
J’ K (e y) b () 2 (2) dy

& compatta in 17 in forz dell omervasione 1115 no segie che da {2} 1 potrebbe
estrarre una successione — e sia wncora {2,] ~ convergente verso un clancuto 3
di 1, con ||~ 1. Quindi 5, — #* (2 meno di sicceasion estratte) in T — T,
con s Ta =05 e

o w0

o % rE<o

per cul pasta
roseTT, e #H<0 1
#= 1T xeT € a0 |
o altrove
s ha

i (v (o)) = () =) =2 ie) Ty |
Pussando al Erive nella (2.2) s v
@9 et [ K a0 )
Conbuatands Ia (2.3):eon eqmasions
s (8 — e [ Kix D2} dy=0

the ha =1 come secando atovalore © giscchd o (y) < 3 3 ba, dalls 2)
, elie =1 & il primo autovalore di

o8 @ = [ K)ol d.

Dalla propasizione 1.1 s ha che 2* non cambis sogno ¢ quindi #(s) & qa.
uguale ad ' 0 ad 1 eif & assurda perché né I né 17 sono antovalori della (2.0).

Sia 0. g, = (4} una suceessione convergente in 15 per quanto visto
prima {u,) & limitata in 175 dalla (1) por la compatiesza di K discende fa
compatterza di {ug) o cos e Vasserto.




G
Che la trasformazione sia di classe CF si otticne ossérvando che

o'(u)[-]—n—J’K-_tx.y)!’i'h!]"'.v)".l‘

V(-)E--'I'=7!KKSJ)I"IIMIVU)IU)#-
La @ (u) & uia trasformazione fincare in ©(3) da 17 in o in forea del teo
sema 2.1 di [2]; i ha poi la continuieh della trasformazions

w7 - @' fu]e & (17, 15
osservando. che 3¢ 1a trasformuazions non fosse continua caisterebbe una mcced
sione i}, convergente ad u, In 17, da cii nan & possibile estrarre alouna
m(wuhmv(u‘wm.nmmm(ﬁ]apn.
Dile estearre una ssiccemione [y } COAVETEEnte .0, Ad &, ¢ s ha, spplicando
1 toarema 72,0 4 (2] a5 s
B9 () — 07 (1) Lty =

bt 21 f|fﬁ:x.m£r(=..> I‘(u.ﬂn.ul' ) <

St | K e et | <
-
<o fitrwmi—renemre)”.
Per il torema i Loberguc: i ba
1) 7 ) Lrarin =0
« quindi un assurdo.

La @ (u) & una trasformazione bilineare di I.fx[.’inl.’mlorndg!
teorema 72,1 di [2] ¢ dells limititersa di /7 quando si osservi che:

|[en rwomstr =] <] ,fma.y:wu)wmm a1
r

%r qualsiosi  se pf2 = nix
Ur=2lp—ajn s pR<mix

e siostn £ > p s x> ip.
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La dipendenza continua da u di ®"(u) & ottiene ragionando in mado
amalogo sl caso di O (u).

Dimostriamo adesso B); ittanto osserviamn che #, & un punto singolare se
& sl ge ammette wlugioni propric Nequasione:

D) [ Ko, /In 002 0) b3
dialtro canto essendo u— 1 il primo autevalore dellcquarione:
D) [ Ko £ O =) e

(coma che si ricava dalla 2) del ;1 ¢ dalla potesi 3) ¢ 2) come gid in [1])
giacché il primo autovalore & semplice, il nucko di @ (i) & generato da una
autosnluzione . Adesso sappiarmo che 9 (i) & una tasformazione i tipo
Rivsz in forza dellipotesi « > n'p che implics la companerza del mucleo (ckr.
omservarione T1); quindl Im @' (u) & cotimsita dalle fumioni g (x) per cui
riesce:
(@, V]~=0

per ogni V autowlitione di

VR (V)=0
dove

K (V) = f [ (5] [K(h_‘ilvmdy

& Tagginneo di

K() o | K(x) £ Inbll w0 b
i

Draliro canto s ha
el [ K3 a3 0y —0

ulr) £ [ Ol = Wa ()

Wale) £ o [ ey Waloh a0
!

ok W, ¢ Pautosoliuzione che gencra il nuckeo di V—K* (V).




Quindi in definitiv si ha:
e lm @ [-J»Jx(ﬁ)-l‘ (e b0

A tal punto per conchidere ehe s, & un punta singolare ordiiario basta osec-
vare che:

U*(’-!)f”{u.ml G0)m(x) £ (ma () drdy 0
3

>0 in fo

ummmmm-+-uﬂua.uz,
- jxu.m‘r-mmw

con 5 ¢ » fsatl. Sia ) 1 primo surovalore; per Ja 3) del 1 (0 dipend
con continuith da v, Giacché #(x) & pasitivo g.0. s ha per lipotesi 3)

'E_I'[-+v]=-f
i f ] = F
w{y) segue

w=>1

i ) EENE
Quindi esiate w5, che & unico in forza dells sirets ercscensi di i (ele. )
del n. 1) tle che  (7) = 1. Cib completa la dimaostrasione del puno B).
Per dimostrare ©) omervismn che s 2= (0, 5,6 W o se riesce
D () =g con w250, posio:
R (3 E ()
LS () = A=)




<206 s

si ha che w—ny & solurione propeia del prblemat

n(s)—pJ.li(t.Jf]M(_ﬂﬂb)dy_n
¥

eon 1 = 1 & facile verifieare che 1 — 1 & il pritnio autovalore crseads 6 () < %
in forza della 2) del n. 1. Quindi, in forzs &lls proposizione 11, w1, ha
o stcsao segna in T da qui casendo £ (1) = 0 sege  (x) =~ (1y(3)) 4.0
«id implica che il prino autwvalore della cquszione

@) o= [ K0/ ool dy =0 |
E

deve easere > 1 per la 2} del 0. 1 b & sssurdo gincehé p—1 & il primo
autovalore. della (2.5).

3. APPLICALIONI Al PRODLEMI AL CONTORNO

Consideriamo un problema ellittico reale

Mu ==f
fen) |
) R |
dove M & un operatore lincare di ordine 2 r; supponiamo che:
) il probloma (3.1) & autoaggiunto; |
8) Toperatore M ammetts una sehuione fondamentale G (x, y); cxiste |
allors una fanzione di Groen del problema (3.1):
Fr,y) =G (5.0} —g 30
dowe g (x, ) & determinata per ogni v dalle seguenti condizioni:
| Mop(x,3)=0 4
! B, 3) =B, G 3.
La soluzione del problema (3.1) pud esere allora seritta nella forma:
—— fw (X 0 [0 dy l;

Se ara consideriamo il probloma al contorno
| Mg ) =1
 Bu—o
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s ikt vell'Sqonsing Rnisgrala i litsirs
o2 v [Pl oy + [T e gt ay
b ‘

© & tile equarione s potranno applicarc i risultati del n. 2 sempro che

4 m,,.).x- on x> w4 oppure Elx,3)e N o aFjane N
con x>

qm.,pn oo in TT.

A praposits delle ipotesi vi & di osservare quanto segue La a) serve ad
ﬁmmchftx;)ém!.anﬁdmmi]bwuﬁ:hﬂhd
oppurtane ipotesi sull'operatice M ad esempio De Lucia in (3] ha dimestrao

some Fondarmen; done fortemente ellitica se

siguards Tipotesi di unicith per il problema di Cuschy ofe. anche [3],

Per quanto eoncerne Ia o) & premmibilc che ricsea Fe N 8F[ax e N*
@ 3= 1 sempre che esista la fungione di Green F(x, ), ma la dimostrazione
non & siata mai data in modo espliciio per r > 1. Essa potrchbe cermente
Muﬂum.hm.‘mmm.wmm.mmam
nella. memoria [$]; tali procedimenti pono stati per altro adoperati nel casa
mwmmmmwalmnhumucnmmm

Infine Vipatesi d) & verifieata soln pee domind di forme opporvuma; nel csso
el cerchio, della sfera c di ahri domini special in duc o tro dimensioni In

Garabedian in [7] che fornisce
ellimaidale.

D A, Roemmomerns ¢ . P (1973) - O he oo of o Wifomsicle mppios
scith wngularities Mm-hm\umpmtlmtﬂlﬂlwh!
16 Mt (o) b B s P
13] P. De Levin (1967) - Sellwitensa ér pramde di u—.—m—.uc.p
t)ﬂ'ﬁm IRInLA:sih PI.LM. Napoli s, 34, 133-144.
Aifferontial eqoation

16] F: Ruma o B. Nacy (1930 - Lecous davlyse fonctomele, Bidapest.
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