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Fru ke gencralizzazioni del toorems delic matrici plomarfe invertibili son

pariotzmente merosan ques di A Andreotti-R, Naramitnhan (vedi [3])

welle i H. Graver: (vedi [2]

n quesw lavoro s i una versone del teorems delle matrici olomoric
alire ad unire le suddstic gencralizzasioni, & valida snche per

{5
per I sezioni di questn fascio § teoremi di approssimazione di H. Graert
e 1)
in un lavoro di prossia. pubblicazione, unendo # questi risultati g
attenuti dal dott. V. Ancona, s durh uns versione del teorcma di classificarione
di’ M. Gravert (vedi [2] < [3)) che ¢ valida anche pee gpazi di Stein non ridotti,

§1. U FASI0 NGN RIDOTTO DI GERN
SU UNO SPAZIO COMPLISSD NOx

Dato umo spario complesso sidono (X
faseio Dy i germi di fumgioni ¢ in modn che sia esatta;

0= 83 =Dx

(% Tatin df Marematica, Uriversith di Pisa
(*%) Memoris presentata dall Aceaderien dei XL INIAMIRO SIoRE 18 sottem
bre 1974,



infatti xe X ¢ Vs un intomo. di X realizeato nello spaxio. tangente  di
Zarkdi o, e che (Vi € i) > (A, €4) <o A inscme alficn di un
aperto U di € = 7, 11 fascio Dy & allora definito su A

0~

w=sDy =Dy -0
dove Dy — fascio el germi € . U

N = ideale dei germi nulli s A

ome. risulterh in sequito, Ja definizione pon dipendo. dal fatt ¢
izzaw nello spari

Dato ora uno_ spazin

vogliamo definire

siann cxatte lo-rigl

Vi sia

plessa non. necessa dotto (X, )

+ it mady che

F

[0} O—tx -Dx

(i) ogni ronrfissno
(X, 6x) 4% (¥ 0y)

8i pub estendere 2

X2 - (Y, @)

Si vedid che valo an

e In seguente propricth
3¢ 10 spatia reale soggiacente # (X, €,) & cocrente (¢ quindi per ssempia
se X & normale) allora

il fascio .
Dato x ¢ X, sia Vx un intormo di X realizzato nello spazin tangente 74
tale che

(Vi Oclv) (A, 60

con A insieme analitico. dell'sperto U di =,:

supponiamo che € sia definita
dalla mucecssione esat

dave

e F=(f,

Sia Dy il fascio dei germi € 5o Tensorizzando per Dy s €y o
notando che Dy & un 8 modulo pisttn (vedi [7]) #i b

0 -+ F Gy Dy = Ou B¢, Du €4 G, Dy 0




O SFPy Dy -+

W Dy =0
Definiama s A il fascio
Fa = Oy Bey Dis o g7 Dy
Si vede innangitutto che il faicio. cosi definit su Vi hon dipende dalla
realizzazione Jocale. Sia infatti
Vs €xl) o (A, €a) = (B, €
= B insieme analtico di un aperto T di C*; existe alloga, un isomorfisna
U= f(U) = W, dove W & una ansfitica di € comenente 1,

i
Supponiama che (B, 6) sia_ definitn nell'aperio T di C* dalla sue-
cossione esatta:

O algro g = r o=t sl

= Oufthi-:

o Enm Cullp:-r)

intanta s pu serivere
On i Onllfy oA

dove £ & f, ripoctata su Wi si e pod
Cay AT
perchi
O = Oillg, ) O BN O = 6, i O S
Pertanto:

g 2 Dult/ - /) Duau Dul(s, - f,) Du

wei
Pec i fauco s valgono le propricsi (i) o (i) scgucnti:
(@) localmente si ha:
O By —=DfF Dy

4 )
O—s E4/[F —=DyNy

4 +
o o




pponiamo che sia dato un morfsmo (3,9 (X, 6x) — (¥ , &)
5= 5(x), Vx un intormo di x tale che

(Vs € e s (A 64)

oo in n aperto U di €,
s(V)CW, , (W,

W, intomma di 3 tale che

B insleme aalitico in un aperto. § di

%0

izione.
0 il morfisme di C-algebre:

9 it

ey D, == €3, @, Dy,

Liinsicme dei 3, per ve B

da scrioni in scxio

dato che questo & vero
Py
inoltre estende 7

cd €x & ridono, allora

§2 FIBATI IN GRUPFL 50 UNO SPAZIO DI STEIY NON RIDOTTO
E (d, ) smost

Sia ( o spazio di Stein non ridotto, By il foscin dei. germi di
funzioni € tale che O 6y

Sia dato s (X, ) un §
eon fibra ¢ pruppo strutturale :
daun ricoprimento {UpJier di X e da una collcrione
complessiz

0 olomorfo in grappi

(W, 6) 0
1 fibrato &

x)
ividsato

di spasi

(e
che venficano I relagione

() () = U,

8¢ U & unaperto di X, su U ha scnso parlare di sezioni olomarfe ¢ df sezioni C
indichiamo le prire con 2 W) ¢ le seconde con I (U, W), Poste infat




=

Upm Uy U, tina serlone olomorfa b sarl data da una collezione di mor-
fsmi (y, B) 3 (UL, ) (G, o) wli che mu UIOU] sin b=p b
Una serione €™ sard data da una collezione di marfismi
Uon £ 1005 B )+ (G, Fe)

rali chve su U0 Uj si abbia £, =g/,

\mmdmpal-vmns complessa il faseio S exincide <ot il fascin
ridotio

mn.. proprerh () del Fascio @y of bt

I (U, Wy Iy (U, W),

Se il fibrto & vetioriale con G = C" ¢ G* = GL (n, €}, allura i morfismi b
& 1, sona

heP(UL6) & fe DU R

Dato ora il fibrats in’ gruppi (=, = : (W, 0x)
le {d, §) sezioni a valori_in W, cioé se pende
un parameiro che wuo C oppure clamorfe 4 seconda dei ket s
parsmetro steseo,

Lania 2.1, Se U & un aperto X-comvesso in (X, €)™, allora T'(U, 2}
& I'(U, 0x) honao una struttura di spasi di Fréchet,

Dimoitrazione. Sia (A,6,) uma realizzazione di (U, 1) dove A 2
un insieme analiticn di un aperto di olomorfin V di € od €, & definito da
0 6y 04 —+0,

Per come & statn definito il fascio %x_abhiamo:

(U, 25 o) e (A, 24

5 vee
continuith. da

dove 4, & definito da
0 =TDy =Dy =%, 0
essendo Dy il fascio dei germi C su V.
11 fascio # Dy ha una partizione dell'unith, quindi passando alla successione
esstta si ha:
0 = T(V,TDy) + [V, By) > I'(A, 24) + 0.

Ora, T(V, Dy) & uno spazio di Fréchet con 4 topologia della convergenza wni-
forme dei compatti ¢ T'(V,#'Dy) & un sotoapasio chivso perché Dy & un

i da funzioni olomorfe (vedi [7)):
pertanto T'(A, ,) con la topologia quoziente & di Frécher; in modo analogo
5i dimostra che T (U, 6x) ¢ uno spazio di Fréchet.

C.V. D

(9 Ciod un aperso X-convewso per fa rutvars idons.




ConoLiamo 22, Se U & u uperts di X e (V,64) 4 s fibrato vettoriale
o (X, 0], Ty (U V) & To(U,V) soms spasi & Frécher.

Dismatrazions. Basta infutt vienprire U con una famighia di apert (U}
che siann X-ennvessi © eontenuti cinsetno in una banalizeaz)

o 3
V) Ia topologia di limite pr
« Ia definisione non dipende dal ricoprimento seelio
e che Ty (U, V) & R Fe (U, V),

v

Se m (X,6x) & dao il fibrato in gruppi (W, €u) possiamo dare 1ina
topologin 3 T (U, W), con U sperto di X. A questo scopo usiama il fibrata
vettoriale (Vv . Or.) associata a (W, &), Ricordiamo che 3¢ la fibra G di W
& un gruppe diLie compleso di dimensione n, allora (Vi ,£y,) ha come
fibra Palgebra di Lie, bomorfa o €, A (G) di G, ¢ come gruppo strutinrale
GL(n, C)
ziale (3, 3) ¢
esponenziale 2 1 A (G) = G. (5, #) ¢ inoltre un isomarfisme biolomorfo fra
un intorna U (0 (s)) dells sezione nulla 0(2) in Vi ¢ un intorno U (E ()
della sezione identica in ¥

Definiama Ja tapalogis

Fu F € Fa (U, W), Fu—s Fomt 37 (Fun !

sltre

P (U, W) in questo modo:
-0 in F(U\W).

pologico compatio, HIE chitsi di 1,1 un aperto
i X. For (d  d) sezione F (s, 1) - Usc1 =~ s intende una funzione. continun
£on Fyls) = (021 -+ Ty (U, W) tale che

FIHCT (U, W) o F(E)

Sia ora 1 uno spar

0.

Noimo che vl oo ridottoquesn_dfinizione_cincide o In
V sia una funrione continua take che Nt
(U, W)y

U, definite s U,
Nel camo in cul W osia il nlrraln vettoriale banale #i parlerd di (4, ) funiioni
e di Tuw (U, 2x).

Vogliama ora dare una topologia 3 T (U, W), ¢ 2 questo seopo consi-
deriama primma il caso del fbrato vetioiale.

Propostziong 23, Fissatn in X un aperts X-convesso U, se (V
fibeato vettariaie s X, allora Ty (U V) o una struttura waturale
i Fréchet,

Premettiamo alla dimostrazione di questa proposizione due Jemmi.

\) ¢
pasia



LI

Lo 24, Sie (X, €c) um spasio di Stein mon ridotto, (V.fv) un

ettoviale 1t [x.m‘ Y un aperts X-comenio e relaticamente com-

patto. Esittoro allora wn mumers firito di sesioni globali W, (z) e Ty (X V),

by g, tolf che por o sesione lasworfa f € Ty (Y V) powsa srioere

fiz)= ;fmu (=) o fi € ['(Y,8x). Se inoltre f ¢ Ty (YN), allora cale
Ja stesea relozione con fi € T{Y, #x).

imesrazione, Suppociamo nnariturto ,,. (¥V). 8

o ol prefascio cinoaico Ty (U, V) con U asperte di

8 €% ¢ quindi & corente w Ox

Dato x €, troviama per il Teorema “A un. pamero Ao 8 seioni glo

Hou ST, 7) = Py (1) che ponems s 63, e spighe #,

. Piché Y & ratnéate compao,

<+ Hy (=) T4 (X V) nali

F il fascio asso-
L # & locilmente.

dove (o ony =T

dx) -

Data allora che ¥ & di Stein, abbinino
P(Y, €5} = I'(¥, #) ~ LY, V) + 0

& questa prov

Sin m,'( (¥

ancora la surgettivith di fasci

O ket 2] | =5y
b che u'(v ker) = 0.

uma partirione dell'unith, che & anche una partisione per kers

quindi ker & un fascio fine © it (Y, ker) = 0. C.V. DL

il fascio dei germi i sezoni € i V. Abblame

Linin 25, Nelle ipotect del Lemma 2.4, 3¢ Hy(8),0-, H, () soma de
sciond ploball determinte, ogwi (d,3) sesiove £ (s 0) V1 =V i puo srivere
nelle forma (s, 1) = 35 JiGars 6 Hi(e) e b £ (es1) & Py (Y, S it

o () srsinni del fibvato banale.

Dimottrazione. Ricordiamo intanto ch Ty (Y,V) e Ty (Y.V) sono spazi di
Fréchet,

Defininme

st POV &)+ LYY,

U0 o= B i
Bt PO ) DY, V)

oled ooy = BAEM )

%, €%, vono linesi, continue ¢ surgeive,




ay

La (i, K) sezione data f(z, 1) definisce una funsione continua
(V) tle che 7 (H)CILW (Y

di Cartan sugli spazi di Fréchet

SOICTV G a5t H=T (Y, 0

in moda che #ia 3, %, = =
Estendiamo ara

H =LY COY. B) a5 T=D(Yid)

in modo che i g,
L 1

s FACEL BN A

= e de [z ,1) sono (di k)

allora f{=, 1) = 3} £ (=, 1) H; () perché o,
scxioni, CV.D

Dimostrasione della propoiizione 2.3: consideriamo prima il caso del fibato
vettoriale. banale, ciot delle {d, A) funzioni di (¥, %x) ¢ supponiame
<he ¥ sia un apcrta relitivamente: compatta el X-convessa,

(A, 04) una realizzarione i (Y, 0 €', con A insieme analitico
d.mmn in un aperto di lomorfia U ed s definito i

O+ F 2y = Ghfu-+Ca =0,
Per la definizione che si & data di Fx, s hu un isomorfismo:
(Y, x|y} o (AL %),
essendo @, definito do:

0+ 7Dy =Dy

dave

il fascin dei germi €T au U,




Dato che Ty ba una partizione dell'unith, vake:
a ]

0] P(U, 6u)— (A, 0) — O

I (U, Dy) -2 ru.‘ﬁ,} -0
Comidesiamn ora
Tian (¥, x) 2 Ty (A 30 .
Per it diagramma (1), 9 induce:

8% [y (U, Do) = D (A, ). 3° & surgettiva, perché per il
Lemmn di Cartan (v ni funzione continua v ¢ ¢
i sollevare & una funzione continua 55 1~ I'(U, Dy} in mado che ity

Valguno i scguenti faiiiz

§) Py (U, Dy b wtin struttars maturale i spazio di Fréchet con
Ja topologia dells convergenza uniforme i compatei

(i) ker 8% & chiuso. Infatti=

Ner®” = ({¢ T () € T (U, D) £ By (8) € P(U,5D0))

o I(U 7 D) & chiuso in (L, Dy).

Pertanto su Py (A, %4) & definita i topologia quoziente di Fréchet,

Ouerviamo che 1a topologia cos introdota & natorale, el senso che coin-
cide con La tapalogia indotta dalla topelogin della convergenza uniforme dello
spasio dellc funzioni contine 1= (&, ) sl smtopsazio T (A, %4),

Diamo ara una topologia di Frichet a I (V.V), dove (V, £v) & un fibrato
vettoriale su (X, 0x)

Per il Lemma 2.5 esiste una funzione € lineare 4 take che:

Py (¥, Fx) = Tag () =0

10 ke di 4 & chiuso, poiché & opera nel seguente modo:
cof) ﬁ.)';nr.

Pertanta su Py (Y,V) & m..:. una topalogia quoziente di Fréchet.
Ouserviamo che anche quests topologia coincde con quells indotta dalla

(P4

PRI owepena atfarns oA vpasl il Fmkds oot
12 Fot¥.V) sl sottospazio P (Y,¥)

U un aperto di X, ricopriamo. U con una famigha { ¥,
relativimente compatti ¢ X-convessi; I topologia di Fréchet dei
induce una logia di Fréchet sul fimite proicitivo T (U,
topologia non dipende dal ricoprimenta soclto. R




e U,

Possinmo 2 questo prnto dare una topologia 3 Ty (U, W), emendo U
un aperto di X e (W, €4) un fibrate in grppi. Se (Var, €y,) & il fibrato vetto-
siale amsociato, definiama:

Fo o FeTun (U, W) Far Fem§ " (Fr FY) =00 i Tiasy (U, Vi) .

Ricordianya infine che s (V. 0v) & un fibrato vewariale s (X , &)y 31 pua dare

u ¥ um norma €7 (vedi (1] tromite § si puo trasferire quests morma. su

U(EMIEW, se (V,64) & il fibrato vettoriale sssociato a :w.m: in parti-

colare, s¢ G & un gruppa di Lie, A ln suu algeb, G Fespancnzisle,

D1 ed U)ot 00/ e i €6 rm cul & imcribic, pomiame
lare quests norm & G

R€G , [Rl=femEcU@) ., Fit@I=%,

dove | || & une nonna euelidea di A oy €

§3. Tu Thoamuy DF APPROSSTMUZIONE PaR L (4, h) Se2iont

Sia X uno spario di Stein non necessarianiente tidotte e W, tw
fibeato in. gruppi s (X, €3). Diciamo che (a0 Ty (X, W) & (d, B
ipa alla sezione identica E (z) sui compatti se per ogni compatto K di X
esinte una omotopia:
F: 0. “Lu:(x.w}

tyi)  contitua e tale chet
Fla b y=Flx ) & Fle, 0 O=B{) VK, rel

Enunciato. del Teorema.

di
~F nella topo-
T, W) i Es. e o B} emmctip 4B

e una gucocs
ogia d Teiches 4 T,

Lesaas 30, (1 Teorema nel caso del firato vettariale). Sia (X, 6x) mo
shosi 4 e, (Y, 6) an flratocattoriale 1 (X, ) ed Y. an afrio X-con-

Datia ..m.m wan (d A sesione F (2, 1) ¢ Ty (Y., V) eeite una succossione
F(a,t)c (X ,V) fule che Fy > F in Ty (V).

Dimostrazione. Per il Lemma 25, eistong H € Ta(X,V), i =
wll ehe Bz, )= 1’;‘1_(;‘1“1 () con [y (e, B € P (¥, Fa).




Per come ¢ stata definita la topalogia su Py, (Y, V), ciod per la continuith
&g
Paasy (¥, 2)' 2 Tary (Y, V) =0

sta risolvere [approssimazionc pes le f (= , 1) data cioé f(2, 1) € Vi (Y, %)
basta trovare f, € Py (X, %) tale che £, - f in Ty (¥, %

Possiama incltve supporre ¥ relativamente cmpaita Fisthanéom fafuits
i dnvade ¥ con una successione di apert cssi ¢ elativamente com-
patti Yo, of determina per ogni w una sucvessione di approssimanti e sf diago-
nalicsa.

St (5, ¢) (X, 6x] -+ (C7, 6w} un coorfismo che sla un isomosfismo
lrl :Y &x [v) € (A, 6,) con A insicme snalitico definite in un aperto di Steln U
€ ed 6, definito du

0 +F B = Ogm [+ Ea =0

come @ suto definito il fiscio 5 s X, s avik un isomerfismo
(¥.5x -.) (A, 84), dave 9y & definlio da

07Dy = Dy >+ 0+
Si ha la scgucate situazione, come visto in procedenza:

o o
+ +
(U, 8o) —+ T (A,8) 0

l'iu.m) ‘urf.\‘sm —+ 0
Py (U, Do) " Ty (

Dataallaca /(= 1) € Fun (¥, Px) o T (A, 50), sia g (=, 0 €0 (£ (=, ).
Aipeoment. o (c71) o sa-macrinon . €Ty (C% Dl ot
modo !e‘um

mo K eompatto di U ed = >0; sia Uy, U, un ricoprimento
&l hk ch=

€K , 4 e LeUi= |g(s,8) gl <5

S fg)im=1
Soegliamo 1, & U

wUNEZ®  allom te

* uns partizione dell
n mado tale che

associata ad (U],

o

wUnE=d o UnlH£0 allos yel;nH




e —

Approssimiana gz, 1) con g, (3) in mada che |g(z, 1) —g (s} | < §
K B
se 1, ¢ E, prolunghiamo g(z,£) = 0 con 0;
se 4, € H, usiamo il Teorema di Runge;
se 4, T, esendiamo (2, 1) K a una fuszione € globale,
Allora
2 l086) € T (€. Dev)
od inoltre

£le =X 0nl | <c  per seK,

Per ouenere la successione g delle approsimanti, wm\ A
sionc di compani K, che invada U ¢ una successione s, -

He e
il fascio ridotio Il,- |1| fumzioni ( s €% Ri nmmn con "
£.€ Diaay (€7, Dom) a £, € Py (X, Fx) (i moubo che i avrd f, |, = s, )1
=f

Allora in T

¥, ), pet fa contiouith di 8%, o aved f,

Dimastrasione del teorema. di approssimzione (1.2).

Siano dati un fibrato in gruppi (W, ©4) su une spazio non tidotto [X , £x), |
un aperto X-convesso ¥, ed una (4, 4) seione F (2, 1) € Py, (¥, W) che |
sia (d, ) omotopa ed E(a); dobbiame sustrvice una successione i approssi-

Fuc l‘a.,n( W) uile che
{¥,}jun una successione di ape: tivamente compatti
¥ e ¥,C¥y,, Fissiama j e corchiamo una successione
X, W) wle che B F in Fyw (), W
quesio sisultta” beits - dinine” per indisone
sione di I"” male che FiY

una valta ottenuta
sottosucces~

i sezioni Fy(s, ) € Py (¥, W) i= 1
)eFls, 0= l'l Fi(z, 1) per 2€ Yj; dove per U(E)
st intende: Pintomo dells scrionc {deatica (8 denlio: . moda caroalen,
F (2,1, 5) una (d, k) omotopia di F (, £ od B(z) su ¥,
1] - Funy (Y, W) continua e tale N E(s) e
1, 1)=F(a,0) per s¢Y,. Fissto secf0, I] sia F(x, 0,0
=F (08 F (a0




iy

Sita #i= 0, ,.)~r,:.).q..,na. #
por zeY, od e
Ricopriarmo [u || con un numero Bnito di aperti del tipo U (1)

L)CUGE) e # (2.0, ) U (E)

Ui Ul Vind oo Ulsea) c0m 0 sy
Prendiamo.
e URINU () i U s)nUfn) oo semor € U (s20a) 0 Uhaa)
Basterd allora porre.
Fols ) =F (s tirca) s F lz,t,0) fm e, 2m,
Seritto dunque

¥ =TT

e d) . Fe(a,NEUE) per 3eY,,

w2

Gie P (¥, Vs
dove Vo & il fibrato vettoriale associatn ¢ § & Vapplicasione espaneriake
W =W,
i Tiaten o poosomnasir o s el Sibeato vertorske, sastona
delle. successioni G’ ¢ Fiea (X4 V)l che GI in Pl (Y, Vs
bastera allors porre FY' = I (G per otwenere la successione di cJ.I\-J

sezioni global
Infine I

e approssima F (=, 1) in Ty (), W).
il 41 o ) g (kb

GV, D,

§4. 1o THOREMA DELL MATHICE OLOMORFE IXVERTIILL
PR 1L FTRRATO RANALE
Enuncisto dcl Teorema nel casn generale

em(x ) umo spazia di Stein won ridotto; g () by (3) -+
) aom ,f,.) o milpoteute; = > 0,

D™ fxc X ()| <148}
DY = (weD™: (p(x)]<¢ +B)
DY (e D™ [p(a)| e —8)
P e D A B D = D™ Dy D, =D

Dy

Suppanian che g (x) , b (E) iy () dine una realizzasione o DY in m
smodeily locale. difiita i C** ¢ che DY’ sia relatécameate compatio.




— 14—

o, B) amotopa ad
Ty (D7, W) 4
L

) sl compatti,
L i) omotope

evistana due
a E(3) e tali che /= T doin D,

fotiama che da_ questn enuncinto. segy
analitico. definito in un cubo di C*

alogo per un insicme

ComoLiasio 42 Sia P il porallelepipeds

€C:iReml<a,|Ingl<hiiml,

=Bl

= {xcP:Rex 20

8ia (A, 04) wn modella Iocoie dotato di At Non weceiariamente. ridota,
dave A ¢ un ingieme analitico d P,

JCu). Posta allora A= AnE,
di Ay in A wma (d,h) swsiome
(o)t compat, o di (i)
¢ taki che

stale i intarni- costi-
perti di oo che (A, 6) sia di Stei

Seegliamn =) wim dove le ki €R sono
taliche il poliedto analitics D™ coincide can tutta A: allora. 14 condizione
i realizeazione bocale di P & soddisfatta e In tesi segue dal fu
inftti

D= ={2¢A: Res, <, a'>a}

C.V. D

one per le (¢, ) sexioni. permette di rid

In dimastras Teorema 4.1 al cusa di f(z, 1) 4 vicina all'identiti n, ci
a valari in 1 ol it vt

wowrn 3. Nelle ipotesi del Teorema 43, data fiz,1) ¢ Uy (DI, W
em f(z,8) U(E), dove U(E) é Fintorno di E{z) in W defnito i modn
canomieo, ed [l M ™ < ¢, ¢ abbastansa picenlo, eriviono dye (d, k) tesion

(d, ) amotope ed Es), f(z,1)& D (D4, W) i 1,2, fali che f(z,1)=
Silz, 92/ (2, 8) m Dy
ippaneado per il momento dimosrato questo teor
mediatamente il Teorema 4,

data f(z,4)€ Tas (D2, W), (4, &) omotops ad E(s), dato che D

& relativamente compatto, fissato. 3, : 0 < & <3, esistc una (ds4) sesione

w vediamo come

da questo seg

(%) Per definisione i inteode |




=

gotale £(x.0¢ Tuw(@™, W) nle che f=p " e Tuu@®M, W) ¢
1rer <51 glay ) & inohre (¢, 1) omowpa ad E (). Applichiame
oea il Tearema 4.3 0 fop s
tage ad E(7)./ (5.0 Fe
Dexl. porie = fi (8,0,

£ nif, o @0 sl 1.: aimotope ad E

esistersnnn due (4, #) serioni global, (4 , &) omo-
:n. m i=1,2, wli che. f

Resta quindi da dimosirare il Teorema 4.3; questn verr dimostrato prima
per il fibrato banale, poi per il Abrato vettoriale associato ed infine nel cas
generale.

Losan 4.4 Sia U aperta di ;4..,.;.. N0 ppazi fopolagico comparto T
. chilan di 1, ogm funsiome F(x,0): UxH - € combinua ¢ € in x s pa
estendere @ wna IeI»C‘mm-mr( i

Disoatrazione.  Sia o \I fascio
€/ (x, ) eontinue € in 3, fisaro

7w dei gensi i funsioni a valori
Dabbiame dimostrare che o & fine,
stendina; basta dimeatrarc che o

ha una partizione dell'uni

A tale 4capo & sufficiente far veders che, dato in U3 un aperta del tipa
WocH con W afera di centro x, € U ¢ raggio « ¢ B aperto di I, ssiste allora una
funzione continus ¢ € in ,-. gl 0 Uxl—=C a supporto in Bx W tale
che ,r(:. £) >0, dave &,

2 (W) lo spazio dcﬂ: funzgioni €t U R » supporto contenuto

n \\' C. (\\-1 2 di Fréchet,

Scegliamo (1) ¢ C (W) , 7 (s) >
F o (I—B)U o} sia £() s funsione F - C3'(W) che manda 1 —B in 0
& 1y in o (x); dato che CJ'(W) & i Fréchet, per il Lemma di Cartan possiamio
extendere f(1) 8 una funzione continua f (1) : 1-=Co (W) Allona s¢ f (1)
& I funzion x > g (v, 1), (v,0) & la fumione cercata.

Consideriamo il chiueo di 1

C VD

lerlmmm 45. (Il Teoroma nel caso del fibeato barale). Siawo
X8 h e ouds, DI come mel Toorema

Sia g um groppo di Lic &i dimenviane m od U (g) Vintarno dell'identitd doturto

i coudindte camorsche. Data allorn /: 1€ Fyopy (D, 9) ddove ¥ 3 if fibrata

<5, & abbaitansa piccolo, esictono dué

508 =f; (5, 0 Fu (=, 07" in DyxL




Dimastrasione. - Foniama:
"'p':k:(,,w)tc.:‘: ol =@tk e <14 :.}
el ekt o= b ciay, w.lqu..;_}

pn _ 0 -, M

Puoniame
x) -+ (€', eaen)

(L

definito dulle sezioni g, by, <+, b€ T (X, 0x), Pec ipotesi allora s dvrk
un isomorfisma (D, €y [, @) (A, €x), dove A & u
definita sull'aperto di olomarfia P od €, ha strutturs non ridotta A

jeme  analitico

0 Lo 0y >0

Consideriama ora il faseio non ridotto % s

per come & definito, 2 pvh
un isomorfisme (DEY, @y i) = (A5 ) con:

0=+ D= Dy = 9, =0

Dy = fascio dei germi € s *PF"

Pertanto I (d,B) scrione dats f(z,0) ¢ Puu(DI®, ) definisce

F =, 0 ¢ Tay(A, %), dove & & il Gbrato beriale di fhia G sn €
ogliamo mostrare che, fusato 8,0 3 < 3, f
£) € T (WP, ) piccola in modulo.

Infatti abbianso:

F) o 0 perché PP & & olomarfia & 7 cocren

pub entondere

7 Dy} = 0 perché Dy ba Uk partiziono dellunith.

P("EY, Doy )~ F{A, 9 — 0
i "

(A 8a) = O

t

0 o

d inoltre, analogamente 4 quanto viste nel §2:

Tuan (1%, Do)

+ (A, 50) w0




— =

e per 8" valke il tooremin dell'immagine aperta; ciog dato K compatto &i MPP
esise una costante § tale chey data ¢ Py (A, %) con sup [ f1 < f o0

S

possa rimontars ad ¥ oon sup | ¥

(omdaum o Ia f(: V) dato_che [(z,0 e U(e) s
ha o' f € D (A, 205 basta .l\m nl:ml:lv ot

B Fe

*, Diggaf’  con

allors F ¢ P (M1 3) el & piccola in modulo.
Tadichismo d'ara in poi PP con PELI= 1,23, Vogliamo dimostrare
il fatto seguente:
data f(z, 12 PP w112 €, continun ed olomorfa in =, csiste una
costante v, no Jmﬂuknlr & ,'. wale che si possano trovare due funzion|
i continue o olomorfe in 2, tli che

T
e

Se infine £ (s, f) = 0, allora anche /(s , &} = 0.
A ule seope poniamo:

| ecxet jgimes

filsiw. =

FACH ES

Al 8,0 & una Fungione continus, olomorfa in (3, ), definita s P41

che veri
(Zk ) dove :

1 Bgio.

Io wtcaso vale per fi (=, @, 1); infine f=f, —f, in P§




—Th—

Consideriamo ora In Fz, ) € Ty (7, F), dato che sa PY ubbisma

una struttura ridotta, Fosark:
B PPx1=U() continua
fissato £, ] e
preeH s F(s,0 ¢ olomorla
per Lk Fla,0) =0

fnzione continua ed clomorfa i

Consideriamo F |

rhobiamn per peima e s deconposiions. e Questa funione. rtreta;
amo el due funzioni conti o ol

0 f‘;_\lv | B
ali che s

(A or) s oabbia T

Prendiamo 1s PR U oo

iy < Be
Per quant a, esistono e funzioni continue ed olomorte in 2,
'z, Ufe) tali che:

in PcH
2uri
i

R

per & abbastanza piccolo le Fy samo 3 valori in U f¢). Poniamo:
A WG
R (e

F" ¢ continua ed olomorfa in ks sus norma @ (vedi [1])

dove R & una costante che dipende da G
Prendiamo ¢ in modo che:
Rylg, 2080 |
e o
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eche T ed ¥ siano s valori in U (s); allors

W

Ripetiama il procedinmento a partire da
s te),i= 1,2 continue ed olo-

P = P — R e PRRH

By i e e
Fry = = 3
L pogn B
Posto:
FURPcH=U@ , FP=Fra i
Y & continua e olomorfa in

=1
o = 1

1 (el
I

In generale otteniamo

B H LU T

—+U(e)  continue ed alomorfe in =,7=1,2,

Per & abbastanza piccolo, Fy & a valori in U (e); se F iz, 1) = « allora anche
F ()= e od iz ) = r.




§i F=F,
Faceiamo or vedere ‘cha la decompoaiai
Poniama:

ne vale per lo (d, &) funzioni

Pl By,

o A i PxH
Fy
FrF,  in (FOP)xI
Dato  che oo < By * .
Esteadiarao ora By 2 F

sona le (d, Ay funzioni T 1 =By
A questo punta basta estendere

(X, Ox) =

Y G @ umm

(X, @) +(C"*, Derer) dowe Des
& ic*

il fascin ridotto

€ L (P, ) dove & & i1 fbrato banale con fibra €
¢ 5 (2 = Fy ;1)) definita s 1 a valori n
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sparia delle funsioni C™ 3 P, -+ G ¢he & uno spazio di Frichet con la con-

vergenaa usiforie: il compatt F_inoltre. mands B nclle fansioni. olomorfc
P -G el E nella funzions identica. L'applicazione che manda i morfismi

. B, et mormi O Dy s z

& continna e manda morfismi olomerdi in mocfsmi alomor

tith in quello identith. Pertanto F, agﬁu‘.a La (d, B Funzione:

Jule 1) € T (Dy, %) analogamente ¢ definita b (d,4) funsione
Jule s (€ T (D, 9); vale _,'.a n filz e Ve ol fi(z,0)
=f(=,4) in Dyx1

Ha =

VD,

Tn TEOREMA XE1. CASO GENERALE

§5

Siana (X 1,2,3 come nell'enundiato
del Teorema (\\ £w) un ’ Bbeato in gruppi su D™ (Vu ,€v.) il fibrite
vettoriale sssociata. Vogliamo in questo parsgrafo dimostrare il Teorema 4.3
1 quale shbisma ridott il 1.

B datn quindi (=, ) € Diga (D, W) & vicins allide
in modulo, e dobbiama trovare f, (= Dy, W) fo
ali che fo= fiofy! in Dyxl
Dato che & piceuls in modulo, quindi 3 valori in U (E(3)), ¢ definita
f = Ft Tun(DF, V). Non bass poro woware Fy o Fy wll che
F, ¢ poi considerare BF, e 81y, perché p & un nmammm\u al
primo. ordine. Vedremo che sark sufficiente alterare Fy (s,
morfisson 3 (1) della fibea di = dipendentc da f(z, f), che tengs conio del

it s, eiok

piceola
L umn..“l

¥ fatto che & non ¢ un omomorfismo.
EE Voglismo snubiare la relazione o = o, 2, ' in G e ripartarls o una rokszione
(G). A questo seopn Tiden ¢ fvedi [5]) quella di collegare

~ ide) con dei canmini
ano ciod f(1), /(1) fo(8) camaini [0, 1] = G di clisse € i che

(0} =i (0)=e, f( 2 il «n-!.ill
rebarione () £y (7)1 (0 nc seguinh per £

of imeressa.

Ora, dato il cammming £(1) i classe € con /(1) = &, ad ess0 & associato
in modo naturale un eamming F () : [0, 1] == A (G} di Classe C* nel seguente
modo:

ﬁmor:m || allors & —»f (¢ 4+ £)*f(f)" & un cammino C' con panto
iniziale ¢ n vettore tngentc in ¢ ¢ quindi un clemento
Fifje A(G) ([umydr_nlmu la-struttura reale soggiscente).




e o, & Valgebea delle funzioni analitiche reali in ¢ € G, F(1) & definita da
T E ) [
Fug=[ 2] [

dave (x,3) > ® (1, 3) & la funsione snalitica che d il prodatta in

Si avih quindi, fsssta b cartn ()= (x;,+++, 53) i w0 intorne di 1,

F ()= (P (0, - Fun(0) cons

[

Pertanto, dato il commino f (e} di chasé C' con f(0) resta individuato
il cammino F (1) di classe C*;v fceversa data il cammino lipekitsiaco F (1) risulta
individuato il camumino /(1) di clsse C came unica soluzione di;

Fi(f) = CAC) i=
w IRACELATO R
L@ o= 0
dove
R LT

Par la msolubalich di (A) notiamo che a matrice By (x) & invertibile per ogni x,
infani:
7 )_] [ =o.(=.\)l 5
e LT [
ciod By (x) 7 () = B
Quindi (4) si puo metsere nclla forma:
40 = % (£ E (1)
{0 (051, 0
duve le i, (x) sono analitiche.

Ossmvazios 3.1, Notiamo ehe fra F(f) ed f11) intercorre In seguentc
eelazione:
)= B o™ (5 RS
consideriam infatt le strutture reslf soggiscenti a G ¢ A (G), e dismo ad U (e)
Ie coundinate cancaiche, allora lin | 5= (f(e+ ) £(0)™") & Jo weiuppo ol
primeo ordine di 7(t 4+ 4)+ /(8

© ciok il vettore tangente T (1) associato.

— e —



=

Osemvarions 52. L'equasiono (A) b soluzione anche in quest
il general: st U un aperta di ' ulors, data F (v, ¢.1) : U [0 115 Co.
continua o €% in % olomorfa in ¥ per 101, esiste wn'unica salusione di

(¥

0] et V21
{ftent )= @0y

o/ UXIX[0, 1] ~C' continua, € in %, olomorfa in % per £}

T scguente lermna stabilisce in A (G) una relazione fra F (1), (:) ¥ (0]
equialente s () =/ () f ("

Lesoan 53 Stama £(0),/ ()40 [0, 1]+ G cammini di elasse €
o f(0) =/ (0) = (0) = &, Allora 3¢ F{#), ¥ (1), F"
assostaliy wona equivalont fe relasioni:

JO=r L0 e F=F@-x0:F 1)

dove (1) ¢ l'wnmmﬁ-mm di A(G) amociata alf aitomerfinma interng & G
R

Dionirazione. Supponiame che valga £(0) =" (07" (1" ciod

PSS (U

B

() sone i cammi

Sia g c.%,; allora:

S e
(] [2efe] | [ -
=[d e s nerernesrny), -

-] [resonan) (e

). = e
B [ﬂﬁ?}- E [ ;-b.({;:’:; .:\')7],‘ o [y;-
s’f:J [}M il
_)_] [-t/l'(-& =
e g =

= me+ GOF D)@
« ciot, dato che questo vale per ogni g€y,
F ) =F )+ 2 (0F" ().




o

vogliama provare

(A), bista far vedere che

| s S I I “ I

,[ b G (00 ')L I'MH.J;{ (:}'],

¢ questi & proprio lu relizions u

i perviene sipercarrendo gl stessi passaggh

) & pastive da F (1),

Leviwa 54, Nelle ipotesi del Teorema 4.3, 3¢ (W , 6u) & un fibrata
pasto 1"

e (D Vo)
]

in_grppi e 1V Jibr
W= Hix [0, 1], "= Ex [0, 1],
G, ) seioni rispeita alla tersa 1, H

Ly

Dimostrasione.  Ricopriarnu D, co
in modo che su DN U, We ¥

Ouserviamo intanto che il iy

locale 1e] fimat, Fa ) fioos & ik
AW g some di ¥ alla_eoppia (,
s ke g 1 .m'nrw»ﬁ i koot dall Thra'G 4
& il corrispondente automarfisito di A

ercorre Ia relazione

s RS(s )Y

e dato che il diagear




basta applicare g7, (2) alla (1) & si ba:
@00 = fin @B A fl ) =

= im b e etk W g e et )

Dk g ()i (0 1) & nssociana & g3 (Y Fi (2 0s)
Possiama pertanto ridurci & rimontare JFs) 1 DUy, dove il

) i un wmodello locale (A, €4), con A
nsicrne’ analitico in. o aferto o omorta U 8 %

Vs ey =8 =0
Su A consideriamo il fascio 2. tale che si abbia issinorfiamo:
(DA, (A ).

Py ) 26

Sank:
] 0+ FDy <= Dy x>0
k3
dove Dy & il fascio dei germi € su U,
i3 T Gy b con Shen 1 4 Ale e :.r .»; sczioni san i cle-
menti di Uyx (A, #). Se G ha dimensione u, il fibrato vettoriale assosiato
aveh fibra € o e st sesioni =u A meno gli i 8 Tk (A2
Sia 7 il fbrato banale con fibea G su U; abbiano il seguente disgramma
commatativo:
g T (U, #) - Tun (A, 9)
£ 2 L
3 T, ) (U, Do) 2% Ty (A, 23" =10
¥ ko ntanto ch il prolioma & aolia por I coppin (9 V41 di Gbrméiwa

ciod duta I (d", 4") sevione
F(z by 0 € iy (U V)

P (U, Dy)*

esiste f(2,8,5) € P, (U, 7) tale che:

Flz. .= PR G E AR T (E |

questa & infatti proprio 'Osservazione 5.2
Ora & dota la sezione Fe, 4,9} ¢ Py (0,0 U
oa Gifa, b, 0 e (@) (Fiz,2,0) a {6 & samaii

£z, 0,4 ¢,

FaalA, #2%




Gz, t0) = lim : Nele.tor ok R len, 7).

Applicando sd ambo i membri (¥°)" che ¢ continua ¢ lincare, per bt commu-
ativith del disgramana si otiese

Fia, 1,0 =Im ,L,ﬁ R ICRRE R T U

& cod G (g, 1, 4) & I sezione amociata ad F cercata.
eiven,

Disme ora una definizione generale dellavione che Nsutomorfisma interno
x-=ffz, 1) )" induee sulle fibre del fibrato vettoriale associato.
Sia (V, ) un fbrata vettoriale sl uno spazio complessa (X , 6x); suppo-
siamo che (V, ) sia defisics J. un ricopriments { Uglcar e da un sistema di
16 - (GL (,€) , Cavc)-
o' (V,0,) amociamo un fibmto principale, scmpee con gruppo
strattunle GL (v, C), individuato dallo stesso sisterma (Uj, g}, dove perd
GL{n, C) opera su se stesso nel seguente moda:
dato x€ U,A Uy, 2,(x) € GL{n, €) © data me GL(n,C) poniamo
£o(8) 5 m gy () meg, (x). Tndichiamo questo fbrato con (P.&y). Le mue
sesioni hanso la proprieth i operare sulle fibre del fibrato veuoriale dato.
Sia Ji una sozione olomorfa di Pz h ¢ Ty (X, F); & sark dama da

by B 2 (U, &5 |y,) = (GL(n, €), o))

e (3) =y (¥ 0 by () == s (5) By () ()
s U Uy,

Quindi g, by = kg, ¢ questo vuol dire che Varione v ()¢ & ben
definita per gl element v dells fibra

Supponiamo ora che (X, ) sin di Sicin in modo che abbis senso parlire
di (d, Ky serioni. Definisma allors (d, A) marfiso del ibrato (V, 04) in s
una (d, Ky seziove 3 (x, ) € o (X, P).

Pertanto, fissato 1, i (x , 1) € ura famighis, sl variare di %, di automorfsni
della fibra su x, ed & contina in ¢ come funziono: 1 - (X, F).

Se (V, ) & il fbrato vettoriale associato ad un fibrato in gruppi (W, 6w)
su (X ,#x), allora si passona facilmente dare eserpi di (4, b) morfismi, che
corrispondono eattamente n o che cercavamn. Sia f(z, 1) € gy (X, W)
ad f(z, 1) msociamo un (4, h) morismo iz, )€ Feg (X, ) in quats
‘modo:

supponiame che f sia data da uma collezione (f, /) iU, =G ule
che sa U Uy s abbia 1 (8) = g, () (3



S

Ad ogni @€ G & asocisto Iautomorfemo intern ¥ —a¥a™ € 2 questo
& awsociato un automorfamo x(s) i A(G); inohre x:G ~GL(x,C) &
inaliticn (8 s rappresentizione aggiunta); pertanto si ha:

(e e 0 2 (Ui 0) (6L 9, €}, G
e la collezione degli x+/f, da una (4, k) sexione di Uy (X, P)
Tnfatti indichismo con * Iazione per cui ad un sutomarfismo & G s associa

ciod, per csempio, s g, sono Je
allora lc funzioni di transizione di V sirinno g5

e fi= g e e
ciod g (x ) = (a* f)gli7 si ba, tenendo presente che " 8= (v8)":
(=R E) = (e 57 ("= (e =L (7"
G ) = e = FofT)= (e = g 7
Sl MO T

ndinnmu infine una norma sui (d, #) moefismi di 'V in sb.
e, ) € Py (X, ), dove P & il fibrato principale associato al
Ehr-l- (\. r!.) su (X, #y). Poniama:

Je—els el

Osserviamo che ¢ 5 & un (d, A) morfisma sssociata alla (¢, 4} sezione di un
fibrato in gruppi /. allors (£ +0 = | g1 -0,

A questo punto possiamo ridurre il Tearema 43 (per f vicina allidentith)
3d s propasivione equivalente per il fibrato vettoriale associato. Supponiamo
infatti i aver dimostrato la seguicnte:

Prmrostone 5.5, St (X,65), D%, D i 1,23 come me! Teo-

remn 4.3 ¢ xia (V, 6) wn fibrato cettoriale r 1", Indicata con V (DF) fn
restrizione i V' a DY’ ¢ dato il (d, ) morfioma o (=, 1) &i V(DY) in ek,
on fpl<e, s tomzn piccolo, uliora data F (=, 1) € Viagy (D5, V) esistana
por = 1,2 Fi(a,0) € s (D, V) tali che

Fls,)m Bz )= sla, = Fa(=,0) i Dyxl.
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Da quest proposizioné segue allora Facilmentc il Teorema 434

Dimastrazione del Teorema 4.3,
E data f(z,1) ¢ Ty (D}
9 un parsietro come nel Lomma 5.3 pa

(= )0, 1€ [0, 1)

Aviemo f(x,0,1) (RN E 0 & una (@07
fotse. Per le omervusion precedenti sappiamo. che a f
") morfismo g {z, ¢, 5) di Vi (D) in s ¢ che
piccola quanto si v

Per la Pro
wali che

W), con f(z,0 ¢ UEG) ¢ [l 2
ama ciok f(z, 4, 1) =

# (2, 1,01 divents

£,9) € Uiran (D, Vi

Yzt )y =Fia, ) —ola, b9 Fole. 2,0

2.1,5) 500 ssociate due (4", 4") sexioni
¥ 1) T (D1 W) i ol e, Hiaaass 0 i cammini in
iano wssociati el senso precisato alllnisio i questo

paragrafa.
Notiamo che 7 (=1, 1) ¢ [(z,1,1) sono pure sssociati, per costri=
a 5.3 miioura allera ehe per ogmi (2, 1) in D1 vale
N A

Basta allora porre 1 = 1 ¢ si ottiene 14 relasione cercata,

ricondotti a dimostrare 1a Py

iame pertan

pasizionc 5.4,
Disotrazione. Usismo per ma il Lemuma 25 per « fartorizsa
i in W definite su DY in (d, k) funzioni, ot in s
e: esistono un puro fnito di sexionoloworfe gmw.

M (DY) tali che agai F ¢ Ty (D]

=i possa seri-

Fie0=3

dove e £,(z, 1) sono (4, &) funziond, 1, (=, £) € T (DY 3
Questa fattorizzazione suggerice di cercare le due kiasons Hrequarione

L) H(z)

[} F(z.)=F (z,0)—

ponendo

GRS AT )

Falz, )= 207 (=, 0 Hi(z)




£eTun(Dy, 2 € fi € D (D4, B}

Llequazione (1) diventa:
Shite b=
=B E =l 0 TS s i =
= B hite ) L5 D e A )

[ Liden & {vedi [2]) quella di mntiae che Vazione di (e, £ s Hi{s) equivale
| a quella di uni matrice G (x, 1) € GL (¢, €) sti f;, df modo, che siama ridott
a risolvere wn problema del tipo:

o=
& questo 8 risslvers applicando. il teorema per it fbrato banale 4 G con

G~ GG,

A questo scopo ponama

Tz, 1) = 5 (2, O+ (=) — H, (2)

e omserviamo che Jo Fl, sono (d, §) sexioniz T1, € Ty, (DY)
Duto che D' & rlitivamente compatto, preso 8 : 0= 8 << 8, & aveh:

1 H Ty om M 002 Pl (= )y

<o, i=1

Applichiamo di nuovo il Lemma 2.4, ¢ questa volta alle 11,7
l =3
£

dove

(=, H; () in DI

B0 Dy (D 3y)

Applicando ora il teorera dellimmagine operts, fissto 3, 0<% < &,
i vede che esivte una costante & >0 non dipendente di 5 (1) wle che

(2 ) Do << Mk

Sia infatti @ lo spazio di Fréchet delle (4, 4) funzioni T (DI, 2
© 3 1o spazio di Fréchet delle (4, &) funzioni D (D5V): allora
definita du E(g, (£, 1) -0, 20 ) = 2,,(: VT aY, e Rametof e
© surgettiva; quindi & sperta. Pertanto Viesorns di O e+ Vo= flges -l
Ul g < 1) viene mandato in un intome di O che per k=0 abbl-




A

snza grande contienc (',ﬂaru; ¥

<+ Do dllorn che

= M.

b\m Fie U, si puo supporre che | &, )
Liequazione (1) assume vra questo spetto:

Bohte A6 = B e (o) £ (o D (Pt 64 1))

B O

(s, 8 H; + 8 Hy)
= B OB — (B )+ 30 ] 9T

B DGl B RIS O H )
Posto

il

DBy Gle) =gz, Ohy,
i
Go Ty (D7, #2°(q,C),
dove #%(g,C) & il Abrato banale con fibra GL (g, C), ¢ b sua nowma &
piccols,

Dobbiamo quindi risolvere fw#'— G/ dove
LE = (2000 S (200)€ T (BF, 8
I A= =0, )€ T (B, 55

Um0 = ] (1) ey (3 ) € Ty Dy, @Y

intende:

Dato che G ¢ picsul in madala posiaomo spplcar i torema per il fbrato
banale: per &, 0 <4, <3 u

Gle, )= Gy(x,0)'Gyla, )" in

Gile, € Fun (DY, 92(4,C)).
Poniamo
e )= Gi' f(2, 1) € Ty (D, 2

Applichiamo la decomposizianc ad & (data che il fbrto & venoriale, non
& necessaria Ia condizione di norms piccola);

Az 0 =d(a, ) —kis,0) in Dyxl

e T (D, 9




Abbiama allora
Heo )= Gulz, Dotz 1) = Gy (5, Dby (2., 0)— Gy (=, 1) e, 1) =
Gy (s, 1) (3, 1) — G (2, ) Ga (3, ) )

i Dyl

Basteri alloga. porre:
Sl = Gilz f)odi (= 4) € Ty (D 23"
Sales )= Gl e (=, 1) € Tiy (Dg, 27
Y. D
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