A. CRUMEYROLLE (*)

Fibrations spinorielles et Twisteurs Généralisés
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morphisme principal h de 5
désignent les ¢

don tel que le dia
droite i

wnme ci-dessor
quel que soit; v
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plexifiée, € (@), Q" étant la complexifiée de Q, et 5ol
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PN Q-SPINoRIGLLE

Soit. X - 2, une seotion locale
Tx v (X, g(x)) = (g (x))
I8 (2 3, 1) identifi
notée [z, , x,1] ou |

dessus de U, onvert de trivialisation du
Q; selon la eonstruction des fibrés
o) est une seetion au-dessus de U d
ssi O = h (2

hré

Si (17,) est nn il

Qouverts de trivialisation du fibré des repites preudo-ric.
mAnnions, on pent toujonrs Sepouts o il existe o
h
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que Ton o dit
e Witt « naturelloment
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res des fibrés de Clifford, Cli (V, Q) dong
(Q
ons de transitions de keotions

eonstruire des s
fibres.

5 sont foncl

dons o
Tement. triv

selon In défimition des fibrés de Cliflord, fibés en algébre, loca
ianx, O définit un isomorphisme de G (Q) sor Palgtbre (O (Q).
Rappelons qu'il est possible de définir une structure Pin Q-8p
ponE de viie purenient algibrique on trivi
ples (R, g), ot R cs
tendu que (R, g) ~ (R*, &) signifie que B — 2 (B) , p (v) —aavee = v g, ¢
& Pin Q [ef. § (p. 129-132)]. Nous avons daj
Cholsir wn conple (R, £) dans nne classe d’Squivalence, cest fixer v
Qepinoriel origines, sux divers choix possibles eorrespondent des esy
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utilist ce point de vue dans |

définir une struoture Pin Q-spinorielle trivi

adel » origine, tout aussi bien.
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ion spinorielle fixée au 1%) un spineur s'iden-

§il existe sur V une structure Pin Q-spinoriells, olle induit sir Pespace tan
gent en x une structure Pin Q-spinoviello (au sens pusement algébrique), qu
frouve définie par une classe déquivalencs de eonples (W , g4) , Wa opére d Wilk,
& £ Pin Q', dépendant différentiablement de x.
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Avee los notations antéricures au point x &
res origines ¢

LN U, on doit pouvoir obtenit

105 B 1) 1, 9) 20 0

(63

s () (50, Wi 20l () ) = Wi, g, (%))

Pin @, g, (), g (%) € Pin Q' 7,3, définis respectivement sur Us
de x inclus dans U, 0 Uy) qui nécessairement déter-
orielle triviale sur Tespace tangent en x

urs dans Pin

s BUT N volsin:

méne stracture sp
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B2 (0 (%) (30, ) 2 (X)) = 5 (Zi5 )
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sent un isomorphisme d

(3) g (x) (%) £x (X))
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B (x) 1 1,

it

ui 'appligue
lité 5. On ab-
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serve que s © S0 (Q).
On p ore prisenter le T
Avee les notations du 19) 5i ¢ (W3, g, (x)) 2 (x)) £ (x) 1),
finit en x est nn dlément hien déterming de O (@)

comme le spineur qu
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Nous avons ensuite :
o (2) =g (g (x)) o (£) 25 (@ (x))

que nons moteron

il donne te

55(%) = Bus (%) £, (x)7 1t compte de

6) N (B (X)) L (x)

(8] sont fonetions de transitions de sections du

On obsersers que les p
complexifié de £
logues dans O (€

En résumé nons avons obtem ;

Proposition 1:

1) 8l existe sur V' une steictire Piu Q-spinoriclle au sens strict, il eriste sy
anp de y-vectours isotrapes, proudo-section du fibre
w cectariclle de Cli (V. , Q)

% adunet des seclions localee, an~

 wiondula s factenr 41
Gl (V' , Q') donc une sous-fil
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dessia des owerls de frivialisation Us, & fonctions de fransitions p (s
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e rorecteurs

@ N
3 (@) = Gas ) £ () 2

I3 (x)

8) Le growpe structural du fibre prewdo-riemamnicn  est édietible dans 0 ()

& un groups de spinorialitd.

48) LIDENIIFICATION DY { A UN SOUS-FOMGE VECTORIEL DE L1 (V, Q) .

é comume projections

Les sopéres locans ¥
de repires Tocanx 43 fxy 1 de 2.
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() xg £ 2 (X)) = 28§ ) Xy 1}, cette ident con-
duit que pour les fibrations réduites o transitions  (g,) o mor-
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Au-dessus de 0 {x, ¥
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»
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Iocalement par ¢ x € T, o= f,(x) ef tel que pour & U,N U, # o,
Jo ) = (2 fa () 05 (2) 5 5 (g () = a2, |
f X (o ) fa ()
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De £, (x) By (%) = £, (%) £, {x) on déduit selon la propriété tablie dans ((2]
p. 71): Vinterseetion d'un idéal minimal & dreite et d'un idéal minimal & gauche
est de dimension 1, que:
L (%) Fas (%) = s (x) £y (x)
f(x) et fi(x)Es Done g, (5)f = L1 et
»
on peut eompléter los vecteus
t %
es do Witk du fbré coniplesif transitions p ()
aquence banale du théoréme de Witt). Nous supprimerons done les
wceents el supposons que g ¥i) =L (x]
Formons an-dessus de T, la section locals de Cli (V,Q): i

X » (xig £)% = g% (53 1), pour tout a

s x e Un Uy (x) &

sans ambiguité.
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%) '1'1 rtenant & Pm @, de maniére que 9
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Proposition 5: Pour que la caricte paewdo-riemannienne admetle une
structure Pin Q-spinorielle au sena strict, il suffil que le growpe structural se védui

dans 0 (Q') & v gr

pe de spinarialite.

ns de transitions p (Za) . g (x) & T, comme g (x) f= 4.1,

Sion a des fonct
appliquant € (@) sur O (@)

{x) ) L (x)
S (X) a(x) £ (%) = £, (x) €5 (x) 1, (x)
ol de £ (%) = B (X)L (XD &2 (%), on déduit
£ (x) Ea (%) 1 (%) 1 (x)
£, (x) B2 (x) 1, (x) 23 (x) f,(x) et & poctic de B pent se reprendro la

démonsteation de la proposition 2.

TURES PIX Q-8FTNORIEL

) AUTRES DEFINITIONS 1S ST

On suppose que u varicts ¥, de
roupe Pin Q. A tout coupl

2, (x) (x), pour x € U,n U, o, on pent
ntiable de U, N Uy dans 0 (Q) : % == P (7., (x)) et défin
de groupe 0(Q), dont les fonetions de transiti
omsidérer comme des repéres dun fibr
cette fibre selon

Tun fibré prin
5y (%), X £ T,

ssocier wne

ainsi un

s sont les
udo-r

a=va

quau début, on donne encore la définition suivante (1] :

structure Pin Q-spinoricl
ieme principal, s

Definition 2: V aduet i le fibré & eat isomarphe

au fibré &', dans wn isomorp

Celn revient

bration Z.
Comparons les défin

structure spinorielle au sens de ln définition (1), on pout assovier

le de & au-dessus de U:

vele, équivalent dans O (Q) & P (vss), définit la fi

dire quiun

us (1} ot (2).

&z, la section Lo

X = (%) 5 (31, ¥}, étont entendn que:

X}y (X X1} = {22 (%) -

— (%) 1 73 (%)

défivigsant ainsi un mophisme principal h' de 7 sur &




%' et £ admettant pour les mémes ouverts U,, les b
tions p (v.e) sont bien isomorphes
Réciprogqueme
il existe toujours, nous v . um morphisme de » sur &, il
.‘x..g;- done un morphisme de 4 sur £ et on retronve la définition (1).

s fonetions de transi

sens de la définition

On donn et on utilise également dans In littérature une autre 44
7).

nition

Définition 3 : % clant le fibré principal psendo-riemannion de growpe 0 (@), on
Bit que V' admet wne struclure Pin Q-spinovielle, il est possidle de constrwire un fibre
principal 1 de growcpe Pin 0, base V4 1l que o3 1 g, 7 () © Pin @ aont e fonctions

ramsitions pour dea ourerts U, Tes  (va) (o1 U0 cooyele wwmmm dans 0 (@),
figiesent ta fibration % (avco les mémes ouverls de trivialisation [},

rielle

strueture spir U sens (2) on 4w oriclle au

structure spi

1) définissent I fibration £, p () eocyele équi
o définissant I fibration o, il ¢st possit
un systéme de sections &, 6 5 b foneti

tions 7, des sec
worphe & % et on re

trouve la déf

60) I (V,€%) Tenserable de
e base V, gronpe €, dim V :

Proposition 4:5ila si
structire

nadure de @ est définie of si fa varidte V admet e
enqne complere, ello admet aussi wne structure Spin Q-spinoriclle lorsque

des conditi

Pu

a) HY(V,C% =1,

) Le groupe steuctural U (r , €) so véduit & 8 U (¢, €) davs 0 (@]

tisfa

Sait (U, , %) un atlas
4 une structure presque hermitier e porte
tropes, modulo un facteur complexe de mods

On pent toujonrs suppe

que ¥
alors 1n ehatnp do T-veeters iso

£4 (%), iy (%) € Spin Q

Ls
dane un

s N (f5) définissent n cocyele & valenrs dans €* (iei N (i) — L)
ibration principale aves ouverts de trivialisations U,

I existe
tions de tean-

(4) 8U (v, 0) 8 (OF, plus bas,
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sitions jey N(g.). Dans les deux ca
lo déterminant de 1a restrietion de 7 (g,

T existe done des applications x € U, - o2 (x) & C* telles que pour x =T, n U,

ar 11y () Teprésente

(%) - s (%) ¥ (2,

Hat étab

dans (3 b, p.313) il existe 3, (x) ¢ Spin Q, tel que

=3, (x)f, et

au-dessus de U, ¢

L) =

L. (x) , 81 8, (x) = 03 (& (x)),
Qela entraine [3,b]:

N (8 (x)) £ (x) ot

£, (x) =B (x) £ (x) B2 (x)

(X)) 1 (x)

aven

dong dapses ki proposition (2) la v admet une structure Spin Q-spinorielle
{construite & partir des f dans la démonstration de la proposition 2) : On
el e jent, assovide i In structure presque complexe.

cond]
voir que

Zeinargues : 1
asaez forte. On
los demx structures

HE(V , 0%) est isomorphe & H? (V, %), U
alle entrainie que
fel-Whitney, qui en est la réduction module 2, est nulle

1o ¢ § = SU(r, C), b) est aussi n

condition_ suilisante
4 cotte condition bien quadmettant

tion 1) de Ia proposition 4 est une

satisfait

(ef. Zhr p

Gorollaire. — Sila varidté V est Fahlérioune & courbure de Ricei nulle,
elle admet de maniére u G-spinorielle.

welle une structure Sp

(est une conséquence du théoreme de réduction
0(Q). 8i In conrbure de Ricei cst nulle, celui-ci est dans SU {x, €} [6, b p. 261],
On anit que ¢, (V), premicre olasse de Ohern est nulle, condition qui équivaut. iei
4 la nullité de courbure de Rices

¢ d'holonomie dans

rou

Rewarqie s Les variétés & sbruoture Pin Q-spinorielle Q definie, admettant
uné Contiexion « spin-enclidienne » propre, riemannienne, so J

mlle, comme on le voit
les v

uisément, en se reportant &
#tés kihlériennes & courbure de Ricei nulle,




ités portent nn ohamp de r-formes & dérivie

With, « rellos

ans [3, 0] pour

que ces derniéres i
covariante ulle con

st tout & fait, Pax
exion spin-enclidienne pro

wen a rencontré

Proposition o ailas de Iricialisations du fibré pees

Q). 81 eriste sur ¥ un
- fu () tel que p

a de_ transitions p (g

do-rieman

vy isolropes, defini localew

predo-champ de
0l

falr) = b

f5l7)

8i de plus HL(V , C%) = 1, alors le pacudo-champ ddfnit naturellement wne strie-

ture Pin Q-spinorielic.

nomstration est identique & eells de ki proposition pié

existonce d'une st

du ehoix de Iy

79) En signature elliptique, cherchans & ¢
ture Pin Q-spinorielle par des conditions indépends
Q. On a:

e

P Por

mension pairc, admelle une sruct

sprement riemannienne, de di:
Pin (rpinoriclle, il fant et il sufiit:

oposition 6 i

1 exiate snur ¥ un champ de r-reeteurs = x - fy section de Palgébre exlé

compleaifid T¢(V);

vieure du fibré fang

2) ¢t que fi o son 6 e désomposition de TE(V) en som

tout

e directe. de devz F0s-espaocs compleces, pon

L condition est nécessaire

que si Q) est Qéfnie,
le Witt « réelle s, glors {1 = 0, o2

de Cliftord standard, £

ivant i F' 0
notations du 29) B 0, (x) £ (%)) 1) = £, (), Do () £2) 6
¥). Dan im il existe £ (x) = p{x) (x) B ()
qui. pent étre considére A Vaide d'une base de Witt
on i done [ (x) T (x) % 0 66 & (x)NG7(x) = 0 si 6 (x) est le stiam
apliue que £, (x) = 0 (£ (<) que £, (x) T, (5) = 0 et done

celn

£ (=) T, (x) # 0

La condition est suffisa
Si 1, f. déterminent une décomposition directe de T5 (V) selon




oit les B, I, dépendent différentiablement de x : introduisons une forme biling.
aire. I} (x) sur <, en posant, si 1, ¢

B (x) (), 0" {x)) = &

ien. une forme bilinéaire réelle sur V et définie, x -, est un champ de
o fibré de Cliffard associe. On pent appliquer la pro

lors

f-vectours isotropes pour
position 2.

P1x Q'-SPINORIELLE

B9 VARIETES A STRUC

3lles se définissent comme les variétés @ strueture Pin Q-spinorielle, il su
6 remplacer dans la définition du (T, 1°) Pin @, O (Q) respectivement par Pin Q'
ot 0(Q). Pin @, on le rappelle, est un revétement d'ordre 4 de O (Q), ¢ ntilisé dans

) est égal & + 1ou - i, de sorte que kv condition (6) s'éorit:

T formmle (4) du (1,

x) = 14 (x).

it par projection i partir de

ol dins O(Q) 1o gronpe de spimorialits se
o (X)f = f.
Lak proposition (1) ek Ia proposition (2) du (T

ant; I condition (6) par 1, (x) £, (x) el en ohsery

) #'noncent de maniére ang.
bien que

Ingie o1 rempli
B (X

V aduette une structure Pi Q'-spinorielle it
spaces lotalement isofropes masiinauz.

Proposition 7: Parr
fosk et il sufiit qu'il existe sur ¥ i chawip de

qu

n les résultats

térienrs,

La condition est nécessai
Elle est suflisant
1 (X) € €7, en utilisant les 1o
tion 1 adaptée montre que I’

ear il existe alors 1, (x) , f; (x) svee £ (X} = (5) £ (%),
ations antérienzes § la démonstration de Ia proposi-
pent déterminer

Uy (x) = £ aln).

Observons que le groupe structural est réductible & nn sous-groupe de Spin
@, On peut, done parler de structure Spin. Q'-spinorielle
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o9) STRUC

wEEs PN QSPINORIELLES AU SENS LARGE

ité élargi 8., tout

g do Pin Q tels que

Dai s gronpe pro-

jeotion

50 (Q) appelons groupe de spi
P de Vesemble H, des ¢l

it un reveetenr s

gf=p(gf,uig

et f dquivaut Bz g gl — X (@) at

sronpe stabilizateur de I
tir d'nne base

done s, est e gous

delle o [3, ¢

isément que | o

tifie 4 Ly représentation réelle ¢

itd, denxibme partie).
i Q est neutr
non neut
i le groipe structural de &

z
%

w () est réel quelconau
() peut éire un nombre eomplex
veduit days € (@) 4 wn groupe de 5
Pin Q-spinoriclle,
ns dans

fartiori 1né structure
i fonctions de transit

il existe sur V' un champ de 5

(Congidérer des sec
minent un champ de 5.

Si dans I proposition 2 du T, on prend p (g () & 0 (@)
~ = i

13 (5) = Ty () £ () 3 ()
|

fo ) = pas () fa €, alors on peut affirmer que la variété admet uie |
strueture Pin Qespinoriclie s large (reprendze e début de b démonstration
(x £ H, au liew de H & p(H) = 8).

an abontit & .

wlicr: SV a wwe atructure presqie complece, ello admel wne sructure

En pari
Pin Q-spinori

le i wens large.

au sens large

i H(V, (%) = L alors, i V & une structure spin
strueture Pin Q-spinoriclle au sens strict

NORIELLES EX DIMENSION IMPAIRE 1 — 2r

109) &

Seis Qs

prientable. La définition 1 reste

Nous supposons V de dimension n 2 4 1
Ia miéme, Spin Q et 50(Q) gant respectivement Pin Q et O (Q). |
© (Q) est centrale, simple (2] € (@) pour n = 2r -+ 1 est isomorphe & C(QY)
pour n — 2r. On infroduit une base de Witt (6, =% Yoo - o3 8) %
ntation de O (Q) se ns I des xi,
it nit. de ls méme manire
ans D'étude des conditions néc & d'existence 4’
le, rion mest modifié que duns certains détails, on ab

isotrape s

pds

Z se i

structure Spin Q-
utit 4 un




identique 4 La proposition 1, les
o spinorialité se fi dans 8 0 (Q).
de In méme manire el I propositior
La notion de structure Pin Q-5
aife. I notian,ile structure presgue complere (Bouson, Susuki,

xtiwi P

ET « TWISTEL
NE

RIPTION DES ( DE SPINORIALIT
GENERALISES SUR UNE VAR PSEUDO-RIEMA
DE DIMENSION PAIRE

7

: SPINORIALIEE,

e o rile
clles par
+5 nous

sont celles

voms mis en évid
des strueti

ali

s sows-groupes 6 O (Q) que Ros vons appeks + groupss e’ wpino
5 dans le (T) de les déerire
3]

précision. Les not

de nos articles antéries

V est une

le sous-groupe des
1 r-veetenr fsotrope di 501
4 . i on remplace f par tout antre r-vec e Ot et
tian de H est indépen

81 on choisit un autr
dans Pin Q)

sons-gronpe conjuugé

5 NONS AVONS

Fetane 12 Do sous-groupe H el Hy, associs  { et f;, sont canjugnes dans Piu Q.
ntient © vecleurs ¥i;Yay-
yii constitue une
ique T sur

flet: selon (3, ¢, pog
anxquels on pent. adjoindre x, ,x
Base de Wit «delle ». 11 existe
Vautre deux telles bases,

On pent done se borer i considd
r-veetenrs isotrope
Bt un AbLm: oest

witre g
ent de 0(Q) qui

i

x des groupes de spinorialité const
wés sur une base de Witt réelle et
e nous ferons par la suite.
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Proposition 1: En signature clliptioue 5 s'identific an groupe spécial

wnitaire ST (v, C) c'est Vensemble des flémente de détermivant 1 di stabilisatenr d'wn !
sdin. La dimension de s el v — L. & 652 connexe et simplement comnere.

Prenons £

les (¢) consiituant dans Pespace standard B un repére arthonormid,

13,0, et ai

1 équivant i

—yyirt, alom: ¥y

7 ey + €y ;
o on 4 pris X, it ot 0

Lie Tepir nt appliqué sur le repire de With {x, , vy}, on
a: DALKZ
Interpré +.ye comme un rvecteur de A, on voit immediatement

que det (p ) = L
nsi 8 ~ 8U (v,

les autres résultats sont classiques.

2: En signature (k ,
phe au sous-groupe dea cléments de S T (n , ) de matrice :

— k)< n—

Propasiti
r = 2)8 eal ivom

|
M=ty i (R), det o= 41
0 B w0 Mys (C); 65 = Id, det B = det w,
0 0 50
z wlp = Id, & Ay (R),
0o 0 — 8
nelx
Vel W
5 a denr composantes conneres ol identifie & Pensemble des dléments de- déter-
L RE—1) 1

minant 1 du stabilisatenr @un sbion. dim s = (1 —2) :

Prenons £
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Définissons o e ¥ par ko mutTies ;

ye=12 ALy
X +
ivant que o est réelle, on obtient x 3, p éel, 2 réel et denx rel-
fions de conjugaison ; puis exprimant que ) =By et B(Xp, X} =02
x'% T,v——@'%p et cnfin
h g =ty (1)

Congidérant un chenin différentiable isn de lidentité dans s, on trouve en
dérivant (1) que
1411 =0 avee & (’”‘"} :
at /,
Th it alors dobserver que ¢ f

L ealoul de Ja d on et I
des résultats immddiats puisque SL (k) et SU

B i)
deux composantes conmexes sont
- k) sont connex

f
Proposition 3: 8 Q eat neutra (k=r), s et isomorphe au sous-groupe
des léments de ST (n, R) de. matrice :
1 , » wvee \,: M (R), det = =1
atp=td
0 3 "‘;; 4 0p =0
& eel comnexe ¢f s'identific & Uensemble des dléments de délerminant 1 du stabili-
wateny d'wn 01
g = (e—1){8r+2)
[
proposition 2.
| Videntité dang F’ il appartient
: & a0 wous groups 46 Uinension = ')' 1. Pour k =1, et éga

e signature elliptique, ce sous-groupe se réduit & Videntité.




20) LES (ROUPES DE SPINORIALITE ELARGES

nents v de Spin Q tels que v [ — 7 ¢4,

e d'un st

1, des élé

g
t pour Vensemble des piy) le groupe stabili
50 (Q)

En signatureelliptique néce

ement ; — 1, de sorte o ,.‘u. 5~
aroupes

s sons

v % peut dlre différent de 1.
de §0(Q) seront dits «gronpes de spinorialité ¢langis s, Tls sont de dimension
K “‘J' B our tout k, 0 < k < r; on observers que pour k s 0, un groupe

4 un groupe unitaire généralisd,

comnexe pour k — 0 ou r et
Atk méme -ve

ttes connexes ponr 0 < k < 1

e compos.

cur isotrope f.

5 st distingué dans s, s

89) L GROUIES DE SPINORIALITE COMPLENES

S0(Q) le sous-groupe du stabilis-

1). On sait

1
On pent vair (se reporter aussi au calenl dn 4%) plus bas

our matries

A o AsGL(C,D), det A 1
B =Td

WO 4 OB

ment de bases de With

o de ol

et quil exprinie comme le produit dune

de I :

det: = 1ot taf=Td,

par une mat

1), et réoiproquement

4 cléments complexes,

tout dément de p (exp (A*F
» s

s délinissent de ks 1

fques, mep (exy

" I forine donnge pour m— (cf, 49 plus bas) —

fagon que 1, s .



nent & toute fori

artont Q' pa

s de ce pa
wsposent & ¢ ¢
par G,: Nons présentons ici
g le livre de Chevalley

o de Witt de B’ = Bcf{déeomposition F &
par point. On obtient, apres ac

), et & une iso-

on e, une no

¥ ¥y avee T

0 et nous

T propricté o

olitenons

& Videntité, il faut el it mufit

Lemme 2 : Poy

gue.c =0 (@) ve réduise aur

i aoid de ta form

a(n)

a i) all  antisymietrigue.

uement 1 tel

On observera que I don

erine pas 1
EY

Lesponentiation. dany

1wy & sucunie difficulté & définir une exponentielle dans A* K
cesde X — T al(x,Ax)sont nulles au-deli d'un e exposant. F

N

SiX =x A, esp

14X, ep (-

Si we A P, alors exp wet, et plerpu) laisse

Proposition
proquement tond dément de O (@) qui laisse invariant cha-

vlant les Adments de F. K
que diment de B est dans p (6L el pe
1

Sdorire plerp ) ne MF.

ot un groupe.. Tout ¢
X, Xy € F

s dléments e la forme exp i, ue A*F fon
ents décomposables, il suffit de monirer que
que exp 1 & G (G, groupe de Cliford).

nent de

A*F étant somme d'élé
Gxp (% X2) € () pour ¢




Or de: iy + 5%, =28 (x,¥),
on déduif = exp wy (expup? = (1 + )y (1—u),
¥4 2B (%, )%

Tl est

dent que

p

de sorte que si u est déeomposable

Bixx) =—x;
B (expu) = exp {—u) = (exp u}l, dono exp ue G, ob co résultat

vee los e

ond faeile e ALF, quelcong
ments do F, (expn) laisse invariant ehaque

Récfproquenent : Tl suffit. d’établir que p (exp (A% T
s de O (@) qui laissent invarint F point par point.

) st Vensemble des ¢lé-

Siw el X,
exp ) (expu)t =y
0, ¥
+ X)) il vient :
exp gy (expayt =y + 48 xy, o qui-est bion Vélément géndral dorit anté-
Tieurement.
Lewne 3 8i V, V7, V" wont des sdiom tals que VAV = V0¥, a

*) qui Taisse fize tous les dléments de V et appligie V* dang V"'

exivle o€ p (G

e problime st pas modifl,
également. Diantre part s =

ant, une ison

i e
V, of o lnisse five to

: s les dléments de V.
(V) n=(V)

(V7). On pent. done supposer que V = F.
¢ B ¥

de Wit @ B et supposons qu

Fyom (hazn v sty 1eeey¥i) €6 UD b,

Vintersection de Fy avee V7 est mulle. En effet :
Siz e F, 0 V" il est orthogonal & tous les éhéments do
1 +vens¥a); o Dospace orthogonal i

L et de VY, done i (x40
dernier, qui & Ia dimension
Xo)y AISL € (Xnssy- oy o)y

Kngppenen
T+, b contient Xy, .. . , X, West sutre que (x
miais comme z € Vo que FAY' = (5,20 5 &

On pent éerire B = F, & V' — F, & V" et appliquant u
, il existe = ep (exp ATF) g

t niécessairement nul.
nonvelle isométrie

que s
¢ {proposi
On peut. construire wne | Aéeomposition F & V7 (on ehoisit
on Ini associe ¥, dans V' avee B (xy , ¥4) = 1, Pespice (x’, y'5) st
BV, aves dim Fy = dim V7 = 1 —1 efe...).

se de Wit pour |

X', dans
nonisatrope,




it u une isométrie qui envoie {x, ¥} de respectivement sur {xy , 5y}

Xp = (X)) = Af X

n (y) = By
On & A B =T, est lo produit de deux isométrics

X AR =X X

¥ B ye = Y=Y - OF (A7) X

dont: 1a

premitre traduit un simple changement de bases de Witt. Ce changement
faif, on & une jsométrie o qui

onserve ¥ point par point et envoie B sue V. De
me pour I et V7. Le lemnie 3 est Gt

II, - GENERALISATION DE LA XOTION DE TWISTEUR.

1%) FIBEATIONS EN TWISTEURS CANONIQUE
(SPISORIELLE SUR UNE VARIETE,

PLERATION PIN

G ninologie utiliste par R. Penrose (8] nons appellerons teois
teur: dorire g, tont élément d'un expace vectoriel isomorphe & la somme directe de
q espaces de spincurs, Avee ln Teprésentation choisie nn twistenr est un élément
14 ganche de O (Q)

il existe sur V une struct
du fibnd tangent, modulo un factenr sealiire
fini localement par : x & U, £, (x) = 2 (), 25 isomorphisme de 0 (Q') C(Q)k
(lire p ), les (U,) constituant P'atlas de fibration.

Oherchons 5'il exisie, en dehors de toule autre consid
supposée b structure Pin Q-spinorielle, d’autres r-vectenrs £ de C (Q) tels quo 3 (f')
solt, aussi, € de ko méme fagon, Ja restriction un champ de r-veetenrs iso-
tropes (modulo un factenr scalaire), Sl existe wn tol © = gfghge Pin Q°
\(L‘,u\)— fe1£%) = (e L&), ok les g sont lie: fonstions de tra
).

Nécessairement

Pin Q-spinorielle, il existe pour le complexific

un champ de r-veetenrs isottopes dé-

ation sur la fapolagic de ¥,

itions :I:-\'

2 ()1

£ sera done dans le normalisatenr de H © Pin Q. Tl existera dono d'antres « psendo-

s est aussl gronpe de spinerialité pour [ aver

aut i yf = £ Done il existe tonjours doux r-
veoteurs isotropes £, f, qui définissent, lo méme groupe de spinor
80 <k<r Il vient ains




Proposition 1: 84 existe swr V wie fibration Pin Q-spinorie

il existe
Fin

istenrs dord
wir 0 = k < 1.

une fibration ¢

somme de Whitney de dowsr sons-ffbratio

Q-spinarielles

On ob
T fiby

rvera que b d

pas nécessaitement
ant, € (Q) sur 0 (Q):

Propositio
de €l CHi (¥, ), o0

0 2: Sl eviste sur ¥ ow

e un sous-fHrd en tivistenrs

dratigue @ st de signature (& 5 — k) w— k). Co fibre do twisteurs est T
somue. directe de 3% sous-fibrés Pin Q-spinoricls, isomorphes dans Pin

Dane Lo oas lliptique, I (7, Q') est dong Tn somine directe de 3¢ fibrés Pin @-opi
noriels,

On cherehe s rve of =gfghge PinQ,

g1y < I, p (1) 1)

émonstration

Lewme 1 On suppose Q défini
Soit By un L
anent g Pin @ te

queloonque tel 4

& E', on peut tra
ue g H g € H.

wer B en By
par un &

On peut, considérer T 5 F b (), ¥i)s OL Pt pas

ser de F/ & F” en échungeant x, et ¥, i 1 ¥, oble on sur O (Q)
0

wne fsométric p + qui est dans le normal de Pensemble des na-
0

avec I base de Witt ¢ rée

trices |© lae 0(Q.
Fii

Pour tont ¥
7 Eexp (AT
isque H

par un éle

a6l do

Lemme 23 On suppose Q non 46
Soit Fy wn s.bdm tel

et tel que g H g c H.

F' 0 Fy. 1L eviste g & Pin @ avee g £ g1

On considire la base de W
B en deling

ilisée plu
it 5 et y, pour > k, obtenant. p

b (T,19), On pusse do
on sur 0(Q) Tisamé:

trie de matri

1000

V0oL qui est dans lo normalissteur de Tensemble des mat
00T 0 I, 1%, prop. 2) dans O (Q




Tout F, peat se déduire de F' par un éléme
on aboutit au méme résultat que pricédemment

Dénanstration e la proposition 2
Supposons § d

s proposition sers établie en étudiant

(AR F) sur 0(Q7) X,
SiFQF, = E

composition, ¥ ...
0(Q),

e afmp!

Sicexp 1= exp

itérant un tel
duifs de x; ... X, on

L dro
uplagant, un nembre pair de
1a donnera final

aleul on obliondra

¢ taus les r-vectenrs isotropes dé

cteurs par ¥y de tontes les

manisres possibles. lircete de 271 sous-espa.

ces de dimension 2
A chiaque sous-espace obtenu, on fer

danz 0 (Q) (proposition 1) ik nonve

espaces de sPICUFS.

pposons () non ddfinie. On wtilise, modulo un factenr s

rrespe

I SOUE-CEp

(T R A 1 PO v O

v avee exp =1 = oy Yo 2k 4
ces de dimes on u
Jexe dans G (Q). On dir des fibrations dédu
ude en modifiant simplement le dhioix de £e € (') qu
anieides » 5 nows compliterons k proposit

, mais
tilise ensuite une

o

les T sont «

Proposition 3: /1 n
quement as

s i la fibration. dounée (0

On rappelle qulon
Pin Q-spinoriel ; lo
Teurs quelos

ige et toute possibilité de péduction du groupe du fibré
cment. suppase que les g, (x) )
1 Q.

démonstration de Ta pro

wlre des va-
nes di

posi lemme suivant

Temmé 33 Soient gy e Pin Q.

i gy Pin Q' appli
de H dans Pin @', si

f', el appartiont au uvrinali

appliqué awasi § sur f alors - appart

@, ool in

e dapris

tgyrel .




étant arbitraire dans H, bien

Yyt =F ol yHytcH Pine Q; si b e H, posons

i, b envoio 2 dans K, ot comme b réel, conserve F aussi bien
“ N Fy est done globalement invariant pour Paction de tout b ¢ H.
démontrer.

asairement, d'a)
e T

3 Détude détaillée de T faite au T

dans le cag ellip

s e cas non 0 o nF

elliptique Fn F, = 0 est
1t derire B — F* @ F, choisir une base
F, sur B par une isomé-

(non ¢ réello s) adaptde 4 ¢
0
I

trie = de matrics

I,
,| (Gehange ). isométrie est dans

0(Q e o Ie voit
 Paide de la . o du

ement o n ) + dans les dous eas; o sait (1, lor
me 3) quiil existe v

ok on retrouve les
résultats antérienrs.

Bemargues : o) Si

1 se | i une base

pent tanjonrs assoeie
out i—1...1

0(Q). Mais on pent
ature, CIE(V, Q') es

2t fibrés Pin Q-spino
r il west
les spitienins.

) Lo
pour introdui
abordé dans col article,

saire do eonsidérer les complesifications
qui semble frés intéressa

) M sera pas

) LES, TIVISTEURS

R. Penrose considire

de Minkows

sidérations sont pure

ment des twistenrs dordre 2 ses ¢
Pessentiol de ses résultats et

nous proposons de Totrouve e los géndralis



we 'on pent construire une s forme s hermitionne

Nous avons tabli dans (3, o v
mentale 2 dans Vespace des spineurs, en

ou du moins une s forme densite

fand

nt

Dyt =al(uf,vi)yt;

4 st unie constante scalaire, 8 Pantivutomorphisme pr
Cl, ésignant 1a conjugaison complexe et 1
venablement, ch ghison (3, el.
Sur une taridtd sucnie d'une Mructur 1
qui fait que

L barre

erming par cette oo

amp de formes

Gepinorielle il ¢

ur
hermitiennes fondamentale
smin s'dlendront d une telle varic

Revenons i B, espace de di

vativns alpcbrigues oi-des

atiquo Q.

wenison 0 sur R, niuni de la forme

U twistenr de vale "‘M un dlément cliffordien de la forme :

vioteurs Lxotropes qui ddterminent des idésnx mi

et o f ot
nimans & gauche distinets

ait dédini de manibre anlogue & Daide des cospi-

U tvictanr ds valonse |_L 'I s

aux minimaus i droite, il s'éerirait : fu 4 £
airs ba structure hermitientie donnée par M, on pent

5, Clost-ddive & Paide T
Tntroduisons sur les spi

Bl Fw iy (vi+v ) —alnt, vyl 4o I WE,y

a I (0 E v D) L v

, sont des s

alaires constants, v1,7' 8,76, ¥, 1" sont les g
) =

o0, (on

rs détormings respectivement pae (1, 1
ete.), N (1) =N ()

Formant 2 (v {
ot voit. que Ton p
s dléments coi

et L conjugaison comploxe,
v, de manire que pour tous

H(unf,vi) = H{vi ni)

M T ¥ ) = 1 (v ' )

Wy vt ) = T (0T v

ntre aisément que & = o’ avee

(k—r—1)

Se reportant 4 [3, ¢], page 195, o

r{n—1j {
e=(—1) e =(—1)

et ay =3, permet de ré-

aliser oo programme,




Sice’ =1, on peut o

ire avee un Jéger abus

Bt + 0 f) (v1+ 1) 1

i, vyl + B (0 )y 0L,

ev)nd 4 B (v

1, on pent. choisir & = o iah =—iet:

BT Fwl ,vi+v'i)

Hu,v) o6+ 00 (0, v) ¥ £+ 0,

ne Jos .tim de f et £ sont disti lors 1 ¢

d'intersee

(£, kecs,

'
Proposition IT eriste swr Uespace des heivteurs de valence 1
posi : » enee [ ] 4
on natuselle des formes hermitionnes spinorielles
W, 0) + 1 o)+, (o) + T (W)
# dang [§] des ¢ a
de Minkowski sont, réels ef isafrope: nous li
n espace partieulier, consid o ents uw,n’, v, v isotropes pour
o introdui
uf wf 't 7, {u’, m)
1
nee [ | un twisteur tel que
H *
LR Y
contexte b érent, et ans un eas particulics . H

Penrose



Dans Pespace de Minkoys e

des « twistours isotropes s est do

i les dléments isotroy

tres véels, Pensenl

dimension 5. 1 dimension 4 par b = 2

& n'insistons

5 an snjet do généralisations possib

ace de Minkowski, avec les notations de
I signature Ly wolt L=y Fa =R

Cherchons I stablisate
% 1, qui o5t un tw

isteur isotrope. Tl réy

par exemy

eonsidérer o, ¥, ¥

oupe.

Ia base vy

¥

x
nltipliée par d

g (1, exp | o

= vl 55

lement v = 0,5 =0, =0,

& wat réel arbiteaire, § = o0, 0 1éel arbitraire. Done :

¥
fscdrope cif w groupe & der pa

mitres, commutatif.

Se réf@ant i [8,b] et [4 bis], on 4, du moins en e qui cone
fantes connexes de lidentité

¢ par Iaction de Pin Q d'un

ude faite an (L, 20),
5 Dénoneéd de

Dans Pespace de Minkacaki, e stabilisatenr d'un tiiste

méme de

s Compo:
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Caroliaire.
Le stabilisatewr 'un twistenr isotrope, un groupe de spinorialite sont isomarphes.

Michel Caues.

ps i strueture Pin Q-spinc

1 en twistonrs dlordre 2 d'apris

proposition 5 avalt été signalée pa

S une variété espac
anoniquement. une fibrat

la proposition 2.

3%) IDERTIFICATION DES TWISTEUES D'ORDEE PAIE A DES SPINEURS,

CQIEBC(Q) T 2e5 1 pent
sentation irréductible pour une algobre de
L 2) sur K, moni d'une

Lespace des twisteurs doridre de dimensior
éfre considéré comme d'nne re
Clifford complexifide construite sur
«métrique + quelconque (n

e

T semble particulibrement. intéressant de considérer un espace
Q. aveo signature (p,q) et un espice B,., do métrique Qu., av
(p+ 1,4 +1) en raison du résltat conmn:

Lalgibre de Clifford € (Q
woricl des algibres Oy o 6t O,y i

de metrique
ture

notée € 1o et isomorphe aw produit ton

Nous en donnons une démonstration apide :

Identifions
wéelle. {x;, i} est une ba
e | Witt « réelle d
avee une « métri
ecrtaines relations entro leurs ¢
dans Vespace (x,y) avee G

s un. sou e son complesi

de Wit «rdelle s de I, ef x,
¢ choisi (x , y),

(1,1), Les vect

mposantes

1, Qe

0 qui permet de déAnir (apres identifleations évidentes) wne application
bres 7grodudes :

assoelnns & 3y, ve, X, ¥, respectivement x,

(3 Gt (B, O by) = {

1 (a, by

2 ba)

s = degré de y = degré de by

0n & () (X)) = Q.5 (X), dono
© 0y, en raison des dimensions.

tend i jun isomorphisme da G, 4; Sur

Ainsi Vespace des hoisteurs dardre 2 consiruils sur Uespace By, muni de la me-
trique Qo de signature (p ,g), est matwrellement un espace de spineurs pour Valgibre
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5% matrique de signature p +

De maniire plus g n itdrant :

Proposition 6: Toul hwisieur dordve 21 construit sur
ve (p,q) est un spiver pour Eyiy avee merique de sign

anec matrique

wre (p +1,

En partielier :

Les spineitrs constrieits sur Pespace de Min

ok sont des Liristenrs &
siriits sur I muni e forue quadratigue definie

e 2 con-
tive, (avec nas conventions).

1)

JLE DU GROUPE

Proposition Le growpe conforme de By, muni &
signature (p , q) est isomorphe localement aw groupe de isometrics de
dune « meteique v de vignature (p -+ 1, q + 1) (propriété: valable po
den,n =2
On peut obtenir Valgibre de Lie du groupe confo
(n 4 1) (n +2)

¢ en con. lex

champs de vecteurs, ofi les notations, sans mpport avee celles

i précédent sont évidentes :

Ly (\i.] ==y x=("“\‘) (ef. [1bis] et [4 bis]).

Des calnls, sans difficulté antre que leur longueur,

ontrent: que :

8 + By -+ By g +
des isométrios do Ky

wble de Valgebre de Lie

1y Fa] = g By 4 By

Q) TE C Q)17 dos tori
urs pai ipairs, reape

(##) On pe
e

repriscntation do C
Aol 2, )

L Q)




Wl — Pty

. sur B et wis TOUDE

On introdult un espace de dimensi
d'une « métriqne » :

0, les indioes « et B sont Telati

Bu =0, E
et fixé

On pose :

e du groupe des

On véritie alors sans diffenlté que b
métries de E, #'identifie & celle du
a emétriques de B, & B, est de sign
ature (p, q).

£ 1y 4 1) si celle ¢

de sig

Ten

b compte des propositions 6 et 7

on peat donc dire que fes twisteurs dordre 2, sont an groupe con-

o @ (2 @), <e que sond les spineurs relalicement aw growpe des isour
Quealp + 1,0+ 1), et o résultat se transporte, non sans précantions,

sutions sur les variétés.

ADDENDA

tiedo éunit. ridigt g
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p. 338,
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Carevasuey, The algebraic )
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i University Pross, New-York,
wol, X1, . 1, 1808, p.
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