SULLA CONVERGENZA E SOMMABILITA
DELLE SERIE DI HERMITE '

Memoria di G. OTTAVIANL

bleaa di determin

In un precedente lavora * mi 506 oceupato o

le limitazioni per i polinomi di HER

tive delle limitazioni

E pill restr

sfruttando le quali posso ora ricavare, secondo quanto dissi

nell'introduzione di tale lavoro, dei criteri sufficienti di

onvergenza o sonna

bilita piti gen di quelli esistenti

le lavoro.

Richiamo brevemente quanto ci oecorre-di
1l KOGRETLIANTZ in una sua Memori

disuguaglianza valida per i polinomi di HERMITE:

veva determi

ato la segue

by o+ 152

n—poo e per qualsiasi x,

e ser

& servendosi di essa avev
di HERMITE.
Io ho dimestrato che

studiato la convergenza - la sommabilita de

disuguaglianza non & esatta per + qualsiasi, ma

I'ho sostituita con alre

,con k<Z2, & per x| |F

me trovate. La limitazione

e
limitazioni

= vale per [x| =1k

(an

1} Lavero eseguite el Scrminario Matematico dlla' R Scusi Notiiale Stperiors di Pis
) G. OTTAVIANI, Sulla comvergensa. e
wnsendali per i, polinomi di Lagierre v Hermite
Pivar, w1, 1938: e formale di quosto lavoro ko in
tra parentest quadre.

) E. KOGHETLIANTE, Reckercher suv la rommabified dex sévies d"Hermite, x An
upéz. de Paris », 1932,

Norm.

SociETA DE1 XL, Seric 3% Tomo XXIV, 1




che ha per campo di v

& dedotta dall'espressii

(i Ha

o(x,n)

I
formula assintotica di FEJER-PERRON

di quello

ampo di v

cspressione assintotica

ALY Hags) }.—ulm

x

) Ha ) = ml

VT Ha () U(e e
T

tazione per |

pondents
¥

IANTZ ha ricavato la corr

polinomi di LAGUERRE, ciod I [15] (come abbiame gia detto, le formule de

lavoro citato * sono indicate. con numero d'ordine compreso tra par

quadre), ma per essa si ripete esattamente quanto ho detto defla (1)

wita cost dalle formule [17], . . ., [21] dalie quali ho anzi ricavato e fi
itte per i polinomi di HERMITE, i quali sono un caso p

nomi di LAGUERRE.

Dalla. (1) il Kecu

v sosti




izioni sufficienti

Nel presente lavora mi sono anzimtts occupato de
e di HERMITE (§ 1) ed ho cosl corretto, utilizzanda I
limitagioni dette, il eri KOGBETLIANTZ, che dice ora esser sufficiente per
onvergenza delle serie di tipo b in un punto di continuith o di dscontinuith
di f (%) V'esistenza dell'integrale

di convergenza delle se

rio

di prima sp

du

[lieiss

appure dell'integra

[T 1

se f(x) & limitata in tutto Vintervallo' (— oo , o).
Ho poi dimostrato che la funzione f(x) — = non ha lo sviluppo di tipo b

2 del-

convergente, mentre una qualsiasi funzione monatona per x| —»
&%, con < 1, converge in ogni punto di con-

ho dato infine v

Vordine di grandezza al pit d
ith di prima speci

i quali notevole quello che impone Je condizion

i altri eriteri,

faymola) , fay=oflu

per la conseguenza uniforme della serie di tipo b a f(z) in egni intervallo finito

Quindi utilizando le |
sopra lintegrazione per serie
no passato poi a studiare Ia sommabilit (C , 8), 82> 0, delle seric
di HerwTe, per la quale ho corretto il risultato di KOGRETLIANTZ, iponendo
perd o

azioni trovate ho esteso un criterio diM. Jacor

sola la condizione

Fly=o([n® ([n]= )

per In sommabilith (C , 8) della seric di HERMITE di tipo b di f ().
aloghi criteri dati per la convergenza e per linte-

Dopo avere esteso gli
grazione per serie, ho considerato
che la condizione. di LEBESGUB

ure le condizioni al finito ed ho dimostrato

EH+fe=D—

(20

SH
i W\
i 7] A

& sufficiente perché la scrie di HERMITE della funsione f (), la quale sodd
qualsiasi delle condizi

(C,3), con 30, ed abbia per somma ® (x)

somma-

ni all'infinito date per Ja sommabilitd,

hile




=

ta_condi

Gue
infatt, come sapy
scrie di HERME
gere

e, inveee, non & sufficiente per la- convergenza (8
P'equiconvergenza, nelle condizioni al finito, tra
per questa accorre aggiun-
di LEBESGUE.

§ 1: Cox

SERIE DI HERMITE

RGENZA DELLI

1) Le funzioni

tema di

funzioni ortogonali & due a du

D:
in og;
al sistema (1)

& normalizzate. nellintervallo (— oo, o0),

una funzione f(x), definita ncll'interva
ito, possiamo cor

1o (— oo, 00) e integrabile

ntervallo

rare la sua serie di FOURIER relativa

€3 }g“;m‘k:,qru[.{x)

La seric
zione (.

La serie di HERMITE di tipo b della funzione & 7 f(z) &

[ 0) H () dit

[ e H )

la diremo, secondo CHARLIER, serie di tipo H dells funzione [

Studierem le condizioni da imporre alla funzione f(x) per la convergenza
o sommabilith della serie di tipo H dalle quali si deducona subito, come & evi-
dente, le corrispondenti condizioni per la serie di tipo b. E per quelle corregge
remo. prima il teorema di KOGBETLIANTZ basato sulla disuguaglianza (F), che
bbiame dimestrata non vera per x qualsiasi, ¢ poi daremo degli altri criteri.

4 Evi

nieinenie 13 (v) dove vendér convergenti gl integrali seritti; quindi, per 65,

1t =005 per rf=s 0o, con 4 <t




= e

Consideriamo la somma parzial
terla nella forma seguente

fa ) Jwr 2wy S, ) du

umesiina della seric (3). Possiamo met-

in cui &

(o) Hen () Hia () _ Hogo () B () — Ha (5 Ho o, ()
(R 2‘. 2% mlfr Tl (i— 1) %

Mediante Ie [3] si ricava la no

formula di approssimazione assintotica

5 — 2w | Fafu, )
e |

(6] 526c, 1)

Jul, x| = A

con 3, () limitata uniformenmente’ per w ,x variabili in un intervallo finits
& per n— o0, ed integrabile,
Allora per n— co si ha

©  [erwsten

in cul & a una costante positiva arbitrariamente grande ma finit
Ma U'integrale del secondo membro gode delle stesse propriet
di DIRICHLET della somma parziale della serie
funzione f (x) .
Quindi per le funzioni f(x) tali che per w— oo risulti

integrale
igonometrica di FOURIER della

fwr"j’\rljSE"f.r,lijdu—-n{l\ = menq._\

possiamo dire che il loro sviluppo in serie di polinomi di HERMITE si comporta
inun punto , a distanza finita, come la serie trigonometrica di FoURIER diuna
funzione che coincide con 1a f(x) in un intorno comunque piccolo di x.

In particolare, se x & un punto di continuith o di discontinuith di prima

apecie di f(x), la serie (3) converge a ) e st f () b contic

nua e a variazione limitata in (x , &), allora si
in un qualsiasi intervallo interno ad (o, f).

A 13 convergenza uniforme 4 f (+)

5) Per questa e pet le altre formule ded polinomi di HERMITE utilizzate v. per ex: G, VITALL
© G. SANSONE, Modersa Troriz delle funsioni di var. reale, parte 15, cap. 1V Zanichell,
HBalogas, 1936,
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Per Ia (4 e per la (I}, valida in particolare per

dire:

i di HERMIT
FOURIER e

con s arbitrariamente grande wa finito, s coneport

P

sto x comse I serie trigovonictrica

2 La condizione sufficiente di ‘convergenza di KOGBETLIANTZ, ciok ln esi-

stenza dei due integrali

uendo

do:

sc i fanno ipotesi solo sulla ‘integrabilita di f(x) (cio&

ita} basta che siano convergent li

mo perdy che sia, per ||,

si ha

dell dezza di u(l




135

i il secondo integrale, utilizzando la (11)

vamente le limitazio
risulta-dell'ordine di g

e di grandezza :\iv( X J.nz-lmw
\ Fu )
in esso Hy (i) mediante

ondizione (8), i ottienc maggiorand

ente tedrema;

iame qui

Se una funsione [ (=) definite in (— oo , o0

& integrabile in ogni interooilo

fito, &, por | x| = o0, dellordine di grandessa di O\&™ ) ed imoltre rende

convergente I'integrale

f(u)]— f”'
T+

¢ HERMITE dF tipo H (3) converge in ogni pranto di contimita o di
Je—o)

Alle due condizion all infinite dette 31 pud sostituire Pisnica condizione della

I swa serie d

diseontinuits di prima

pecie di [(#) a ; [f (= + o

convergensa dell'intagrale 3

i
T [uph

1f@ ]

Las serie di HERMITE (2) comverge in ogni punta o continniti o di discontinuit

;5 I -
prima speci di () a < [f(x+0) + [ (c— 0], 50 J (&) remde comvergente

Pimtegrale
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oppure se & Hmnitata in tutto Pintervalls (— o

¢ ) ¢ vende comvergente Fin-
tegrale

du

[

3. OssERVAZIONE: — 1| KOGBETLIANTZ nella Memoria citata nella nota 3

e la funzione di v

Mo ¢

ppo in serie di HERMITE (3) non convergente per x
ariamente a quanto dice il KOGBETLIANTZ,

Pertrla funzione non risulta

dell'ordine di grandezza di ¢=: infatti la limitazion

(1) mediante la quale il

KoGBETLIANTS 1 Yt aallis per Rl i e

dicor

rnio all'intecvallo

< (V1), solo per |

‘+|--’! . con wemap(m) 41

& dove I & una ¢
lors

ante I

un valore di x,

termini della. funsione pos

eceettuato al pi

ene x. Ce ne i al pitt uno, perché gli intervalli fa sono csterni

Funo all'altro, ¢ quindi x pud essere contenuto al in uno. Quel termine oc-

corre maggioralo con la (IV), ed essendo in L ), se segue che't

§em |z |

L per [ #| oo,
ogN1 | %1 |

o di convergenza nel caso in cui non csistano

dx (con w(x) de

nita nell'intervallo

in qualsiasi intervallo finito) ¢ réswdte

=i

ol megue f (o) = E:(,: )) attors to seituppn (3) converge @ 1) wnifornie

wente i gualsiasi futervalis finito.
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Infatti si ha, integrando per parti,

essendo

[" e Byt et

quindi, per a sufficientemente grande & per #— oo, si attiene

@ JW Sy,

poiché la (IV) permette di scrivere

e He, (W) di = 0 (

Ora Pintervallo (a , o) lo possiamo spezzare nei seguenti intervalli
() (a5 @) 5 (6] 5 (409

dove a,, 4,4

sono i valori indicati nella (x).

Maggiorando in ciascuno di essi lintegrale del scconde membro di (8)
mediante
st

a (11) e le varie formule di limitazione di H (¥}, seguo che per a abba-
i grande i pud rendere

2

j'wf"“"' 2 ) i

piceolo quanto si vuole; si procede analogamente per integrale tra -
mente continua in ogni intervalla finito, il tearema

mente,

Allora, poiché f (x) & ass

& dimostr:

=

mple

&) Se integriamo (8) pér parti prendenda come fattore differen

€ notando che &

| How

: ) | |Hagal |
7:(«“}..)’ He 1 0o) —zp “2(;11 Du TG D

SOCIETA DEi XL, Serie 3%, Tomo XXIV,
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dove By, By, indi

no il massinio valore che i due palinomi assumono in
dimostra che i serie (3) converge uniformencents & f () int ogns intervallo
finita s risulta

= 0@}, con k<1, o [r

=o(|=h-

Al

seconda condizions 5i pud sostitwire la condizions dell integradilita

, come i verifica spezza

oo, sa) di {[e== fix)]) - intérvallo

195 in ire parti con i punti di di ¥3u, e usando per H,

le limitazioni (Ij, (IV), (VI nei tre

Questa eriterio & pidl generale
STONE 4, il quale esig

integrabilita di

(12)

allora la serie (3) comerge uniformensente o [ (x) in ogni utervalio finito.
Spezziamo Vintervallo (4, o) nelle quattro parti (o)’ del eriteria a). Liin:
tegrale

1)

o) B )

esteso all'ultima parte risulta, a causa deila (VI) e della prima delle (12),

dell'srdine di grs

dera i n{' per 1 —>00; Vintegrale (y) esteso alla

terza parte, mediante la (V) e la prima delle (12), risulta

o te=se)

6) Vedl, per <., G. Saxsos, koc. elt. 5),

ota (3}, 6 7.




i —

ntegrale (v) csteso alla seconda parte, mediante 1a (IV) « la p
(12}, risulta dell'ordine di grandezza di

Yarul o fale * [y
o . du)=o
o e

essendo.

e

.o —i““

Rimane inf

J<tan

Vn

ne

tegrale esteso alla prima parte, Usando qui la formula d
approssimazione assintotica (1) si ha che esso & eguale a

Consideri

o lintegrale contenuto nel secondo terminc: spexzandolo in
due con il punto di divisione a, = |21

fa" nl
0{7%

—3%) i ha che esso & maggi

Vor

o (u,m

| s

risults mono

a e s pub applicure il sccondo teorema. della media) st ha

chie esso & maggiorato da

o\
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Se noi escguiamo ln derivazione, vediama che i termini relativi alla deri-
vazione del denominatore, integrati, dinno tutti dei termini dell'ordine di gran-

Se maggioriamo questo integr
cd eseguiamo 'integrale cost

Ia seconda condizione delle (12)
st verifica che il termiie seritio

del-

Vordi

& nl
s it grandesnt; ol u["f J=- s e s e B
\ ¥n
Questo e
{alle quali s

o & particolarmente adatio per le serie di HERM

e di tipo b

assa da quelle di tipo H considerando appunto in queste la fun-

(2) richiede che f, (x)
za rapidamente in modo che | f, () i

zione ¢

fi (x)). Mentre infatti
| = o2, ma abb:

fte)

eriterio general

sia integrabile, questo criterio ci dice che f, (x) pud tendere pure allinfinito,
per |#] - 6o, purché tenda meno rapidamente di [, ¢ la sua derivata
meno ¢

pidamente di ||, T

mpi di funzioni che soddisfanc qu

5 criterios
5 i

per o5, () = = senar con e & 4t r<a.

) Possiamo estendere il criterio ¢) nel seguente modo:

[G8) = f, (£) - s (3), dove ¢ . (x) monotona tendente a sers por | x| = co

o (:r ixi"‘)‘ con ([‘{r: [ -)J: of

verge & - [[(x + 0) + f (x— 0)] in apui puents di continuiti o dF discontinaitd
di priwa specic di [ ()

ed fi(x)

|32 aliora to svituppo (3) con-

La. dimostrazione non varia; solo, quando ai considera Vintegrale (¥) esteso
all'intervallo (&, 4, si porta fuori del segno di integrale f, (x) medi
condo tearema della media: ed & per @ grande ad arbitro, f, (3)
ragiona poi su f, (x) come s & fatto per f(a).

nte il se-

(0]

) La funsione ¢ x now ha fo svifuppo (3) di tipo H comvergente ¢ guindi
la funsione x wan ha lo soifuppo (2) @ tipo b convirgente.

Dimostriamo infatti che la somma parziale s-esima f, () della serie (3]
ha limite




. T —

11 primo integrale rappresenta la somma parzialé n-esima dello sviluppo

in s

& per % finito. Applicando. inoltre 1a (4) nell'ultimo- integr:

di tipo H della funsione ¢* , sviluppe convergente uniformemente a

3i ottienc

% Ha oy () Ha () — Ha () Ha g, (1)

falx) r—m+--f|ﬂ-;-r’ ‘ T

Supponendo, per cs., # dispari = 2 e ricordanda che Hy(u) |

o dispari a seconda che sia pari o dispari #, si ottiene

2 Hy o () d

(D=2 51

formula

Ha(xym2

—al®),

]-.qu» Nt

la quale si ricava subito

alla fo

mula ricorrente dei- polinomi di HERm
ottiene, con procedimento ricorrente e per 1 = 2, ed integrando inolire tra

Hon () ds = 3 20

24 (e —1)

Quindi

¢ questo termine, per I (111}, non ha limite per n—» oo, ma oscilla indefini-

(z + l/‘;)

1) Una funsione [(x), definita in (—oo,co) ed integrabile in ogni
intervally fiwito, & soiluppabile in seric di HERMITE (2) di tipo b, convergente a
(x4 0) 4+ fx—0)

tamente tra i due estremi ¢2

in ogwi punte di continiiti o & discontinita di prima specse

& f(x), 36, por |2 |==a, con a arbitrariamente grande,
1) ddel tipo [(x) = | % [* ¢ (3), com w <T 1 e (x) funsione monotona linsitata;




2} oppure & manstona ¢ deil ovdine i prandessa al pii di | x|®, can w1

Basta dimostrare, per il tcorema del n.

12n

Nella prima. ipotesi i ha

ufficientemente g
lora essa e Ia funzione g (4) pos-
ori del segno d'integrale mediante il secondo teorema della me

Ma alla fine di questo numera dimestreremo che per = oo vale la relasione

= Ha (i

-
(¢5) I = o (1)
¢ limite vale uniformem che s¢ B, e B, variano

con 0 e 1, ¢ ch
al variare di n. Il er

wumero > 1 , i ha

ulta quindi

nda ipotesi, detto

B : Ha (i) dit

=

notona e limitata

Nell'in

lo gencrico (b,

la funzione: m
—=

ed f(u monotone; quindi applicando il secando teorema della media o

ntervallo

5 8i trovano nel medesi
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in cui & K una convenicnte costante. Da questa limitazione si ri

a causa

della (14},

«d essendo la seric scritta convergente (serie geometriea di
il teo

ne < 1) ne sogue

} Dimestriamo ora la validita della (14).
nantengono in modulo minari di n', per n— = , il limite risulta

con & =

Possiama qui

upporre il campo di i
o (', {¥ir). In tal caso, per il tearem

con  Bl<Bi.

ende all'infinito dell
(14) sark dimestrata completamente.

= 2 +
ricorrente, integrando fra g, e B s ottier

1 di log 1 ; cosi I

o n dispa

con procedimento

5.
),




Il termine f2m 4

quindi & limitate; la sommaior

applica Ia formula

in cui ¢ & una curva chiusa qualsiasi, racchiudente origine ma non il punto 1,
o punto singolare della funzione gencratrice, &

Se I curva ¢ esclude pure il punto — 1, allora il seconda integrale & nullo
(Ia funzione integranda & regolare entro il campo racchiusa da ¢). Prendiamo
per tale curva la circonferenza di centro lorigine e raggio 1, sostitui

Sl RS
torno dei punti & ¢ da due archetti di raggio - e centro nei punti stess

da escluderti. Indichiamo con ¢, ¢ ¢ le due parti (superiore ed inferiore) nelle

“qual vicne ad essere spessata la circonferenza, con ¢, Farchetto avente il

centro nel punto —1 e con ¢, larchetta avente il centro nel punto + ©
Sull'arco ¢, si ha ¢ = %, con

1 T
2arcsen =9 = — zarcsen -
am 3

esiendo R [: L

st | fagins

Allora Pintegrale relativo all'arco ¢,

luppo in serie di potenze

() 1= mediantelintegralediCavcny




La stessa dis nza si dimosira per integr

er 6 e ¢yt 5l ha R[; -+§|>° per Jx]<< 1, quindi & o~

s—>¢; inoltre:

= ni;, e lintegrale risulta limituto, essendo U'arco

teride

= e Pintegral zera, essendo Pareo ¢,

dell'ordine d
integrando per pa

andezza di log n
i ottienc

Quindi Ju, per  dispari, &
Se & n pa

T (.‘)u,.ufjf

medi

Portando fuari del segno d rale: lafunzione monotona

della media, ¢ notando che & 8, =y3km, si ottiene |, = 0 (J;

e quindi anche per n pari J, & dell'ordine di grandezza di log 1
1 primo termine dell'ult
della (IV.

W membro tende.a zero per m—soo, & causa

gli sviluppi in seric delle funzioni

5. Calcolianio ora, come esem;

€7 o8

i quali per il eriterio ¢) convergono uniformemente, in ogni intervallo

finita, alle funs

i stesse.

SOGIETA DE1 XL Seric 3. Tomo XXIV, 19
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a) Per la funzione ¢* si ha

re THhas=3

Sz (an)!

TH@a

essendo H, (i) dispari per n dispari.

Utilizzando la relazione (13)' si ottiene

* Ha (a) cos .

1 termini di indice dispari sono nulli, essendo cos w pari,
Calcoliamo integrale

f €3 Ha(u) cos udu;

esso & il cosfficiente di & dello sviluppo in serie di potente di 1 della funzione
ul

Sviluppando in serie di patenze di z abbiamo

3o

=

¢
MGn

1) H. (1)




=¥ =
essendo la sommatoria del secondo membro Vespressione del polinomio H,. (2},
calcolata per = = 1. Quindi

= 2 2 H,
z‘mst=l

(— e ten D)
oy 3

In modo analogo si trova
2 AT B (ML)
mem TS e B Ol

§ 2: INTEGRABILITA DELLE SERIE DI HERMITE,

6. M. Jacom " ha dimostrato il seguente teorema
serie: data una funzione f(x) definita in (—oo,ce), integrabile
+ convergente lintegrale

intervallo finito e tale che

(r5)

e con

(x6)

si ha che questa seric & integrabile termine a termine tra — oo, ¥ ¢ che Ia

somma vale proprio lintegrale di f(z)

6y ﬁ]’(z}.ix S:jr Ha () dx
= P

1 e N
=i Lfm:lh(..,u

a convergenza risultando uniforme in ogni tratte finita.

Questo_criterio pud essere migliorato, utilizzanda per Hy (x) le disugua-
glianze trovate, E precisamente, alla condisione (1) puo sostituirsi nna delle

segnenti:

f ()] dit convergente; (15} f(x) -u(r

(5

per |x|—oo.

8 M. Jacow, «Giarmale delllatituto Ttaliano deghi Attuari», 1931, u. 3. Egli con

© bisogan far. quir

polinomi di HERMITs: défnit dalla relssione He (5

cambiamenti; inolire considora Vintegrale di STELT]
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Quindi per il risultato citato nel 5. 3, & pud affermare che esistono delle
funzioni il cui sviluppo in s HERMITE non
t a termine converge

Fer la dimostrazion

convergente, ma che integrato

onsideriamo ima della serie (16)°

Ind con X un numero arbitr

, maggiore del madulo del

. valore ¥ considerato o degli estremi dell' intervalle in cui varia ®, possiamo
Su@ = [ f@)du #80 uydr o+ |+ |

£(2)

Se ponfama in I, Pespression

fpud rendere piceolo a. pi

re, prendendo X
ondo integrale gli intervalli di variabilith della.x ; 3, oo, ¢ dol

bitariamente grande; nel

st

non hanna punti a comun




—ryp
ondo mediante le
si ha,

e la (1) od il
parti, mediante il_punto. |

© maggiorando il primo.termine medi
(1), (1V}, (spezzando Vintegrale in du
per 11— o0 ¢ per [u] sufficientemente grande,

S ¢z, my d

Sostituende questa magglorazione in L, in cul spex
integrazione in due parti mediante il punte —zn,
intervallo la (VI) e nel secondo la (IV), risulta

_nU 2 o)

e quindi per fa (15). risulta, per X arbitrariamente grande,

L=0() per u—soo.

veee spezziamo Fintervallo (— oo, — X) con i punti i di (8}, in modo

anze trovate per i polinomi di HERMITE, ¢ e

da utilizzare le varic disug
conta della (15),, analogamente & quanto abbiamo fatto nel primo criterio di
convergenza per le serie di HERMITE, risulta

L=o(1) per n—soo.

Ragionando in modo analogo per 1,, si ha che valendo una qualsiasi

delle (15) risulta, per w300,

%
5,(@) ’ () d (2, W) dx +0(1).
—x

Nell'integrale rispetto ad « i limiti sono finiti; allora passando al limite

per #—»co si ha

[ 5 () e = [ f )
*‘”iw S0 (o, ) dr f\ﬂ:r

essendo
=0 (@>%
17) lim [P | =L =z
1 <® 7

* ) Vedi E; KOGUETLIANTZ, loc, cit. 3), Pp. 1




— =

Llinversione dei simboli di integral o & lecita, esistendo il limite
dellespressione detta, per un corollario del teorema di ViTaLt sullling
zione per serie.

Ma X & arbitrariamente grande, ossia &

[ e

cere; quindi

] fufm.w| =

con e>0 piccolo @ p

lim S (3)
b

ed il teorema risulta cosl dimostrato.

§ 3: SOMMABILITA DELLE SERIE DI FIERMITE CON LE MEDIE DEL CESARD.

7- Ricordiamo: data una serie: % ., convergente o no, si dice che essa

& sommabile (C , 8) quando esiste il limite

AP

con & numero reale maggiore di —
Se una serie & sommabile (C , 3), & sommabile (C , b con b<< 8.

4 delle serie di HERMITE con le medie del CE-

studiato da KOGBETLIANTZ, che ha dato il seguente eriterio:
In ogni punto di continuity o di discontinuith di prima specie della fun-

zione f(x), integrab

mabile (C, 8,520, con somma

11 problema della sommab

SARO & stato gi

fe in ogni intervallo finito, la serie di HERMITE (3) & som-

1
7

(= 0) 4 f (-
purché esista finito lintegrale

(18)

10) E. KOGUEFIANTY, loe, cit. 3), p. 180,




S

Per & = o si ha il criterio di convergenza gik detto.
Nella dimostrazione il Kocw 1z usa la disuguiagl
mentre abbiamo visto non &
a quant

nza [15] in wtto

ra; oocorre
biamo fatto per

quindi correggere Ia condizione (18], analogament
il criterio di convergenza,
in tal modo il scguente criterio:

Si ottien:
specie della
2 sommtabile (C, ),

In ogni panto di continuiti o di discomtiniti di prim
realle finito, e serie di Hermite (3)

ntegrabil in ogui

o, con somma

8

L+ 0)+fz—0)

prorch esista fiwito 1

tegrals

(18}

oppure purchi lordine df grandessa di f (i) per |u|— oo via

5) (|2

(153 fmolé®

Richiamo 1a di del KOGBETLIANTZ,
come si & detto.
La semma (C, 8) della somma parziale n-esima della serie (3) &

() S (z, ) du

{19) e

1
i

o (%, ) =
% m!lyn

Di o (x, ) esistono 1a seguente espressione assintotica:

-

(a1}




e la segudnte espres

(a2) A uym = Tt

(22)

relazione valida per  finita ¢ per
con k2.

(5 Bt Gori by S 4 ciod per |4

o 1a condizions (18),, pub essere maggiorata

o cd x e
trario >0,

V2i (T —a@)(0<ca<C 1), dove & & un numero arbi-
e la [18]:

LG |
O e

(20,

flix mediante la [rg]:

tali formule si-dimostrano allora, nell'ipotesi che valga la con-
(18);, le limitazioni

[ = rosPe,

ol

iamo invece la con

& (18), si dimostrano queste stesse limi-

tazioni spezzando gli intervalli (x + ¢, 7). (— Vi, = — €) nei vari intervalli
17) KOGEETLIANTE, loc. cit. (3), form. {60) e quella che seg
Se 2. som0 limit
e del KOGEETLIANTZ

a (63).
scile 2 ficavare dalla dimostra-

Ia (21) prende Taseguente

(o) A0 ) = -

dove f(n, 8) 8

i grandezza non-superiare & quella dela g

delle funzioni: z 5 rieava orando § termiad dell foorchi il primo,

coa Ia [13] & Ia [a1'),
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(18] [19] , [20] ¢ procedendo in modo analogo
a quanto abbiame fatto per correggere il criterio di KOGBETLIARTZ per Ta. con-
().

Cosi in ambedue | casi si otticne

di validith delle limitazion

vergenza della ser

1

o (1).

S () due = li

& ricava facilmente, per un punto x di cont

uith o di discontinuith di prima
specis i f (=),

i [ 5P Wi LEE O S 0)
Jm | 15D ) 3

il teorc

ostrato

8. Nel caso in cui si studi la sommabilita (C, 8), con & intero > o, si pos-
sono facilmente estendere i criteri dati ai nn, 4) ¢ 6), utilizzando la relazione
del KOGBETLIANTZ

[221]
bl

»

(24)

| @

¢) corrisponde il seguents eriterio:
), derivabile, ¢ soddisf

Cosi, per

Se la funsione f(x) ¢

definita nell intervatio (—

Je' seguenti condisioni

a2

(5) SR =olr per |z]—>oc

| ) Ko form. (70}

Soe1erA DRI XL, Serie 38, 1 XIV. 20




ablore: o seric di Hermite (2) di tipo b
Sormemente tn ogni intervatla finito.

converge uniformemen
sentando la samima (C, 8)

che il termine

tende & zero uniformement

Sostit

ada Vespressior

fino ad ottenere |

rmini

temine principale

con o=k,

ultimi. term

tendona a zero per n— o0 ¢ la tendenza a zero &
uniforme al variare di & in un intervalle finito: infatti essi d
della medi;

entana, per il
secondo teorem

applicato alla funzione monatona ¢ decrescente

(se supponiamo >0} 5

( ‘

o (i con a<h




—fygei

e l'integrale tende @ zero per n — o0, come & stata dimostrato nel eriterio ¢) del

n. 4 applicato alla fun ()5 £ (1) = 0x) ; inoltre
1
AP

11 termine

~esimo della 5o
in un intervallo finito, & maggiorato uniformemente, mediante 1a (I) applicata
a HY,, da

ine principale, se x varia

Jits va-
| L e

A

5 in cui & A una opportuna costante,
n duc parti mediante il punto
per Hoyyy

divisione YT

@) la

Si speri questo termine
(k:=>2) ncll'integrale. Nel secondo- termine si pub us
limitazione (VI), ottencndo k. maggiorazione

Anche il primo termine tende a zero, come & stato dimostrato nel criterio

5 (n, &
¢ applicato alla funzione /s () = L8 — o (i) infattl per il secondo tearema

della media si ha

Yo b E =i

SGE

ke —x) |

Cosl il termine principale, somma di un numers finito di questi ¢
tende a zero per #t—oo ¢ a maggior ragione tendono & zéro gli altri termini

non considerati

I teorema risulta cosi dimostrato.

9. Limitiamoci ad enunciare il criterio corrispondente al eriterio f); Ura
Sunzione f(x), definita in (— oo ,ca) ed integradile in ogni sntervallo firilo ha
Io suiluppo in serie i Hermite (3) i tipo b sommabile (C ,8) (3 intero > 0)

ft (—o0) S R i
BEX O IE0) 4 vt puorto di- contimtd o i diseontimirh

con somma
2

& 18 specie df f(x) e per x| ==a, con a arbity
¢ dellordine di grondecse al piu-di x>

antente grande, 3 monotona

"y eom a1,




siamo
it del Cr:

[ (%), soprattutto de

uppo in seric di HERMITE di
all'infinito defla f(x): nell's
abbiamo fi

erno del punto

osto l'esistenza dei limiti

in cu

ora supp

fe40) ., flx—0).

estese o sostituite da altre.

otesi possono ¢
Per la convergenza, si ha l'eqg

trigonometrica di Foumigr della

quindi, per csempio, posta

alenza

# (0

in cuf @ (x) & un oppertuno valore, se si ha

H—g()

sen

bblamo dato, la

x-qualsiasi delle condizioni allinfinito che
serie di HERMITE calcolata per x =¥, converge a © (x;) ™9,

s studia invece la sommabilita (C,8),3 >0, non si ha pit
finito; perd, analogamente 4 quanto avviene
wigonometriche, vale il seguente teorema

Data la funsioue [ (), defiwita in (— oo, 00} ed integradile is ogni inier-
sl finit, 51a- soddigfaita, uns: qusas. detle comdistont: iF infinito (per es. sin

of

insltre in un punts x tia siddisfatta Ja cona
HERMITE (3) di [ (x) & sommabile (C ,8) wel pusto detto ¢ I

fte.

enza-delle condiai

) . |,“.a) per |4|=>o0 e per un valore 3>0);

one (27); allori T serie di

19285 Tvoremadi

15) Vedi, per. e, TONKLLI, Serie Thigommuntriche, Bologna, Zasich

ostrato da Ko

S (« Rospr, ek Ala
b (C, 1) della serie di
8)-con 83> 0 qualinai.

Tale teorema per &= 1 & stato di

i Iipatesi {3 i
o, assicurs 1 sommabilies (G
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Per g il

wo detto, indicata con

mma (C,8) della sor

parsiale n-esima dell sRAITE di f(2), si ha, per n— 05,

Lt fmS®(r,

fo(1).

e quindi

S @ —0

®(]5 (x, w)du 4 0

—0.(5)] 5P (&, ) dus +

/e +

— ) — B (]S

+0(1).

Bisogna

ostrare che la somma di questi due integrali tende a o per

>,

Osserviamo innanzi hitto che si pud serivere

— @@= — et )50, —

D |;1"|,m—

r— ) — O ()] |5z, x—

(#) = o (%) vali

Ma per la {:

e per la a1}

A per &==—— ¢ per

x limitato si ricav

(29) 159, m| =Ty per &, u finiti;

dalla (21

dalla [15] si i

Yo e * Fud

S® e x i ),

SO 2 )| =i per x,u fimit

dove T & T' sono delle apportune costanti,




Allora si ha

e questo termine si pub rendere piccolo o pincere, prendendo ¢ abbastanza

piceolo,
Tnoltre si ha, dalla (217,

e e )= L I:,

ob L (s fu
_()“‘A |L:

< pec la [a1]

PG, x4 w50 x— =0 (ufa)
per qualsiasi valore finito di u; inoltre per la [15]
S (e 2 + ) — 5P (x 2 —

Allora

NI o5 R

(v e —
O(rn:‘f wlf—® +I‘wr“.‘

Questa relazione ¢ la (30) cf dicono che la differenza tra i due termini

[t [f e — ) — ()} 5P s, x— i

D ()] S (x 2 + w) du

[t
si pud rendere piceola a piacere; quindi possiamo serivire

SO — B () = f Ot S0 o x + Wy di + 0 (1),




tegrando

PR AL B Is 4 1 J"u,(.a
i xR
e

V=

in cui si & posto b (x)

’ 3(u)|du

Y8 o (1) per u=0; quindiil primo termine tende 3 o per # — co;

{10}

inoltre, indicando con 4 (g) il massimo: di in (0, g), si ha

1 T

&) =0 (1) per e=»0,

nsgoo, ciok i f!

per 8=o infatti si otterrebbe log w ¢ k(e log - all'infinito per

Yzu
n—oo.




