SULLE VARIETA ALGEBRICHE A TRE DIMENSIONI
LE CUI SEZIONI IPERPIANE
SONO SUPERFICIE DI GENERE ZERO E BIGENERE UNO

Memoria di GINO FANO

GODEAUX, in una Nota con questo stesso fitolo pubblicata nel 1933
nel ¢ Bollettino dell’Accademia Reale del Belio s (1), ha dimostrato il teorema

seguente;

Ogni varicti algebrica normale a tre dimension, woss cono,le cui sexioni 3 per
plane veno superficie regolari i genere soro e bigenere uno con curce bivanonica di
ardine stro (2) (ps =0, Py = 1) contiens un sistewsa lineare di superficie di
generi wno (e = py = P, = 1), la cui dimensione anmentata di an'unith sguaglia
{a dimensione delio spasio ambiente. Indicando con p il géncre delle curve sezioni,
& supponendo chic sopra le superficie sezion iperpi et proposta il
sistema di queste curve si completo anche rispetto al gencre (¢ & virtualmente
privo di punti base, percid di grado 2 p —2), la varicts praposta sarh del tipo
Wi =* di 8, , con curve sezioni C;* " normali non speciali di spazi S, .. E il
teorema enunciato afferma che questa W;P—*
lineare oo =" i superficic & di generi uno, di grado 2p—6, a curve inter-
sexioni di gencre p—2.

o

della va

contiene altresi un sistema

sezio

1 ragionamento di GODEAUX & semplice. Le superficie '/ i iper-
piane di Wi’ ~* contengono, olire al sistema lincare | G| delle loro sesioni
iperpiane, anche un ulteriore sistema |13 ~*| cogli stessi caratteri, percid di
dimensione pure p— 1, tale che ciascuno dei due & aggiunta dell'altro, © per

(1) S fes aridels afgdiripuces & brois dimenrions dan fes sectises Ryperplancs somd s sur-
i e genre véro efde igemre s, « Bulletin Acad. de Belgique, Classe des Sciencesr (3), to. XIX,
1033, p. 134,

(3) Quest'ultimn condinlons non & explicit

uente ennciata, s b implicita aell'altn By = 1

Sotikrk bEl XL, Sere 3 Tomo XXIV. 6
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conseguenza 3C| = | 2| (1). Le v}* =, appartenendo a spazi S, _ ,, sono curve

cananiche di genere . Fissando sopra una C* ~*, curva sezione di Wi™", p— 1

punti generic, & considerando sulle singole F##—* che contengona la detta G2f ~*
(e formano un fascio) 'unica 3" =" passante per tali punti (nonchd, di conse-

Rucnza, pei rimanenti p— 1 che cof primi formano un gruppo canonico di C

luogo di quéste co' curye y & una superficie ®

& curve sezioni canoniche

(le stesse )
lineare ‘cob —

e tale di generi uno, viriabile sopra Wi'™* in un sistema
percid di grado 2 p — 6 ¢ 2 intersezioni vau
come & detto nell’enunciate.

Questo risultato pub essere tuttavia meglio precisato, come tosto vedremo,

ulteriormente sviluppato, determinando 1 divers

abili di genere p— 2,

noncl casi delle varieth

paala, ciok i valori singoli di 4 (pochissimi

mente esistano. Aleune di queste vriet

incontrati da GODEAUX o da me in altri lavori
presentazioni di queste varieth (tutte razionali
Sy, ¢ quindi i tipi bi
semplici di superficie di genere zero ¢ bigenere uno, a curva. bi
o0 (fs = fr =0 ; Py=1).

Tale & Io scopo del presente lavora.

In pari tempo troveremo le
all’

2. Nelle ipotesi fatte & implicito ritencre g (per p = 3 la varieth WjF —*
sarcbbe uno spazio S, quadruplo (2)). Supponiamo anzi pel memento p=5,

e inoltre che il sistera lineare [ @] su W37~ sia ¢ semplico s, tale ciok che il

passaggio di una @ per un punto generica di W'~ non porti di conseguenza
il passaggio di essa per altri punti variabili col primo. I sistema |® | rappresen-
terh allora nel consueto scnso una . varietd My’ ~“ di §, _,, riferibile a W%~
con superficie sezi eri uno, immagini delle @, ¢ curv
di genere p— 2 (inspazi ;) (3). Il caso p =

i i fge ni cananiche
ppar-
tiene a una involuzione di coppie di punti su W,/ ™", verrd trattato a parte

s
nel quale il sistema | ® |

Enuiques, Jntrodusions alla geometria sopra le supecficie algebriche, sMem, Soc. ltal.
delle Scienzo (detta dei XL) + (3}, 10, X (1806), 5. 39; Sogva e sisperfiie algebriche di bigencre urv,
Ibid., to. XIV (1906); m. 4.

(2) Noa 5, doppie, come seabra che intenda GODRAUS, loc. €it., n. 3

(3) Allo studio di queste varietd, del tipo (serivendo 4 i logo & p—
S5 4+ can curve sezioni canoniche di ge

) M=% i
A, 50 dedical alounl mich Iavor tecent (Serité
matematici offeti & Luigi Bersolari, Pavia, Tipografia Rosettl, 1936, pp: 39-349: « Rend,
R Accad. dei Lincel», sar. 6, Vol. 23, 19 sem. 1936, p. 813, + Memorie R. Ace. d'ltalin s, Classe. di
Scienze fis, mat, ¢ at,, vol. VIIT (1936), n. 2, p. 23 sgg.). | risultati di questi lavori troveranno
ripetuta applicazione: il primo e Pultimo dei tre, ti di frequente, verranne
apottivamente colln solaindicarions Seritté Bersolari ¢ «Mem. Accad. ltalias,




9] non pu
a escludere che il

al . 10; mentre

appartenerc @ una involuzione. Nella stessa ipotesi p=5 &

sistema | @ | appartenga a una congruenza di linee, perchi sopra W il si-
stema linearc caratteristico delle ® ha dimensions g — 2 © si compone di curve
di ordine 25— 2; queste ultime curve potrebbero dunque essere composte sol-
con coniche o rette, ipotesi incompatibili coll'esserc Je ® di generi uno,
Pereib, colla riserva della dimostrazione che verrh data al n. 11, Ja_trattazione
casi por cui p
 sezione iperpiana di W#—

che qui segue fino a tutto il n. 9 esaurisee

=

+ & (come gih osser-

vato) |2€| =] 27|, e pertanto i sistemi lineari |2 F| e |28 | segano sulle F
curve equivalenti, GODEAUX ne deduce (senza perd trarne conseguenze ulteriori)
wero tuttavia soltanto & meno di
[ (1); superficie fondamentali che sulla var,

W37 * avente le F come sezioni iperpianc sono punté mudtipl (mentre su M2r—#
saranno vere e proprie superficic). Poiché | F| e [®| sono rispottivamente di
gradiap—2eap—6, o sistemi doppi [2F[c|2®| di gradi 8(2p—2) e

8(2p—6), la differenza ultimi numeri, ciod 33, fornira la somma

delle multiplicita di quei punti multipli di W'~ (z). D'altri parte su M;
Ie superficic £ immagini delle F sono pur csse di ordine 39 — 2 ¢ quelle imma-
gini dolle 2 F i ordine 4p—4, mentre ke 3¢, immagin

delle 2, per
con quadriche, sono di ordine 2 (2p—6). La differenza di questi
teri, ciod 8, sark quindi 'ordine complessivo delle superficie di

WP superficic fonda-
he |2f| |

interses

ultimi du

i dei punti multipli consider:

M immagg

mentali pee il sistema /], come anche per |2/ |+ queste

alte=

rte sommando alle 29 queste stesse superficie non si dev
invera lef {al pari delle F) sono superficie regolari di genere zero
ani di genere p; le @ (al pari delle ) sono regolari di generi uno con
di genere p— 2; percid le 2/ ¢ le 2 sono entrambe regolari di
genere . Le dette superficie fondamentali di |f| contenute in M*~* devono
dunque essere incontrate dalle 24 , ciod dalle quadriche di 5, _, , secondo curve
di genere aero; il che & possibile soltanto se esse sono piani (3), naturalmente in
atto (tale dovendo essere Vordine loro complessivo).

intersexios

fumero d

(1) SEVERS, Orserpasiont varie di goametria sahrs uina suerfieis algebeiva & safra uma vorictd
WAL R Tat. Venetos, 1o, LXV, parte 54 (1905-06), p: 635.
(2} Sopra W7 il sistcma | 2 F| & segata dalla totalith delle quadriche; e pectanto | 20|

sopm consideratl.
i di generc w (= o), Je foro Inter-
‘percib, se quest'altimo genere & mullo,

arh scgato dalte quadriche passanti per i punti muldpli

(5) Supposte tal e df ordine # (= 1)
sezkoni com quadriche sarana di gencte 27+ m —
P —




==
Sepra My =" la differensa 2 f — 20 & costituita da ot piasd, fonddmentali
per | 2f1; sopra W' =" fa differenza corvispondente 2 F—2® 3 costincita da

oo, puntd quadagls (3 malipliciva 32 :4). et e 0 e B

warieti Wi ™ & siperficia sesioni i genere sero ¢ biganere wno ko dinque 8 punti
guadrapli; e questo fatto di una W, vineslata soltanto ad avere superficic sezioni
di un tipo determinato, e che ha di conseguenza certi punti multipli isolati, & senza

dubbio particolarmente natevole, Ciascuno degli 8 piani suindicati di M;=" &

riferita all'intorno del corrispondente punto quadruplo di W;' = in modo che
lle coniche segate su_quel piano dalle quadriche, ciod dalle superficie 25,
corrispondons. in questo intorno le serioni con_ superficie 2@, ciod con qua-
driche che vi passano semplicemente. £ coni taugensi a Wi~ nugli 8 panti
guadripli sono percid coni di spazi S, proietranti saperficie di Veronese.
Duc degli 8 piani di M}’ = non possono avere a comune una re
essi costituirebbero insieme una quadrica di S, e questa sommata & una super-
ficie 2 ne aumentercbhe il genere. Possono tuttavia avere o anche non avere

a comune un (solo) punto, il quale, quando vi sia, sark doppio per M3’ ~ ", Nei
due casi, la retta congiungente | corrispondent] punti quadrupli di Wi' —* stark
© rispettivamente non stark su W'~} tali coppic di punti si diranno (per
brevih) rispettivament
dei suoi punti quadrupl

congiunti « now congisenti, Proiettando W1 " da uno
, le profesioni degli altri punti quadrupli saranno per la
varieth projezions ancora quadrupli oppure tripli, secondo che sono non congiunti
oppure congiunti al primo. Ripetendo Voperasione due o pits volte, 1o multi-
plicici dei punti inizialmente quadrupli e congiunti o 4 fra i centri di proiezione
si ridurrd o 4 — k.

Ci limiteremo a considerare il caso che pud dirsi « generale », nel quale le
coppie di piani (fra gli 8) eventualments incidenti s'incontrino in punti tutti

(1) Alle supericic 79 segate su)
biento §y—1 corrispondono sulls WiT

3% dalla totalith delle” quadiche dels spacio: am-
Io: suporficie 3@ sogate dalle quadriche’ di

e cib b confermato dal cam-

quest'ultimo spazio passanti per gli 8 punti quadrupli di W2
piito dei parametri da cui dipeadono fali intersezioni. Le quadriche di 8,—; dipendano da
G=nlry) ps

porM2/—$ pr\hmm(
g | done A= DU (44
i sistemna | 29| ba dinsonsions £— L8+ 2 ,[ 5 )

) s o s

52— 11, D'altra parte in 5 lo qua-

;g,:—u

) Ne segue che su

ariche dipondorio 04 2253 paramot indipendeati; e per Wi e passana

ipeade

s (ot quante,

s Sy 1, pér Ia curva scaiono G37

1 iter nsre d s pirfcls sapito dala totaih dells qusdrich, oo |27 |, i diminsant
U+ F—np—8
e

= 5 — 31 numero che differisce appunto. da 54— 11 di 8 uni




e
distinti (1). pure che nella configurs

di questi si comport in egual mado rispetto allinsieme dei rimanent

ticalare che ciascuno incontri (2 quindi-anche non incontri) unio stesso numero

dei rimanenti. Osserviamo inoltre che Ia M;? ~ * non pud essere una cot di super-
ficie cubiche ¢, conteniute negli S, di una oot razionale normale (z). Invero le
superficie £, di genere zero o bigenere uno, segherebbero le 4 secondo’ cubiche
piane, ¢ conterrebbera di conssguenza un fascio di cubiche (ellittiche). Il sistema
agginnio a questo faseio non dovrebbe avere colle dette cubiche intersezioni va-
riabili; dovrebbe dunque risultare costituito da componenti parsiali, ellittiche,
di almeno due cubiche distinte; il che non & possibile.

Per p=5, I varieth We#—* sarebbe una WE di Sy, la quale da 2 dei
su0i punti quadrupli, anche se congiunti, si proietterebbe in uno spazio S, sem-
plice ¢ con 6 punti almeno doppi; quésto ¢ase non & dungue possibile. I pos-
sibile invece il caso p = 6 (W™= di S; , M* di 5y), soltanto perd cogli 8 puniti
quadrupli tutti congiunti a z 2 2; la proiezione di W= da 3 di questi punti &
allora un S, semplice. Studiamo ora questa W' di S; ¢ Ia corrispondente Mj di S

3. Varieth W' di Sy e M§ di S5, — Per p =6 la varieth My? = diS,_, &
una M; di S, a curye sezioni canoniche di genere 4, percid intersezione di una qua-
drica ¢ di una forma cubica di ;. La detta quadrica non sarh un cono; non
cona di 28 specie, perchd fa M{ sarebbe una oot di superficie cubiche, contra-
Fiamente a un’osservazione precedente; non cono di 18 specie, pérchd gli 8 piani
che devono stare su M; passerebbero tutti per il vertice, quindi per uno stesso
punto, il chc si cselude pure facilmente (3). Rappresentando dunque la detta
quadrica di Sy, nel modo consucto, sul sistemn o=t delle rette di uno spazio Sy,
Ia nostra M avrd come immagine, nella geometria. della retta. di questo Sy, un
complessa cubico I, contenente, in corrispandenza agli 8 piani a due & due inci-
denti, & stelle di rétte (o, dualmente, piani rigati). Si tratta percié del complesso
delle rette gencratrici delle quadriche di una rete, della quale i centri delle & stelle

i punti basi: invero per 7 arbitrari di questi 8 punti passa certo una rete it

ip—i
§

avrebbe per MY = multiplicith = 3.

{2), Vedi § duac miri Invori citotiz Seréth Bersalard, . 3; «Mom. Ace. d'ltalias, 1, 2.

(3) Indipendentemente dall'aver supposto fin da principio che gii & plani della M
5i incontrin in punti tutt distint, nel caso prescate gli § pan non possons stars in wna
stewso 5, perchi 1 MY di Sy, sc irviducibile, non pud avers a comune con questo S, otta
pinsi. So non $tanno in un Sy, la forma cubice sopra considerata avrebbe anchesea nel wertice
el coa0 quadrics un piito doppic, coa cono quadsica tasgente; e questo seconda comd quadrico
i It} in un cono a2 o i di ordine 13 i § piani come parti,
ipotiai inamckisibile,

(1) Se per un punto diM}" ~* passassera tre a pit fra gli § piani in parola, questo punto




— 46—
di.quadriche, i cui regoli di ambo i sistemi sono tutti contenuti nel complesso T’
(ehe con ciascuno di essi ha gid a comune 7 rette), e pertanto I’ coinciderd col
complesso delle rette generatrici delle quadriche di R, e conterrh pure Ia. stella
eol centro nel rimanente (ottavo) punta base, Le rette del complesso I sono
altresi quelle che congiungono le coppie di punti reciproci rispetto a tutte le
quadriche della rete B, nonché quelle sulle quali- queste quadriche segnano
soltanto e oot coppie di un'involuziont.
Questa M} con 8 piani contiene appunts un sistema lincare
19 di genere zex0 ¢ bigenere uno. Consideriamo infatti entro la rete R ¢
siasi @ degli oot fasdi; per questo fascio pussano (in 5,) oot reti di quadrich
una delle quali & R. Le gencratrici delle quadriche del fascio formano una. ¢
gruenza (2,6) - la congruenza delle corde della quartica base — contenuta,
corrispondenza alle dette co7 reti, in altrettanti complessi cubici, dello stesso
tipo di I'; e questi incontrano ulteriormente ' secondo cof congruenze (7,3).

di superficic
0 qual-

Queste congruenze hanno appunto per immagini su M un sistema. lineare
di superficie f*> di genere zero o bigenere uno, come richiesta (1); mentre
congruenze (2,6) corrispondenti agli co* fasci o entro R hanno per immagi
superficie B di genere aritmetico - 1, appartenenti a una congruenza del 1° ardine

di coniche, ¢ incontrantisi a 24 2 in coppie di tali coniche. Le £ su M® sono

residuc di queste EF rispetto a forme cubiche (2),
La M; & razionale, poiché i suoi 8 piani sone superficic unisccanti della
detta congruenza di coniche.

1 sistemna lineare | /12| su Mj rappresenta una Wj° di S; con 8 punti quadru-

ani conten

pli, immagini dei pi n M} ; contenents inoltre le 28 rette congiun-
genti tali 8 punti a due a due, ¢ teceata lungo ognuna di queste rette da un S,
fissa. Da diie qualunque A , B degli 8 punti 42 la W si proictta in un
cubica di S, con G punti doppi (3); gli intorni di A, B vi hanno per fmm:
due rigate cubiche di sistemi opposti, colla retta traccia dell’S, tangente fisso
lungo AB quale comune direttr ica, & incontrantisi percid ulteriormente
in una quartica che ha questa direttrics come corda, Da 3 degli stessi § punti

rett

(1), FANO, Nucre ricerche sille congruswse i rette del > ondine.... +Memsorie: R, Acead. i
Torino s, ser. 1, ta. L (1901), § 14; Supericie algodriche di genere zera & bigenere s, « Rendl Girealo
Matem. di Palermo», 29 (1910), p. 98. Queate ock congrucaze (7,3) sano quelle delle r rotte prin-
eipali » (Fiupteiralen, seconda TH, REVE) dei sistemi lineari ood di quadriche contenenti la
te B, ciob delle rette fin o quadricke (anzi

(a5 L siperice B9 non possono sagarss s MY con qisedrichie) pesehb I congroensa 4.6y
delle carde di na quartica. elittica, base di un fascio di quadriche, o sta fn un complesso qui-
dratico.

{3) . SEGRE, Sulle varictk cubiche dells spario & 4 dimentioni, «Mers. B Accad, Torino,
€2) . 30, 1887, p. 3; CASTELNUONO, Safra wna congreisa del 3° ordins ¢ 68 classe.y € AR R, Iste
Veaetos (6), to. V, 1887,

sola el sistema o




==
In W' si projetta biunivecamente sullo spazio S,; gli intorni di questi 3 punti
hanno per immagini quadriche passanti per le projezioni degli altri 5, e incontran-
tisi & coppie secondo cubiche che passano pure tutte per questi § punti, pid
una retta, corda di ogni singola cubica nonché secante semplice delle altre due.
si projctta nel sistema
samma degli cot piani o delle anzidette 3 quadriche, ciot ncl sistema delle super-
ficie di 79 ordine (K7) passanti doppiamente per ie 3 et zidette ¢ sempli-

mente per le loro corde pure tests menzionate (retie ecoezionali ‘delle K7).
Liinsieme delle 3 quadriche & 'un

iche o

ea superficic di 6° ordine binggiunta alle K7 (1).

on § piani: alle

la rappresentazione su S, della M; di

Diq
superficie g sue sczioni iperpiane corrispondano in S, superficie F* passanti pe

si trae pu

e aventi come punti doppi i loro 5 punti com

© 3 cubiche sghembe anzidett

equivale complessivamente a 29 condizioni).

La Wi di S suindicata fu da me gib incontrata nel 1910 (3). Coasiderando
di punti ¢ i

i inviluppi, costituiscono

coppis

I quadriche inviluppo di 5, come panti di uno. spazio S,, |

punti doppi di questo stesso spazio, come part
in S, una varieth p! o una gy, questultima qu: \JH]]V..: ]wr la precedente (o con
are riche-luogo di 5,).

sezioni [perpiane immagini del sist

La W)’ coii suoi 8 punti quadrupli & la sezione Wi® e il con un Se

generico: di S,

pure presentats a GODEAUX alla fine (n. 13) di un
delle oo copple di punti recipraci rispetto
e le cui congiungenti sono le rette. del

La stessa W} si
30, cori
a tutte le quadriche della rete R (co;

vore del 1 wrieth immagir

complesso cubico T (3). Piti diffusamente & ivi studiata una varie

e all'ipotesi che le quadriche della reie R
sunte questa come tetraedro fon-

ila WS, corrispor

pasticolare ¢
abbiano un comune tetraedro autopolare.
ate, le quadriche di questa speciale rete potranno rap-

le per le coordi

(1) Clascuna delle tre quadriche fncontra le K scconds di
I 0, ¢ dus dellc rette ceeesionnli sindicatr, Quando una
be, In parte sta. qu
pilt ma et pasta doppio el

iduia (di ordine

i s o o b
il terza cuies (6, oltr §
paresena

W

) incontra g

to Plntorno di ciaseuno dei puntl quadrupli di

aten, i Padering , 30, . 14

it les couples de oints froerses de Pespace, « Bull.
o e ¢

di Veranese, =|mlr &

it del « R

e s
Acad. Telgique, Classe dos Sciences » (5). to. XV, 19301 . 907
(e pereid e e o g i M) oo per imamagin § due sistens
da GODEAUX & p. 92 con
sopr fndicati. Questi ulin

Wi

Le superficie

upceficie’ d 40 ordine indicati

& che appartengono allinvohesion
e sisternl sono pertantein corrispondenen (3,1} ol prini.

i punt reciproci




e
alla. quale (s¢ le a; vi compaiono tutte effettivamente, vale a dire se le dette qua-
driche non sono tutte coni) pud darsi la forma X & =o0. Bra esse vi
sono, sei coppie di piani uscenti rispettivaments dai 6 spigoli del tetracdro,
Gli 3 punti basi della rete hanno allora coordinate xi= £ 1; ¢ le mpplt

di punti reciproci rispetto alla rets sono lsgati dalle relazioni )= -«

e aventi i centri neci
aventi per diretirici

Il complesso ‘cubico T contiene in tal caso anche le 4 st
vertic del tetracdro

utepolare, e le_3 congrueni
le sue coppic di spigoli eppesti. A queste corrispondona sia sopra M;, sia sopra
W uperficie costituiscono insieme

una sezione iperpiana (1)

sopra VI queste

i e 3 quadrich

4. Varieth Wi di Sye M} di Sy, — Sia ora p= 75 si tratti percid di un
sezione comple

di S, a curve serioni canoniche di generé , inte

& contenente (come richiesto) § piani; riferibile inoltre a una W' di S; con 8 punti
quadrupli, immagini dei piani anzidetti. Gl § piani su M} non potranno cssere
e cosl fasse, vi sarebbero in uno stesso piano 7 punti

iduo di questo piano rispetts alle gt sc-

tutti incidentia due a du

doppi di M}, ¢ il sistema lincare oot re
wrebbe di grado 2, a intersezioni varia-

xioni di M}, anziché essere omalvidico (2),
bili ellittiche; apparterebbe percid a un'involuzions, il chic non pub avvenise (3).

Su WJ* cinscuno degli 8 punti quadrupli sark pertanto non congiunto a una

almeno dei rimanenti; e da una coppia di punti cosi fatts Wi si proictterd

una ! di §;, con 6 pun almeno doppi-
questi punti sono precisamente doppi (4), e pereid su M; ¢
e 6 altri, e non incontra il rimanente.
ppie ', B ' 3, per

n si incontrino, secondo

profesioni degli altri punti 4% di W
o P

Di qui si trae ¢
scuno degli 8 pi am
In aliri termini, ghi & vipartirsi in 4
lunque di essi &1 incontring, oppure

(1) Cinscuna rottn delle 4 stelle e delle 3 cotgruenze fineari 5
oo quadriche tra e 0! aventi il dato tetraodro atopolas

vamente fmm
nza trilibearo fra exsi, penerans

Siezungaber, der Akadk

avere, evidentemente, punti tph. Potrehbe: avers
chbero su Wy tn

multiple di 3) 4 fra essl pure mutuaments

4) La ;»‘ appartcaente a §; non
pante quadruplo, < essere cono; I
TutgAmEnte Dan. conglunt, o
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che appartengonio a coppie diverse oppure a una stessa coppia. D'altra parts,
ogni qualvolia 3 di questi piani sono a due & due incidenti, come p. s 2,87,
Ioforo mutud infersczioni o, ay, By determinano un fuave piano incidente &
questi 3 secando: rette; péreid confenute pur vsso in futte le quadriche passanti
per M}, noriché in- M} stessa, varieti base di questo sistema di guadriche. Si
haiino cost su MY dei nuovi plani, in pits degli 8, Per il punio a8'ad cs, vengono
& passare nuovi piani incidenti sceonda reite rispetiivamente alle torne a@y
oy’ 2B8 oB8, ¢ tutti contenuti nello spazio S, =w@. Se perd questi- piani
6 anche solo 3 di essi fossero distinti, essi determinerebbero con w, B un cono
quadrico di 5, di vertice o, contenuto in wtte le quadriche passanti por M,
nonché in M) stessa; ¢ questa & spezsercbbe, Debbiamo percid concludere ch
4 piani calneidono a due a due; p. es. quelll incideati secondo rette
werie afy aB3, & coshgli altri due (1) Avremo ok un unico piano inci
secondo rette ai 4 piani , 8,7, 3 (e cosi per a, B, v, 8
suranno lati di un quadri
Di queati nuovi piani ne avrenmo in Wtto afs, ciascuno incidente 5

, ¢ precisamente alle quaderne:
wByd  efy¥  aBy¥ oyl
WBYE WBYE oBYE oy

Gomplessivamente, questi nusvi otto piani, che designereiio colle parentesi
(aprd), -+ , formano una configurazions identica & quella dei primi; ciasturnio &
fcidente (in un solo punto) a tutti gli alte, tranne uno: quell'un if cui simbolo
st col primo nella medesima colonma, Una M di S, vincolata a contencre una con-
figurazione di § piani come qui richicsto ne contiene dunque di conseguenza u
seconda del medcsimo tipo; e Ia relazione fra le due & reciproca. Ciaseun piano di
una dellc 2 configurazioni ne incontra in rette 4 dell'altra e inun punto 6 della
propeia; rette € punti che sono Jati ¢ vertici di un quadrilatera complato; ¢ non
Incontra affatto § 5 plani rimancnti. 1 16 piani costituiscono Vintersezione com-
pleta deile M} con una quadrica di 5. infatti, mentre per M{ passano (precisa-
mente) cot quadriche di S, gli 8 piani di una stessa configurazione si incontrana a

8
coppic in (2}— 4= 24 punti, per | quali passano oo} quadriche; ¢ queste ultime

contengono di conseguenza tutt i piani di eatrambe le configurarioni. Tn questo
sistema linenre oo* di quadriche sono contenute 4 coppic di spazi S, per esempio
lospazio S, def due piani sghembi @ o (o @y 8) contiene anche § piani B, v, &,

(1) Non pub o stesso pinno incontrare in rette ad o5 | quattro piant %, By 7, ¥,
perchié y oy’ avrebbero allor un punto comuns, contrriamente alo ipotesi. Poteebbe henst
o stesso piano iacontrare in rette = B, 7, &, ma lo seambio di 8 ¢ & & tuttom ammissibile, ©
‘questipotesi nan & percib diversa da quella sopra adottata.

SociETA D1 XL Serie 3% Toma XXIV.




e o
mo in un punto e il secondo in una retta, & i piani (uBy'5),
(a'¥8) . (af’y"3) incontrant in una retta il primo e in un punto il secondos
csso forma coppia colla spazio S, dei piani sghembi o e (a8y3), che contiene
a.su volta i rimanenti 6 piani. Le altre 3 cappie di Sy si hanno permutando le
lettere &, 8,1, 8 ¢ i 16 piani sono ke intersesion, nei vari modi, di queste copple
di 8,. L'intera. configurazione & trasformata in sé dal gruppo delle omografie
di 8¢ che scambiano comunque gli 8 iperpiani (S} suindicati, conservandone
tribuzione in 4 coppie; omografic in numero di 8-6-4-2 %= 364,
o qleste, 16 = S fmmm. fisse tutte 4 le anzidette coppic di iptrpi‘xni‘
dosi (salvo Mm.m.\, scambiare i due iperpi
i hanina cosl 15 omsgrafié involutorie, ottenibili come prodottt di quslle 4 che
scambiano i due S, di una soli coppia. Queste ultime sono omologie armaniche
aventi il centro nel punto comune agli S delle altre 3 eoppie, ¢ come spario di
omalogia I'S, polare di questo punts rispetto alla quarts coppia, il quale & pure

olare dello stesso punto rispetto a tutte lé oot quadriche passanti per i 16
piani di M. Queste 15 involuzioni mutano perta & ogni quadrica del
detto sistema oot & cosl anche Ia M}, che & base di una rete di quadriche entro
questo sistema ot

E noto (1) che una Mj di S;a curve sezioni canoniche (non huogs di oot
superficic cubiche) ¢ contenente un piana si projetta univocamente da questa
piano su Sy in modo che alle sue sezioni iperpiane corrispondono superficie di
4% ordine 4, passanti per una curva 7, confenuta in una superficie cubica §1;

tultima superficie & immagine 2 sua volta del piane asse di proiczione, Nel

ttando ad es. dal piano (xfy8), ciod dal piano che incontra in
rette «, B, , 5
phni , 87,8 si proicttanc in 4 punti, vertici di un tetracdro ABCD;
piani della scconda configurazione incidenti a (afy8) s proiettano
negli s]nga\ del dotto tetrac

1 piani o, 8, ¢, 8 nells Fasor di quento tetrasdro;

il piano (B3, in un cérto piana o, Lo spazio S, dei due piani sghembi
(aBy8) , (' B'v'®) incontra ulteriormente M} in una rigata ellittica R¢ con due
cubiche diret i piani anzidetti; questa R® ha per immagine una cubica §
nel piano a.

La superficic {1, immagine del piano (apy8) asse di proiczione, ha i punti
A,B,C, D come doppi, ¢ passa per Ia cubica §; le ¢¢ hanno gli stessi 4 punti
doppi, ¢ contengono pure i 6 spigoli del tetracdro ABCD, nonché la cublca
8, appoggiata a questi spigoli (il che equivale complessivaniente a 28 condizioni)

In altri termini, la curva 4 relativa alla M} pit generale con piano (v. seprs)
si & ara spezzata nell'insieme della cubica 3 e dei 6 spigoli del tetracdro ABCD,

(1) FANO, Serithl Bersolari, 1. 4




ey

Viceversa, ogai sistema lineare di ¢ soddis

facente alle condizioni suindical

Tappre

wta una M} di S; contenente 16 piani; con che & dimostrat

Peflittiva
enza di una M} cosi fatta

Esiste pure Ia corrispondente W)’ di
essn V'esistenza & provata dal
derando in M
suS; da |24
tati dalle

on & punti quadrupli; ¢ anche di

ntativo su S, (1). C

tema |
gglungendo
¢ ¢ dai vertici d
fstema somma, frov

| doppio delle stzioni ipery
li 8 piani della prima configu
tetraedro ABCD

o come sistema rappresentativo de

rappresentato
zione, rappresen-
i o dividendo infinc per

quest'ultimo

ani iperpianc di W', e quindi del sistema |/t | su M}, il sistema delle super-
ficie di 69 ordine &° passanti doppiamente per gli spigoli del tetraedra ABCD
& semplicemente per la cubica 8: superficie appunto di genere zero ¢ bigs

uno. Ai piani della s

nda configurazione corrispondona su Wit superfic
i W 5
da |29] o | 24|, ma cogli § piani della

3° ordinie con 4 punti doppi in alt
@perando analogamente a parti

ttant fra § punti 47

seconda configurazione, otteniamo su M} un nuovo sistema. lin
S|, rappresentato in S, dal sistema delle superficie anche di 6 ord
i A B, C.D punti tripli, Ia cubica & come dappia, ¢ passanti sempli
pigoli del tetriedro ABGD, con piani tangenti fissi lungo di essi. Anche
qQueste nuove superficic ¢ sono di gener

bigenere uno (di un tipo fors
he aggi
w0 ¢. 11 loro siste

fion mal incontrato finora); non ar

nmettono quadsi
bisggiunta di 4 ordine composta di {1 e del
a Wy di 5;.

E oyvio che.i du
mente cquiv
i s

unte, ma hanno una

a rappre-

sistemi lineari o0t [£] o | ¢ | deve

ere birazional-
¢ devono potersi scambiare con una involuzione Creme

e di una delle 15 omografie involutorie dianzi considerate in S,

e s sistema lineare |§4

, & che dovra in pari tempo mutare in sk stesso

volutoria {unica) su M) che
nbia i due pinni (aBy8) e « dovrd scambiare i sistemi omaloidici residui
rispett & [+ | della superficic cubica 9!, immagine del pisno (Byd), ¢ del punto
A immag (residui di {1) corrispondono pertanto
It tuperficte di 42 ordine aventi in A un punto triple, pints doppi in B ,C
passanti per la cubica 8, ¢ aventi inoltve piani tangenti fisss lungo gii spigali
dal tetraedro ABCD (3). Le generatrici del cono che da A proletta Ia cubica

Per es. I trasformazione immagine dell'omografia
A

di &, Ai piani dell'uno spazi

(1) Mepee Tesisscne i yna W3
und porta i coaseg e se 33 4) quella ddlla corrispondents M ~F di S5 a
carve-sesioni canoniche © conteasate 6 p

2 (o 1

non & Rnora dimastraa, i generale, 1 propo-

sitione inversa. Stabilita T

istenza di una.

caw per caso
{2) Per gl spigoli AB, AC, AD quest'ultima condizion & conscguensa’ delle precedents
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della. trasformazione o ai punti di 8,
amente per gli spigoli del 1

e passanti semplicemente per la cubica 8, percid

3 sono rettc fondamen

Alle superficic di 62 o

ABCD, percit con A triple,
ti le generatric

e corrispands

ne passanti doppi

2 punti variabili, corrispondono super-

di 6° ordine con A triplo,  passanti doppiamente per 3
W sono

contreremo al n, 8.

Ouesti sistemi lin
valenti ad altri contenuti]

antenuti (o equi-

4 esaminare i casi di p>7: ¢ vediamo 2

ioth M7~ di S, tre degli 8 pis
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@, gy, SN MUt .
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re
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el
punti Ay, dsy Ay, quadiapli per W, immagind dei piani @, 2,2y, € Do per
gli aliri 5 punti analoghi; e vi avesbbe puati deppi, con coni tangenti immagini
delle rette 2,7, % ®, 2% (1. Alle s coniche segate su = dalle quadriche di
S,y viod dalie superficie 2 di M;" =" isponderebbero su § le intersezioni
colle superiicie 2@, ciobcolle quadriche di S, passanti (solsmente) per gli 8
punti 4 di Wi/~ , dei quali 3 soli su £ e doppi per questa. Questo sisten)
di curve dovrebbe essere di grado 4; e allora, indicato con # Vurdine di &, s
avrebbe 4= 4% — 3-3, quindi per # un v i
3° £ invece ammissibile Vipotesi £ 4; nel qual caso per ordine »

della £ alla relazione precedente va sostituita. l'altra
= 23; eal piano % corrispondercbbe su Wi’ =" una supsrficie cubic
punti doppi {come gid al n. 4). Perd l'insieme di = ¢ dei 4 piani ch
incontra in rette, insieme certo contenuto in’ un Sy, non deve allora stare
in un iperpiana (S,—.), poiché 1a curva intersezione di w colla superficie
residun sarcbbe di ordine > 3. Sark dunque p— 1 =6, =7; troviamo cick
i soli casi gia esaminati in precedenza, in particolare per &= 4 quello deln. 4.

Pertanto, se = 7, & ascluso che tre degih owto piand exictent su My’ = si incon
Britio ttti a dwe o due. Se due d aisi sono entrambi incidenti a wn terso, guesti
i man patranno incoutrarsi. Analogamente, su Wi, tre degli 8 punti 4
Hon potranno essere tutti congiunti a due a du

15 pure escluso d'cra in avanti che sulla M}’ ~* uno degli 8 piani, ¢ sia x, ne
incuntri altri tre 8,8 in punti B,C, D allineati. Invero, se cosl fosse, 1a M}’ ~
lungo questa retta BCD, contenente 3 suci punti dappi, aveebbe uno spazio
S, tangeate fisso, contenente « ¢ contenuto negh spazi S, dei conl quadrici ad
s tangenti néi punti doppi B, C,D. Tale S, incontrerebbe i piani 8,v,3
(imtuamente sghembi, perchi: tutti incidenti ad «) secondo rette anche sghembe,
giacenii s una superfice di 20 ordine. E le quadriche di S, p:ssmi

stessa loro varieth base, conterrebbero
guenza questultina superfiie, & quindi (contenenda pure ) 1'interd S, anzidetto;

i

sieché questo S, sarebbe parte di M

6. Sia duique ora > 7. Supposto ché ciaséuno degli 8 piani della confi-
gurazione incontei un cérto aumesd & fra gli altri, & percis non i
nenti 7—, segue da quanto detta or ora che gl andidetti + sscanno sempre,
percid x— 1. =7 —x , da cui x == 4. Nei casi ancora
+i, ogni piano fra gli 8 sark incidente a non piti di 4 altr
precisamente x — 4. Considerati due qualunque degli 8 piani fra loro
incidenti, fra { rimanenti ve ne saranno ancora 3 incidenti al primo, 3 incidenti al

(1) Cisegue

Wi = el o
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secondo, nessuno a entrambi. Inoltre i tre piani incidenti al primo non potranna
incontrarsi fra loro a due a due; e cost dicasi degl altri tre, incidenti al secondo.
Complessivamente gli otto piani saranno distribuiti in 2 quaderne, tali- che due
pinni di una stesst quaderna (per esempio il primo, ¢ i tre ultimi, incidenti al
secondo) non saranno mai incidenti, mentre invece!piani di quaderne diverse
sempre si incontreranno,

Gli § piani stanno pertanta tutti in uno spazio 3 di dimensione = 8, deter-
minato da 3 fra essi di una stessa quaderna (poich® tale spazio contiene evidens
temente tutti | plani déll'altra quaderna, e per conseguenza anche il piano ulte-
riore della prima quaderna). Dico ansi che questo sistema di 8 piani & I stessa
varieth My ~“ in parola devono appartencre allo spaxio S, sicchd sark

8, p = 9. Invero la varieh Wi’ =" di S, immagine
questa casa due quaderne di punti quadrupli, tali che due pun
quaderna sano sempre 4 due 2 due non congitnti; percid da 3 punti di una tale
quaderna essa si profetterd in una Wi~ ' di S, ancora con un punto qua-
druplo, il che richiede 2 — 1424 , p = 9. D'altra parte lo spazio T non pub
nemmeno essere (o stare in) un iperpino dello spazio ambiente Tavero, se

lo spazio S, di due piani @, B della stessa quadeena incontra Mj~* in una super-
ficie residua, questa superficie, contenendo gik nel piani dell'altra quaderna (tutti
incidenti a a ) 4 rette con tracee su & ; B indipendenti, dovrh incontrare sia «
che & almeno in una conica: complessivamente dunque. Pintersczione residua
della M3~ coll'iperpianc in parola avrebbe sia in z ehe in Balmeno 3 coniche, il
¢hie non & possibile. In caso diverso, la superficie intecsezione residua di M;?
con un iperpiano generica passante per i due piani sghembi «, 8, dovendo insieme
con questi due piani, da essa incantrati in cubiche ellittiche, formare una super-
ficie di genere uno, avrebbe geacre aritmetico — 1. Se vi fosse un iperpiano, fra
dontenente anche un ulteriore plano di Mi*~ non incontrante né &
ppunto si ¢ supposto), ln superficic residun di questi tre avrebbe
genere << — 1, ¢ sarcbbe quindi riferibile & una rigata di genere =17 il che &
incompatibile col contenere curve cllittiche.

7. Varieth WY di Sy e M di S . — Nellpotesi £ = 4 sard dunque #=o;
e la varieth M2 & percid una M;" di S5, Al n. 12 della mia Memoria « Sertfi
Bersolari» ho appunto incontrata una M;’ di'Sy, nan contenente in gencrale
piani; intersezione di una quadrica colla V| «di C. SEGRE 5, rappresentante le

coppie non ordinate dei punti di’ due piani (1), Questa V' conticne due sistemi
5+ di piani, generabili proiettivamente, tali che due di questi piani sono inci-

. SEGRE, Swlls variati che rap frerentans le co pie di guonti i due piani o spsi, « Rend,
Gl Matem, 3 Paer 81, P 103, . 56 0§ Le rap presentaziont veali /tﬂ(farw
cunplesse & gii entl iperalgebrici, s Mathem. Annalen v, 40 (1851); B, 413, n. 5-6.




=LTs
denti 0 no secondo che appartengono a sistemi apposti oppurcallo stesso sistema;
ela M7, che ho pure chinmata « di . SEGRE#, ha in questi piani due congruenze
del 19 ardine di coniche. Poichi le quadriche di Sy sono <ot , ¢ la detta V] sta
su sole ot fra esse (tante quante sono le quadriche di S, per 6 punti genericiy,
questa Vi conterrd oot varieth M’ del tipo generale da me considerato nella

Memoria citata; e si pub quindi obbligare la quadrica segante M*, e per conse-

guenza la Mi” stessa, a contenere 4 piani arbitrar di V) di un medesimo sistema
il che richiede ol piit 6.4 = 24 condizioni distinte), ¢ poi ancora 4 piani arbi-
trari dell'aliro sistema. (il che implica per ciascuno di questi, git incidente ai
grimi 4, soltanto 2 condizioni ulteriori) (1). Si ottengono cosi delle MJ® conte-
nenti § piani, ripartiti in 2 quadernc, precisamente come qui occorre. Dico ora,
wiceversa, che le Mj* di S, qui cercate sono tutte ottenibili come testé indicata.
Invero ogni M} del tipo richicsto & incontrata ulteriormente dagli iperpiani
passanti per uno qualunque w dei suok piani in un sistema ool di superficic, a
intersezioni razionali, e di grado 3 {come facilmente si calcoln); essa s projett
percity da quel piario in una V} di S, , to! razionale normale di piani, sulla quale
il piano stesso ha per immagine una superficic { di DEL PEzzo a sezioni ellitt
she (2), intersezione di V] con una quadica passante per uno qualunque dei suci
st piani, Le o® rette direttrici di V) sono pertanto immagini di una congruenza
del 19 ordine di coniche su M}’'; coniche unisceanti il piane «, nonehé gli altri
tre B, 7,3 della stessa quaderna. I § piani di queste <o coniche formano appunto
usia Vi, generabile ad escmpio colle 3 forme profettive =o* di spari S che dagli
spazi S, == a8, oy, By proietano il pianc punteggiato &.

Analogamente, 'altra quaderna di piani contenuta in MY conduce & una
secondn congruenza di caniche, i cui piani stanno parimente sulla stessa V.
I piani «, 8, v, 3 appartengono a quests secondo sistema,

Questa particolare MJ*, conteniente 8 piani, & evidentemente razionale,
cantenendo congruenze del 19 ordine di coniche con piani unisecanti.

Entro ciascuno dei due sistemi di oo* piani contenuti in V1, i 4 piani appar-
tenenti a M;* sono basi di un fascio di Vi, anche queste = razionali normali di
pisni, con <o* coniche direttricl nei plani dell'altro sistema. Queste cof V
dell'uno che dellaliro sistema, sono segate da M, (ossia
sante per M e non per V), all'infuori dei 4 piani base, in uno stesso

(1) 8i riconozoo ansi facllmente che ogni quadrica contenente 4 plani di V¢ di uso dei dus
shtemi ne contiene di conseguenza ancho 4 (variabili) dell'altro sistem eile - steseo modo come
uan quadrica di S, passanto per dus generatrici di un'altra quadiics sppartencnti @ o wcsso
siatcnia i questa ne contiene anehe due del sistens opposio.

(2) Sulle superficie deli'miims ordine. .., « Rend. Circola’ Maten, di Palermos, vl |
(1884-87), p. 241,




et

4 di DEL PEzz0 di 28 specic (1), coi 2 fasci di coniche contenuti rispet-

elle 2 congruenze diM,’. Le residue di queste §¢ rispetta alle inter-

Juadriche costituiscono un sistema linearo co7 di superfic
iV} di‘ ambe

sexioni di M

J1, acurve sek venti i pi

i sistemi come 4 secanti, ¢ gli 8 piani contenuti in M;’ come fondamentali. Indi-

o ancara con gt l¢ superficie sezioni iperpianc di M}’ , tra queste varic super-

ficie contenute nella M}* passano le relazioni di equiv

& quindi anche:
Wi p B piani  , 2/ = 3" 4 8 piani

Sulle £:5 it sistema lineare == delle sezioni iperpiane Ci' di S, , normali non
mposto di C} apparte-
ali £ 1% sono dunque
no & rappresentare
del piani di M}

e caratteristico, anche cof &

mente aggiunti.
une, e conduc

speciali, e il sistenia line
nenti a Sy, quindi canoniche; sono mulu
superficie regolari di genere zero e bigenere
2 Wi di §,, con 8 punti quadrupli, immagi

1a M}’ sopra. us

ane di W|* passanti per questi § punti quadrupli sono

Le oot sezioni iperp
magini del fascio di  su M},

Paiché i punti quadrupli di W}’ si ripartiscono
sorio sempre non congiunti, o

a due quaderne tali che due

di una stessa quaderna o di quaderne divers
rispettivame . la Wi’ da 6 di questi punti, 3 per ciascuna quaderna,
praietta univec su uno spazio S;. I 6 centri di proiezione hanno per
immagini sei piani, ripartiti in due terne o tekedsi; gli ulteriori punti quadrupli di
Wi si vestic cispett. del scondo e primo triedro, Alle sezioni iper-
piane di W.' corrispandono in 5, le superficic' di 7° ordine del sistema somma degli
\ piani ¢ dei duc. triedri anzidetti; vals a dire Je superficie di 7° ordine o b
santi dop # 6 spigols dei dus triedri (¢ aventi per conseguenza punt
pli nei vertici di quest). Esse sono superficie regolari di genere zero ¢ bigenere
une; non hanno aggiunte di 3° ordine (per le quali si richiedercbbera 20 condi-
sioni), mentre Pinsieme dei due triedri ne costituisce I'unica bisggiunta di 6°
ordine. Questa incenira le &7 nelle sale loro linee multipl
che sano rette eccezionali delle k7. Per il
piani ¢ i vertici del due triedri (nei quali

e congiun
ent

Ltano ne

pit leg rette mutue

ni dei due trieds
6
10 cono tangeate fi350).

intersezioni dei p

sistema | k7| sono fondamental

vertici e 47 b

it « Rend. Balermo 1§ 1%
Questiultivia. relazione segue dal fatto che su V5 due Vi di sistema opposto no costl-
2 48 contata s valte

possanc segarsi su V' can 2 quadiche, dunque su M}* con una quadrica.
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Raddoppidndo il sistema anzidetto di superficie del 79 ordine, togliendone
i 6 piani ¢ i 2 vertici dei due triedri, ¢ dividendo per 2 il sistema cosi ottenuto,
& ha il sistema lineare rappresentante la M;* di' S, dianzi considerata; sistema,
composta delle superficie del 49 ardinie p i (sem plicements) per 16 spigoli
et due triedvi ansidetti, e aventi per conseguenza i vertici di questi due teiedsi
come punti doppi (il che equivale in tutto a 26 condizioni

Ritérnando per un momento alla V' di S, di GODEAUX qui considerata
nell'ultimo eapoverso del n. 3 ¢ contenente 4 piani ¢ 3 quadriche, e prendenda su
di essa il sistema di superficic somma delle sezieni iperpianc ¢ di queste qu
driche, i ha la rappresentazione di una Vi* di S, (di cui ls VI* del n. 3 & proic-
zione dai punti doppi immagini delle 3 quadri caso particolare della V}
con 8 punti quadrupli testd studiata, nella Nota
atessa di GODEAUX gid citata al n. 3, ed & pur essa immagine della varieth -’ delle
coppie dell'involuzione x' inSy ; i due sistemi lineari di superficie di 49 ordine
(futte trasformate in st dalla detta inveluzione) ivi indicati con (2) ¢ (3) a p. g8,
di gradi rispettivanente 32 € 24, sono immagini dei sistemi [£] & ot | di W}
(& con essi in corrispondensa(2,1)). La particolarith di VI¥ rispetto_alla nostra
Wi* pit generale consiste nell'avere 3 punti doppi, e una sezione iperpiana com-

posta di 4 superficie di Veronese (che si proiettano nei 4 piani di Vi%),

8. Variets Wi di Sz o M2 di S, — Negli al

M= di 5,_, a curve sezioni canoniche di genere p— 2 e contenen
comme qui richiesto, ciascuna degli 8 pi icontrarne non pidl di tre altrl,
Esisteranno allora certo tre pian fra gli 8 a due a due sghembis se clascun plano

fie incontra altri tre, saranno sempre mutuamente sghembi § tre piant incidenti a
tina stesso; se ciaseun piano ne incontra meno di tre, per ogni coppia di piani
g incidenti- ve ne sarh almeno un terzo sghembo a entrambi. Inoltre fissati
3 piani mutuamente sghembi, cisscuno di questi sard incidente a non pit di 3
fra gl altri 5; si avranno cosi 3-3 = g intersezioni al pit, ripartite f
, siccht uno almeno dei 5 conterrd non pits di una sola fra tali interse-

sioni, Corrispondentemente, sulla varieth W= di 8, tre fra gli § punti qua-
drupli saranno & 2 & 2 nen <ongiunt, ¢ un quarto sark congiunto a non pid
di no dei primi. Da questi 4 punti la W}~
ordie = 22— 15 =2 p — 17 apparteneate allo spazio S, _,
P—4=(2p—17)+3—1, ossia p=17.

Consideriamo ora sulla Mj* ~° due piani «, «’ non incidenti. Un iperpiana

st profetterd in un etd di

generico passantc per  {ad escmpio) incontrerd ulteriormente M}’ ° in una
superficie razionale avente a comune con & una cubica ellittica 3. Quando questo
iperpiano, variando, viene a passare per o', pud avyenire che dalla detta super-

SocreTh pEt XL, Serie 3#, Tomo XXIV.
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ficie si stacchi una parte fissa contenuta nello spazio S, =a« ¢ incontrante &
(¢ analogamente af) sccondo una linea parte della cubica  (retta o conica), &
pubd darsi che eib non avvenga.

Verificandost In prima_ipatesi, questa superficie dello spazio S, = e’
sarh sopra M;"™* una superficie isolata, anzi a curve sezioni che saranno isolate

~* sezioni iperpiane di M}’ —* e percid razionali; sarh quindi una super-
ficie rigata (non superficie di Veronese, chc non contiens nd rette, né coniche in
piani non incidenti quali wo’). Sark anche superficie normale, avende come
vesidue rispetto alle sexioni iperpiane superficie generalmente irriducibill; percio
di ordine =4. (La M}’ di Sy swdiata al n. 7 & appunto incontrata ulterior:
mente dallo spasio S, di duc piani sghembi secondo una rigata B¢ can coniche
direttrici nei detti piani).

Invece nella seconda ipotesi un iperpianc generico passante per «, 2’ ificon-
trerk ulteriormente M;’ " in una superficie { avente a comune con x, o cubiche
ellittiche, percib di genere aritmetico — 1, riferibile: 2 una rigata ellittics; e il

istema di queste superficie  (sistema almeno <ot poichi p= 11, e lo spazio
mbiente & percid almeno un S,,) apparterri 2 una congruenza di linee razio-
nali, ¢ precisamente di caniche (1). Le  saranno dunque cot ellittiche di coniche,
con cubiche direttrici nei 2 plani «, of . Ogni altro piano = contenuto in M
sark- incontrato dall'iperpiano di una ¢ generica e quindi dalla ¢ stessa in una
rett, la quale, come linca razionale su una §/, non potrd cssere che parte i una
conica della detta congruenza. Di pit questa retta, entro =, potrk variare sol-
tanto in un fascio, perchi soltanto ot coniche della congruenza potranno spez-
zarsi. Se = non incontrasse né & né ', cid richiederebbe che per il eentro P di
quel fasclo passasse una retta incidente a @, &, % in punti wetl distinti, conte-
auta quindi nella spazio S, = 2" e in twite le &, o percis non parte di coniche
della congruenza. Le parti residue delle cot coniche di cui le rette dol fascio
P {r) sono componenti sarcbbero allora rette fra loro distinte, tuttc incontranti
e o, costituenti percid una rigata entro lo spazio x', contrariamente all'ipo-
tesi fatta,

Pertanto: Se evistono su My~ due piomi @, < won incidenti e falf che 1l

dora spazio Sy sow incontri wiericrmente My =" in una superficie, non potrd ast-
sHere per quésta waristi alewn piane non incontrante né @ né « . Ogni piano ulte-
riore di M}*~* dovrd incontrare uno almeno di questi due.

(1) Non rettc, perchi la varicth M?# ¥ noni pub contentre una congruents di réte {FAXD,
*Mem. Acead. Ttalia», 5. 3). £ se o lince mziomli suindieate sono di ardine 431, sulls superticie
Fs =4 sezione Ipsrpiana generica di M3*—* il sistoma lineare segato daile § apparterrh, tsso &
In sua serie caratteristics, & uwninvoluzione df ordine £, Poichi questa serie (come s calcala facle
meie) & di ordieis 39— 14 = di dimensione #—§ (& serle di gruppi canonil, ma incompletaly

dovrh essere .;‘yg 2 bpmu) ke,
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Dialtra parte, csclusi i casi precedenti, ciaseun piano di M}/ =" deve incon-
swariie non pitt di' 3 altri: percid nell'ipotesi anzidetta, che ciot Io spazio aa non
incontri ulteriormente Ta M}’ in una superficié, fra i rimanenti 6 piani (oltre
& &) o incontreranno o senz. incontracsi fra loro
&5 e gli altri tre B, v, 8 saranno incidenti & & & non { fra loro, Ne segue
ancars che B, ad csempio, dovrd incontrare due:dei tre piani 8% v, ¥, per
empio questi ultimi dues e analogamente per gli altri. Saranno pertanto inei-
denti. tutte csoltanto le coppie di piani designati con lettere distinte, una con

+¢', 3% sono analoghi a az’; e non incontrana la M;’ ™

ni indicati, Invece ciascuno. degli spazi S;= a8 ¢ analoghi

(determinati da coppic di piani entrambi senza apice; o entrambi con apice)

Vincontra ulteriormente in una superficie fissa, che si riconosce facilmente esserc

{ina quadrica. Per gli spazi ap e+ 8 ad esempio st ha una stessa quadrica, conte-

nente il quadrangolo semplice sghembo di vertici consecutivi ay’, '8, 88, ¥ a;
e queste quadriche sono percid 6 in tutto (1).

1 quattro piani %, B, 7,5 a due a due non incidenti stanno certo in uno.
spazio S, , che contienc pure gli altri 4 piani &, §, v, & e le 6 guadriche anzi
dette; complessivamente dunque una superficie di ordine 20, & curve scrioni
(come si calcola facilmente) di genere (1. Essendo Fordine 20 cguale (anzich
superiore) & 2-11 — 2, questa superficie pub essere sezione iperpiana di M/
pér sezione completa, non parte di sezione iperpiana (a); la dimensione p — 1
dello spazio ambiente & dunque = 12, ossia # = 13. Se p — 13, la corrispondente

* di §; con 8 punti quadrupli & una W' diS,;, ln quale dai detti punti qua-
d(uph (dato il modo in cuf & due a due sono congiunti o non congiunti) si projet
inuna W3 di S, contenente § piani, immagini dei punti quadrupli: ciascuno di
questi piani ne incontra in rétte altri tre (immagini con esso di coppie di punti
‘ongiunti), altri quattro in un solo punto, & non incontra affatto il piano rim:

nente. Questa W di S, & la varieth base di un particolare fascio di quadriche
di 8, ed & rappresentata in S, dal sistema lineare =af delle quadriche circoscritte
& un tetracdro, le cuf facce e vertici sono immagini degli 8 piani contenuti in
W3 (3). Esiste pertanto una Wov di S, del #po richiesto, rappresentats su Sy dal
sistema fineare <o di tutte le superficie di 6° ordine passants doppianiente per gli

(1) Fra Is conicha dells congruenza considerata df sopra & appogiiate ai plani w, ', vo ne
500 ot 4pezets I un Tétta del faseio di centro of B entro B¢ in una retta ulteriors, natur
siwite Ineidents ad 3 queste rette ulterior sonn o generatrici della quadsica test incontrata
appartenonti ol sistema dello 3 congiungenti wy', ' B § i, ¥'B. Queste strme congiungents,
mita invece alle rette del fascio di centro < nel. piano &, formano coniche riducibili della
congruents analoga relativa af plani 8,8’

{2) FAx0, «Memarie Accad. d'ltalia s, 5: 3.

{3) Nella geometria della retta di S, questa Wi & Uimmagine di un complesso tetrasdrale.
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<pigoli di un tetracdro (sistema somma del sistema di quadriche anzidetto e defle
fagoe ¢ verti

del tetraedro base), & fa. corrispondente M di S,y & rappresontati
sislema oo delle superficic oi 4% ordine pastants semplicenente per gli spigali
della. stesso teiracdro (e aventi per conseguenza punti doppi nel. vertici
5t0) (13:-Gli spigoli del tetracdro sono immagini delle & qu

que-

Iriche contenute in

M{"; fe stelle di rettc che hanno per centri i vertici del tetraedro sono imm
gini delle congruenze di coniche appoggiate alle coppie di piani wa’, B8+« ; I
la particolare F¢ composta delle 4 facce del tetraedro & immagine della sezione

a di MP (

iperp contrata pec'anzi) compasts degli 8

ieth Wil

ani e 6 quadrich:
48y (¢ corrispondenti Mj!
11, 12 Invero la Wi# ~* dovrebbe profectarsi da 4 suoi punti

esistono invece analoghe v
i) per
“ ' due a due non congiunt nel primo ¢aso in una Wi appartenénte a

che non esiste; nel secondo easo in una Wi di Sg, oo* razionale narmale di
sulla quale i 4 centri di proiesione davrebbero avere per immagini superficie di
Verone

9. Dimostriamo ora che, all'infuori dei casi gid considerati, non esistono

altre M;P~* di S,_, con =

enenti § pia
punti quadrupli, come richicste,
Vediamo anzitutto se siano possibili altri casi in cui ciascuno degli 8 piani

ni, o rispettivamente W}' =" di §; con §

“incontri (come al n. prec.) 3 dei rimanen
un piana qualunque fra gli 8, con @, , 5 tre incid
foro mutuamente sghembi, se vi & un pi
incidente a nessuno di questi ultimi. tre, questo
sark ineidente ai tre rimanenti 8., 5; e si riconosce allora facilmente che si

Indicande di nuovo con &

ti 2 questo e pereid fro

iano ulteriore o' della canfigurazione non.

(non incontrando nemmeno z)

torn,

alla M}" (p = 13) del n. prec.

Supponiama ora invece — riferndoci per comodita agli 8 punti quadrupli
di W}, che indicheremo coi numeri 7, 2,+++ 8 = che a uno di qu
punto 1, siano congiunti i tre 3, 5, 7;
(2, 4, 6, 8) sia congiunto & uno almeno fra 1 detti tre (3, 3, 7). Da ciascuno dei
punti 3, 5, 7 csciranno due di queste congiungenti, futic distinte (devono essere
ire, compresa. quella dirctta al punta 1); e si pud supperre senza scapito di ge-
neralith che 2 sia congiunto al solo 3, 43 3¢ 5,68 5 e 7, 8 al solo 7. Saranno
inoltre congiunte le coppie 4 ¢ 8, 8 ¢ 2,2 0 6,

sti, p. es. al
che ciascuno dri. rimanenti quatiro

Proietrando Wi " dai detti 8 punti, gli intorni di essi (superficie di Vero-

nese, ciascuna delle quali viene proietiata da tre suoi punti generici) dinno piani;

(1) W sintema lineare cow (di grarko 24, enere 13) che quests superficis dol 42 ordine sogano.
a delle precedenti F* & conaiderata da L. GoDEaux al 1. 2 della Nut: Reckerches surer s
Jaces alglivigues de genres stro el de Sigenre wn, 11, « Bull. do V'Acad, Royale de Belgique, Classe
des Sciences s, 136, p. 892
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© punti congiunti dinno (come al numers precedente) piani incontrantisi in una.
retta (immagine dello spazio S, tangente a W'~ lungo quella congiungents).
Da cit si trac facilmente che gli § piani ottenuti sulla varieth proiezione stanne
in o spazio S, nonchi su oot quadriche di questo spazio (alle quali essi impon-
gono complessivaments 18 condizioni); e che queste quadriche non sona tutti
coni (1). Su una generica di queste quadriche, contencnte due sistemi distinti
di piani, piani aventi a comune una retta devono appartencre a sistemi opposti
& 3l medesimo sistema piani che ne incontrano uno stesso in rotte. Doyrebbero
percid appartencre & uno stesso sistema por esempio i piani (immagini dei puntl)
1, 4, 6, e all'altro sistema i piani 3, 5, 7; il che & incompatibile col fatts che per
csempia & deve incontrare in rette sia 4 che 7 (e cosi 2, sin 3 che 6)
Liipotesi fatta da principio sulle mutue congiungenti dei punti

assia sulla esistenza di un cago ulteriore in cui ciascun piana della M}
contri altri tre, rimane dunque esclusa; e,
trati, restano possibili soltanto quelli i in cui ciaseuno degli 8 piani

contri non piti di due dei rimanenti, Inoltre dallanalisi fatta al n. prec.
risulia che in ogni caso ulterfore lo spazio 5, di due piani sghembi (fra
gli 8) contenuti nella M}’ ~* dovrd incontrare ulteriormente questa varietd in
uma superficie rigata R, almeno una quadrica, con direttrici negli stessi duc piani
(Vipotesi contraria risultando  esaurita dalla discussione precedente). Infine,

se ogni piano della M}’ " ne incontra soltanto 2 altri, o meno ancora, la proie-

zione della corrispondente Wi'—* di 8, daghi $ punti qua
di ordine inferiore a 2 p—2 per almeno 4.8 — 8 = 24 unith, quindi di o
dine = 29— 36, in S;_ij pereid p— 8 =24 ossia f == 16,
Scelta ad arbitrio un piana « fra gli 8, ve nc saranno fra questi almeno §
che non incontrano il primo; 3 qualunque dei 5 stanno con @ in lno spago S di
dimensions == (1, contenente per di pid e rigate B dei 3 spazi S, che & determi
con questi stessi 3 piani. D'altra parte I spazio & & ancora contenuto in infin
iperpiani dello spazio ambiente S, _, ; e le superficic residue di « rispetto alls se-
gioni iperpiane di M ™" devono incontrare & stesso in cubiche 3. Pergli
passanti per T queste cubiche deveno contencre come parti le diretteici i
delle 3 rigate R; queste diretirici saranno per conseguenza rettilinee; le R saranna
quadriche; e le cubiche 3, per questi iperpiani, risulterannio cosl gik es
Proiettando M}’ ~* dal piano & su uno spazio S,_, (proiesione certo uni-
voca (1)), al piano « corrisponderd sulla varicth proiczione una superficie ¢ rap-

Q1) Inc vertice o rispet ivamente In rétta nsse del cono generico del sistema
dorebbe apparienere alla vasicth base i questo sistema, compost solamente degli § piati.
Ancha Vipotesl cle questa base sia, o compronda una parte di dimensione 3 ( ordine = 3) s eschude
facitmento,

(3) Fax0, «Memoria Accad. d'ltalia s, 0. 8.
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soge delle tracce degli S,

presentata dal sistema lincare delle cubiche 3 (
zioni di « colle quadricie
R (quadriche contedute in spazi S, passanti per ) corrispondono anche rette
c del piano « alle quali corrispondono rette di g, in forza dellx
diante il sistema lineare di cubichic |31, non
di- punti basi di | 8 stesso (c precisa~

que come

angenti a M~ nei singoli punti di 2 Alle re

nota rappresentazione di § su &
possono essere ehe congiungenti di cop

nte di coppie non mai allincate con un tezo punto base). Sono d

plessivamente almeno § rette (n corrispondenza ai 5 piani di M —* non incon-

ti basi di [8], tali inoltre

tranti ), iascuna congiungente 2 ¢ fon
che 3 qualunque fra esse costituiscono insieme una 3, e contengano perei con
plessi punti base del sistema. Cié premesso, i punti base del si-
stema | 3 | saranno alm , perchd se na non darchibero luogo, come accarre,
« almeno 5 congiungenti distinte. E nemmeno possono essere 4, perchi se no ffa
le 5 congiungenti occorrenti vi sarcbbero le rette che uniscono certi 3 dei 4 &
due a due, e questa terna non contiene l'ulteriore punto base. Infine con § o
5 congiungenti tali che 3 gualungwe di

pili punti base & pure impossibile trovar
esse contengano. complessivamente tutti quei punti. Invero ciascun punto base
deve meno delle § rette: se 1o quest'unica rettn sarebbe
contrariamente 4 quanto precede. Né per uno
, perchi questa terna conterrebibe
punto base passino precis

un mgono semplic
= 4); ed & allora manifes

parte saria di ogni  ter
stess0 punto base possono passare tre delle rety
nque che per og
lle rette, ciok che queste siano lati
goni, ciascuno con
a csse contengano tutti i vertici
al principio

4 soli punti basi, Occorre

mente impossibile che 3 qualunque fr

Resta. cosl esaurita la dimostraione che ci eravama prapo

del presente numero.

are il

. — Rimangono ancora da esarmir

10. Caso p = 4; varicta W§ di S
caso p = 4, nel quale la varieth M
casi eventuali in cui p= 4 e il sistema ineare | @], finora semplice ¢ ra

di S, & uno spazioS, doppio; ¢ gl altrt
presen-

377", apparticne, come per p = 4, a un'involuzione,
Perp=g4la W Wi di S, con superficie sezioni F* di S, di
genere zero e bigenere unlo, passanti doppiamente per gli spigoli di un tetraodro.
La W} ha peria doppi, intersezioni di 4 spazi S, a due a duc, e prssanti
percid tutti per uno stesso punto. Assunto quest’ultimo punto come punto- fon-

tativo della N

06 piin

K. « Reid. Palermas, vol. 1.
fra gl 8 ad s

iy

Dex. Przzo, Me;

Superficic di ardine s di uno spazio
) Fex questic sono certo comprese le

nion & exlsta Vi possan casere alts

oltre le dette intersczionl.
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damentale [o] del sistema di coordinate, « 1 4 spazi S, anzidetti come: spazi
% =o0(f=1,2,3,4), lequazione di W sard del tipo (1)

nn a8 b anfi (ronn ) @ )

= ek s o

dovefy , £y sano forme di gradi rispettivamente 1 ¢ 2 nellexr, -+, © g & forma
quadcatica nelle espressioni x, %,%,,+++, Ia quale pub supporsi contencrite i
woli termini coi quadrati di queste 4 ¢spressios

renith nel prodotto , , , £, 1l punto [o] & 48 per W le rette uscenti da esso
segand su WY le coppie di una involuzione I, ; e da esso W} si projetta in un S,
doppio (p. es. &, = o) con superficie di diramazione:

nunnzinnna(fi—f)—nl=c

di ardine 10, composta dei 4 piani tracoe deghi spazi %, = o, -
i [o] su Wi, e di una F¢ proiezione dellintersezione di W
collo spazio %+ fi = o

Dagli spazi S, passanti per [o] I W} & incontrata secondo T anche digenere
#oro ¢ bigenere uno, aventi (o] come punto quadruplo, e 6 rette doppie tutte
passanti per questo punto, spigoli di un angolo tetraedro completa. Queste (par-
ticolari) F* si proiettano da [o] in piani doppi con curva di diramazione compasta
di 4 rette, lati di un quadrilatero; e di una sestica passante doppiamente per i
& yertici di questo quadrilatero (2).

Sulle F* sezioni iperpiane generiche di Wi il sistema aggiunio alle curve
pianc & segato dalle o1 superficie cubiche § aggiunte, ciok passanti (semplice-
mente) per le 6 rette doppie, spigoli di un tetraedro, Su WY, le superficie ¢ di ge-
Rere uno sono pertanto segate dai coni che dal punto [o] proietiano le dette
<ol superficie cubiche, ciot dai coni cubici passanti per i 6 piani & = o
(fk=1,2,3,4;1=4; coni di equazione:

MEDE F RN F NG FANTT =0,

Le 9 appartengono all'involuzione 1, ; non passanio in generale per [o], &

si proiettano doppiamente da [o] nelle &. Poiché il sistema || (nci, singoli

{s) GoneAux, Nota eit. al n. 1, p. 137,
(2) Con uma dratica avente | 3 punti in altrsttant] vertie
kel detto quadrilatero, fra § quali 2 vertici opposti, In curva di dimmasione suindicata
i curva complessiva di 1 ordine eomposta
0 06§ quali e fnterscaione delle 2 tangen
mhm d\ulqme - con tm panto doppio in plh dela curva .n duﬂmmnn: data da ENRIQUES
ica di ordine zero.

nerale d
(lav. cit. delle s Mem, Soe. Tl dﬂkSncm(‘lcll: dei XL 3 (), to. xw, 1907, p. 337, 1. 106 3.
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iperpiani) & omaloidico, | | & di grado due, con intersesiont variabili di 6% ordine

th M;/—* di 8,) con super-

i piani doppi essendo immagini delle @,

quanto ha come caso limite ~ quando nella sun

ino i termini contenenti #, - il cona profettante una F¢ di S,

genere zero ¢ bigenere uno; cono avente bensi turti  generi mulli, ma non

sazionale, tale non essendo la congrienza di 19 ordine delle sue generatrici, ¢

nemmeno « unirazioriale s, ciod riferibile a un'involuzion delli spasio S, , perchi

che in quest’ultimo caso alle sue generatrici dovrebbe cofrispondere in §;
una congruenza del 19 ardine, percitr razionale (1),

11 Supponiamo ora, se possibile, che pur con p>>4 il sistemia’ fincare

| @] sulla Wi*™* di S, appartenga a un'involuzione L (di gruppi di 4 punti). Poi-
incare | | ha dimensione p— 1 ¢ grado 2p—6, ¢ percid il si-
stema lineare di curve da esso segnato sopra una @ generica ha dimensione — 2

€ serie carattoristica 7f70¢, potrd essere soltanto & =2 (come per p =4},
ciob involuziono I deved compoesi di eappde di punti.

Per ogni coppia dell'involuzione ¥, passano cot~* superficie F, seion iper-
piane di Wi ™*; e in corrispondenza alle et coppie di T, 5i trovercbbero cosl
co! + superficic F. Poich fra queste soltanto oo? sono distinte, & chiara che,
cosl facendo, o una F generica si avrh sot volte & conterrd percid oot coppie di I,
oppure le F cosi ottenute saranno soltanto et =1 cinscuna di queste conterrd sod
coppie di I, ; apparterrk dunque'a queste involuzione.

1 primo caso si esclude facilmente, Si considerd infatti, in tal caso, sopra
una F generica una delle co coppie di I, , e una generica 3 fra le sezioni iperpiane
della stessa’ F passanti per tale coppia. Sopra tale F'le superficie @, appartenenti
alla I, segnano il sistema totale delle curve aggiunte alle sezioni iperpiane, o
pertanta quella coppia imparrebbe a un gruppo canenico della curva 3 un'unica
condizione, il che non & possibile.

Nel secondo caso alla I, appartengono oot —* superficie F, sezioni Ipplane
di Wir™*, il cui sistema indicheremo con ¥ . Lal,, dovendo mutare su W
sistemi lineari di superficic in sistemi anche lineari, mutera in s stesso il imo
sistema lineare di F con e X, & anzi ogni si i lingare.
E poich’ questa sistema lineare minimo contenente £ non pub essere il sistema
totale o delle F (superficic non tutte unite), se ne trac che 5, sistema
& €580 stesso lineare, ciod si compone delle F segate da iperpiani (S, ) passan
Per un punta fisso O E le coppie di I, dovendo ciascuna di esse presentare una
sola conditione ngli iperpiani passanti per O, saranno allineste con O, D'altea
partele®, appartenenti tutte alla . , segano sulle F curve canoniche C3 : sulle

(1) Faxo, « Rend. Ri Accad. dei Lineei (6], vol. 15, 17 secs. 1930, p. 3:




g
F.del sistema 2 (ciok contenute in iperpiani passanti per O) queste G}/ ~ * cano-
niche apparterranno pur esse alla I, , e staranno percid su coni ellittici I = di
o di vertice O, sui quali verranna segate da quadriche {quadriche non passanti
in generale per O, il che mostra che le ® generiche pur esse non passano per O,
Le oot coppie di T su queste G'~* formano involuzioni ellittiche con 2 — 2
punti doppi (1), costituenti una sezionc iperpiana della curva la sezione coll'iper-
piano (S,.-,) polare di O rispetto a una qualsiasi quadrica che seghi la Cf " sul
cono I+, Variando la '~ sopra una stessa §, questa quadrica potrd sempre
soegliersi in oo da essese sezione di una medesima quadrica di S, contenente
I8 detta &, & percidy i punti doppi di I, sopra tale @ starannoin uno stesso
(polare diiQ rispetta_alla detta quadrica contenente @) Infine la superficie di
Wi/ =" luogo degli oo punti doppi di T, (all'infucri eventualmente di 0), essendo
jncontraty da ciscuna @ secondo una sexione iperpiana disquest'ultima supe
ficie, sark a sua volta (comie per p = 4) una determinata F*f —, sezione iperpiana
# con uno spazie $,_, = A

LeF del sistema X, segate su W, ~ da iperpiani passanti per O, sono incon-
trate & loro volta dagli S, , di questi iperpiani passanti pure per O in curve
;=" normali, non speciali, appartenenti, esse e le loro serie canoniche, alla 1,;
1ali curve soiio pertanto iperellittiche, stanno su coni razionali IY— di vertice O,
e hannd per © come Anche 1a Wi ha iri O un
punto quadruplo (come per # = 4) (2}-dal quale si proictta in uns W}~ doppia
di'S, _, (per # = 4, un'S, doppio] a curve sezioni razionali. Su questa W/
passanti per O hanno por immagini. le sezioni iperpiane (doppie), mentrs le ©
hanno per immagini superficie dappie di ordine p — 1.a sezioni ellittiche (3).

iperellittiche contenute ned coni razionali [ =+, 2p — 2 fra i 2p + 2
punti doppi della £ cadono nelle intersezioni collo spazio A gli aliri 4 cadranno
nel 4 punti-sovrapposti in O. Per conseguenza il cono tangente in O'a W}

avrd le sue generatrici tutte osculatrici a Wif =" stessa (come gia per p = 4).
Dalira parte le superficic F (sezioni di W}/ ') passanti per O, bench di tipo
particolare, sono pur sempre di genere zoro e bigenere una (poiché anche su di
esse il sistema delle sezioni iperpiane o quello delle intersezioni colle ® sona mu-
tuamente aggiunt, o le laro sezioni iperpiane per O hanno cgualmente gencre .
Percib sopra tali F, considerato il punto ) come curva fondanentale, questa curva

(1) In base alla formela di Zeathen applicata alla corsispondensa. (2, 1) fra fa. curva
€3 =" e Vinvoluione llitsicn di coppie 4i pinti su di cxsa
(3) Sulia W37~ § de sistemi lineari |2F |, doppio delle sesioni iperpiane, di grado
B(ap—3), v [20]; di grado a4 — ), somo segusi rispottivament dalla totalith dello qua-
driche: i S, o dai cond quadrici di vertice 0. La differenea fra i due sistemi & ora costitaita
al punto stesso O, eontato dan voltes il ehe conduce appurt alla diflerenza di grado 4.3 = 32
(2) Pt # = 4 (u. 16), le supesficke cubiche §.

Socrerh per XL. Serio 3% Tomwo X




deve risultare impropri
incontri le sezioni

; dovra dunque comporsi di parti; nessuna delle quali
termini O dovrd
le. E la superficie di diramazione della W

inal

O in pi di'un punt

essere per WiP™ punto 4-spi
doppia s comporrk della 4~ ne di Wi7—* colliperpiano & (o di uni
proiézione di questay, & di 4 piani, tracce degli S tangenti a Wi in 0.

Per p=qla Wi~
4 piani sudde!
drico di 5,);

. (che

# = 4 era un 5, doppio),

i, sark una co! razionale normale di pia

e sudi essa doved stare la Frr=1 di

aq

di genese zéro ¢ bigenere uno, Po
equivalente alla somma dillc sezioni iperpiane per O e del punto O stesso, sopra
WJ ¥ sard equivalente alla somma di una sezione iperplana contata due volte ¢

questa, sopra W

dei 4 piani immagini di O; dovrebbe dunque incontrare gli oot piani di Wi~
seconda coniche, il che
>4,

Tuziane.

ncompatibile coll'cssere di bigenere =0 . Pertanto, ¢
luso che il sistema linearc [@ | su Wi/~ appartenga a un'invo-

12. I risultati ottenuti nella presente Memoria possono. cosi riassum

i
L varicté algebriche 3 dimensioni W' = df spasi Sy, no coni con sucper-
20, P 1 (g
anonica di ordine zero) esistono solo quando il genere b delle eurve sex
wno dei valori p = §,6,7,9,

Per p= 4, la Wi di 5, ha
c inter

ficta. sesions. i caratt

wcre aero, bigeners uno, curva

£a

iomi ha

v punto quadruplo e sci piani doppi passanti
czioni di quattro spazi S,; non & razionale, e

per questo_punto,

meno unirasionsls
i Sy swindicate (-

6.,7,9,13) fowo hutte vasionals; Aano

di mpL‘rﬁcsr di generi uno gi costruito da L. €
@ curve sesiont ourfche, comlenents ofto pims, im
Ingltre: [ sistoms fmeart semplics di superfice dello spazio S, aventi genere sera

 bigenere wwo ¢ curva bicano
siame Cremontana @ uno dei tre sistemi gus sotta indicati, 0 a wo contenulo in essi:

1. sistema =t delle superficia di 70 ording con 3 cubiche phembe doppie,
futte passants per e stesso gruppo di § unti, percid giacentl, a copple, su qua-
driche (n. 3%

2. sistema oot defle superficie di §° ordine passanti deppicniente per i g
spigaii di due tricdri (n. §

3. sisteina oo

& ording sera possons ridursi con una trasfornsa-

delle superficie di 60 ording passanti doppiamente per i 6
spigol di un tabraedro (0. 4, 9)

Le M}’ — con 8 piani cui sono riferib anzidette sono
tutte rapprcsm{atx su S, da sisterni lineari di superficie del 9 ordin:

Torina, geomaia 1937-XV.




