Lo superficie algebriche
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mediante funzioni iperellittiche
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Memoria di 6. BAGNERA e di' M. de FRANCHIS

(praseatats. dal Socio O. Beanw od spprovata dal Saci

ASTELNVOVD)

PREFAZIONE

Siano
(] X=0,(u,0) , Y=0ux,0) , Z=0i(u,0)
tro. fanioni- meromorfs quadruplamants periodiche (o don gli stessi- periodi) dei due
parsmetri u, b, o tall ohe non & possano considerare come funsioui di una sol va-
viabile (funzions 4 4, ). Denotiamo con
e [y o w00

lo) o), o, ]

(2)

la tabella dei periodi fondamentali relativi slle tre funzioni @, @;, @, ; con cid
intendiamo dire che, aflinché sin contemporancamente

@ilut o v o) =Difu, )
con ¢ o ¢ costanti, occorrs ¢ basta che sia

+- g - g
o+l

& = gy + 1w,
d=aul+a

ove lo a sono numeri interi. L'eliminzaions & «,v tralo (1) db luogo ad una re-
latione algebrics
FX. Y 2=0,

ciod ad une superfieis algebriea F': per intendorsi, diciamo che tale superfiols ap-
partiene alla tabolla (2).
Ad un puato di B pub, & mono di periodi, enrrispondero o una sola coppia u, v

od un mumero finito #>> 1 di eoppis ¥, v




amo obo ln superlicie & ipereliitiie mo poi il nome
o nel 2% easo o dalle quali escludiamo
. Poiché lo suparficie iperellittiche
note, noi ol oosapiame in quests Momoria della ricerca dei tipi distinti (s meao
di. trasformaziont. birazionali) dello. « superficie ¥ =,

Una suporfiole B & immagine di wo'involuzions 1., di un. certo grado &, sopra.
una suparfioio fperllittios @ appartenente alls modesima. tabella. Un risultato fon-
damentale per la nostra ricerea & il seguonte:

L ingolusione Tn 4 gewerata da wn gruppo, di grade a, di trasformasiom
dirasionali fieie @ dn st sfesse: in aliri termini, esiste wn gruppo G
di u trasformazion] biraaionali-della @ in sb stossa tale che da ogni punto dells @
si-oftiene il gruppo dell' involuzione T, oui il punto ppartiens, eseguendo su quel
punts lo trasformazioni del gruppo @

Questo teorunia & st
saput b che I'involuzione Ty non posers
punti uniti, o la sua dimostrazions brovast acee
tati della prosents Memorin, in due nostro Note pubblicate nei Rendiconti della
R. Accademia dei Lincei, nell'aprila del 1807 (). Peraliro, il risultato & vero anche
seza questa restrizions, come elegantemonts hanno dimostinde i sigg. Exiques e

- alls superfioie cho st tro

no

che non abbiamo
eurve.fondumentali confugate &
ta, insiemd & parecehi altr zisul-

emporancamante alls nestra (1)
integralmenta publlicat i perd inopportuno di
menta anche Is. Dostra. 11 1o
iguori Exmiques & SEvemi, potrd cosh proseguirs Ja lettur
tencndo conto di questa restriziono, superflna.

Lo tensformazioni dol gruppo G si traducono, nei paramati 4, p, in sostituzi
del tipo:

IWattess che quest

o

aut-bom
o =u'u ¥ i,

le quali, o meno di sostitziont del
un coppia di periodi, esstitulscono wn grappo X', di grado m, slosdricamente iso-
worfo s un gruppo di sostituzioni linearl ed omogenee s due parsmetrl. Noi ab-
Viamo dimosicato cho Ia condiziome nocassaria e wnfficionte afinch I superficio I
risulti di gonere geametrico 1 & che per tutto le sestitusioni di I sin b — a'b— 1.
Tn tutti gli alici casi la B & di geners geomotrico sero. Por quanto rignania 1'irre-

0 Wmbto, f=vd one (¢,0) &

(1) Riservias
caclodiamo sempre §

 Ben iintenle chn
; fondamantali
o ¥ b aqoimaleots 31

1 oo di aupariice iper st supecic

sildett] easi di deges

4; al

i 4 pari

coordinate del
due parometri

() Exuiacks o Seviws, atorns alle soperficie iperaliiche (1tid, -pp. A43-453).
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golarith dells F', abbiamo dimestrato che essa non pud sssere che 0 od 1, od in
guest’ ultimo oaso il gruppe I' & clclivo od ¥ generato da nna sostituzione riducibile
al tipa:

ute

{ialo ciod ohe ", 0 non sin coppia di pariadi, qualungue sia 1 intero 7> 1)

Tatts quests superfieis ¥ aventi 1'irrogolarith 1 hauno il ganere geometrico sero
distribuiseono in sette tipi; essa sana superdicie a/fiitiche di geuers 20xo, o so0
di un faseio ellittico di curve ellsttiche.  Viceverss, le superficie (ellittiche)
i genere sero dolale o un fascio Blfitico di eurve elittticke sono superficie E (),
Noi qui diamo i tipi di queste superficie ed i corrispondenti gruppi I', insiemo con o
relative tabelle dei periodi. Due goli di questi tipi sono pisni doppi.

Oltre & queste superficie irregolari, vi sono 8 tipi di supe olari F di
genere werd, ma aventi eguali ad 1 i plurigeneri d indice pari: noi costruinmo questi
fre tipi (piani doppi) o ne diamo, come al solito, il gruppo I ¢ 1 tabelle.

Per cib che si riferisco allo suparficis ¥ che sono’ di gonors (o plurigeneri) 1
in questa prima parte della Memoria diamo i tipi (canomici) dei corrispondenti
gruppi T ¢ le ralative tabelle. In quanta all'effottiva eostrzione-delle: superficio F'
il genure 1, benchi ormai noi possodiamno il modo di ottensrla, avendo gik superato
1 e Hevi diffoolts cha vinselvano. & impsdimento (%, erodism beno di imendarla
mpo di oeeuparet doi vari dottagli ad

asen inpronti.

Tra lo superficie F di genere 1 suddat
corrispandano biunivocaments alle coppia (i, — o), 500 condsointe soltanta
auale (2 che provengono da grapyl T" supra supertic he @ i cui ponti
i genere 2 dotata di un gruppo (di
nali i1 s4; i grappi £ e le suporiicie ® risul-
tano allora. notf in base ad un'analisi fattane dal sig. Botza (9).

oltre alle superfieie F i eui punti

di una cur

o Hota
im100Ks o Sxvent. V
dalla 1 Ace. del. Tinos,

percicis A va-

L) A gue i Comptos Rendos, el
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§L
Generalitd sopra 1a tocrla delle superficle algebriche.

1. Peima di entrare nella questione che qui i siamo proposti di studiare, &
forss utile rammentare sleune definisiont e risultati relativi alla teoria generale delle
superficls: algebriche. Una vuperficle algobrica, data ad arbi

=0,

1y flzy

che sia di orgine # == 4, ammette in generale integrali doppl (41 CrEpsch-NoeTHER)
i prima specie, ciob ntegrali della forma:

ey asay,

con B fumziono razionale di #, y 5, 1 quali soddisfiuo alls condizione di mantenorsi
finiti per ogni ares della variefd reale Riomanniana & quattro dimensioni the mp-
preseata. In superficio. Per ogouno &i questi integrali, la corrispondente funzione R
b sempre mettersi sotto ln forma

R=9(W

).

dove Q & una funziono ragionals fafera, di grade n— 4 al pilt. i cui coofficionti sono
jgeneralmente soggetti a condizioni lineari.

Segue che si ha soltanto un numero finito di fanzioni Q. e percid di siffabti
integrali doppf. che iano linearments indipendenti; questo numere, che potrebbe in
particolars essere nullo, s ohiama il gensre geomatrico dalla supy (1) ed & un
carattere fuvariantivo per trasformmeioni birazionali dells superficie stess

Del generv si pud dare ancho unn dofinizions goometrics fondata sopra 'apers-

ione, la qu tatta tina serie di caratter] invarian-
. Ma conviene, per sumplicith, mottorsi sopra una superficie
senza mm -gmv.;t'mﬁ «<id, tome & noto, & sempre lecits prendendo, invecs di (1),
wng: sua, rappresentazione V. in o spazio ad a= 5 dimensioni

Sopra ¥ si consideri un sistena linears completo || di curve ulgobrichs i
dimensione =2 privo di punti base, irri o tale ¢he in esso mon sia conte-
nuto un immm di dimensiond »— 1 costituito: di curve futte ridneibili; ad esampio
quells dells sexioni iperpiane di V. L'operazione di agiionions, fatts sopra [T, von-
sists nel costruire, quando & possibile, un sistema linears di eurve C° le quali se-
ghino soprs la curva gemerica di |C] gruppi canonici

L curve €, quando- esistono, formano sampra wy sistoma completo [O'); che i
chiama sistema aggiunto a |C)

porta inoltro




— 285 —

Supponiamo ora che || contenga parsicimente [Cl, ook che ogni enrva di O]
sia parto di una od infinite eurve i €], 8i dimostra che il sistemn linsare complato
costituito dalle eurve I, ehe insieme ad una C asseguata compongons uma. O, mox
dipanie dalls seelta della curva C nol sistema (] ni dalla sceltn di guesto sistema
sopra la superficie V. 11 genere di V. o della superficie equivalente (1), & precisa-
mento il numere delle curve I, linearmente indipendonti,

Quando 1 superficie V non possieds eurve eccesionali, ciod eurve che possano
easere ridotte & punti- somplivi mediante uny trasformazione birazional dolla super-
ficie, il sistema. lincare || si chinna il sistema canonico di V, e le curve Ty sono
datts curve canoniche. Se In V' possieds curve eceorionali, conveniamo che il sistems
canonico sin il sistems | I} | preventivaments spogliato della curve eccezionali che figu-
rano come componenti fissa i ogni curva I

La superficie

Qgm0

dove Q & wa dalle funzioni ntere di cui abbiamo parlato avanti, ssga la (1), olire
cha nella enrve multiple o nelle carve sccezionali, precisaments lungo 1'immagine
di una curva Iy, oob lungo una curva canonica i (1).

Quands 1 superfiele (1) & di gonero 1 esiste un sola curea eanouiea Ia quala
pud eseare in particolare di onddne sero; cid: significa che I'union fangiono Q che
allors & ba s riduco ad una costanto 0 & cost fatta cha In superficle Q=0 non
sega ulterlormente 1o (1) all'infuori delle se eurve multiple o i curve seoesionali.

Ritornando alla ¥, nof possiamo ripetere, sa & passibile, I'sperazione di aggi:m-
aiono sopra [C'] ed ottencre cosh il seonudo apgiunto |C°| di |CL poi sopra |C7]
ottonero il tersa aggiunto |C"] 8 [C], .. ecc. B si possono pensara in mrmmndemn
1 sistemi linearl | L[ [13], ... i primo formato da tutta la curve 2y cha insieme
ud una C compongono wna G, il seeondo formato da tutts e carve T che insiome
ad ma C compongons uns 0™

11 numere delle surve linearmento iodipendentt che costituiscen i sitems. [15]
si dies il Yigenere della superficie (1), quello relativo al sistema |Iy), il frige-
nera , . gct. o 1 sistomi stassl, con rigudrde alla convensione fatta fntorno alle curve
aceorionili che essi possono. conteners come partl fisse, i dicono ordinatamenta fi-
cananico, fricanonico, ..., e

I siatemi pluricanonict esistono tutt] quands esists i1 sistema canonieo I3 , ma
pud essere; ad esempio, In superficie di genero zaro, ciol non esisters £y, o pon
pertanto esisters alouni fra i sistomi pluricanonici.

1 plurigeneri sono numeri invariantivi per trasformasioni birsionali dolls su-
parficio, perchd & evidonts che, 5o Ia superficio

@ F(X.Y.2)=0

¥ uns trasformata birazlonale @1 (1), ogni corva é-canonica &i (1) i trasforma, n
prescindere dalle curve eccezionali, in wna curva i-canonica i (2).
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Gi oatorra di men un alio numero intero. {nvariantivo di grande impor-
tanin detto 1o frregolarita dells superiicie (1); di quests nwmers & noi basta Ja
sun definiziono dal punto di vista trascondente.
Siano A & B due fungioni razionali di .,y ,s-4ali ehe Vesprassions

Adet By

sin, sopra la suporfioie (1), un differeniale osatto. S & possibile determinare A o B
in modo oho I'integrale semplice

Jade By

si mantenga finito in tutti i punti =,y ¢ della superfisio, quosto si dice wn inte-
grale di Pioarn di peima speciz appartencnte ad (1)
regolarith dslla suporiicie & precisumento il numero dsgli intagrali somplici
di prima specie linearments indipendenti.
8o I'irregolarith ¢ nulla, la superficie i dico regolare.
Terminiamo quests generalitd richiamando aloune proposizioni dells quali dovremo

i soguilo fara uso.

1. Una superficie che abbia tutti i plurigen s b trasformare
birasionalment guta Ie ewi sesioni, piane. hawno it genere. cquals alle
irregolariti

1L Uaa superficie vegolare col bigmere nulo & rasiouals.

2. Supponiamo che Ia super a L'immagine dé e sopa Ia
superfcio (1); oon gib voglismo dire che X, ¥, & sano fungioni razionali ndipendonti
di 79

ool

X =gifa.
() e TR
=gl 5)

ma che non sin ]m;,u“h, anche tencado conto di (1), esprimers &,
razionali di X, ¥
Allors, ad un punta i (1) corrisponds wn solo punto della suporfiie (2), ma
ad_mn ponto i questa eonvisponde wn groppo di w > | puati, il qualo. grappo &
dsterminato in medo unich da wno qualsivoglin det suoi panti.
«.s;w adere ad un integrals dopplo o sem-
p amoro doi paramatri
arbitrart che fignrs ohe si cousidera non pud evidente-
mente diminuire, Duaque, il gengra o ln ircegolarith di (2) a0 superand ordinate:
mente il genete o la frrogolarith di (1).
B i dimostra in generale cho il trasformato del sistems f-canonico di (2) me-
diants (3) & contenuto parzialments nel sistema f-canonico di (1).

44 con funzioni
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Si ha cost I seguents tota proposiziono, ehe & per moi fondamentale:

L I plurigensri o o iévregolarita di wna superfisis, ehe sia immaging di
wia involusions sopra wn'aifra superficie, non supsraus § corrispandenti plurige-
neri & la irregolarity di guest wltima.

Segue in particolars, fenends conto di T, ehe:

IV. Tha superfieis, che sia émmagine di wna inpolusions sopra wia supér-
fleis razionals o rigate, ¢ vasionals o vigala.

8o ung del plurigeneri i (2) non ¢ nulle, 1o stesso pad dirsi del eorrispondente
plarigenare dalla superfieia (1).

In questo Spotest, se 1" fnvoluzione he si ha opra (1) possiede curpe wmils, ciod
ourye luogo di un punto dove eoineidono slmeno due punti del grappo che esso do-
tormina, e quests enrv non sono eccerionali, esss sono, come b nots, somponentt
i curve pluricananichs di (1).

In altri tormini, tenonds sempre eonto & 1:

V. 8¢ una involusione sopra wi superficie algthrie possieds ewrve white
ehe non biano ewsponsuts di ourve pluricanoniche, esse sono curve eccesionali della
suparfieis oppure la superficis immagive della involusione § riferibile bivasional-
ments ad wna vigata

§2
Lo fnvoluziont soprs 1o superficle Iperellittiohs,

8. Poniamo:
(¢9] K= 0u,0) T o= Dufu, 0) | = Batty2)

con @y, @, @, funzioni analitichs uniformi che posseggans per u o o tispettiva-
mente 1o quattro coppls di periodi fandumentaliz

® 8, 0¢, 9 .Q;!

o, 8,8,

Noi faceiamo sopra le fanzioni (1) I'ipotesi fondamentals che esse mon abbisno
punti singolari esssnsiali al finito e che now futfi i determinanti Jacobinni estratti
dalla matrics

. B
ET]
b
w0

svanigeano idonticamente. Cib equivale a supporre che i parametri u,v fgurino
nalle (1) essenzinlments, ciok oha non sia possibile considerare X, ¥ , % como funzioni
di un solo parametro dipendents da u, v.

Bocrera vt XL

a 9% Toma XV. 8
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Allora, come b moto, fra lo X, Y ,Z intercedo una sola. relazione algebrica
irriducibile:
(8)

cho possiamo fnterprotare come I'equazions di una superficls della guale e (1) somo
ssantazions paramatrica.

(X, Y,2)=0

di raggi & di classificare, a meno di trasfor-
lo superficie che si ottengono nel modo snzidetto.
igne distinguers dus casi.

1%) Pub accadere che ad un punto generico della superficie (3) corrisponda,
a mono. i periodi, tova sola coppia di valori u,
ione analitica uniforme @ (w,v), ohe non abbis punti singolart
periodi (2), & esprime. rasignalments mediants
+ porehi, dentro un parallelotopo fondamentala dello spazio a quattro dimen-
sioni in oui s rappresantano le coppie w, v, sono in modo unico determinati 1 va-
lori @i u, & appena oha siano dati quelli di X, ¥, 2%, esi ha in corrispondenza un
solo vadors i @

Tn altri tormini, il sampo di razionalits di X, ¥, % contiens futts ls. funaioni
moromarfe quadruplaments pariodiche ©(u, #) relative alls tabella dei periodi (2).

Nol aso in esama 1a superficio (X, ¥, %) definita da (3) si dice una superjieis
ipevellittica appartsnents alla tahella (2), 6d & chiaro che dus superfiele iperellit-

artanonti alla stessa taballa sono birzionalments identiche.
2°) Ma pud anohe acoadere il caso hio ad wn punto generico dalla supy
fieie (3) eorrisponda. un mumers, ariamente finits, 1 > 1 di coppie incongrus
di valori u, v.

All druplaments periodica ®(u, v) soddi
wone algebrica iriducibile di grado m, o di geado divisors ai 41, i eul cpufl
slanno uel campo di maionalith di X, ¥ ,% Il grado dells equazions in discorso
@' so @ prende valori tuttl diversi elle m coppie incongrus &, per 1o quaki
X, 1,2
gruppi, neces

gruppo @ pro

ho

no inalterate, od & tn divisors di #4 so lo detto copple sf eoindono in

Ma Vosservasione che & noi inforessh & uesta: so’ eostruiamo una qualsivoglin
a appartencnte alla tabella (2) o questa

superfieie iperellitt
(4)

e fonzio

falu, v},

= il o) s = Lalwan) s

X, ¥,% 8 4,0,
nalienta con
siamo pocre

cchib possoggon § periodi (2), & esprimono ravio-
 Fanzioni quadruplamente periodicha = , in altri fermi

Gilei ¥ 3)
=gale, y3)
gz, y,3)

assendo g, . gy, wa simboli di finsioni raziongli.
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Cost, ad v punto della superficio (i, ¥ 2) dofinita dalle (4] eorrisponda un
solo punto della superficie (3),'ma ad un punto di questa corrispondono fnvess m
punti di (4), precisamente ghi 7 punti ohe si hanno par la m coppie incougma w, v
che mon alterano i valori di X, ¥, %

In conchiusione, a superficie (8), s non & una superlicie iparcllittica della ta-
bolla (2), & I'immagine di une involurione sopra nna superticio iperellittica della
dotta tabelln.

Convieno allors anzitutts ricercara e involuziani ehe passono esistere sopra Te
superficio iperallittiche.

Quosta classificaziono & fatta in modo completo nel presente lavoro; not abbiamo
seartato soltanto quella involuzioni che pertano a superficio raxionsli o = rigate
allittiche.

4. Unn superficie. perellittica ha, como & uoto, il genero o tutti i plurgeneri
eguali ad 1 o la irrogolarith eguale 3 2.

Quando. la coordinate del suo punto generico .y, & esprimono con w2,
I'unioa integrale dopplo di Cresscn-Nosraer che la suporficie (4) possie

_H}m dv

& meno i un fattors costante, ed 1 due integrali somplict di prima specie linear-
ments indipendenti & riducons procisaments ai parametei w, o o & dne combinaziont
linear! i questi paramotri.

Una superficls iperellittica non possieda efettive’ curve cancniche o pluricanc-
wiche, perchd i dimostra cho sopra tnn siffate superficle. ehe s pud sempre sup-
porte priva di ourve ecoezionali, ogai sistems lincara |€] @i curve algobriche coin-
eile ool proprio sgginnto [C].

Supponando sampra In superficte iperellittica (4) priva di curva scoecionali, saguo
cha I'involuzions che lia per immagine (8) now gossicde curve wiite (§ 1L,V), a
weno ¢he In superfiols (3) mon sia riferibile birzionalmente sd una rigata

Tni qussto oaso, 1o sozioni plane di questa rigata sono carve di genere non
poriors & 2 (§ 1, T11); dunque essa pub essera razionale o ellittica, pere
mo, non possano mai presentarsi 1o rigate 1o cul seviont piane stano di

, come

 una siffatts superficle, o 1a sua supposta. equivalente (8),
emplich di prima sposie, linearmanta fndipendenti, ehe sono
Vs funsione dellaltvo. Questl due integrali sarebbero dalla trasformszione razio
nsle (5) porlati nei due integral samplivi di prima specie di (4) che sono w0 o
duo eombinaxioni lineari di w, v contpletamente indipendenti tra loro.

L. Eroettuati i casi & cui lw supsrficie (8) ¢ rasionas o
una rigata ellittica, I corrispandsnte fnvoluzions sopra la. superfic
tiva (4) uan possieds cures wnite.
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Par il soguito, & precissments per dimostrare alla nostra maniera il toorema del
soguento paragrafo, ocoarse escluders che 1 involuzione possegga. eurve fondamontali
coniugats o punti uniti.

Questa restrizions & pard superfioa: I sigy. Exmiques. o Sevemt son difatdl
riusoiti (*) & dimostrara il teorema indipendentemente da essa; suzt fale teorems
ports alla consoguanaa cha 1'involuziono. non possiede. curve fondamentali [sampre
nell'ipotosi che 1a suparficie (1) non sis raxionalo o rigata]. Noi pard non siamo
finors riussiti ad esclndars @ priori Vesistenza di queste curve fondamentali conf

1L Jettors pud eselnderls, fondandosi sul risnlisto di BNmiques o Seveny, od
smmettors, in linea provrisoria, che la nostra ricerca si. limiti a gueile superficia (1)
per s guali la sorrispondents involusions now. posssgga exrve fondamentali eo-
witgale @ punts wniti, senza preveouparsi se quosts sia uns effettiva Hmitarione.

§ 8.
1 grepp dl sostitusiont lnsari sopra 1 paametrd 0. .

Denotiamo eont (4,5) o (2, y,) lo coordinate di un punto della suparileie
ipecellittioa (4) o eon (&, #) 0 (&, ,#) le conrdinate di un secondo punte agpar-
tencate al gruppo determinato dal primo nqlla involnzione cha &i considers. Suppo-
nendo che la superfisia (3) mon sia equivalento od wna rigata, &1 ha ho:

sona. funsions analitichs wniformi di s, v.

T, o ns iairansal punto di paramatei 4, o un ciolo chingo dollo
i0 4 quatteo dimensioni dove § detéi parami si rappresentano, quasto eiclo pud
0. defoxmandolo eon eontinuith, perehé, non avendo I'involuzions
curve unita, 5, per ipotesl, eurvo fondamentali eoniugate & punti wniti, 1 punti co-
ningati o punti- uoiti sono isalati, o possono purcid essere seartati durante la de-
1 ciclo.

o fuvate: fuginao. perogczsca ol sbised PO (5 ' #),mn 2o hinss 108re
la. siupe periodi, di
mado ¢ho, in eorrispondenza, non & ha sémprd ui cislo ohiuso. nell'snsidetio spasic
& quatiro dimensioni, ed il punto (2, ¥/, #) pud scambiarsi eon un altro dei punti
dol. gruppo; E, per renderci conto di questi scambii, busta studiare eid obe avviene
por i cioli chiusi. della nostrn superficie ohe. eonrispondona alle quatieo coppie di
pariodi fondamentali (2), ginoohd oo altro ciolo si compone con guelli.

Supponiamo  dunquo di. far. parcorrere al punte (2, y,5) nne dei g
ora, detti, per escmpio quello che corrisponde alls coppia di periodi 9y, 95 ; con cid
i punti del. grappo individeato da (2, y,4) sabimuno una permutaziono; g, sic-
siceome il numero di queste permufazioni & fnito, ripetendo il ciolo un convenicnic
numers di volte, ogui punto del grappo riprenderd il suo primitivo posto. B, giocht

eie (4), i parametri u 0. ritornano in gonorale, sumentati d

ro cicli

faivne,
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1o stessn pud dirsi per | rimanenti tre eioli fondamentali, &1 veds oho & possidile
detarminare un mumero intero # tale oho i eicli eorrispondonti of periodiz

(21 |

Vﬂhml T
0, n  nl |

el alle loro combinazioni lsseino fermo ogni punto del grappo. ed in partisolare
@y 8

Cib posto si comsideri 1a superficia:

u s=pi(52) cr=nls2) e =n(tD),

che & Ia (4) stossn, perohd non si & fatto che eambiars 1l nome agll mgononts dells
funzioni /i, fu, fos ms, seritts cos), essa b una superficie iperollittion appartonente
alla tabella: (2

Tufatti, lo funzioni /i, fa, /s tipréndono, poc ipobesi, gli stessi valocl sollania
quands gli axgomenti Ef—l aumentano di' periodi (2), ciod soltamto quando v
ammentano & perfodi (2.

Lo funaiont quadruplaments periodiche &
mettono § periodi (2), anmottono anche § perfodi (
nalmonts con § 7,85 0 1o &y uf aliebricho & 2,7,
nnche funzioni algebricka di ¥, 7, 8. Intanto, quando il punto §,,% descrive un
(4), i1 punts corrispondents .y , ¢ descrive, sopra (4),
tn cielo chiuso che & una combinnzions dei elell corrispondonti alle quatteo copple
@i periodi (2)', oo &', 3, ¢ riprendons, per ipotesi, 1 valorl fuisiali. Dungue, &7/,
sono funzioni razionali di €,7,{.

L teusformasions rasionale he (o passare dal pusta (¢, /) sl puito (5
porta i due integrali- semplici di prima speele W, o, caloslati el punto (s
in due integrali semplici di prima »pecmmlm]'\ix nel puko (¥, 5, &) o cha sb espr

definite dallo (1), lo quali an-
I, s esprimone ragio-

) 0

che sono fo

son0

cielo ohiuso sopra 1a superfl

1y €)

. it
mon quindi Hnsammeats con %, 7. i ha dungue:

Wom i fo 4oy
@ V=i - dofeay

e, By die ostanti tali ého visulki wd — By divorso da sero. Questa & la
forma delle soluzioni del sisterna di ¢quazioni (1) espresse modiante nna di esse (x, o).

8: Lo oporazioni (), ehe fanno passare da wn. panto di um gruppo od altr
punti dello stesso gruppe, sno in numero finite, se conveniamo di fara astrazions
dalle operazioni che consistone nell'anmentare w o o di periodi; ma, e non facciamo
quests convenzione, dobbiamo covsiderars infinite sostituzioni lineari lo quali formano
un gruppo £, B difatti esse sono tutte lo sostituriont Yineart cho trasformano in s
un gragpo di punti coniogati della mostra involuzlone.
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stituito dn tatte 1o

igrappo. invariants G

Del grappo I' considsriamo il
opernxiont che siano dolla forms

{6y Wemuopo, , Y=oy

To G & eontemnto il gruppo fondamentale della superfiolo fparellittion (4), eho
& quells formato da futto 1o opernsioni ohe wumentano w o o di periodi. Questo

grappo fondamentalo non & in gonerale, un sotbogruppo invariants di Z) ma & tals
dentro G, perchd le operasioni di @ sono due a dua pormutabili.

Lo funzioni meromorfe di w,v che restino inalterate per lo opérazioni di G
esistono; tali somo ad esempio le eoordinn % di un punto generico della
suparficie (1), lo quali non si alierans per tatte o operasioni di I\, ed in partico-
Tare por quelle di G. Dungue il grappo G pud essere gonorato da quatteo sostito-
#ioni fondamentali ¢ quoste siano:

R R e B T R

v=vtul, Ot V=l =otw

8 consideri ora una suporficia Iparollitticn
#F,8)=0

dis

appartanente alla tabella di per
IS A |

Vo) )

olob una. suparicie xpualmuca chia abbia coms grappo fondamentale .

Le funzioni X, Y% che, come abbismo pocanzi osservate, ammstbons questi
poriodi, sl osprimono. razionalmonts con &,7,¢; inolro, gincehd il gruppo fonda-
mentalo di (4) & contennto in G, lo fangloni &, 47, & dl &, @ ammettono § periodi (2)
& pereld i esprimono razionslments oon 4,y , .

La suparfiaia (£,7,¢) 4 dunqoe 1 fimmagine di nna fnvoluzione sopra la supar-
ficle [4) il cul grado & ovidentemonts oguale allindice £ del gruppo fondamentala
 (4) riopata & 8, & 1 mipucils {3) b & b vl omdpihe W s iVl

siono sapra. In wuperfisie iporallittica (¥, 8) i1 ouf grado § eguale all'indioo %

dol grappo G rispetto ol geuppo principals £,

indico  vale 1 solo quando G caineide ool gruppo fondamentals di (4); in
o' caso 1a :mps. ¢ie {8) & immagine di woa involuzione. di grade minore
rellittion (5,7

8

o A]unqus supporre, senza noecro alla genoralith dolla nost rieare,
oha @ eoineida eol detto gruppo fondamentale, oiod cho, per ogni sostituzions dol
‘grpgo I elie sia del tipo (8)), lo costanti ¢, , ca eostituiscano uns coppia. di periodi.

Satto qitesta ipotest, aecade ehe quando nola (6) aumentiamo s, v & s coppin

di p ancha o & o aunentano di wna cappia di periodi ¢ reciprocamente, porshé,
in caso contraris, &i avrebborn in I opernzioni (8)° senza ehe (e, cy) fosse wna coppia
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di periodi. Allora alla sostituzione (6) corrisponds uua trasfarmazione birazionala
dolls. suparficie iperellittica (4) in sb stessa: ad ogni opernzions di @ corvisponds
1identitd.

Tatte quests tmsformazioni birazionali enstitiscons un gruppe fnito di ordine m
che & evidentemente isomorfo in modo oloedrica al gruppo di sestituzioni binarie
formato dalle parti omogense delle sostituzioni (6).

Arriviamo cos) alls seguents importante proposizions:

L. Ogni superficte (1) ¢ ¥ immagine df wna involusione sopra una superficie
iperellittica generata da uwn gruppa fiuite di trasformasions birasionali della su-
parficte iperellittica in 4 ed olosdricamente ismarfo ad wn gruppo di sostite-
sioni lineari- binarde.

§ 4
Determinazions del genere e della irregolarita delle intoluzion] parelliftiche,

7. Sia, con lo notazioni precedenti,

Dol 0) 5 T Dyfu, 0, B, 0)

resanti una lnvoluzione di ordine m sopra la superficia ipe-

(2} a=filu.w), ¥ filu,r)

u,0)

appartensnte alla tabolls di periodi

2 8,8, 8

@) o, 2,9, 2],
o sin
W attpot o

yufdv

Ansitutta, giacehd i1 g & abbiamo gid avvertito, eguals ad 1,
11 goters il superiicio (1) &.(§ 1, 111) 1 o' sero;

Supponiamo che questo genare sia ¢guale ud 1.

Allora ln superficis (1) ammetés un integrale doppio di prina specic

[z, v, axdx,
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il quale, quando si esprimono X, ¥ , 7% med
tograls doppio di prima

nte &0, si trasforma nell*
cio dolla superficia iporellittica (2), cho &

[fawee

& meno di un fattore costante. Danque, facsndo il cambismento di variabili ora detto,
possiamo serivere:

Se seriviamo ', v/ invese di w,v, R(X,Y,%) ed il socondo membro di questa
eguaglisnza non si slterano, dungue non e'alters neppure il determinante Jaco-
biang 2T gy opy DO

B, ) D, o)
tugione (4) vale 1.

Rosta 008 stabilito. obe, se il gonars' della superfiois (1) & eguale all’dhith,
tatts lo sostituzioni del gruppo I sono wnimodulari. B si pub anche dimostr
proposizions rosipicocs, ciob che, se tutts le sostituzi
superfiels (1) & di gavers 1.

Pactiamo dall’ identith

D
D

1 & quindi il module ef — gy dalla sosti-

In
i di I sono unimodulari, la

od ossarviamo che essa, in virth dell'ipotesi

D(e o) _
D{u,v)

=l —fr =1,

pub serivrsi
DT, Y)_DE.Y)
D, o)

Il dsterminante Jacobiano

& una fungions meromorfa di w, v cho Ammetto i periodi (8), o 1'ultima eguaglisnza
mostra. cho quasta funzions prouds valori eguali 1 tults 1o solusioni dolle equa-
1); dusque ossn & wns fongions ruzionale i X, ¥, 5.

=R(X,Y,7),

rgomenti; sioch?, quando s passa dalle varis

bili %, o alle variabili X,

dicdo=R(X,Y ,Z) dX dY .




i wede dunque che In supsriicic (1) ammette 1'integrale duppio di prima spacie
([wx, ¥, zyaxar,

o pereid il suo. genore & 1.

Rinssumando, 5§ ha In seguento, proposizione:

L. 1t gensre dalls guperfieis (1) & sero 01 secondn eha esista o o esiste
wita sostitusions di T che nou sia unimodulare.

8. Passiamo ora & determinare I irragolaritt della superfiois (1). Fa irrago-
larith della superficie iporallittics (2) & 2; dunque (§ 1, TT1) 1a frregolarits di (1)
non supera 2; suppontamo, in primo luogo, che quests frregolarith sis offttiva-
mente 2

La supetfielo (1) possiode allora duo integeali sempliol di prima specio linoae-
mente indipeadenti:

j'\ax+n4r S _fc,:x+mv,

can A, B, C,D funsioni razionali i X, ¥, %, e questi inte

mono con w2, v, si trasformano in due funzioni 1

ch essi siano precisamonto il primo u od il secondo v
Si ha allora:

i, quando si espri-

vi di u, v} 5ol possiamo supporre

: AdX B — s
@ CaX 4 DY —dv.

Tt oo vt A v s v gl
glianze nion si alterano; dunyuo si

' =du , do=dy,

Cmut o, Pt

Tutta lo-operazioni di I essando della forma ora seritta, il grappo I' coineide

ool 510 sottogruppo G, o percid Ia (1) -8 una superfiele ipere
considerasioni fatte alla fine dal presodonte paragrafs, possiamo swpporrs ch

o tute 1o oucianioni 41T sotto 1o orma:
yufdv et

ecto saskituzioni debbans: formare 1mn g
pamameteo o,
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Cid segue dalla nots proposiziono che un gruppo' finito ai trasformazioni tinsari
sopra una retts, se luscis fermo un punts, lasciz farmo anche un secondo punto di-
verso dal primo.
1l gruppo I, s facciamo astrazione dalle operazioni di G, & dunque clelics, o
1o pessiamo supporr generato dalla sostitusione ultimamente scritta. Si.devs purd
supporrs ush 1, gincehd, se fosse e 1, si rioadrebba nel 0aso prima eonsliderato
o 1a iregolarith della nostra supecticie sarebbo egualo & 2.

o

Dunque, serivendo v~} in luogo di v, si veds che il gruppe X' pud as-

sare generato.dall’ unica sostituzione:

(6) W=t+te , tmmpy;

& meno, ' intends, dif operaztant @i G.
Reciprocumente, 8 11 gruppo I' & ciolico & Ia sna oparaziono generatrice si pud
ridurrs al tipo (8), 1 superficie (1) ha 1z irregolaritd 1.
Infatti, difforenziando lo prime due dolls equasioni (1) o ricavands du, si frova:

dum=AdX - BAY

con A o B funzioni meromorfa di v cho smmsttono i periodi (3). E, quando sl
cambiano «, 0 in 7', il primo membro dell'eguaglisnsa cra soritta nou si alters
in forza dalla prima delle (8); dunque neppure si alterana A ¢ B, perehd dX o 4T
sono arbitrarie. Sogue che A o B sono funsieni razionali & X, Y, 2, o pereid

- J‘Mx+1m'

8 un integeale sewplice i prims spoie. dolln superficie (1).
o 16 superficie (1) che hanno V'irregolarits 1 sono di genere zer,
porehe, essendo i< 1, la sostituzione (6) gon & tmimodulare,
Noi daremo qui o nel seguito il nome di superfieio F allo superficie cho i la-
seiang rappresentare nella maniors (1) @ ehe non si riducono n superficin iperellittiche;
sistumers Vanalisi fatéa nel presonto numero nel segnanti enunciati:
iperficic B o sono regolari od hamio Uirregolarita 1.
1L Ze superjicis ¥ che hanno U'irragolarith 1 sono di genere geometrico
ser0 o provengons da. grappi T cislist Ao exi. operazions gencratrics ha wno dei
suoi moltiplicatori equali ad 1 ¢ Valtra diverso da 1.
Dagli enunciati 11 o 11 segue in particolare:
IV. Se il gruppo T contiens wn'operasions i cu moltiplicators ‘sono en-
trambi diversi da 1, la superficis F & regolare.
S clio 4 della sostitusione (4), cho nen sono altro
ellequazions quadratica :

Osserviamo

che le radici

o = (@ 0) g - (ad — ) =

siano ent
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Allors, ‘eambiand linearmente { parametri &, 0, I (4) pod ridurst al tipo:

We=lpte , v=pv4c;
pol, serivendo w7 , v in luogo di u v, Ia sostituzione in discorso
s riduce al tipo:
6y W=y , t'=po.

Quest'nltima riduziona non sarebbo stata possibile s avessimo supposte, ad
esmplo, A== 1; in quosto caso assumizmo (6) come tipo ridotto,

In ogni easo. | moltiplicatori di una sestituzions di I sono radici delf*wnita,
perchi I & di grado finito (mod G):

L'equazlons carstteristies &l una sostitusione del grappo r.
9. Bi consideri wna sostituzions di I fuori di G, che supponiamo ridotta al
tipo:

1

*eon g diverso ds 1.
Avvertinmo, uns volta per sempre, ehe noi consideriamo I* vispetts al moduls G,
o che tutte 1o operaioni di questo sobtogruppo invarinnte si suppongono della forma:

Wemu@ , o =it &,

ossendo 2 od & una eoppia di periodi. Bsprimiamo eid biovoments dicondo che I'
& n gruppo wormals vispetto alls tabelle i periodi:

208,00

@ B

Noi abbismo il diritto di considerars soltanto gruppi mormali per le eonchiu-
sioni fatte alla fine del §

Cib posto, si dedu
anche ¢’ sumentano di p
Vindics 52

¢ aumentiame v di uns
hia dunque par tutti

coppin di porindi (2),
valori 1, 2, 3, 4 dol-

A0, = a9,

fa.
a0 2 - an

+ st au

+ a8+

(8)

essendo o @ numerd i




— 208 —

51 veds ¢
bisoono simi
delle a; 1'equazi
sione, oiod:

onza alla trasformagions (1), i periodi di w &'s su-
tuzione linoars 1a. oul matrice & quolla
i di questa sostitn-

cortisp
ament una stessa sost
o di quatto grado che fornisso 1 molkiplioat

Gi—ea  me  an
(4) LTS n—¢ tn n —0
L
Ga By L) fu—¢
sard dotta, per brovitd, 1' equasione carationistica:della trasformazions (1).
Lo (8) mostrano che i moltiplicatori & o u i (1) sons radic dalloquasions’(4).

Giaceld o radiei doll with 4 ¢ ;o verificans una equasiono & quarto grado a
coutlioionti interi, detto s Lordine dells trasformaziono cielica (1), dove essere:

gln) =4,

essendo ¢ Ia solita funzions emumeratrice di Gauss. Dunque # pud prenders soltanto

i valor

8,10,12.

o qui aleuns csservazioni che servono & restringere il numero della ipi-
tosi che =i presentano nelle discnssio

4} Se il gruppo I' porta ad
abbiamo dimostrato nel procedents par
determinanti. di terzo ondine estratti dall o (4) sono milli; fn caso contraro
e, {2) fornirebibsro. par i rapporti delle 2 numerl reali, o ofd & assurdo. Donqus. il
primo membro di (4) possleds i1 divisoro (¢— 1)* & pereid I's
diversa da 1, & egaslea —1 oppurs ad un Dumer quadratics immaginatio. B
sopra i & possoio Percid faro soltanto le sotto ipotesi:

superficie 4" frragalarits 1, deve esseto, come
, A=1. Ma, p Amal, tulli i

mal

radies g1, chio &

tioo immaginari

#) Por i valor

no A & Ji essere m
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Infatti, per questi valori & #, Vequasione (4) & irriducibils, o quindi por ¢ ==
o per g = non tuti | determinanti di torzo ording estrattf dalla matrice (4) sono
nulli. B4 allors, s0 4 8 & souo nmeri. eoniugati, 1 equaziont (3) forniseono per
rapporti tra lo 2 o per i corrispondenti rapporti tra lo 2 numori coningal
varrebbo Vesistensa di un integrale di prima spesie, ook di unn convenionts eombi-

nazione linears di u ¢ v, coi periodi tutt reali; ¢ib non & da amm:

th, ¢ n

§ 6.

Buparfiole irregolard & gemere zero,

10. Abbiamo visto (§ 4,111) che i groppi I' che portano . superficie irre-
golari di genoro zaro sono oielici 6 che ln corrispondents operaions gemeratrice. &
dol tipo:

M W=ndo o0

= .

Soelta opportunstamente nel gruppo I' 1a sostiturions generatrion (1), & chiaro
[§ 5, )] che pud supporsi che y &in uno doi numer:

—1,i,¢

ati & torza or 1
Te: equaziont (3) velative ai periodi di , dove & ora d=1,

o; nd possono essero meno di dus, perché allors Ia r
« semplice; sl arcebbs dunque
vo ai periodi di v foroirebbera

p==1, sono tutti n determin

G ro=1,
matrice (4) [§ 5 a)

i (3)

& nssurdo.

1, o 10 aqn
por i rapporti dl
ue che i guattra peri
cienti futeri di Qs periddi, ¢ pereid intagralo u § elf
posto, st vede operands per
quattro eicli

lo & numeri peall

aziont linéari u coff-
ico.

on Sopra

Sin ¢ o nuinoro intero positivo che prends i valori:

2,4,8,6
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in ordinata corrispondena ai sopra serittd valori di p; la potenza di esponents u
dell'operazione (1) &+

Wt | v=u,
o, siccomo il gruppo I''si suppons normalo rispetto alla fabella (2), deve sssere
(we,0) una coppi & periodi. Si ha dunque:

eon a, 8 interi.
Fageito vedero che &, § non possono avers alenn divisore comiine con 1.
Tafatti sis o il massimo divisors comuna ad @, 8, @ paniamo # == ov; allora

(v, %) & uno coppin di periodi purchd si faccia:

Dialtra pacte, 1 potemaa di esponeata » di (1) a2

T

ma, ossendo (v, »¢) tnd eoppla i pariod,
cosh :

quests operszion

re anche

W=u , =,

o &l vede che, 56 non & p'=1, ¢ quindi ¥=# 8 0 =1, la curva di equazione:

& Inogo di punti wniti per la involuzione generata dal gruppo I'; cid & da esclu-
dersi, perchd allora la corrispondeate superficie F', essendo irregolare, risults equi-
valonte ad una rigata ellittica (§ 2, n. 4)

I numeri @, # possono ovidentemente essers calcolati rispotto o (mod n), perchd
# locits togliors dai seeondi membei dolle (1) una coppia di periodi; poi, per cou-
are Vaspatto di (1), Basta eambiare, se acaorre paramstro o in o, essendo f

Dopo cid i veds subito, passando in vassegna i diversi valori di n, che a0 @
80 possano supporre primi fre loro; quindi, sonza ledore Ja generalith, possiamo chis-
mare w, il ore di ¢ o serivare Toperazions (1) eosl:

{ay

coppia di poriodi, la guan o' che figur
Moienti interi di wi,w: o pud essere ridotta
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& 10r0 agglungendo al: primo efolo di (2) convenient! multiphi dégli ultimi dus. La
tabella del poriadi si riducs dungue a:

; [we 0 0
@) o wtioi]
A questa pruto convisns seinders Ia mostes analis in sorrlspondensa sl vt valor @ .
1) Supponiamo in prims Tuoge s = — 1.5 quindi
In quasto sasn 1n (1 moskra: ob, ssendo (my ") uns, soppia di periodi, b
ekt (mg ,— o) 1na ooppla di pertodi o sl dodui, aobtraendo Ldn elslF ors scrith,
che (0, 2a") & uoa doppls’ di paricd. Donque Sa” & una eembinazions Linsars 3
coefieient] inbori di wf,w} ¢ possiamo serifere:

aunf - ]
ad

eon e, @ interl presi rispetto & mod 3, perchi & loeito! sggiungers al secondo ciclo
di (2) multipli arbitrart degli ultimi due,
8e a =0 la tabella (2)’ si sidueco a:

@ o 0 0

10 0w of.

In ogni altro caso possiamo ehiamaro o) il numorators’ di o inslira conviene seri-
vers Zuj in liogo di wf o sottrarre dall'wltimo elolo 1 secondo, mettendo soft Ia
tabolla. (2)' sotto 1 forma:

oy 0 —oy

10 oo e,

& ponfamo ==t
B i

Infiug, so invece di w, v prendiamo { dus integrali -,

P P ‘. 5 ot .
# . lo tabells in discorss e Voporaziono (1) goneratrice di I si seriveno cosi:
1050 10 e
1 A i) :
Y lorov| DA

C

11. Sopponiams in (1) p
Riferendoci alla. tabelln (2
4 periodi, o quindl deve essore:

— :|

£ 6 quindi =4
a (1) mostra che (0, fo8) o (0 fwl) 5000 coppie

du,

(8) g — o o =y}
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eon a, azioni si eliminang

seguenti duo relazioni fra gli interi ora detti

4 at

7,7, d interi. So fra questo

w}, ¢ otlengono e

CE gy 1=0;

faremo ors veders che & sompra locito supporre o == d
pereid )= ]
In

0,8

i, cambiamo i periodi wf,w} ponendo:

= oy - ra;

con ' Intaro; allors, mettendo questi valori molla (3), & veds subi
& o si presenta la differenza «— ry.
Sa invec avessimo posto:

ohis &l pasto

) = el

avrommo avuto @ -k in- luogo di a.
Dinque, possiamo sompra diminuira 1 valors assoluto di « & mono che non &t

abbia nello stesso tempo:

lef

In questo caso la seconds equizione (4) db da* =< a* -1, ciod @
delle {4) siosse si ha dmm0 ¢ —1 oppure # v
questa due soluzioni non seno eqvuaﬂmm'ta distinte, perch? 1’ una si ridtoeall siten
scambiando wj con oy

11 quadrato dell’operazions (1)’ rientra nel case 1) svanti considorat, o
possiamo sorivors come precedontomento:

0; poi, in, forsa

(3)

] - B

con , @ intori prest rispotto & mod 2; ma qut ana 18
a, # dobbono avere Ia stessa pari

Tnfatti, essondo (ss @) nas coppla di poriod, & ancho, in forsa di (1),
o cho (0,4 — i) b 1
— fu" deve ossors Mna combinazior

Intanto, tensndo sonto della rélazione w;

nterv va condizions che

riodi;

eoppia di periodi,
s a cogflic

si he per la (5):

# ol «—@ son0 numerl pari.

@ quindi a
iamo. dunque considerars soltanto i duo casi: @ === 0 che

Dol

o a=f=1 che di w"

wf. In comispondenza u questi en
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ridurrs 1n- tabella (2)' ai seguenti dus tipi:

1050

1) ‘” 10 r‘.

o serivero Toperavions (1) cost:

[r=vti. a':w].

Per arrivars a questo ultime form, abbiamo seritto a i, @fp in luogo di &, v o poi,
nel seeondo del casi avanti eonsidorat, per dare alla tshells dei periodi Taspetta IV),
abhiamo tolto dal quarto eiolo il socondo od agginnto i terso.

12. 8i supponga in (1) p=¢ o quindi a==3.

In guesto caso, essando (0w} , (0, w}) coppie di periodi, sono anche (0, o),
(0, waf) coppie di periodi; si ha dunque:

{8y ; o] = ] - ], ] o] L
dovo @, f,7.,d sono interi che soddisfano alle due condizioni:

4y at-dfl=0 , &'+ fy+atl=0,

che vengono dalla climinazions di & , o fra lo dus oquasioni che precedono.

Si vede come nel caso dsl wumero precedente che, cambisndo linesrments i
periodi o], o in aliri dus equivalenti, possinmo far variare a volontd 1'inters & di
un moltipla di # o di on moltiple di p. B possiamo percid diminuire il valore
assoluto di e fintanto che non s abbia nello stesso tempos

|, o quindi de*=]gy|.
Quest’nltima diseguagliana, insieme alla seconda delle (4), b da* = o® +- a1,
@ si deduce &= 0. Allora 16 stosso equasioni () dhono d Lofml,y——1

oppure. f=—1,p==1;m
o, ¢ il secondo caso si ridues al primo ca
Inoltre, essendo (w, , ") una coppia di poriod

s accordano a dare

in forza di (1) si hamno i

(0, 0", (00"}, (g, 07),

che sommati dinno i1 eielo (Bwy,0); e, siccome (Sws, 3u”) & pure un ciclo, tals &
anche (0, Sa"). Dunguo & da;

(6) @

con @, interd presi Tispetto a mod 8.

Socteth om XL, Serle 8, Tomo XV, £
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Tnfante, dall
coppin di poriodi, &
cienti intori di o,

time asservazion! fate, risnlte che aneho (0, @ — sa) & u
ndi " — ew” dove essore una combinazions linears & cooff-
e, tenondo conto della relasione wj = eaf, st ha per la (6):

o atf

o — s =

28—a

(mod 3). Possiamo

o poroid deve essero soddisfatta 1'unica condizions a--
o 0 8 quindi &”"=0;

dungue limitarsi a considerare soltanto i due cas

—1 ¢ percid o = 7 o,. In quest'ultimo easo si rieado facendo

I'ipotest wmm—1, =1 prrehé si cambi in (2) o in — wy.
Tn corrispondenza ai dus casi ora detti, operando in modo analogo n come sl
3 fatto precodentements, possiamo ridurre 1z tabella (2 & queste due forme:

a=1,p

10 0]
) 1

0104

& Yoperaziona (1)’ al tipo:

p 1
¥ et o
[z L

18. In ultimo luoge suppeniemo in (1) p=—¢ ¢ quindi L]
Allora il quadrato dell'operszione (1) rientra nel easo dol nunioro precoden
o quindi possiamo supporro o == re;; inoltra si canchiude eome prima oha {0,
& una coppia i pariodi. Intants il oubo di (1) & un'operasions di seeondo ordine
o riantra nel caso 1) esuminato al numero 10; dunquo aoche (0 2o") & uma enmpia
i. Souo cho (0,&) & win coppia di period, & peroid o & una combina:

1100
1-;1ue|

Voperazione (1) si serive:

—utg udﬂ;]

[

funzioni. moromorfs quadruplamente peviodisho di &, v rola-

tive allo sotts tabello trovate nel prosente paragralo ssistono sito 1s sla. eondisions
che i numer ¥ ¢ « che vi figurano siano immagina.
T supotfioio F, che veugono in corrispondonzs nlle in

1o superficie iperellittiche relative alle tabelle ‘stesse; somo sup

siderato sopea
ellittiche i




genete ero () che hanno oguali ad 1 tutti i plariganari 1 eof indicl sono multipli
del numero ‘w oy oi dellardine della operaions gensratrics I'; tutti
gli altri plurigoneri sono wulli

Le supecficio B dei casi 1) @ 1) sono rapprese
V'equaions di una tale supeeficie ¥, o di una sua trasformata bi

H{X . ¥);

ti definito,

bili el piasia dappio, ciod
aionale, & del tipo:

sssendo H un polinomio in X, ¥; l superticio  rolotive ai rimaventi cioque casi
aon s possono rappresentare nel modo ars detto.

Noi dimostroremo tutto cfd nel pursgrafo che segue, dove daremo le equationi
dalle superticis in disorso.

&

Equasioni esplicite dello superficie ellittiche: del precedents paragrafo.

14. Sin e s funzione fondamentale di WeisestrAss costruita con i periodi

1 ¢ o consideriomo In ebrrispondente  fuszions 22
o sideriamo I corrisponde jone 75

relativa al somipeciodo . Siano

.o S g
wi po, = Yo analoghe fangioni 4 o, ma fatte eoi p

0 1, Si ponga:

n am

Fissatl i valorl di & ed g, i banno per w ¢ v la seguenti coppie di valori,
a meno di periodi della tabella T):

@) (utgo—) & w2 (=

uin di queste 4 eopple’di valori soltsnto T prima dug lasciano inal . Dunque
le (1) sono 1o equasiani pavametriehe della superfiie 1). Dalle prime due oquazioni
st tran

i
au )

\ essmnda f(y) = yly — e}l — ),

dove @ ¢ # sono dne costanti non nulle e diverse tra loro. Ed ora si ottiens subito:
<Ll
1)

assendo @ o & due nuove costanti sssoggettate alle stosse condisioni di pri

— af(y)] [=* — /()]

Bi

Eocuiques, Sille superficic algebriche di geners geametriss sero (end. del Cire, Mat.
di Palerma, t. XX, 1005).




veda che In uostra superficia & equivalonte ad un pisne doppio il quals, medianto
Ia frasformaziono birazionale:

70
ol Hidues a:
2= fly) [+*— e/ )] [s" — b/(5)].

La eurva & diramazions, del 10* ording, & cos) fatta: 81 consideri il faseio di
cubioho determinato da tro rette uscenti da wn punto 0 o da uma quaria retta per 9,
press insioma con uns retts, mon passants per 0, contata dua volts. Una coppin di
oubiolio di questo fascio, press insieme alle 4 rotte pussanti per 0 (tra lo quali &
nol nostro caso la retta all'infinito) & appunts la nostra ourva i diramazione. Reci-
procamente, wn pane doppio avents wna cursa di diramasions fatla nel mods ora
detto. rappresenta wne involusione sopra- ung :upar,fms sperellittiea, perché la or-
rispondente equaziona i riduse, eon nna omag-aﬁna al

Questo piano dappio ha il geners geometrico o tutti i plurigeneri o' indico di-
spari molli ed bn invece i plurigeneri d'indice pari tutti eguali ad 1. L' immagine
della curva bicanonien (sccezionale sapra la superficie) & eostituita dallo quatiro rette
ugeenti da 0.

15. Volendo scrivers la equazioni parametriehe delle superficie 1T), conserviamo
per = o per y lo posizioni fatte @ modifichiama ¢ povendo cosl:

o oy
@ i1 Pu-;-'m .
L funions 75 % che abbiamo agginnto slla primitiva ¢ cambia seguo, 58

ob
si aumenta la mln udivolasola v di ¢, di modo che lo tre funzioni ora saritte,
a meno di periodi della tabella IT), ammattono soltanto Voperazions:

i

=—u,

o quindi 18 superfiele (v,y,2) 'l sup

Osserviamo ohe § quadrati dei. due
mere razionalments i 7.y, o precisumente

== =)

dunqus quadrando I (2) si ba:

—i) uJ[J-‘ =

Questa superfioie. pub trasformarsi fn piao doppio eol seguente procedimento:

o ellittica TI).
i che compongoto < & laseiano espri-
ha:

1 5
L, Y ey
o (=) o=o

w=(
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Considerinmo la, superficie 8 terv'ording:

(4)

ed cmerviamo oho lo coordinate &,y ¢ del suo punto generico sl possono esprimere
in funzione razionale di due pavametri &, i quali sianc 2 lro volta funtioni razio-
nali di 2,y ,¢ o pereid ancho df 2,9, 1.

Per ottenore questo soopa si osserri che In retta:

) g=gf . y=e+te , t=y+e¢ta,

il euf punto gensrico & in corrispandensa ool parametco o, taglis la. superficie del
tarzo ordine in un solo punts mobile can &, 7. Fer ottenere questo punto bisogus
prendera:

of

o=

essendo P, Q lo due esprossioni quadratiche:
Pyl —ela—fla . Qe=oZa—f)—2y)a—§.
Tenendo conto della relazione (4) si ha subito:

)

0= +a—b;

U‘*f’)

ora pongndo in (8) i valori (5), o serivendo per brevith o e y in luogo delle diffe-
renge ¢ — b od a— g, si ha:

n{P—uQ\l[’«frﬂ_Jn—-(lQJ—l'L
PQ(P+ Q) (P +1Q)

dove R denota una fanzions rasionsle di §,7.
8i vode dunque chio 1a (3), oioh In nostra superticie 1), & equivaleste ud un
piano doppio con curva di diramarions del 14% ordine composta cofd:

1¢) di una conica Q
2¢) delle tro coppic di rette: Pe=0, Pt aQ =10, B4 7 =0, cho sone
1o copple di lati opposti di un quadrangolo completo inserito nolla conica;

%) i una seatica avente pusti doppi nel vertiel o nei punti disgenali del
detto quadrangolo o dotata noltre di un taceodo in une del punti @ incontrs delly
coniga con wn Iato del triangolo diagonale (punto all'infinite dell'asse delle’ ) colla
tangente tacnodalo ooinoidente eon 1o tangonts alla conica (Ia retts all'infinito).

Le sestiche cho soddisfano & queste condizioni formun un fuselo d Halphen chs
&i pub individuare wediants To seguenti due curve spewate: 19) lo due coppie di
lati opposti. dol quadrangols, cho passane pei due punti disgonali allineati col tac-
uodo, iusiemae alla tangento tacnodal confata. dus volte; 29) Ia conica, la rimanents
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coppia di lati del quadrangolo ed 11 dopplo del lato del triaugolo dingomale passante
pol tacnodo.

Dato il quadrangolo, tatta la eonfigurazione dip
sare la conica o l'altro & fissars poi la sest
in sostanza, a daro ¥ & o

matri dei g
questi due para-

da’un’inpols

La superfieia ellittios IT) ha i plurigeneri
I'immagive della ourva bicanonica (eccor)
lati del quadrangolo e dalla conica.
asservi ohe por 1 piant doppt 1) o 11) la eurva di diamazions & pud rite-
nero composta, & meno di compananti doppio, di 4 carve di un fassio; questo fatto
dovern necossariaments presontarsi, perchd il piano doppio
curve di questo faseio sono Tomagini di capple i curve. ellittizhe, o
menta considerate, formano sulla superficie un unico fasoio clliftico. Ins
esista sulls superficie un faselo linsare di cutve ollitbiche rappresentate nel piano
doppio 1) dallo retts tscent] da 0 @ nel piano doppio 11) dal fasaio di coni
coseritte al quadrangolo: Unn cueva del - fasel
uti nel easo I1).
rione della superfisi T1T). A questo

mads provie

linears in 2 pu
16. Ci propa
scapo si considorin lo funaioni p & o di Weienerass coi parjodi 7« por quelle

i nel easo T)
di sorivara F'equa

relative all'sgocaonto o eof periodi 1,¢ por quolle dell'argomenta v. Sia poi

1,1) o .8i panga:
;[p,r!+!p,(‘u'{~% 7;..(&}—%]_‘ ,(J—Djpe-

geappo. i operazioni che; & meng

ere gemeralo dalle seguenti

v o 5 rostano inal
i della tabella 11T}, & di

wato per
16 & pud o=

AL

perd soltanto 1a prima i gnests ¢ lo ene potonza lustiano inalterats 2. Dunguo la
io (2, ¢,4) 8 I 1I1); inoltre, giacchd = pronde soltanto 4 valorl distinti

Per troara quest equazions, cha & quella della nostra superfisie,  introduelamo

la_funzione:

w2t (st vk ) (= ) e




Gincch Je
possiame supparre

che 3 I trasformata di & modiants Voperazions ' = —u, v
funzioni pv , gy wmwettar iome complasss per ¢
cho Is relaziong cho lega queste: duo fungiont sia:

1a molf

7o = dp(pte — 1)

Allora i ha:

& ot = 2ey(a—1),

dove o & una fonzione ellittica pari dells sola w, eoi periodi }r Ma i verifica

fasilmento eho questa funzione non ha poll, ¢ percid ¢ & wia costante; 11 valoeo di
questa costants

7§
sipi g =811/

dove le ; sono le solite costanti relsiive alla funsiono pesw.
Tnoltre si ha

2t =— () $(s — 1),

La fubtions /(x) & una funzione eDittica pari, eoi periodi ;,., che Ba nel o pe-

rallelogrammo fondamentale il solo polo quadruplo #==0, ed il primo termine del

#uo sviluppo pell' intorno di questo punto & 75 Possiamo quindi porre identicamente:
ain
)=
fy =5+
Posto w= 7%, & ottiéne subito:

B={(a—a);

facendo poi s M ln seguente equazione:

()

1 ;
5—Mg |

te costante e In questa formel

caleolars L i
ti relative alla fnzione pr. Dapo <ib, possiame seriv
fieis, che &:

ehe sarv
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Ci proponiamo ora di esprimere le costanti ¢, e, , che non si possono nella
(8) prendere ad arbitcio, mediante &, ¢s,e5. Dalle formole di frasformazions rela-
tive alla divisions del prime periedo per 4, si ba cho lo o sone lagate alle ¢ dalle
seguenti. relazioni :

= +ya—

fima ==t Va—u

G—i

ni di ¢ e g, s trova sub

Per caleolaro «, ti
membro & esprime col

s[pd g
[pin

Ed ora, dalla (7),

a formola (7) ed ossorviamo che 10 secondo

nendo prosente il valore AL £, i trae

Ta—at+ta—ea

Introducendo il modalo

¢ ponendo:

(1) Qae

nel ealcoli procadent, & facends

[ﬁ-:“"Fo(

dove le  som relative alla naora funsions pa.
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i valoei dello costanti «, 8, ¢ 81 serivono pid eoncisamente in questo moda :

i A 3
o= (1—#) (1 —k)m

In conclusione, 'equazions della superfisie TI1) & Ia (8), dove le eastanti ehe
vi figurano hanno § valori ora seritti, potendosi ritenere, senza leders 1 generalith,
= 1. Questo seopo si mgginngs d altronds facendo sopra 1a superficio la soguents
tragformaziono -

sslamo ora o serivere Voquazione dolla superfiefe IV). Conserviamo lo

posieioni (8), 90 on eh supponiamo ora che Ungomants » abbis 1 periodi 1, L

dnvaca cho 1 ol 4, o con oid 1o funzioni ollittiche di v non cessano di ammettore
1a. moltiplicazione complessa por §. Aggiungiamo inoltrs 1 4% cdardins

o ooa‘In superfioie TV) viene rappreécatata nello kpazio di 4 di
perchd la funzions ¢ ammette V'operazione ;

wensioni (&, y,%,8),

n'wre+:: = ib,

ma cambis di segno quando s'aumenta lo sola w di ¥ o la sola v d

Quadrando £, &i ha subif

espri-
mize razionalmente mediante due parmetri, in modo tale ohe gue no. alla lor
volts funzioni razionali di &

A quosto seopo poniamo:

Socrerd o XL




Fd ora, |

o quindi:

o mediante | duo pars-

questi valori nells (8), i ha Vog
x,&,b. Lo costanti a8 o ¢ et

o, esplicita dolls superficie V)
00 ad avore il primitive signi-

o, sostituend
nolle variabi
ficato.

Lo superficie. I11) o LV} possoggono un faseio ol
fascio linears (s == cost) di eurva ollitticho. Duo curve di ¢
el caso III), in 4 punti mobili, ehe sulla curva

e (41 modula #) od un
osti fasel sl tagliano,
dori

s=cost carrispondono ai v

omento #; ¢, nel caso 1V), in & punti che cor-

1 1
AL

(A

e,

rispondono sopra 1a eurva £ = cost,

s

1 1 . 2 A
urtyg,utrd Tn entrambi 1 cast 1o enrva del fascio ollit-

tico sono armoniche.
18. Per serivers 1

della superficic V) facciamo 1o segueati posizioni:

i peri¢ . Datl g0 s,
i della tabella V),

essore gauerato dalle

dovo la pu & co
& ha un groppo d'opetazion
1o quali non
dus operasion

& quindi 16 (0) sono T equa

& v dalle (0) vecorre ca

T —



lare To funzioni simmetricha di ,u‘f,(.,

viamo che s pud porre Henticamients:
2o (e gk i
) (4-{-;})_;{#—&) p

wp(H— é)/‘(’-’—%

pep(utg

o0 @ 6 B costanti.
x ; 1 .
Per caleolare queste costanti, facelamo. #=g, o troyiamos

o ponendo:
1
L t—a=m , pye

a—a

possiame serivers ¢ o g nal seguents modo:

I numeri ko ¢ sono logati dall'oquazions :

—k1p=0

+2)e-

§
f—k+1)e'—

ento per 9, seritta. colle nostre

cho @ quolls ohe i presenta nella divisione delVarg
o da o slo

=1,




Dopo ¢id, introducian

J’.=J[purf»t-‘},(u-i—-§)—=‘ n,,( =3

o = v, od ogserviamo cha
gruppo. avanti mensionato

ohia & la trasformata dolls = eon Top
i valor} distinti obo prende @ per ls 18
sono:

&6z, ; 2,8,
dunque  soddisfa ad una equarions della forma:

= —gly 8 2y, 5) =0
con @ o ¢ razionall in =,y

Giacehd gut, v mmettono la moltiplicazions complessa per s, possiamo sup-
porre che la. relazions che lga po. & p'o

L(p'o 1),

=g —1),

dovo gufy) & un poliomio di 8 gradd in g, perchd wella Sorama 2% - af sl pre-
senta vna Tanzions simmetrioa. di taras grado in g, p (r=+},) .;n(u—é). Con

un ealeolo facils o trova

gul) =

Tnoltre si ha:

ossendo:

Wuly) =y

Dunque Vequazione esplicita. della supeificic V) &:

(10) #—galy) (¢ — 1) 2 i) (i — 1) =0

ado avanti seri

g i polinomi

dove gy) e
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19. Volendo. sorivers Vequasione della superfieie VI) & bene oangisre alquanto
1o nobazioni precedenti. Poniamo:

—=pull,9) &ﬁ;\(d‘i‘!) : pm..p(uii—,,ﬁr)
o= ploil, )

-

Qfr)

Le equazioni:

(11)

{ sk,

[t b (i 9) ' i (u — w]1Q0),

sono evidentements, nello spasio o 4 dimensioni (i, y ,2,4), 1o equazioni parametriche
della nestra supecfieis VI) ().

Allo seopo di seriverne 1o equagioni- espl

osserviamo anzitutto che si ha:

#l—eo=—"=

sempse supporre di intendere con 7ev, 7o, 1o funzioni dlanai definits, molti-

: A A
, soeltn in, modo ehe risultl i 5 e @ quindi 7

plicate per ubi tosss cos

1—¢

= — . Sicché:

.

Q') pig

cambia g, ossa ¢ dungue fanzione r

n umo stesso valore par tutt i valori di o pel quali non
un polinomio fntero
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1 > :
pm==—g, W, in quest'altimo nche la sun derivata. Per tali

val v, & prends i val 1,1. dungue Qo) & (s — 1) ("
per un fattora castants, che risults eguale ad 1 pel fatto cho la fums
& vz —1) (s — 1) hanno in v=0 1

1) differiseono
ioni *Q¥(p)

asso valore — 1. In conclusione:

Gfa) =

6.06) =i+ 5 u +H+ g_;.(u, %)

o toniamo prosents oho

G (1) - Gi(w) = /()

Giw) Gi) = fuly)

oro
1ily) = 2(y +- a)* — Oy - a) (2ey (e’ )
i) =y +a) 2ey + ).
La G(x) soddisfa quindi allsquazions
(12) GHu) — f{y) B(u) + [ily) = 0.

Octarra ancho, pol ssguits orare 1o differenza

Go() — Gifw)

la quale & una funzione dispari dellargomento u,
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nel suo parallelogrammo fondamentala dol solo polo ripla
cassariamante,

w=0. B dungue, ne-
G{a) — @)= op,
ove @ & una costants che sl ealoala faciiments tonondo sonto. che

o' =[G%(w) — BT = fiy) — 4/3y)

& ¢he, d'altro canto,
2u=4 — iy — -

Fatti i caleali (eguaghiando { coeMolenti di 3%), si trova

0= 89/5{a" — &' — bot ) -

Sicoemo la somma di G(x) o Gi(w) & fily) e la difforenza & op's, cos)

Con tin oaleclo tutt'afatto analogs
H(te) = e - s
si be:
SB() = gy} o'k,
dove
Poly) =2ly - o' — Ay + @) 2y + 8) - 270r'y + d)

FHE—2adn

8i ricara

a[26 ) —

11— L2 () — sly)] = 0.

Questa ¢ la (12), quando si sostit

o & 6(u). B(w) § loro valori

spettivaments Ty: Hone le equ dolla & o VI).

Questa sono

— 1) (7 — 1) ()] =0.

1d, che abbi i o

to, 5l

posso] 6.

& alla guan-
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$itd o= g, — 0, cho sl pub dol vesto supporce eguale ad 1, operaudo.come msi
precodonti easi. Gi dispensiamo dall'ssogmirs effottivamente i relativi: calooli. In
quanto al valore da attribuiro ai radicali che forniscons le espressioni di ¢ ¢ o, la
sua seelta & indifferente, porchd eambiare I'un valero nell’ ivale & soambiare
G() con Gh() od H(k) con Hi(w), e quindi a sostituire alla supe
od essa birazionalmente: identica,

Le superficie V) o V1) posseggono un' fascio ellittico:

ed un fscio linca
gano, nel case V
valori rz.“'}’%-"«‘»% dell'argomants w, o, nel easo VI), in & punti ehe, sempro

oost) i cnrve: ellittiehe. Due curve di quests fasel st se-
punti voriabili chie, sulla enrva 2= cost, corrispondono af

sulla curva s==cost, corrispondonc ai valori #,m

W U2,
P Ny e e

fialo elléleo sono. sanfsnaro

z+f;+2r‘ In entrambi § easi, lo curre del

VII).

o denstinsi, per brovifd, ‘ean .46, oyqu 1o corrispondenti fuisioni

y ; €n
tiva al semigeriodo £, siochd

Ty, VPu—74 , Tputi==}

denotiamo pol la p(p1

. & supponiamo al solite, com’d sempre lecito,

Po—=4pe 4 1.

A 1
Per bravitd poi, seriviamo I, m % in Inogo di u”u.ﬁ.‘\{u +3

Lo squazion :

(14

1 ) o g,
(14) Gt 0,

1
o
1
3
eca
i
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son0 appunto 1o equazioni parsmetriche delln supecfisie VI). Difstti, dato s
hanno per v, & meno dei periodi 1, e, sei valord, ehe sono:

vy —en, dy —p, w —a'y

o, fsmato anche y, per
riodi 1,7, sei valo
i valori:

ogouno di que
procisaments,

i 9, s hanoo per v, & meno dei po-
spondenza & o, v, €%, 8 hanno per u

1 1 1 1
=§ s maEge— SR = =g

«d in corrispondenza & —p , —ap,

s hanno per u i valori:

1 1 1 1
—wy—thg, —w—F | whgiktg. e

o funzioni y'e 2 rimangono quindi inaltarste per un gruppo di 88 sostituzioni
lineari 81 %, 0 (o par osso soltanto}; in eorrispondenaa & queste 86 sostituzioni 1a &
prends sel valor, cioh

Tyep, ' ;@ en e,

- oht o %) po p0

quindi = sppartienc 5d un sottogruppo di 6 ordine del predetto gruppa di 56 sosti-
tuzionl, &, poiold & non varia et I sostituzions W = u-f-5, o= — b, la qualo

genera sppunto wn gruppo ciokico di. 6° ordine, i conchinde che solo le. sostitnziont
di questa gruppo lasoian formi 'y, 5. Cid baste per concluders cha la (14) sano
1o equazioni parametriche dells superficia VII).

Per sorivero Yequaziono esplioita di questa superfioie, osserviamo anzitutto che,
com'd fucile verificaro, &

I mn =00,
)
m - 1am - il =
I - mon - il =
Imn = adyan,

ove @ e ¢ sono costanti, e precisamente

a

8i ricara allora facilments:

24

e — 1) "’—s—)'

Tomo XV, L
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Vi

iszione della suporfci

¢

95){»:’(. — 1) (‘:'7::;}, 0.

ot —igals—1) R’;

Ta supecficio V1), possieds, come 1o procedenti, un fascio ellittico:
=1/

se— [ l

ed un fascio lineare (== cost) di curve ellittiche; due curve di tali fasei si secano
1 1
Y+ 5"

=gt =——

in 6 punti iqual:sulm eurva 2= cost corrispondono ai 6 valord i,

1
..;r;_‘u s2 del parametro . Lo ourvo del fuselo linoare sono oqui

-

moniche.

21, Tigoacds alls miparkicio el presente. piragrato,  ansiuto da notare ohe
nvolnziore di 2° ordine su wua superficio’ del tips I) &,
vicevorsa, 1a 1) & inmiagine di un'involuzione di 2° ordine su una suporiicic del
tipo 1), Le atesse v le superfcie def tipi I1ID) & IV) ¢ tra quelli
dei tiyi V) o V1), relative invohaiont sono del secando o del torzo
mmaging di.un’involuzione i secondo ordine

1a V), eco. éco.
Un - risultato interessante & il

o 1o superficld stu-
d'un fascio ellit-

segquents. Noi abibiamo visto
vio di ganare sero dotal
6, possiamo dimostrare il teorema (

1), 1), 101), IV), V), V1) e vm
#iote di questo futto & quasi
tono o gruppo ellittico o di trasformaziont Birazionall fn sy
¢) di un fasoio
iittieo e con K quells del fus

it T i B 1

La dimostra

superficic F

il qualy trigtforie le eurve: (allittiol razionale (.

wante della superticie F.
E sono funzioni meromocfe. quadsap
ssinmo una ol na K e siano rispettivaments o, w inte-
fissi poi uoo, A,

arametri. Di

punto B o rimane quindi {ndivid trasformazions del. gruppo ellittics
quells ciod cha porta A In B. Diamo ancho v, eiot un punts D




della curra 0 la trasformaziona prodotta: porta D' in un certo pnto B che o
sumiamo eomo: corrispondenta” alla data. coppia 4,9 o che & in modo tmies deter-
minato, quando & data talo copplay & meno di period dogl'intograll w & v. B, poichd
in’ questo. modo i possono evidontamente obtanere fured 1 punti della suporfils, segue
ohe 1o coordinat dei puntl della superfielo F sono fonzion, corto meromorfe, gut-
druplaments periodioho dei dup parametri ., b

La superfisio ¥ & quindi fmmagine di un'invalusiono appartenente od unn su-
perficie iperellittica. Por provare che essa rientra nei tipi stadisti in questo para-
grafo, busta dimestrars oha talo fnvelusion non possieds ourve fondamentali (1),
porcid basta far veders somplicemente ohe fo coppie w, v corvispondenti ad wio
stevsa puits B della snperfieie ¥ s ottengons Vi dalfialira con sostitusions 1i-
neari. Difutti, pse vedore o quali coppie w,» corrispondn B, basta osservare cho
por E passn una eurva K, del fascio razionsle, Ja quale incontre I C gid fissata
in u punti D, D 1L gruppo ellittion oo di trasformavioni bis
dolla F in sé contiens un soltogruppo fnito e di grado a1, abeliano, che trasfor
in s ud ogoi K in st o ohe brastorma quindi o g il sistama di puoti D, D,
anzi tal gruppo sbelimno opera transitivamento sui punti di tal sistema.
i parametel £,y , s oy Doy 45:D5D1, Dasois Diacs, 81 oltongono (sempre a meo
di periodi) dal parametro o di D modiante un ben determinato gruppo (sbelians)
i sostituion] linearl, Quind, dato E, { valorl possibili per v, o meno di periodi,
somo u @ si ottengono L'uno dallaltzo con le predette sostitrizioni lines
o ralort di g essl e oftengono evidentemente, & meno i period
uno i e 4t wumerd fi +Fums s che s030 § 7
contispondenti (a meno di m_,na.; kel Bt
com’d sempro lecite, sl assume como eguale A zoro il prrametro ¢
trasformazione idention. 11 teorems & dunque dimostrato.

8i ha come conseguenza cho:

it determinants delle superficie df genere vevo, dotate d'us faseio elfiitico

i ourve eilittinhs, pub axsumere solamenta i va :z

Ly -‘.Umr\krm e lmmo il dstarminante 5 =2,
quells ehé abb
si diatinguono in 7N ﬁ]ﬂ: s supericio de
vol primo casa i1 sottograppo. abolian

spandents alla

uh £on. llj & qun]l; deno
tuito dalle trasformazieni dol

ellittico ! o quali mutano i sb ogui ourva del fassio cllitt
nel seeonda b o

Tra tutte. qu soltants ta 1) ¢ la 11) sano piani’ doppi. L
s possans pr o solo qua del Predettr
@ abiche (111 o 1V) (V, ¥1 e ¥II)

clusi. quelli il cui
T Questi-plurigeneri

o queste snporfioln |

Fanilamental senzn 1n rostr
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ne rapidaments o stabilire questi valori dei plurigeneri, adoperando Ia
forniala che da i plurigonori di una superfieie:eliftica di genere zero, stabilita dal
sig, Exatouzs nella Nota citata ('), Per lo superficio 1) o II), che equiralgono a
pisui doppf, cssi si possono ricavare subito dirsttaments, come gih abbiamo  vista.

g8

Superficis zogolarl & genere zero.

22, — Considereremo in quosto paagrafo le superficie ¥ regolari o di genors
1010 chle vengons dn dorrispondensa & gruppi T efelici.

Allora, Yoperazione generatric di I' deve avors entrambi i moltiplioatori 2, 4
diversi da 1; in caso contrario si rieads sopra uno del grappi considerati nal § 6,
o & superficie F sarebbe irregolare. Noi supponiamo, in forza df oid ohe & & dotto
alla fins del § 4, che la detta operavione sia ridotta alla forma:

[£)) Woemdu ., ole=pp,

Questa. sostitusione tra i parametri u, v now ¢ unimodudare, porchd allors. I super-
ficie ¥ savabibe (§ 4) di genere 1

Di
30no tults, rasionali.

Supponiamo in primo Tuogo cha 1a radici dell'unifd 4, 4 apparbengano ordina-
tamenta 8 sspononti divarsi v, sia, ad osemplo, ¥ < #.

8o facclamo la potensa ai esponents v Qi (1), viens D'oporazione:

resentano siffatte involuzieni cleliche

We=w , v=p

con yi*=f= 1, 0 questa mostra che la curva o==0 3 Inoge di punti uniti. L'esistenza
di unz curva unita ¢ stata da moi eselusa, perchd: allora, I superficie F, immagime
della involuzione, & birazionalments ider ad ung rigata (§ 2, n. 4); nel nostro
caso la F, ossendo repolars, & razicnale.

Supponiamo, in secondo luogo, ¢he le radiei doll'units A, g siano primitive di
uno stesso esponente n, ¢ riseriviamo 1o equazioni fondamentali (8) del § 5

2= a0 @ + a4 600+ 090

2 : g 4 ; (=1,2,8,4
& i 8 - Gy e ¢ .

(1) Usnida qussta stossa formola, u possana, cs o mostrats i igg, Exmiqums ¢ Swvrs
enrattorizzns wriicio dianto i v el @'indief 1, 3, & 4, 6, 8, 10, 14

A proposito della eifata
meteicho dalla asperiie]

untlonl para-
generall, ma

n sung. porely

Talgona ol solo can
stte &
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& Ia corrispondente equazioné caratieristien:

G =€ 0 R
@, e B

g & =0.
G Gm Gn—edw
G Ba G4 Bu—e

Por n=2, blsogna neccssariaments’ prendere A== ji=—1 & la (1) vieno
unfwodulare; questa caso & dunque ds esoludorsi. Esamivoremo singolarmenta i casi:

n=4,8,8,5;

per gli alivi valori di n:
n=§,12,10,

razionalith di F & dedurrd poi immedistamente.
23, Supponismo u = 4; allors bisogn préndere L= =7, & Ia (1) sl sorive:

(y in.
Lo corvispondents equnzione earatteristin avr due radiol eguali ad ¢ o dus
eguall & — i, pore 4 fosge radice semplico della datta equasions, o (2)
fornirsbbero per 1o 2 o lo @' valori proporzionali & cid, come sbbismo ossarvats
altrove [§ 5,47, & da escludersl.

Lo citate equaziont (2) mostrano ohie Ia (1) fu subire sl periodi @ od & wnn
atessa sostituziene Yingars 1o oul matries 8:

Gy Gy B1y g

@y An G iy
4} |
A
| ay ag a0 ay

8o cambiamo il sistoma dei. periodi fondamentali ponendo:

1n0s == Bt = Fygmny

T I S SR
5)
] I A
0, gy - By - it - By |
dove lo & sono numeri inter} ante vale ‘41 0 —1 1a stessa

lo & o of) | nnovi )-mnﬂj o ol o subiranns,
lineare che & una ata della prima.

ono face

sempro il forza di (1), una sos




o, & sempre possibile disporra delle b

ea alla form:

in emplica:
I 01 00

5 [—10 ool
| o0 o1
| oo—10

% 1a sogtituzione particolare:
0, v 0, -

Chiamiamo

Qi=w, By—0y, Bi=w,

oon @ intero. Sostituends questi walori dells @ nells equazioni (2) & caleolando 1
nuove matieo. delle @, s vede subito oho gli elementi di (4) non variano, ad scce-
sione di quelli della prima rigs ¢ della seconda eolomua; partioolirmente, al posto
Aiforénza ay — o dais

S’ rvous: operixams o - onkitunione Py eho: ' define ek

a

oy, =yt oy By =, R,

restano inalterati tuiti gli elomenti di (4) salvi quelli della seconda riga o della
prima colonns, o al posto dell's
Segus che, 8 ay, on & mullo, p loo: assolio fino
& ridurlo s zero, Infatt con una sostituzione del tipo
F5, prssiamo supporre gy, nen nullo o mon superiore, in valors assolute, ad ay
%y 8 pub ridurre aje 8 zoro.0 s pud

a meno di un

operando. con- una sostituzione,
il suo valore assoluto,

E si veds egualmenta che, operando con. o sostilmzioni
niscono in modo amaloge alle T3, T5) @ con valori convenienti di w, si ricsco 1
ridurre a 26ro, nello stesso tempo, 1 valora di ay.. Pai, ritornands ad operare con
s T, 0

A questa punto osserviamo che dbbono
torso ording sstrati dnlix matico (3) quandy vi sf faccia o=

i determinanti di
perché nel nostro
i lo &
sulterehbers proporzion
evo ossers nullo il determinants di terso ondi
tries (5) Jn prima doloniia’ o 1'ultitoy

=0, cho il prodotto ays i gy

rminati d

corrispondenti 4. Tn pa

o nlla det
sogue, tenando conto delle 1o
deve essore mully

Non pu essers, ad Gstmm)
radice dell'aquasions carallor
ap == 0, ¢ ln matrice (4) prende Vaspett

sarabbe

perchd allora 1l numero intero
duoque & b

non & questo il nestes caso

s 00
wy Gy @y 00
Gy1 3y A Bag

Ay B Gy G

o




e O

Tenendo conto che la radiei dell'squazione caratteristica sano i
5i veds che fra gli slementi della matrice (4) passano le relazioni:

1=
- 1ee0}

aurtan =0, al iy

At aa=0 , &+ ousa

allors, operando come Al § 6, n. 11, il ohio, vale, con I prosenti notaioni, operate
con trasformasioni del tipa T, T5: 7%, T, pssiamo supporro:

G a0y O

dn=au=1., a aa=—1.

Cid posto, davando essars auilo il determinante di terzo ording o sl ha sopprimends
nolla matries (3) (¢==1) Ia prima riga o I'nitims colonn, & vede, tenendo conto
dei walori dells w gik determinate, che. deve assore:

B =—dy

Con questi v
mente, operando con ‘T . si riduco
cide eon la matrico ridotts a).
lusions, possiamo determinars ¢l'interi & dolla trasformasiona (5) in
modo che, col muosi periodi o' ed w', le equazioni fondamentall (2) siuno, nel. nostro
neata:

i dollo a. operando con ‘T , ¥ riducono 2y ed @y 3 wre, o Auale
10 ae od 4y & zaro; allora la matrice (4) ooin-

T

o quindi by tabella dsi periodi od essore eosd. ridotta:

|,,, oy day |

oy e}

in ctso
denti pecodi di

11 dsterminante w0 — w0
rio { ano
eld & assurdo,

e 166

day,

i pariodi df « srebbers pre

ultars nesessariamente diverso da zero

ouali

|Lioo
loo1

Thabbis
littien

tie studiare ' involuzio orata: @ (1Y sopra 1a superfioie iperch

o qucsta - tabi
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Ia funzione ellittica di WeigrsTaass coi periedi 1, ¢ moltiplicati per
niente costanto; sussistono allora le relazioni:

w=dpty —dpu | piw=—pe , Piz=igu
Sa dunque poniamo:

LR ek PRy
Xmpupr Y=gy o 2 e

© suppeniamo assoguati i valort di X, ¥ ,% in modo cha queste equazioni abbiano
uns soluzione commune (v, #), csse banno in comune anche la soluzioni (iu, i),
(—,—1) , (—iu,—iv) e soltants queste.

Sicohd lo cquasioni in discorso sono lo equazioni paramstriche della superficie F
immagine della’ involuzione generats da (1)

Eliminando « o o frs lo dotta equsrioni, si ottisne fcilments fra X, Y, Ia
relagione:
XY —1

®) 2=t

cho & evidentemente 'equazione di una superficie razionale.
24. Bsaurito el il caso di n ; facoiamo 1'ipotesi st ==
supporre in (1) == =s. Dunque la trasformazions (1) si sorive

; allora bisogna

(ay o=

o 1a corrispondoute equazions caratteristion (3) ha dus radici egualt ad & o duo ra-
diol eguali ad o,
Dimostrerema che si possono dstorminare gl'interi & della trasformaziono (5)
dei poriodi in modo da ridurso Ia matriss della @ cosh:
0 1 0 0
= ==} o o
0 0 0 1
0 0—1—=1

A

Anzitutto, ragionando come precedentements od vsservands che tutti i determinanti
di terzo ordine estratti dalla matrice (8) quando vi si faccis ¢==# sono wulli, ridu-
iamo ln matrice delle @ al tipo (4)'; allora fra le « sussistono le relagioni:

an bt 1=0 | e +an+1=0
a1 T,

0, @+ tsetat-ant

Poi, con lo stesso ragionamento fatto al § 6, n. 12, si dimestea che si pud assumoro:
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@ ¢he fra le ¢ non sncors determinste sithunno le relazioni:

= —t =

Queste ultime relarioni si ottengono scrivendo cho il doferminante di terzo ordine
ohe si he sopprimendo mella matrico (3) (¢=¢) la prima riga o 'nltima colomna
& nullo, ¢ tonondo conto doi precedonti valori dellé, a. ‘

Dopo cid, s si opers con Ia sostituiono Ty, si riducono a 2610 @,y ¢d au,
@ finalmente, so ¢ opera con T5, si riducono o zero a3y ed ay; allora ln matrice
(4)' coincide con la matrice ridotia J).

Dungue, con aliri poriodi w , o, equivalenti ai periodi 2, 2, possiamo scrivere,
nel coso. in esame, 1o equazioni (2) come’ segus :

G, =, =

o , ml=tal , mi=u ,

i modo che 1a tabells dei periodi puo essars ridotts u questa:

@, o, wy e,

| @} sw] @) e |

g, & necossariamenta diverso ds zero,

Bd ora, gisechd i detorminanto w,uw!
facsinme 11 seuents combiamento del parametri u, o:

u

aUbmV , GV

ol ossorviamo chie la tabella de periodi di U e V corrispondento a quella avanti
seritta o

110 1][

!u 01 e

0l ¢f riduciamo cosd & studisre 1'inveluzione generats da (1)” sopra la superficie

riodi 1, & moltipli-

BRATRASS 00
o i relazioni:

Chinmando g la fungi
per wna canveni

— 4, peu—ipn |, glin—gh.

oreo, percht, su
i comune le soluzioni




Eliminando « ¢ v fru lo e

(6

cho & V'squazions di nna superficie razionslo. Infutti 1a supericio () & del guinto
ordine o possiode una retta tripla posta all’ infinito sul piano
Nol considereremo ora i casi & =12 o furemo vedero cle anshe in
questi casi i ottengon superficie razionsli
Per 1= Jgha, supporee. in u: A== p=— . Allora il quadrato dell'ope-
saslone (1) sentra nsl esso. di 50, o poseiame interpretare (1) come s fnvo-
ndo ordine sopra la superficio. (Bf. Ma ogni involuzione sopra tus
als ha come immagine una superfieis razionalo (§ 1, IV).
Per m=12 s possano scegliere | moltiplicatori 4, di (1) fra i quatiro nu

= 0.

g i, —is d" , —id'

che sono o quattro radici dell unitd appartenenti all'espononts 12
Lo ipotesi che A & s siano eguali o cho sisno wumeri coningati gono sempre
da scartarsi [§ 5, #), y)]; possinmo quindi limitarei ad esamirare soltanto i due casi:

(h==is  p=—18) , (A=ir, p=1),

imo caso la quarta potonze
ib possiamo interpretare (1) osme upa fnvelu
o razionale (6)"
Nl secondo caso Ia tarta’ potenza dell'operazione (1) rientea nel caso df 4= 4,
osslamo - intery (1) come unn involngione di terss ordiné sopra 1s
suparficie rezjonale (6.
s oho o oporszioni (1) i cui moltip)
. portam sompro o suparicio  rasion
25. Passiamo ora ad esaminare il caso di u
Sa donotinme eon @ una delle
dicl i possono rappresentare cor

I'operazione (1) rientra nel caso di =3,
jona di quarts ording sopra la

+ ¢ dell'aperazione 1),

siano eguli o eoningati deb-
— 8, qualora posed prosen-
il wwld:'vu deloperazions (1) rientra

L' ultimo caso che ci resta ad esuminave:

i=8 , p=mo

chie, coms approsso vedamo, ofattisuments s presents, esige unn spocials analisi.
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I questo easo Usquazions caratteristios dalla trasformasions (1) hn tutts 1o sue
s distints, porehd queste sono 1o quattro mdio teave doll’ unith : dungue
i rapporti dello 2 o qaelli delle 2 saiio determ 2).
Allora. da queste equarion, osssrvando cho da quelle relative alls 2 si passa o quollo
relative alls & cambisndo 6 fn @, sf tras per g=1,2, 8, 4:

ot - B8 a6 - a8
i o a6 o a8 - B

dove 1a & sono mumeri interi.

11 detarminante dells & non pud essaro mullo. Infatti, supponendo mullo questo
dstorminante, 5 avrebbe fra lo 2 una relazions linears & coefficienti fateri o In
stessa ralazions s avrabbe fra 1o 25 ma allora i quattro cioli fondamentali:

2,8, 8,89,

®) @9, 0,0

potrebbero essers ridotti a tre, e eid & assurdo.

Tnoltre osserviamo che i fattori di proporzionalita ¢, ¢
sona arbibrarf, perch
turiona del tipa

cha figurano nelle (7)
n0i siamo liberl di cambiaro § parametrl w, v eon un Sosti-

U=ou ,

&b

dove o, 0s somio costunti arbitraria; con ofd Ia_trasformazione (1) conserva il gno
aspetto, ma i periodi 2 acquistano il fattoro ¢, ed | periodi @ il fatiors ¢y,

o, assondo o il dsterminants dells. A
Con questo valore di ¢/ @ ¢ si ricava dalle equagioni (7) per r=0,1,2,8:

o= o B N Qe o B R R
O e

dove lo & sono numers interi.
Siano ora:

flesy =0 . gff g, )=0

1o equazioni di dus superficie iperallittioho; 1a prima appartonents alla tabella. (8)
& la seconda appartevente alla taholla seguonto

9 . L L
(®) 1,6",—06%,8 5

Lé squariont (7}’ mostrane che le fomoni meromorfe x.y.# di .0, che
s quattro coppie di periodi (8), mmmetteno anche i periodi
si ssprimono razionalmente con £,
ne di nma involuziono sopra I superfici

ot Ia superficie

£=0 & 1'immay 0 questa fnvolu-
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zions ha il g / 1'indica del gruppo fondamentale di = 0 rispatto
al gruppe Gl f=0

Segua che 1a.superf immagine dellinvoluzione di- grado & generata da
(1) sopra =0, & anche V' immagine di wna involusions di grado Bv sopra I su-
porfisle =0, ed il corrispondents gruppo I, cho b di grado v & meno di pe-
viodi (8, eontiens come divisoro 1 grappo elolios gonorato da (1).

s @ la supérficio immagin della involusions generata dn questo grappo
gielico sopra Ia superficie g=0; allors F & P'immagine & una iovoluzions di

grado # sopra @,
Paremo ora vedero che la superficle @ & razionale, 6 dopo cid rests dimostrata

(§ 1, IV) In razlonalits della suporficie F
La superficio iperellithica ¢ =0 appartenents alla tabella (8), che & uniea &

meno di trasformazioni birazionali, esiste od @ beu nota; ¢ssa rappresenta lo coppic

di punti dells curva di genere 2:

Ed & aucho note che ln nostra operazione (1):

)

dmby |, o=y (8

fa subire ad ogni [
=0 Ia trasformaziono

lla coppia corrispondenta al. punt (i, v} dolls guperficio

&)

che ports la debia curva in sb ()
Sia orn (&, 1) , (5 7) una coppin di ponti della carva fn diseorso o s ponga:

asioni sono verifieats dalle 8 coppie di punti ehe i
o mediante 1o (8) o 1o sue potonze, & solfanto da

si vede Bubito che quests

hanno trasformando Ia coppia d

questo  coppie.
Dunque 1a sup

ora scritte ¢ le seguenti due:

4y 7 fin Jo tro equazioni

ia @ s ottiene eliminando £, , %

H+5.

L'climinazions si fo in modo facile & porta al seguonto risultato:

+2Y 41

quosta  L'equasione 31 wna superficie razionale (di 8¢ ordine).

(') Bovex. Toc, eit:
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26. Consideriamo in ulfimo luogo il easo di 5 —
chiami ora & una; delle radicl immagi:

2,1 di (1) i debbons scegliors fra. i quattro mumeri:

dell’ unith; |

8,06°, 60, 0%,
Escludendo i casl in ¢ui 4 & g sono cguali o conivgati [§ 5, #) y)]. restans ad
ssaminarsi questi dua:
. (A=b,p=07) |, (=8, p=0).
Questi due casi non somo realmente distinti, perchi, stando nel primo caso e facondo

1a tersa, potonss dell'oparazions (1), si attiene 'altro, salvo lo seamblo di w con v;
noi soriviamo dunque Ioperazions (1) cosh:

(i o =6 ot

La corrispondente equasione caratteristion ha tutte 1o sne radiof dfstints; perehib
asse wono appunto 6, 6%, 6%, 0% dungue le equaziont (2) determinano § rapporti
delle @ o delle @, Da queste equazioni sando che. nel prasoute ¢aso

o passa
dalla prima quaterna alla soconds combiondo 0 in 6%, &i deduce, per s==1,2,8,4:

SUBSEF RS W
A huab® - a6 i -

tari i non pud essere nullo o cho siamo liberl di supporre ¢ e ¢ eguali ol valoro
i questo determinants; allors dallo cquasioni ora soritte si rieava, per r==0,1,3,8:

assendo 1o & mumeri inferi.
51 confronti ora. la superfioie iperellittiea:

=0

A yid)

appartencnte slla tabolls dei poriodi (8) ¢ la supertici
giE 78l =10
appartencnte alla tabells seguento:

3 1080
@ |2 |

660

o si osservi che, in forza delle due quaterne di equazioni ulimamenty scritte, lo
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funsloni maromorfu
i periodi (8Y’, o quindi

Sia @ la superfict

di u,v, che amme i periodi (8), smmettona anche
ik it por meazo di 7, L.
inmagine della fnvoluzions generata da (1) sopra la-snper-
; st dimostra allora come prima che la superficie F, imma-
I involuzions generata da (1)” sopra /= 0, & anche immagine di una i
iohe di un certo grado » sopra la @, o quindi, por dimestrare ohe F b razionale,
basta dimostrara cke @ & razionale.

Lo suparficie iperellittion gr==10 dolla tabella (8)" rapprasonts, eomo & not,
1o coppiz di punti dells curva. di gensra

yi =

1,

od & anche noto chie Ta trasformazions (1)” fu subies sl ogni pusts della coppl
eorrispondents al punts (i, 1) della superficio ¢ = 0 1o trasformacions lineara:

(10) o =0z

cho cambia la' detta eurva in sb steasa ().
Cid posta, sis (¥, 1) , (£, 7s) una coppia di punti della curva fn- discorss &
facoiamo lo- seguanti posizioni :

[

B Vb S

X

Questo oquazioni sono verificate dalle 5 coppio di punti che si hanno trasformandoe
1 coppia data eon la (10) e lo suo potenze, e solfanto da queste & coppie. Infatti,
dati 1 valori di Y e %, sono determinati quelli di n, ed 7, salvo Yordine; allora
Tequazions dells nostra ourva forniseo 5 valori per & od altri 5 per £, che sano:

£, B8, 05 0%, 0,
1, 05, 0%, °F , O

ma ogni valore i &, deva essére acooppinto col sottostants valors di £, ne
sizione ora soritta, altrimenti 41 valors di X non si consérva.

Dungus X, ¥ % sono o coordinate del punto gensrico della superfcie . Por
dimostrars ¢he @ & razionale faremo veders oho X, Y, % si possono esprimers raxio-
nalménts con dne parametri.

dispo-

Si ponga:
5 m—1_
ETt o

o 81 ossorvi che, tenendo conto dell’equazione della nostra curva, si ha:

) Tt Toet <t
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Da guesta equazione ¢-da quella che serve di definizions a8 si ricavano v, ed gy
i allors anehe Y o % sono fumsioni raxionsli di
« e f. Per cid che rigusrds X, si ba direttamente:

3

Ly
fot

o quindi X si esprime razfonalments col solo yarametro. w.

27, Tnfine, par o = 10, ciod quando la trasformazione (1) & dol decimo ordine,
il suo quadrato & di quinto ordine; quindi possiamo considarare (1) come tma iavo-
luzione di seconds ording sopra una superficie che & ha el caso di n =5, la quals,
come si & visto, b razional.

Dungue, atoke per n =10 &i ottengono superficis F razionali

28, Dall'aualisi svolta in questo paragrafo per i casi

"

8,10,

&i deduce Ia segnonte proposizions:
1, 8 il gru

wumori quadratici, la superficie

vasignale.

E difstti una tale supericie F rapp

uuo in eorrispondena

o sostitusione ¢ ewd moltiplicatori mo siana
immagine deila corrispondenta involusions, &

senta upa involunzione sopra una della super-
rh di n o serlth, le quali sono

ossitms anche eaunciars, in seguits alls discussions fatts,

ione
1L S0 if grapps I" contéene. un'perazions non uaimodudare i euf moltipli-
catori aiana entrami divers: dallunitd, la corrispondente superficie ¥ 3 rasionals.
Questa proposisions contione come caso particolsre la precedents, porch noi
5.8,10,12 la non & unii ed ha i
moltiplicatori entrambi diversi da 1

g9

Superficls Tegolarl dl gonote zoro o dl bigenare 1.

ivo grappo I dava
o che tutt o ope-




So ¢ & una radics doll'nnith 4'indice superiors & 2, la nostra superficio ¢ m-
ionalo, parchd immagine di una involuzione sopra una superficie razlonle (§ 7).
Quest'osservazions va tonuta presente in tutto questo. paragrafe.

8o g==1, il gruppo ' b oiolico ¢ quindi la superficio 8 una di quelle avanti
considerate (s oho sono razionali od irregolar); dunqua dov'essers ¢ —— 1.

Tl gruppo I pud dunqus essere generats da un'operszions del tipo (1) ¢ dalls
oparazion

@) Wm—u

operazione gonoratrice (1) non & quindi unimodulare, o percid, sa i sust mol-
tiplicatori 2 e s sono ontrambi diverst du 1, 1a nostra superfcie, per I'analist svolts
nel paragrafy procedents, & razionale; 5 poi wno dei moltiplicatort della detta ope-
ragione & 1 @ U'altro diverso da — I, eass, eombinata con 1a (2), dh luogo ad una
operazione, non unimodulare, avonts i maltiplicatorl diversi dall'units, o si ricado
sopra una superfioio razionale; dunqua Taperazions (1) & necessarismente dal tipo

ay W—udc , V=—pd.

ona esige, In soguito all'analisi del § 6, che
ath forme:

Tntanto 1z presenza & questoper
Ia tabella dei poriodi abbis una d

1 IMHM D
0,0

o si pud prendere o= 5. Ber dotorminaro ¢/, s ossarvi ohe del gruppo I' fa parte

Yoperaziono prodotto della (1) per la (2); ciob

Qundrando questoperazione, si vedo eho (0, 20') & una coppia di pariodi & quindi,
stando con Ja tabells T);

] - i}

A

dulo 2 o 1
ia. operarions,

I mumeri e ¢ § possono ovidentementa prandersi. rispotio. al
poson essero ontrambi mulli, porché in questo caso, in virtir dell'ulti
c

sarolhe luogo di punti uniti. Dungue possiamo prendere ¢

la curva ®

Riforendoci ora alls tabella II), si ba:

ove, sopra w o i sl pud ripolers quanto avanti o°8 detts, con la nuova condizions
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0 o pereid

nehe eosh

& I'involuzione avreb

Prendendo come nuove vari

tivaments alla forma
1,0,5,0]

1 Gistnsn 11)
) o104

@ le operazioni generatrict di I 2l serivono cost:

80, Proferiamo per ora di pro 1a nostea analisi, mettendei nella ipotesi
chia i1 gruppo I" sia na genppo disdra & meno di operasioni del fipa o
Allora I pud es
razione ohe inverte i m
Ia (1) non si
poniame che nuo ¢
varso da —1, compo

plicatori d i
tmodulare, o quindi, volando ssoladers o &1
alo ad 1. Se Valtro, o

sostitazione che i oft

enc invertendo i suoi

7 i, 8 o o i eguali tra loro o diversi
da1odn —1I, o la supscfioio & rarionalo. Danque I (1) & necessarinmente del
tipo (1), Loper olio na fnverte § moltiplicatori s

di wna trasformagione Tineare sui parametel, del tipo

Wmpehh o V=t

o del tipo

po. I* aontiens 1'operas

dei periodi pud ridursi, con forma’:

ocieth i XL, S
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o 8 pud prondets nella (1) o=, Ma, per la presoma dolla (3), i periodi di u

si esprimono con quelli di v ¢ veoiprocamente; dunque ", o, @} sono combinazioni
4 eofficient] interi di m, o di ws. Allors, operando sopra gli ultimi due cieli
per additione o sottrazione, possiamo supporrs & — aw, . D'altra parte, essendo (w, ,0)
nna coppia di periodi, tale sarh, o causa della (8), 1a coppia (0, @), ¢ si conchinde
che @, i esprimo con o] ed o, dunqus w=—1. La nostra tabella pud allora d-
dussi alla forma

lineari

w0 0,0 |

0, Pu,

g,

essendo ¢ & due interi primi fra loro, perohp deve polersi sprimers il periodo w,
di w con fu, & dw,. Intants, della (1), (0, 28w,) dev
coppia di periodi e pareid 23 dov'essero multiplo di d. Segue ehe sul numers & pos-
siamo fare soltanto le due ipotesi d =1, d=m 2, od in corrispondena possiamo sup-
Prs g =0, el

In conelusions, si ricade sopra 1o duo tabelle I} o IT) con la nuova condizions

==, ciok

ompre a o

1,0,5,0

r
! 0,1,0,

costante o ha ora il valors 1 ; -in quanto alla costante ¢, dovendo sssore

/) uma coppia di poriodi, & della forma:

%
:5 L g

secondo ¢ha Iu tabella & 1a ¥) o 1a II") potendo elasouno dogl'interi « . # prenders
i valori 0, 1. Osserviamo cha del nostro gruppo I fa parts I'operazions

vede che (§+4-¢

+¢) dov'essere una coppia di periodi. Dunque, nel easo dolla
tabelln 1), deviessere :

=0, + e el easo dolla tabella 10 deve
assere o ¥ =4, 5 verifica subito che i punti
delln curva =71+ son0 uniti (porehd trasformati ciasermno in s dalla operazions
ultimaments seritta). Dungue la tabella T) ool nosire gruppe I parts a superfieis
razionali, 8 lo stesso acoade per Ia tabolla 1), auando ¢ = ; resta porcid da esa-
minate 12 taballa T1) ool gruppo 3 grado 8 generabo dalle sequonti duo opsrasiont:

(=uti, v

—vtitr) , (W=p, P=—u).

Dimostreremo in seguito che la superficie ha effetti il

bigenére 1.




SU—

Continuando: V'analisi def nostri grappl, suppaniamo in secondo Tuogo che, sempro
essendo 11 gruppo I isomorfo ad . grappo- diedro, Vaperazione (1) sin unimodulare,
Questa opera coppie: di moltiplicatori:

o pud allorn avers una delle seguenti

(Eo=0) 5 (8,9%) § (—2,—4),

giacehi abblamo
necestariaments numer
In tutti o tro i casi

, 8@ i moltiplieatori sono coniugati, essi sono

é=0.

Fra ln operasioni che invertons i moltiplicatori della (1), 5o ne troverk uns non
odulars ¢ che & percid del tipo:

Wempth =N,

Dapo ¢id, se i moltiplieatori di (1} sano # & — &, facendo il sognente cambia-
ments di paramotri:

la operazioni generatriei di ' i scrivone eosi:

(U

—T) i

o 8l rioads in wn easo gil esaminato,
Se i moltiplicatort sano « ,#, 0on lo stosso cangismento di parametri, riduciamo
o due opérazioni generatricl alla forma:

U+

— V¥

Quadrando In sboonda, $1 vede che (2k,0) & una coppia. & sicooms
1a primy aparaziono deve trasformare nna coppia di periodi in una oo pariodi,

anclio (—

=),

coppin di periodi. Allora ln secondn operazione si pud

anche serivere oos): u

@ si vodo cho 1V involuzione possie
ente, se i moltiplicator

uia cueva di punti uniti ¢ quindi & razionals.
di (1) so0n0 —a, —a*, il quadrato dells (1)

«* o il grappo T conticus come sottogruppo quello avanti ecu-

sidorato: ancho in questa oaso i pervions dungue ad una superficie razionale.
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81 Esaurita osl Vanalisi relativa ai grop
csaminiamo 1 casi in eni I omorfo ad o dei

11 caso ehe il gruppo I sia isomorfo ad wn g
presentarsi, porohd allors I contiono oporazioni del 5 ardine,
essore unimodulart [§ 5; ¥)], sono tali ehe tra esse so ne trova qr
siede \mltiplmalun (1,9) 0, (8,8, cssendo 8
Vunith. La prima ipotesi & da soard 1
] e Tacknat|oo b Wita petation ph invecta 3 ailliplicatat dalls,spe-
razione di 5* ordine ¢ho <i comsiders, si cavchinde Vosistenza in I di un'operszion
che ba i moltiplicatori (6°, #'), ¢ cid & anche da eseludersi [§

Se il groppo T & isomarfo ad un groppo obtaedrico, scelta in I' una operazione,
non unimodulare, essa appartersd mecessarimmenta o ad un sottogruppe diedro di
grado 6 o ad un sobtogruppo diedre di grado 8, & meno dell'oparagione (3 =——u,
o' == — ). Ma, nell'csame dei gruppi diedri, abbiamo visto che i gruppi def tipi
ora detti portano a superficie razionali e quindi & razionale la superiicie relativa al
nostro gruppo £

Finalments, so I & isomorfo ad un gruppo tetraedrico, consideriamo una sua
operazione che sin di second'ordine, & meno della (3).

Questa oporazione ha § moltiplicatari (1, —J) o

Nel primo caso, trasformando I'
un grappo ciclico del terzo ordine s t-ue?\g/\nb trn operazioni, aventi
tatte © moltiplicatori (1, —1). D'altea parte, il pr di duo di esse 4 una so-
stituzione nnimodulare che & pure di second'ordins, & mieno
pereid i moltiplicatori (¢, — ). Dunque sopra gli stessi poli
plicatori (1, —1) od (¢, —¢) o persid di I' fa parte un'operazions eol noHiplica-
torl (¢.4); ® per conseguenza I' porta ad una supsrficie razionale.

Nol secondo easo, ciod quando tutte le operazioni del second’ordine hanno i mol-
tiplicatori (1, —1), poielié I' dere eontenors operazioni non wminiodulaci, di queste
so ne toveranno tea quelle del terzo ordine. Si aved dunque in I' aoa operazione
coi moltiplicatori (1,); ma poiché in I & contennta 1'aperazione (2), si conchinde
Ia presenza di ne cof moltiplicatori (— 1, —e), Ia quale porta (§ 7) a
superficie razionali. .

32, Rinsswmendo i risultati de) prosents paragrafo, si ki che, dells nostre super-
ficie, quelie: rogolart o di gewers zoro, cho non siono razionali, possono provenir
dalle tabelle & dui grappi I' qui sobte serifti:

dri rego
po iconadrico. non
1o qual, non potends
che pos-
o radice primitiva quinta del-

b i

nella scoonds ipolesi, siccome

wazioni di

o che aveh

un'operazi

= [1,0,¢.0 i 1,048, —=
v X

I R B 4 1) ik e .!
[ = —vff . (Wem—, o =—)]

L‘u‘x.—ri
O, 1or, ¥
O | 0= — )]
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§ 10
Bquazient esplicito dello superficle dol procedente paragrafe,

33,

ano:
LUB R

le quattro funzioni intere fondamentali di WeirrsTRAsS velative ai poriodi EE" -

delle o corrispondano ordinafamente ai sewi-periodi

convenfanio ehe gl indici

FH5 S wi:

ot
s
a

ou . T, T Gt

viont del paramotro o rolative ai periodi

51t ay
Y e

i della a VII); d'altra e, quande sono
i 2,y &i hanne, & meno di periodi, Ie seguenti coppie di valori por u, v+

o) (—ubd, vy
vt (—u-tti—o+3.

soltanto lo prime 4 lassiano inalterata la 5; dunque le

e oy = —n) o (

(o—p) o (=, 0 (e

Ma di queste 8 coppi
(1) sono le equazioni purametricho della superficle VI1T)
Si ha facilmente Vequazione:

sono. diverse tra loro e diverse da zero.

dove 1e costanti @ ¢ b (o cos) pure @ o )
Ponendo:

_ etan

1) (5" — &)

“la

1a supafioio s trasforma birazionalmente in:

7 =z — 1) (az — 8) (y* — 2) (" — fz),

ciod in un piano doppio la cui curva di dirmazione, di ottavo ordine, si o
di due coniche bitangenti, dolle loro tangenti comuni (tra le quali & In retta all'int-
nito) o di albre dus rotfe uscsnti dal punto ' incontro delle prime: due.
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Questo piano doppio ha il geners geometeico zero, come doveva essere, ma il
0 bigenore & 1¢ I'immagine della ourva bicanonica sul plano (r,y) & s coppia
dalle. tangenti comuni alls duo eoniche (1), questa ourea bicanonica & necessarisments
una eurva ecoczionale delle superfiaie (§ 1).

34. Por sorivers V'equazions: della superfiele TX), conssrviamo le procaden
sizioni par o ed y e modifichiamo 1a = ponendo oos):

aiu gyn
IR

A

La funziono

g,
7

~L% ehe abbiamo aggiunta s

va 2, smmette lo operzioni

sola o di ¢,
IX), rostano

a1 gruppo T'; ma cambin sogno quando si aumenta lasols  di s o )
Dangas o tre fanzioni @,y .7, & meno di poriodi dolla ta
inalterate soltanto per 1o ops i del gruppo I

1L quadrato della nuora 5 si mette facilmenta sotto 1a formn:

ML—_‘[ SETE TR PR
x Via— ¥ (=—p)

Poi, serivendn in luogo di 2,y

1
dinatamente 1 4=

wisne rasformata birazionalmente in:

dove i

Pinalments siponga:

o 5 ASSUMMANO COMIO NUOVE ¥
aione. birazionale, m

ora funzione razionale di
cni curva di diramazions, ok
1a dus copp

) Bxmiaves, Suipiani

dei Lineei, & VIL, 1895,
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2° la conica:

Ta quale passa por | quatéra punti comunt alle dus coppia di rette,
89 In quartion:

aly' ) (1 91— B+ 25yt ) =0

In quale passa per i quatéro punti ora dotti e possleds punti doppi nel tre puati
diagonali del quadrangols completo individuats dai quatteo punti stessi. Questo pianc
doppio ha il genets goometrico mullo, ma & di bigensre 1: 1'immagine della curva
bicanoica & costitnita dalle due coppie di rette avanti menzionate.

35. In ultimo luogo ci proponiamo di serivers Iequatione della superficie X).
A questo scopo, seriviamoci anzitnito Fequazions della superficio immagino dell’in-
voluzions:

@ .,

Vi

sopra. I superficie iperellittica appartendite alla tabella X).
Siano oru le funzioni ¢ del parametro 4 o del parametrs » rolative agli stessi
periodi 1,2, o si ponga:
AT
a*ua'e ¥

B facile v 1o tre funzioni ora seritte restano
inalterate soltanto per il gruppo generato dalls (2), ¢ pareid Ja superficie (X, ¥.%)
& I'immagine della wostea involusions, L'squazione esplicita di questa superfiole. &2

dove i & posto
PE) =K' 85, X2;  em(n—a) (4 —a).
Loperaione:

(3

)
sho fa parte del gruppo I relativo alla tabiella X), ba per effetto di soambiare X
con ¥ e di portare % in

Xy

dunque le tré funzioni

F=X4Y | y=XY , [=X0+TH

ndo si verifica ¢he oss0 ammettons
e (3)

restano inalterats pe
soltante lo operazioni

o’ operazion (3), 6 'alk
1 gruppo genorato da




Pur teovare Lequ aring dalle
espeossion di £, i
cquatione

ssione di 7. 8i

ottiane o

dove si d posto par br

R == P(X) P(X) — XY = ' |- 8¢, ¥ = 05" - 8¢, of e—1)+e*

lazione tra X, ¥, %, si

Quadrando I detta equazions o o conto della
ottiene facilmenta V'oquazions esplivita della suparficia (5.7

a4 m=[‘5’

£)y che &:

¢ che, per uilo, eonviene sarivere cos)

{4)
1'oparazione :
Ia quale Ua tabella X), s com'd facile veri-
fiears, X, ¥, % con
¢ P(X) OT) —XT
=y _ P(X)Q(T)—X¥

¢ quindi parta &9, ordinatsmente in

Danque
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Ora §i ricavi dall'espressions di & il valore di e si ponga nella (4): si otticns

cos) V'equaione
()=

dove intto sl esprime subito razionalmente eon &y, 5. Moltiplicando i suoi due

membri-per
2y
=
¥ — y—2%

k2

sl ottiene il seguenta risultato :

Ay +-2¢) LA
y—2 =

2o}t +r‘f](v—lclﬁ My 4207

G207+ %

Questa superfioio si trasforma. in piano doppio ool seguente procedimento.
Si ponga:

[Aly 20t -2 ] (y— 2¢) — My 420

® e =i

& quindi:
&t — d(y 4-2¢)
y—2

Da qui s tras i1 valore di y in fonsions raxionale @iz, ¢ & pereid la suporficie
(51§, & birstionalments idontica alla superfiolo- (s , ¢ ,5). Liequazions &i queste
ultima superficie, che si ottiono ponends il datto valors di y nalla (8), risulia 4
socono grado in £; @ porsid b equivalents al piano doppio che si ba eguagliands
ad wn quadrato 11 suo Qiseriminants rispetto & 2, Tl diseriminants della (5) rispetto
u 2, tonsndo conto dof valori di 2 ed /. si riduee a:

e)* 4= (i - B) (Bua -
v+ 2e) (v —29)

meda)Foat

dopo avor traseurato il fattars quadraio <%,
§o ora pomiamo al posto di y In sua espressions in &, e seriviamo 22/¢ in
Tuogo di &, Vequazione del postro piang doppio si serive cosh:

B )

ove:

ed @ pereid h una fanzions uniforme di r.
Bociarh ok XL, Serle 8, Tomo XV. 40
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La corrispodlente curva di diramasions & del 10% ordine o si compono delle
due coppio di rette

2=
o della gestica:
Azt 0P (@ O (4 (2ha - W — ) - 2N - 4) =0

1a quale possiode punti doppt nei quatiro punti comuni alle dn¢ coprie di retts o
nei vertici del triangolo dingonale del quadrangelo eqmpleto determinato dai quattrs
punti stessi; anzi in uno dei verkici di questo triangolo, ¢ precisaments nel punto
all’infinito dell'asse dolle &, la sestics ha un facoodo la cui tangents ¥ uno dei
laki del triangolo (la resta all’infinite).

Dunque Ia curve di diramazions hs 6 punti quadrupli che sono precisaments i
6 vortiol del quadrilatero completo individuato dalle due coppie di refte sapra men-
wionats. 11 piano doppio ba percid il genere geometrico nullo od il bigeners eguale
ad uno, essendo I'immagine della curva bicanonica formata dalle stesse due coppie
i Totte.

Ossorviamo ohie 1 sestioa in disoorse tocen L'asse delle  nel punte di sscissa
— h; & quando & dato v, ossin il detto punto di contatto, si ha un fascio di
sestiche, simmatrichs rispotto all'asse delle =, che soddisfano tutbe alle prodatte
condiziont; ma non & passibile seogliers achitrariaments in questo fascio lu sestica
eho fa al caso nostro, so vogliamo che il piano dappio provenga da uaa involuziome
sopra wna supsrficio iperellittion. B difatti si varificn facilments che 'ordinata di uno
qualunqua doi due rosidusli punti d'inconteo della sestica con 'nsse dello £ o V'asoissn
del punto di eontatto sopra L'asso delle = sono legate dall'squazions:

(6) e Ha—16=0.

Por_costruire quindi Ja sestiea in diseorsa basta conginngers il punto di ssatatto
col punty all'infinite sopra Tasse della ¢ ¢ prolettars | dus ponti d interseaions della
congiungonta con Is quattica (6), supra Uaséa dells ¢, dal punto all’infinito dell'asse
dolle =: i punti cos) ottenuti sono quelll oha individuano la nostea sestica.

La quartics. {6) b perfottamonts individuata dagli olementi de] quadrangolo. Di-
fatti esen appartiono al fasoio determinato dalla retfa all'inflaito contata 4 volla o
dai dus lati dol quadrangolo paralleli all'asso delle = prosi insieme all'asse dello ¢
per i punti dove Tasse dello o taghia 1 duo

golo paralleli all'asso dalle ¢.
i ottenuti in questo ¢ uel precelente paragrafo ¢on-

, @ wmeno di trasformazioni bir [ et fizie ve-
Mo siano immagiai. & involusion
erfiods sons equivalenti @ piani doppl le cui
appartengota ad . del 1 sequents

1 7P, Curva d'sitany ordine consposta coi dus conicks
rette d'un fascio, due delie quali sono le tangenti. comuni adls

ré sar i s

Fittiche

tangenii ¢ g
dus coniche.
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2° 7ip0. Curva del 10° ordine composta can tre coniche di un fasoin, eon
punti base distinti, delle guali due spessate in coppis Of vette, od wna quartics
che passa gier i detti quattro punti base ¢ che ka punti doppt nei vertisi del ra-
tativo trigngol diagonale.
8 Twv0. Curva del 16° ordine, ohe 8§ costruisze coms segus:
S consideri un quadrangolo complsto ABOD od il suo {riangolo diagonals PQR
& tia precisamente:

BC.AD=P , CA.BDe=Q , AB.CD=

i costruisea poi it faseis di quartiohe determinato dalla reita PQ contata 4 valte
¢ dalla. eoppia di rette BC, AD presa insiome alla retia QR contata 2 volte, od
in esso si preuda la guartica @ che passa per i punts d'incomirg della vetla BR
con le reite CA,BD. Seelto ora un punto M sopra la retia PR, 5i congiunga M
con Q¢ i dus punti diverss da Q dove la congiungente laglin ® si prodeiting da
P sapra la retta QR.

Bviste una sola sestica lale che passi: per due punti delia refia QR cosd otte-
nuti, {ooohi in M ia reita PR ed abbia in-A,B,C,D,Q,R punti doppf ad in P
un tacnoda con la tangents tacnodale PQ.

La curva del 10 ordine ¢ costituita du quesla sestica e dai lati del quadran-
golo ABCD ‘che non possans pel suo tacnodo.

IL punto M deviessere distinto da P e dai punti in cui ls retta’ PR taglia i
dug lati del quedrangolo uscenti da @, o pud, del rests, scogliersi ad arbitrio;
quando M coincide con B, si he i) caso armonico (A=o0,% = 1): sllora Ia sestica
he fre tacnodi in P, Q, R con le tangenti faenodali PQ, QR , EP.

Reoiprocamento

Qgni piaua doppio la cwi curva di diramasions sia fatta inuns def tre modi
ansideiti, rapprésenta wna involusions sopra wna superficie iperellittica. perchd Ia
corrispondents equations si pud portare, con una trasformavions omografica, in una
di quells avanti seritte.

B quasi inutile avvertito cho, anoho por i tipi 2° o 8%, Is curva di dirama-
sione pud abbassarsi alliotiavo ordive, con una semplics trasformasions quadratics,
ed § piani deppt-cod) ottenuti rientrano nol tipe gensrale nssegnato ‘da Enriques (');
ma rivsoirebbe- estremamente diffioile riceroare direttamente tra i piani doppt di
qussto tipo generalo quelli che provengono da inveluzioni sopra superiicie iperel-
littiche

() Bason, Sepra I soprfoi algtric 0 Hgire o [os. dos Sosieth okisna
dalle Sclenzo (dsf XL), t. XIVy, 19
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§ 1
Suporfile rogolast &l gemare 1 proveniontl da gropph olollsl

38. Noi abbiamo nei precedenti paragrafi esamrita l'analisi dells superficie P
ohip provengono da gruppi I contencnti sostitupioni nop mnimodulari; cra debbiame
ooenparei dells suporficie F per 1o quali il corrisponilents gruppo I" sis costituito da
sostituzioni tatte unimodulari: queste superfioie hanno (§ 4) il genere geometrico
o tatti § pluriganeei egual ad 1 o sono regolari,

1 moltiplioatori di una qualsivoglia sestituzione 3 2 sono allora radict dell'unith

eonliigite, o quindi possono sssers (S 5):
(=1,—1) , (E,—1) ., (.8 4 (—

—a),

1n quests paragrafo of oecuperemo soltanto delle superficie ¥ per eui il gruppo T
& ielico.

Supponiano in primo luogo che I sia eostituite dall'identits o dall'operaziono
i soeondo ording:

) P N

Possiamo sempro vidurre, come & neto, la tabulla dei periedi alla forma mormale:

(XI)

dove & & un numern intere positive, ed i coefiicienti del)’ immagioario & in =,#',
che danoteremo con vy, 7, %" ordinatamente, soddisfano alla eondiziono:

o —d>0.

1 involusions, (1) sopea 1a. supeeticio iperellittica (XT) possiede 16 punti nniti
eho & hanmo in cerrispondensa alle 16 coppie di somi-periodi simultanei.

§i. costruisea agevalments la superfieie ¥, immagine dell involurione facendo uso
dolla fangioni @ di ording, part e di isticn: null appartensnti all
tabolla XT; questo fumaiont sono (1) pacticolari © ordinarie (408 relative alla ta-
bolla XT oon #=1), di ordine 2¢, ed il numers di quelle linearmento indipondenti
@ 2g-k2.

Assumendo quests © coma coordinate omogonoa di un punto di umo spario &
901 dimensioni si ottiens. in questo uns superficie ¥ (%), di ordine s, dotata

(5) Taavians, Sur e fonctions Thita de dews variables ot los wurfaces hypers
(Thisw do doctorat, Pasis, Guuthior-Villars, 1907).
(8) DI easa. trovasi eenno mella 1% Neta citata del sigg. Exiquss ¢ £

pliguss

r
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i 16 punti dopp!, eorvispandonti alle 16 coppie di semiperiodi. simultansl. Por
earttarizzare una tals suporfioia basta dare la maniers di comportarsi, rispatto a
suddstti 16 punti doppt, del sistemi Hneari di curve d'ordine 2e, lungo 1o quali la
suparfioio & toscata da Iparpiani; tall curva eorrispondono & @ i 1¢ ordine appar-
tanent] alla X1 6 tali ohe il loro quadrato sia & carattoristion nulla. TI comporta-
ments di quests curre nei 16 punti doppt & quindi noto, n bass al eitats lavora
del #ig. TRAYNARD.

D tali snporficie possano dol resto costrairst projesiont nella spazio o § dimen-
sioni, 1o quali sians superficio di 4 ording con 12 punti doppt alineno; basta. soom=
porre 1l numers 22— 2 nella sonms di 4 quadratl (Interd): s2 - 13- v3 o ol
imporre alle sezioni perpians dolla superfiele ¥, dats nello spazio  2e--1 dimen-
sion, i passa. sapativameats oo ,y, 425 , 2vy, 2v, rami por 4 dei punti doppl
{i F, cib ohe equivale ad fmporro »7 - vE - vt -+ o7 condiziont Tinsart (7). Tn quosti
4 punti doppl vengono fnoltre nmnr‘h]h 2(47-F » -F 93 - »%) dolle fntsrssaioni fra
dup curve del sistema lineats oosh ottenuto; questo risults quindi“di grado 4 o di
dimensione 8 ¢ gl iperplani ol quali appartengons Io sus eurve passano tuttl per
uno stesso spazio & 22— 2 dimensioni, dal quale la superfioie vioue projsttata, in
o spazio a 3 dimensioni, sppunts sseondo nna superfieia di 4° ordine dotata di 12
yanti doppi, proesioni dei 12 punti doppt suf quali non sf & operats, & forse dotata
a1 qualehe iltro punto doppis provenieate dal fatte che qualowno def numeri v, pud
cssare nallo (2).

35 ¢=1, In superfioie F & gik di por sb una superficio di 4 ordine eon 16
pantt doppi- (sup. di Kumuen). Negli altci cast, 1l sig. TRavxann ha dato nn modo
generals, eho oquivalo & quello o ora accennats, di costruirs suparficln di 4 ordine
oquivalonti alle P, od ha efettivaments costruits degli osempi (7). Qualchia essmpio
& stata anche costruite dal sig. Resy (9.

39, Tn quanto alle alfre superfiole di gonors 1 immagini d'nvoluziont sopra
suparfielo iperellittiche, not rimandiamo Ia loro costruzlons alls seconda parta della
Memoria. Pord enunfamo-subito 1 risultato soguents:

Tutts gueste suporfioie B ragolari ¢ di gensrs. 1 oo Sivasionalments iden-
tichs @ superfisie di quartording dolate di punti dopps e quindi o piani doppi
con sestiohe di divamasione.

Qui limitiamo la nestra rivercs alla elassifieasions doi gruppi I

Supponiamo obe il gruppo £ sia generato dalla seguento oporazions di 42 ordine:

3) , H=—in
) Base sona indipendantl, sltrimenti st potrebbe costraire su P un slatema di grado 4 o
dimendione & In'F sarebbe & yenier 0, 1 cho & masnrdo.

Ben s'intands ohe § 4

i doppt sudietti vanmo scalti in modp (o <ib & sempre possi-
bile) el 11 siatemn di gesdo 4 o dimensione’ 3 E i

() Toe, ¢it. To adound di quedti egli nom s serve sal (o
Vedasi anclie 1o Nota dells stessa B \vnbhluue S Coples B s & 730, P
£.180, p
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o serivinmo In tabells doi periodi solto forma aMatto generale:
o
o
S0 (w, o) b uns coppia di period, tale dave anche essers (fa , — i) o quindi,
por tutti { valori 1,2, 8, 4 dell'Indice s, st ha:

W 0y ==y 0y - Gy - 2 93 |- a0
— ey i - 0
dove 1 & ‘sono numeri inferi.

T rapporti dolls w @ quelli dello «” non possono assera dotorminati dalle equa-
sioni (4), parehd in tal caso 6 avrobboro per i rapporti dello m s per i corrispon-
dunti rapporti della o' numeri comiugati, o si potrobbe quindi formars usa combina-
zione lineare di w,» coi periodi tutti reali.

In altri termini, il determinants:

= tu G M
L G —0 i
an an 23— du
an L™ s Gu—e
quando vi si faecis g =17 0 ¢=—1, deve annullarsi insiems a tutti i suoi softo-

doterminanti di terzo ordine.

Dopo questa osservasione possiamo ripsters il ragionmanto fatto al § &, 1. 25,
o conchindérs cha & possibils eseguirs una trasformazions ineara dei periodi in modo
da ridurre 1a matrice dolle a alls seguents forma:

01 00
|—10 o0
00 01
00—10|

Allera Je (4) danno:

sl vede quindi che & possibile ridurre la tabella doi periodi al seguente ti

oy ey o, ey

iy —te] o), —iw

Finalmento, cambiando i paramets, serivendo w,it, wjp in luogo di u, v, Iaspotto
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di (8) i eonserva o la tabella dei poriodi divieno:

- Ly bary i
@ e o T
dove s & posto y -

- o

Ms dobbiamo ancora assicurarei della esistonza delle funzioni meremorfo qua-
druplamente periodiche di w, v relative alls tabells stesss.

A questo scapo o appoggeremo sopra il seguents torema fondamentale dells
teoria dolle funzioni quadraplamente periodicho:

L6 condizioni nocessario o suflicienti afinchd esistano lo funxioni meromorfe di
wyv con lo quattre coppie di periodi:

[0 0,00
lof o), 0, u
1) ¢he sussista uoa relagione cosd fatts
Sty w0, = 0 (re=1,2,8,4)
dove 1e @ sono numeri intert tali ohe ap, - aw==0;
T0) che so:
Hafaaba b
son0 lo parti reali ed i eoefMcionti dell immaginario § dol quattro perlodi i wna
qualsivoglia combinazione Jineara &i u,o, si abbis sempra:
St b > 0.
Serivendo a condizione T) por la tabella (5) si veds che ¢ s &' sono legati
dalla relazione

(6)

dove p, g , @, somo numeri inter’ definiti cosk:
Pt —i o gmGn—G o, E=—dn A=y,
Serivendo 1a condizions 11) per i pariodi i i a per i perlodi & ol ottengono
1o dus dissguaghianze:
—a—pm +) >0
@t prl — g1} +a)>0,

(i o w, w6 o, reali,

avendo posto ¥ =17, - ix, 0 &
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Ors, 86 # & positivo, alfinchd 1a formn B possa peendera valoed positivi, bisogon
oo sin:

Pt 4B >0

&80 @ b negativo, In forma A prende valori positivi soltants quando & 4 >0. Fi-
nalmonts, so 4 & nullo, non passono p e g essere gntrambi nulli sempre & causa delle
condizioni A >0, B>0., e quindi b aucho in guests ipotesi o > 0.

Tn conclusione, affinchd esistano lo funzioni quadruplaments pariediche di u v
selative alla tabell (B) & nécessaria clio v o ¥ siane logate dawoa relazions coms
(6) o che inoltre sia soddisfutta Ln condizione & 2> 0.

Faremo ora, vedsra cha queste condizioni sono sufielenti. Partiamo dalla () &
facsiamo lo posizioniz

= —ay,

W OOy =q o Gumm—Ie

allora Ja T) vieno una consoguenza della relaziona (6) In qualo & per ipofesi, sod-
disfatta

Seriviano o disuguaglianza 1T) relativa ai quatteo pariodi della combinazione li-
neire A po. Ponando A= 4y -+ ity 8 o= - iy con dyy A 0yt toali,
il primo membro dslla dfsngnaglianza in diseorso risnlia una forma quadratica in
Zuda, o pai perd, por i valorl speciali assegnati alls @, si verifica con un cal-
colo di ione soltanto i tormini coi quadrati, o
precisamenta si riduce ad:

AQH ) 4Btk )

dovs A & B hanno 1o sfesso significato di prima.

Dungue le condizionl &3>0, B> 0 bustano porehé sla soddisfatta Ta condi-
sione 1) qualungue sinne % ¢ p.

Osserviamo che, & cansa della (B), quando il punto = peveorra il circolo di equa-
xions A il punts ¥ percorca il circolo B= 0 aosi 1a (6) trasforma Ia regione
inferna sl primo circolo nelln regione esterna al secondo
to ad arbitrio v sottn la sola condizione che risulti A <= 0, po:
supporre A >0 cambia arre, il segno i qual
& ¢ & ad esempio esterno al carchio A =0, ciod 58 3 #2>0, ris nferno
al cerchio B=19, e V'alira condizions B >0 viens di consoguenza verifieata.

In segnito all'analisi fatta, possiame conchiudere cho si hs moa famiglin di su-
perfica F immagini dells involuzione:

XH) 3 Wit

sopra le superficie iperellittiche relative alla vaxie tabells

X RS s A

{1 =35 =]
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cho si hapmo ponendo:

(p—ig)r+2a
2 —(p+1g) '

dove p.g, @, 8 sono numeri interi soddisfacouti alla eondiziono:
Pk dag 0.

40. Supponiamo in torza luogo che il gruppo I' sin generato dalls operations
del terzo ording:

(0]

&t
& seriviamo come prima la tabolla dei periodi soto: forma. generale:

Gy g S0y 034000

oy ol |
o (w, o)  una coppia di peried, & anchi coppia df pariodi (e, %), & quindi
si deve avere per s==1,2,8,4:

@y | e - G o = diwg
t iy a5 0]+ a0

dowe 1o a sono interi.

1 rapporti dslls w o quelli dells o' non possono sssere determinati dalle squa-
zioni ora seritle; perchd quests equazioni darebbero per i rapporti delle o e per i
corrispondenti rapparti dolls w' numeri coniugati; e oid, come si & a suo tempo ossar-
vato, porta ad un ‘assurdo.

Allors, ripetando il ragionamenta fatto al § 8, n. 24, &1 conchinde che b possi-
bile esoguire nna trasformazione linears  dei periodi in modo du ridurre s matrice
delle @ slls seguento:

{1 et
—1—1 0 0
RS [l |
0 0—=1-—1

o quindi & has

w=w; , Buy

o =of |, fej=o].
Tn altri termini, possiamo ridurre In tabells dei periedi al tipo:

60y O By

W], , £

Boaierh txr XL, Serie 8, Tomo XV, 4
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poi, col solito cambinmento di parametrl, 1a riduciamo & questa:

|1
Ii,sn.“«'v‘

o ancha alla tabella oquivalonte:

@ ;

1 5%,
1,6 ,¢ 2%,

forma. restando s forma dalls (7).
Tsprimismo ora lo candizioni Afinchd esistans 1o fomsioni quadruplamente pe-
riodiche di u,u cof pariodi (8).
Serivendo 1a condizions 1) par la tabilla (8) si vede ohe = o« sono lagati da
uns relazions del tipo:
®) L p et
Sgr—{p+ag)

dove.p, gy, 5000 numeri interi definiti cosh:
p=—(an  au) =+ (@ + Zaw) A==y,
= (onta)+(ant2e) o femaw,
© 5 ha quindi:
ptg=0 (mod 3).
Poniamo:

Y=rtin ; J=i't—"ﬁ.

avendo i1 radicals il valore aritmetics, o seriviamo ls disuguaglisnza IT) per i pe-
riodi di w o por qualli di v: si trovano eon b breve ealeolo lo due condisioni:

Am—a—Bmt, B, 4 g0,

B= o Bmdy I el >0,

o si deduce fucilmente dalla seconda condizione:

tgt—pa+Pe

s8'8 & negative, dalla prima eondizions si deduco ancora 4 2> 0; Analmants, se ¢ 3
nullo, p & ¢ non possono cssere entrambi null, & quindi 1a condizions o >0 ¢ sempre
soddisfatta.

Faromo ora veders che Ia velazione (9) insieme all condizions o> 0 bastano
ad assiourars Uesistenza delle funzioni quadraplaments periodicho di u, v co po-
riodt ' (8).
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Faceiamo nell'iguaglinnsa 1)

Gy ==aj =g —p

thy =3

allors essa risulta wna conseguenza della relavions (8) ln quals & soddisfatts por
ipotesi.

i verifica inoltrs oon un ealsolo diretto che il primo membro dells disuguaglianza
1) relativa oi quattro periodi. doll integrale Zu by (A= Ay - idy , p=
i riduce, in soguito alls posizioni fatte sopra lo @, & questa espressions:

A B) + Blal+ i)
dove A & B sono la forme di v, 5 o di },v] ultimamente definite.

Dungque. Te izioni A0, B>>0 bastano ad assicnrare che la disugua-
glinnza IT) & soddisfatta qualunque siane &, p.

Osserviamo. aoalogamente o qianto si & fatto al n. 39, ¢ho, quando il punto
#=1, - s porcorro il circola di equazione A =0, il punle ¥ —o} - ir} per-
earre il circolo B==0, o cid in forza della (9); anzi Ia (9) frasforms s regione
interna: al peimo cireolo nolla regions esterna al seconds,

Cid posto, dato ad srbritrio v, sotto Ia soln condizione che risulti A == 0, noi
possiamo, cambiando, s oocarre, il segmo al quatro interl p,g, &, 8, sapporrs
A>0; allors, se v & ad esemplo esterno al corchic A==10, 6 quindi & 2> 0,
risulta «' interno sl cerchio B =0, ¢ percid laltra condizione B> 0 viens ad
essere soddisfatta.

8s & #=0, & facile verificars ohe si ha A = B; dunqua anche in guesto caso
In disoguaglianta A >0 porta di eonseguenza V'altra B> 0.

In conclusione, si ba un tipy di superficie F' immagini della involuzione :

XI1)

sopra 1o superficie ipersilittich relative alle abolle

1,8,5,8v
X1) El A I

che si hanuo ponondo:
N E VIS
35— (pF-19)
oon pyg @, @ intert soddisfacenti alix condizione:
P+ —pg + 93> 0.
41 Supponiaio in un ultimo logo oho il gruppo eiclico X' sia generato dalla
operazione, del sesto ordine:
XIV) ¥t

(54 g=0 mod 8)

) H=—y,
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Ln quarta polsnza di qussts operasions b precisaments Voperszions di berzo or-
dine avanti onsidorata:

o quindi In tabells dei poriodi pud portacsi al tipo XIII, imponends a r ¢ 7l
stasse condizioni dotts alla fins del numero precodonte.

E si vedo che ls suporficie immagini dell’ involuzione XIV) possono anche rite-
nersi. come imumisgin della involuzione

W=—u , =—vp

sopra supérficio del tipo XITI).

§ 12
Suporficls che provengone da grappl I dledrali di grado 8.
42, Nel paragrafa précedents abbiamo supposto che il gruppe I wia cielico:

passinmo ors all'soalist ded gruppi T isomorfi a grappl disdri e costituith da vostic
tuzioni tatte w u.Dth:l L

]
2)

di quarts o terso ordine, mediants una_ sestituzions unimodulare cho ne inverts
moltiplicalori o ¢ho possiamo sempre supporre eoel ridotta:
) W= , =—u

1l grappo diedralo generato da 2) o ) conticne 'oporazione

W——mto y t=—sotd,

o quindi amplinda il gruppo cielio generato da una sostitazions del tipo ora seritéo

In questo parageafo cf ocoupereme esolusivamente dei gruppi
dalle sostituziini 1) o 8.
Amzitatts, por la p
nel procedente paragrafo; ridurre I tabelia dei periodi it hpu

IR e

o)

PO = |

poi, per la presenea dall'opurnsions 8) deve asenders che, 56 (w,) & una coppis

4 periodi, anche (&, — o) & uua coppis di periodl.




Si ha dunque, tenéndo presento (4):

{1 = iy - i,
O s

dove a, @, 7, d wono interi el corpo [1,] od @, 7,7, sono i loro confugati.

Il determitiants D == ad— gy non pud essere nullo, perckd allora, fn virth di
(5), si avrebbe unn felasions linears & cosfMeienti interi fra i quatiro pariodi di v;
o, in viclh di (5), 18 efessa rolaziono si avrebbe fra | corrispondenti periodi di x,
o quindi § poriodi (4) non sarebbars primiti

Per la slessu togione, quando i sostituiscono i valori (5) melle cquaxioni ()
queats debbouo essero destiosments soddisfatte. Tnfatti, in caso contrario, si avrebbe
ugs relazione linesre & coefioioutt intarl fra i pariodi di u, o, sostitnendo vicaverss
i valori (5 vello oquazioni (3), si avrebbe Ia stssa relazions fra i periodi corri-
spondenti di v.

In altri bormini, risolvendo le (5) rispotto ad , , w, si deve ricadsra sopra s
equazioni (5; & ha dungus:

: «
(6) F=—F . F=—17 .

ma possiamo Jimitarci alle seguenti dus ipotesi x
Infatti, eseguendo sopra | periodl In seguonte trsformazions linoare:

o= W, w=0,

] =— 2,

il determiants D exmbia di sogno @ 1a tabolla (4) conserva il suo aspotto.
48, Mottiamooi nella prima ipotesi: D=1.
Alloa o (8) mostrano, che £ & y sono teali o oho d. & il oamiugato di a cam-
bisto di segno. Ponendo e= 1= i con #1, & reali, 1o (5) & serivons:

wl=(r

3 i) o
&) o g — (7 — ) e0n.

Fascismo sopra i periodi ls trasformazione lineare:

A2,
-+

essendo k wn fntere del corpe [1, ¢ Serivendo 1o (5) eoi owovi periodi 2, 9" s
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veda che ai possimo far variars gllinteri r s di mulipli ‘arbitrart di y; %8 favecs
eseguiamo 13 trasformasione:

o=,

A9, 2,3
+4

#i vede olia ¢ possono far varinre i detti interi anohs o multipli webitrart di g,
Danque & possidile diminuirs i valori assoluti di r, & fino  ho s ubbin:

£l

)i eude ad 1, si ha:

=4l v lsl=1lr]

Tatanto, essendo il detorminanta di
et h iy e Lm0,
o quissta‘eguagliaiiza non & aceorda eon 1¢ disuguaglisnze seritts avanti se uion quatido

— 1, oppure #
1 1o (5), dino:

ir=s=0 0 p
Prendendo g=1,

) — ——

® la tabells (4) diviens:

W ORI R A

By, — gy — i g |

3¢ avessimo progo fe=—1,y=1 avremmo trovato la ctessa tabella (4) salvo Jo
scambio di w, con .

In conchiusione, quardo il gruppo I &
4 D=1, I tabella dei periodi pud portarsi,
al tipo (4).

Per assicurarci dell'ssistonza delle fancioni quadruplaments periodiche di u, o
eai periodi (4), poniamo:

norato dalle sostituzioni 1) o 8) ol
iante ma frasformazions linears,

m

2 ;o B
(- .
w, o

o ranimentiamo chie affinchd no 1o funwioni eoi periodi (4) dove essore; soma
abbiamo stabilita niel parsgrafo procedents:

dunquo + soddisfa Vequazions quadratica:

L {p—ipe—3a
T 2 —(pta)
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ciod:
(7 (p—ig)s'+ 2ex—(p+ig) =0,
assenido ¢ = @@

L'equazions (7) non pub'riduret ad una identitd, pe
P gm0, @e=—§ 8 non sarsbhe verificata In condizione:

allora dovrebbe essere

A gt g a0,

Dati ad arhitrio g1’ interi p, ¢, ¢, sotto Is sola condizions cho non: siano tutti nulli,
esistono sempre la funaloni col peciodi (4)'; infatti nol possiama segliers ad arbitrio
il numero # o disporne in modo che sia soddisfatts 1a condizions 4 = 0,

Riassnmendo: so il gruppo I & generato dalls 1) e 5) e il determisante D
dslls (5) valo 1, 1a tabella dei periodi pud mottorsi sotto la forma (4), dove il rap-
porin ¢ = :‘T' soddisfa ad une equazione quadration del tipo (7).

44. Tasciamo ora 1'ipotesi D =1.

Allora. ls (6) mosteano ohe si pud sorivere #==(L-4) & , 7 =(1 49, con
B 6 1 intorl reali, & che ponendo come prima «=r~F iz 51 ha dm=— (8-} i7);
dunque le (5) s sarivono:

o) = (r = i8) w, = (1 - 1) Fyoy

@ = (L 1) oy — (8 i) oy
o, in forza doll'ipotesi D =#, si ha:
8) Pt 1=0.

Segue ohe fi oy, sono necsssarisments’ di segno eontravio e dhe nessumo dl
easi pud essere mullo,

Eseguendo sapre | pariodi lo trasformaziont lneari avauti comsiderats s vede
che gl'intert r, & i possono far variare di multiphi arbitrarl di 2y, o di 2;; siechd
possiame diminuire i velori assoluti di » ed s fino a quando si abbia

L

Irl=1&l .

Ma usa stra che 13 (8) nion comparta queste disugusglinnze se
fion quands § valorl sssoluti di £ o py fono eguali ad 1 ¢ i mumer r ed s sono
ano nullo o Taltro col valoro Sssolute eguale ad 1.

A’ questo punto osserviamo che ls Lrasformaziane lineare:

- i

Vow =il
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1. prima cambia 11 segno ad ¢ od
1l segno a By & 7, lasoiando inalte
Possiamo dunquo ritenora sanza leders la gonaralith:

ando inalter;
7 od 5.

L 6 71 0 1n seconda cambls

las

0, p=—1, =1,

o 1o (5). divengono:
of = — (14 ) o
o wp = (1 i) oy — e

Afitnchd esistana lo funsioni quadsuplaments periodioho relative alla tabella (4),

dove @} od &} hano i valori (9), bisogna che .::1 ar= a0 logati ds una

rellione conie questa:

Faltra parte 1o (9). danno:

- i
T l—(14r"’

v

o quindi + verifiea Uequasionie quadratics:

(p—ig)e 4 2a

an 20 —(p+1q)

Riducendo 1a/(10) & forma inters e ponendo:
(1) Zetp—y
esaa g serive gonl:

oy (e—ib) ¥ [+ b —

B+g—13 , Pt

i{ab 4 8] v— (a4 is) = 0.

Lo funzioni, cof periodi (4) esistono qualunquo sisno gl'interl a b
non tutti nolll, Infstti possiamo, muzitutto mupporre a4, pari moltiplicando, 88
occorrs, 18 (10} per 2; dopo cib & vede subito che & possibils verificaro Is (11)
dopo avere asseguata ad arbitzio il valare di uno del. quabtro nteri p,g,a
possiamo. approfittare. di questa Indeterminziona per soddisfare alla condizione:

Aot o g A >0,

GI'interi @, 4, non possono essere tobti mulli, in altri termini la (10)' non

pubd essors denticaments soddisfabta. Tnfatti, so a o & sono mulli, risulta = 2pg;
“ora, 48 anche 5 & mulle, p & ¢ vongeno di ségno oontrario o hon d verifienta Ia con-
dizione 4 >0.
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Osservismo finslmente che ln fabella (4) & equivalente a:
(L ), —d
[ B PR R e

mg e L —

o quest ultima, introducendo i valori (9), si serive:

s P , e

B A o

Rigssumendo Vanulisi fobta nel presonts numers| conohiudiamo:

Se il gruppo I & generato dulle opecasioni 1) & 8) ed il doterminante D dells
equagioni (5) vale possibile ridurre 1a tabella dei periodi al kipo (4)", dove il
rapporto. 7 == - verifics unn oquariono qoadratiea dolla. forms (10)

45. Besta ancora a doterminare lo castanti, ¢, ¢ che figurano nella sostituzione 1),

Moltiplicando il quadrato di 1y per it qeadrato di 8) si vede che in I' & con-
tenuta Joperazione:

B PR O B G,

ata di 1) mediane 8), si véde che fa ancho

iccomo I 81 suppone normale rispetto alla tabells dei periodi, si hanno sopra ¢
1o dus condizioni whe:

f-+ie, @—ijel o [e—) ; (d—ie)]

Helhono  essére ‘Soppie’ di ‘periol
Osserviamo “che 30 (w,a) &

ma ‘coppia @i periodi, tale & pure [(1—ijw;
fone, dere esiire (2, 2¢)

do con 1a tabella (4)\, possinmo serivare:

forea

(o ) o - (b ima) o
(12)

(mwy — i) oz

dove le m sono pumeri inter
Serivondo ora che §
condizione, si trova subito:

labi rispette @ (mod 2).
vati dalle (19) soddisfans alla seconds

=0, (mod 2)

4
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o quindi s hasno per ls m i seguenti quatéro sistemi di valoti

g

Mz gli witimi due sistemi sono da scartarsi, perchd i corrispondenti valori di ¢ o
date dalls (12) non soddisfano alla candizions i essars

e, (L—ie]
1na cappia di periodi.
Si hanno dunqus per ¢, due sistomi di valori che snoz =0, ¢ =0 o
+(1 4 1) (e )
1l —A(@—a),

¢
¢

(19)
# per conseguonza sono possibili due gruppi I' di grado § uno dei quali & generato
dalle seguenti operazioni:
XV) [ =du, v —i) | (W =p, 0 =—u)]
@ Ualtro dally dus operazioni:

[ w6, 0 em — o), (W=, o' =—n)],

avendo ¢ o ¢ i valori (18).
Ma i voriien subito che camblando § parametri u v ponendo:

‘.“!.‘.é'..“”n P A

il grappo ultimamente seritla si trasforma nel gruppo XV); in conchiusions noi pos-
siamo soltanto riteners il grappo XV). Finalmente, camblando § parametri serivendo
wu, oo in Juogo di «, v, possiamo serivers 1a tabells rolstiva al gruppo in discorsa,
che @ Ia (4, cosi:

= LR
) £ —it, =1,

con la condiziona:
(p—ig) '+ 2r — (pt-ig) = 0.

Osserviamo ¢ho tutts le operazioni di XV) laselano fermi due punti della super-
ficie iperailittioa XV) che sono:

(=0,0—0) ed (n:ﬁi%"i"—“ Sl (e




Riferendoci ora alln tabella (4)", giacchi dove cssore (2
si ha:

+2¢') unn coppis di

2o = (i - imy) w, - {my -

20 = (13 — vt} ) - (s

i) o

dove @, ed w; sono defini
Serivendo che (¢ —
CONGTUEnas ;

dalle relazi
") (e’ —1ic)

 coppia di periedi sf teavano le sogoenti
Mk =0, =0 (mod 2);

sieehd dob!

mo considerare i seguonti guatiro

emi di valori delle m:

corrispondenza a questi
tro coppie di valori per ¢,

le quali coppie sono tutbe da aceetter
condizione ehe (140 (1—
dueendo per 1

& per ogmuna i quosts quatto coppie ¢, ¢ si ba un g
Ossorviamo perd che, ponendo :

(15}

abella (4)" seritta con lo
e @; dunque la trasformazio
como b facile ver
di semi-periodi {

imbio delle w
ot di (4)" o int
questa_trasformazione permuta cireolarmente To fro- coppie
verse dalln soppia. (0, 0).

nell
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In conchinsione 10i possiamo fiteners: solaments | duo’ grappl I ¢ho sf ‘Banno
in corrispondenza ni seguenti valori delle costanti o, ¢t

e=0.¢mp) . (e w,
Sorivondo w i, w,p in luogo di .o le operazioni gensratrici dei dus grappi £

ora’ merizionati- prendono 1a. forma :

xvi) [ =,

V1) I:{»f FERTDE

o In tabolla (4)" diviena:

Lfi—ir
i |+; i

=y L, li—ie

con la eondicione:

(¢ - [(a 4 b— )+ ila+b+0]e—(ais) =1,

1 gruppi XVI) ¢ XVII) sono sssenzialmente divarsi fra loro: infatti & facils ve-
cificars ehe tatto le operasioni di XVI lasciano singolarmenta formi quattro punti della
sporfiois. iporallitticd (16), mentre il grappo XVIT) non lascia farmo aleun punto
dolla. detta superficie iporellittica

§ 18
Superfiels che provengono ds grappi I* diedrall df grado 12.
48, Por cspletaro Vanalisl dei groppi T eha son0 isomorfl & gruppt diedri, rosta

& considorare § gruppi gonerati dalle operaziont 2) & 8) del procedante paragrafe o
cho qni riserivianio:

) wWe—mte,v=svc; 2 W,

Auitntto, per la presenza in I' dell'operazions 1), Ia tabells dei. peciodi pud
ridarsi (§ TE 0. 40) al tipo:

¢ g 8y Wy by
(3 .

oo, S




dete che, 5o (w,u') b uns toppin di periodi, (o, —um) &
poriodi. §i ha dunqus:

pol, per 1n 2), deve
anchs una coppis

o s, - iy PR R
R e (L B S
dovo e, £.7 4 sono numen nterd nel corgo [1,€] ed @, B, 7,3 2000 4 loro oo~
ningati,
Ragionando como al §
pud essere nullo ¢ che reavando w
Io (4)'; sussistono percid la relazion

12, n, 42, 3i veda cha il determinante D s ad — fy 100
o w, dalle equazioni (4) ai debbono ottemers

® ke e e

Queste relazioni mostrano ehe il modulo di D valo I; e siecoma D & un intero
del corpo [1, %], sono possibili soltanto 1. net. ipotesi:

esam

Ma possinme limitarci rei casi D=1, D=—1, porehd #i pad
faro scquisters u D il fattore # eseguendo sopra i periodi la seguento trasfarmazione
linsara:

0y = A2y

; o
Faremo ora vedore cho il oaso D s —1 non pud presentarsi. Tnfatti, 56 &
De=—1, Io (5) mostrano cho 6 y bano della fornia A= (s— &)y, y=(e— ),

arl reali, o the ponondo == 42, gon r ed 3 reali, si ha §—r-4".

wn fy 65
Allora risulta:

ad— iy 8 — i 8

@ ne verrebbe:

non pud rappr w
Eiteniamo dusque T
Allora 1o (5) mostr

cambiato i segno;

0

oo la condizione:

() i ey L=,
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In qualo ssige cho § numer 2 & y sizno di segno contrario ¢ cho messung di - essi
sin nullo.
Rsoguando sopra i pariodi trasformaziont lineari def. tipi

=0, A0, , =y,
o, 4R, o =2

Jon =5y, o= A2y 40y,
|of =@ | ey =R 4 9,

con A intero mel corpo [1,#], si vade oh s possono far variate gl'interi ., di
multipli arbitract diy o di #: Possiamo quindi far diminoire i valori assoluti &
7,8 fino & quando s abbia:

Irf=tlgl, lsl= 48] 5 Irl=tlrl,

iyl

Ma, sotto queste condizioni, Ta (6) ammette soltanto le dne solnzioni

0 8=0,
r=0, 5=0, 8

Noi ritaniamo soltanto la prima, perchd si passa dall'una all'altra medinnte Ja
trasformazions :

=0 my=—0
il e
1a quale ba per eMetto di cambiare il segno & § o 7 senza sltorare 7 s; in alid

tormini possiamo ritenara che lo equazioni (4) sisno:

=y

Gonchiudiamo che, se il g tabolla dei

periodi @& ridueibilo al fipo:

o I contione-lo operazioni 1) &

o ey, we, v
()

oy By —my | — ety

Abhinmo visto (§ 11 1. 40) cha estitan 1o fanzioni cof periodi (5) bisogna

siano legati da una relazione della forma:

L (‘57-.*’—“;3;'—; (2" 49" —pg + 9f > 0)

Walire porte, o causn dollo elasiont wjmm wyy oy — iy 1 B " — 5 G

affinchd esistano le funzioni eof periodi (3)
dratica:

.. bisogna ¢ho + soddisti all'equazions qua-

)

L o0
5 8B (pteg)
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osia:
(4] (ptetg) v+ Ber —(p -+ eg) =0,
dove 8 p=a 7.

Taa (7) mon pud ridurst ad una identith, perokid allora dovrobbs assera p =g == 0.,
@=—4, & Ia condizions:

4=

¢ —pgt9ap>0
non sarsbbo verificata.

Dati ad arbitrio | numeri Interi p, g, ¢, purchd non tutti nalli, esistono sempre
o fansiont quadruplaments paridicho rolative alla tabella (3). B difatti pessiamo
verifiearo la condizions ¢ == a - # soegliondo # ad arbitrio, ¢ possiamo sempre seo-
gliera # in modo da render o> 0.

47. i resta » precisare 1o costanti 0. ¢’ cho figurano nalla 1).

Moltiplicando Ia sostituzions 1) per la sun trasformats mediante 2), si ha:

Wmup(—d) | V=v+(+ee),

o quindi o— sc', &' 4’ dave sssore una coppia di periedi, Inolire fa parte dol
nostro gruppo I Togerazione:

V=—mitec , t=—strtd,

che & il prodetta di 1) per il quadrato-di 2)
seritta, moltiplicata per il quadrato di 2), di:

a tarza patonzs delloperssione om

W=

Dunque (2ec, 26%7) dove ‘essers una coppia-di periodi, o ele deve ancho ossers,
perla 1), Ia coppia (2¢ , 2¢) ; possiamo’ poreld serirers, tanendo prossats 1a taballa (3)':

) @, = (1t == ¢ )

® ity = ) 8y — (g =€) s

dove 16 m sono mumerl interi che possane essere caleolati rispotto a mod, 2.
Serivando oho (0 — #£) , (¢! - e%) & una coppia di periodi si trovano l siguenti
congraene:

Mo My M0 5 iy =0 (mod 2)

& parcid st hanno par le m quattro sistemi di valart
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stemi di

ere- soltanto le dne coppi

- sty
2

(e=0,6=0) , (u =

L

& hatio gd grappi £ di grad 12 e del quali

sstiturion
XVII) (W = o, ]
el to dalle sostituzioni. 1) e 2) dove.e o ¢ hanno 1 valor non mulli

it
Questo seondy geappo, quando & T

metsi

il seguonte conbismenta di p

TS o,

conchinsione

11).
La relativa tabella

3y, scrivends i,

ora. seribta.

armo n golo punto della
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§ 14
Sugerficio oho provengons 4 groppl I fetrasdrall & grado 24«

48. Dobbiamo in ultime luogo considerare i gruppi I' che possono essers iso-
ot si groppi- dei poliedei rogolari o chs sono eosituiti da sostiturioni unimodulari.

Un siffstto gruppo, e' & isemorfo ad un gruppo ottaedrioo 0 ad ua grupp
icosmedrico, contiene sostituzioni i eni i non sono numeri
quadratici; d'alra parto, essendo o sostibisioni del gruppo mnimedulari, questi mal-
tiplicatori sono eoningati, o oi0 & da esoludersi [§ 5, n. 8]:

Supponinme dungue ehe I' sia isomoefo ad un gruppe tetrasdrico. Giacehi le
sostituzioni del gruppa I* sono tutte wnimedulari, esso ha nogessarismente, come b
noto, ung meriedria d indics 2 el grappo tetracdrieo o risalta percid di grado 24

Mettiamo Yo sostituziond geweratrict di £ come & sempre possibile fare,
la forma:

1j W=t i o
) wmad bl (o

=i

o) ¢

METICES)

v

8

che @ ln trasformata di 1) mediants I'inverss della sostituzione 2). Per In presenza
i I delle sostituzioni 1) ¢ 3) Ia tabells dn periodi pud portarsi, in seguito all's-
nalisi fatta el § 12, al tipo (4) e al del paragrafo ora citato.

Mau 1o tabelle del tipo (4) non ammettono evidentemente Is trasformazione 3);
invees & facile verificare clie le abells dal tipo (4)" ammettono 1a trasformaziona 2).

Dungue lo involuzioni di geado 24 ganerate da I esistono solamente sopra le
supecfiele Sperellitticha (4)"

Determiniama or lo costauti ¢ o' ehe fgnrano nella sostituzions 1)

11 nostro grappo I aantienn L'operaziane di seeondn ordine:

cha si‘ha formande la terza potenia delly sestituzione 2). Se meltiplichiame i qua-
drati di 1) &-8) per l'operasions di secondo ordine ora seritts, si Lanno la due so-
stituzioni:

W=u (e
(¢+10)

v (i—id,

P
la quali mosteano ohe (L= i)a, (L—i)o" & (&' fe), — (¢ - #¢) wono coppis di
per

Socterh nit XL Secle 3% Tauo XV ]
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Moltiplicando § due elementi del ciclo (¢ e , — ¢ — i) il primo. per — i

ed il secondo per 7 wi'ha ancora un eiclo; in altri fermini (¢ — i¥ , & —fe) h una

cappin di pariodi. Dangus o costant .,/ dobbone soddisfars allo stacs dus condi- )

zioni dette al n. 45 del §12. ed @ facile verificare che queste condizioni bastano ad

assivuraro oho il grappo goneato da 1):e 2) & di grado 24, & meto 3t operssion

del gruppe fondamentale relativo alla tabella (4)"
Ripetendo qut 'analist fatia nel eitato n, 45 dol § 12 per quello cho 8i rifériscs

alla tabella: (4", oi vodo eho posinmo limitaroi & considarars soltanto o, seguenti

dug coppie ¢, o't

(e=0,0=0) , (,_MN.,

¢ 5i hanno quif
sostitugionis

XIX) [(.J:m,u'x—;'u) . (ﬁ‘:rkzt(u-f-v}.lf- = cu—u))j

@ Valtro & generato dalle sostituzion 1) e 2) dove ¢, ¢ hanno i valori non nulli ulti-
maments scritti.

Col solito cambismanto dei parametri u v possiamo serivers lo sostituzioni ge-
neratrici di questo secondo gruppo cosh:

duo grogpi F di gredo 24 o dei quali & gonerato dalle due

XX)

od allora la tabella (4)" diviene:

14-i—is,s s i—r v —1
o) — VIi—ie, 1—x,itv

nccompagoata sempre dalla condizion (10) del § 12, n. 44 che qui riseriviamo:
(s — i) (a4 b — D)= ila b 0] — (a4 i) =0.
I due grappi XIX) o XX) sono essensialinents diversi tra loro; o difutii il
gruppo XIX) lascia formo un punta della. superficio iperellittica (4), che & il punto

w0, =0} mentre il grappo XX), come facilmento si vedo con s verifics di-
rette, non laseia farmo aloun punto dolla vrs menzionata superficio iperollittion.
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CONCLUBIONE.

49. Le superficis alebricho 1a sul cosedinate dol punto generico si esprimons
oesl:

E=aifu,v) . By, v) D=y, 0)
oan @ , Py , @y funzioni meromorfe quadruplamento periodiche doi loro argomenti,
(facendo astrazions delle superficie iparellittiche propriaments dotte o delle superficie
rigate razionali od ellittiche) si posseno classificars, & meno di trasformazioni bira-
sionall tipi. Dieci di quosti tipi sono superficia di gener geometrico 3er0
 gli altel diooi tipi sono superfioia di geners geometrico 1.

Tutts questo superficie sono immagini di involuzioni, di ben determivati gradi,
sopra. superfiela iperelliftiche.

Noi riassumiamo qui approsso lo tabelle dei pariodi eorrlspondenti slle. super-
fisie iparellittiohe sostegno dolle menzionate involuzioni ¢ l¢ operazioni genoratrioi
del relative gruppo I di sostituzioni lineari sopra. i parametri w, v.

Superficie di genere geometrico sero con la irregolarits 1.

l.U."ﬂJ
1) Iu.l‘u“’
1,0,¢ , —
1) Fo‘n,-’. .J}
1.0,%,.0
1m Jn,t,\).r|
1 .
) YR [ i
LEEEEy
[1,0,5,0
n for175:3]
1)
L 10,7, 0
i 0,1,0,s




VIII)

1X)

X

XI)

XIT)

XIH)

XIV)

V)

V1)
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Superficie regolari di genere sery ¢ bigenare 1.

[ T P

e [ A

1,0,¢,—1
i

[(u‘-wu-,‘-é+s‘»':-v-|-%) (o — i, gl v)]

Superfiofe regolari con i § pluriganeri equali ad i.

LR £
Ll

[ it o e 5]

P o S 5 e )

iy ¥ —iv|

o (p—ip) s 2a b
':m{’ . dmp gt dag >0

”'1 . {=uﬁﬁ$ (pqr=0, mod 3)
(=gt gt — b9 > 0) o [ = =at]

i st L Gl
| e (ptae TR RAS)

P gy 0 > 0) [ =, W — 0]

(p—ig) 1L 255 — (p+ig) =D

—ir) (W =0, 0 ——u)]

booErTlhwE

cAfi—ie 1—%, it

(e —it) e+ [la-+b—a) e+ bt )]s —(aE)=0
[l = 1, 0 = — i) (W =0 =)




— B4 —

Sipor icie regolari con ik § plaripeneri epuali ad 1.
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Rendiamo subits conto delle differenze che si riscontrano fra le tabelle ora seritio
& quells pubblicats ngi Reudiconti dolla R Accademin dei Lincel (').
o seguats qui xJ manes nella oitata Nota, Le superioic seguato nclln
3 X) , XX) , XXI) rioateano tutto nel tipo XIV), che & st
tasle tipo XV suparficlo seguate nells Nota cof mumeri XXILI) , XXIV).
XXV), XXVI) rientrano tutte nel tipo XXII), che # l'nttuale tipo XVII). Noi
abbiamo allora voluts serivers & parte i casi in eni il numero ¢ che fgur nelle
ativali tabelle XV) o XVIII) appartenga ordinatamente al corpo [1,7] o-al corpe
[1,#7; ma & far cib non si ha sloun vantaggio.

Le tabelle ssgnato nells Nota coi numeri XVI) . XVII) , XVIIT) sono casi par-
icolari del tipi XVI) o XVID) dol presenta lavoro, o si bauno quando il mumero ¢
sta nel oorpo [1,7]; lo stesso dicasi per 1 Hpi seguuii nella Nota o numesi XXVII),

Nota

(1) Lec. cit. A quelle tahelle si llule nella nostra Nota del. Gomptes Rendus.
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XXVIII), XXIX), che sono casi particolari degli uttuali tipi XIX) o XX), Ora, avendo
camplatala Ia nestra amalisi, diamo i tipi affitto gensrali XVI) , XVII) ¢ XIX), XX).

80. In' questa lavoro abbiamo dato 1o equazioni o lo proprioth oha. servenn &
caratteriazare 1o supecficie di genoo geamotries zerd 1)-X); in un prossimo lavore
furemo cancscers 1o equasioni o 1o praprioth corattericticho dolle suporficls di ganers
uo XIj-XX).

1 plurigeneri di tutés 1o nostre superficie valgono 1 o 0: par le superficie frre-
goleri 1)-VI1) 1 plurigeneri eguali ad 1 sono quelli il eul codise & un oltipls
el grado del corrispondente grappo I'; per lo supariicia regolari di genere zero VIII),

1X) , X) sono. sguall ad 1 solfauto i plurigenorl Tindice pari.
Tia superfisio ircegolari 1)~ VII) sono carattariszate dalls propriots di posse-
dors un fastio o ed un fascio razionale dicurve ellithicho.

1 superfioio regolari di genero wno XI)-XX) sono birazionalmenta equiva-
lonti a superfivio di quarto ordine dofate di punti doppli, & parcid sono eq
8 piani doppii con urve di mazione del 6° ordine. Le supecdicie 1) , 11) , V]
IX, X) oo pure; come sbbiamo. visto, squivalenti & piani doppi; dunque:

Tulie ls nosire suparficie sono squivalenti a piand doppiis ad eocesione delle
eingue tuperficie frregalari 111)- VII).

Ogserviame inflng che le superficie ipevellittichs rolative alls fabells XI1) , XIII),
XIV) sono dus valle singolari: con cib intendiamo dira che riducends queste G-
belle alla nota forma normale:

st hauno fra g, 9", b dua relazioni del tipo:
D{h*—gg')} +Ag +Bh+Cy' +B=0
oom & .vvy B nunieri interi.

B pure dus volta singolars In anporﬁr:w ipercllittica dells tabella X); fnvece e
suporficie iperellittichs dells fabelle 1)-TX) sono uns sola valén singolari, o quelle
cortspondenti alla tabells XV }-XX} sono tro volto singolari:

Danque, tutto 1o sapotticie ipercilittiche sostogno delle nostra “involuzioni sono
singolar, ad eoosione della superficin ipersllittios della tabells XT) i eni moduli
possono. essere assegunti ad arbitrio.

Beoottuatl § oasi X1) , XII) , XI11) , XIV), le snparficie ipscellittiche relative
agli altr casi possoggons futto fasei di curve’ ellittichi; anzi 1 saperfisie fporallit=
tioho relative ai casi XV)-XX) possaggono infiniti fasei di ourva ellittiche.
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TA-CORRIGE

Nel § 1, 46 % omesso &i far notara cho potrsbbo anche intendersi come siste
12 fra 144 agginngs di un sistema Hneare od il sistems stesso, ancho
i vorrekbero ¢asl n compariro coms part] e 2t

el
t-tanonico (quando esso eslste).

E in quosto senso ehe nol nel segeenti parageafi parliamo dello corve bieanoniche di aleuni
piani doppt,

contosusss enrve aoeoxiomli, le g

A pag. 288, rigo 8, fn lnoge dix

y=cont, T

loggores
= cost.

A pog. 290, rigo 47, sostitaiscas] alle formols ivf Heritts :

east

A pag. 290, rigo 7%, in luogo di « faselo

A pag. 291
Teggasi « curve

5° dal basan, in Jaogo i « eurve ellittic]
el ollittico =,

A pag. 2T, rigo 18%, 3 for:

ola, in Tuogo & & lsggers b.

A pag. 304,

100 dal basso,

oo di w loggers —u,




