— 189 —

1l teorema fondamentale per lo funzioni abeliane singolari.
Memoria di GAETANO SCORZA

(prescitata dil Soein V. Vrrmuns e approvata dal Sacio G, GusrELiono)

Scopo precipue di quests’ Memaria (*) & V'estensione di un teorema elassieo ()
del sig. Hosuay, riguardante 1a teoria dells funzioni iperellittiche singolar
oaso di- nna. fuuione sbelisnw singolare eon wn numero. qualungae di 7
pondenti.

Quando, alews tempo fa, mi posi quosts problema, wi accorsi ben presto clhie
uon ne sarel vonute facilmente & eapo, se avessi preso a modello i procedimenti
excogitati dal sig. Houpgar por il caso delle funzioni iperellistiche.

Come b noto, sssi consistono ual definire, per upa assegnata relsvions singolars
tra i periodi (la cui tabells si suppone gid ridotta alls forma. normale),. un'esprea-
siono vostruita ol coeficientl, che si mantiene inslterate per lo tmsformazioni del
pariodi dol prim‘ordine, o nel dimostraro ohe sssa ba un. valors (intero) dot
sompre del. madesimo seguo, qualungue sia 1n relazione presa o considerars. A
5i perviene céreando di ridurre 1a relagions singolare a nns forma eauoniea somplice;
& applicando il teororna di esistonta delle fanzioni iparollittiche nell’aspetto classico
olig 0830 assume qundo si supponga ridetta a tipo normale'la tabolla dal. periodi.

@i evilappi dol sig. Homsger, che in un punto rieorsens perfine sl famoso
teoremn della progressione aritmetica di Dikionies, mi apparvero, per la loro stessa
natara prevalintements aritmoticn; del fubto inadatti & suggerire V'enunciato dél
toorema generale, @ n indicarne Ja dimostrazione; o del resto | tontativi cbe foel
por caroar di stendere 1o considorasioni del sig. Homserr, wnche tenends eonto
della forma perspicus ¢ semplice data ad Baongra o Di Fraxons (1),
rimasero tutti infruttuosi.

() D

ves [Com

{1 sem. 1918},
{i

sy2894].
Sur

mmqm. i 1

% Burma's Dy Paiwcass Lgneairs ¢ da I Trant v i e perellpripue
at pour {es yurfacas mq..r-m de gears séro [Rendiconti del Giresla matamatico. di alermio,
tom; XXX (: - 165-2881, 5. 8,
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Mi sambrd, allora, che fasso miglior partito indagar dapprima il vero fonds-
mento del teorema dul sig. Hossmr, esreandolo nel suo legamo ool teorems di
esistonza, cho preseutivo intimo o stretto; o trares, poi, appunto di qui 1 guida
piti eMoase per gli studf ulieriori.

Posta cosl Ia questione, la ricerea assunse subifo un orientamento preciso, e i
isnltati, salvo lo difficalth df dottaglio, si lnsciarono agevalments intravedars e rag-
giungers.

Partende
sibile o many

. nolla forma fles-
le dovatn ai sigy. Baosera ¢ De Fravcms (%), mi fu fa
avione geomotries, in base alla quale 1 too
i propusizions di natura alfatto elementare ();
che, per eseguire Vostansione desiderats, ocoors
metrica deol teore: di esistonza delle funzioni abelinne
varfabili, o che un primo pasco varso quests
nel teorema col quale, due nuni f3, goneralizesi il bol risult
s (1),

, obe qui vion prosentats al lottors, rispondo uppunto u queste pro-
o wugli integrall
beliani riducibili (*), una wuova e stringonte conferma del grande valore dolln goo-
nistrin {parspariale come mezzo di erientamento e di ricsroa.

lora vidi subito
rifursl. dall intorprotazions geo-
4 un numers qualunque di
rotazione doveva gid riconoseersi
o dei digy. Baongra

s non tui inganao, fnsieme can lo mie due N

cui essa i svolge, & semplios o spontanen,
th di- gose, alquanto comp

Ln Tinoa, “secor
gli- sviluppi sisno, per nec
agovilments con prhe parole

Si eonsiderino I righo della tabella. dei perfodi di' una fun

iabill indipendenti come 1o suessioni d

bhens qua o B
4 ¢ pub essor doseritéa

one aboliaoa a p
iate profeitive omogense di p
punti i uno spasio linears = & 25— 1 di o hase al teorema di esistonta,
oodesti p punti sarunno esngiunti da uno spazio ¢ n p— 1 dimensioni, indipandenta
dallo spasio imnginario coniagato ¥, o inoltro esistark in 3 un complesso lincara
rasionale y cootensnte tutte lo rette di ¥ 8 ¥, eioh avents in v o ¥ due spast totali,
1 complessi linoari di 3, aventi in v & 7 due spaal totali, costituiscono wn
sistema lineare o co?'~!, cho pub roppresentarsi: omograficamente sopra uno sp
lingare 2 (della. dimensions p* — 1), o Ia rappresentazione pud supporsi fatta. in
modo cho i complessi. reali e imaginart di 4 i rilstano vispebtivaments sui pusti
veali o fmaginarl di ¥,
Fra i complessi di o ne esistono co*~* dotati di una rett singolars (almene);
© & quests ' rispoude in 3’ un’ipersuperbicie F d'ordine p, dotats di wa
varisth (p— 1)-pla, Fr-1?, eho § una pacticolare varietd di Szors,

{4) Loe, it 9, u. 5,

(" Beomsn, Sulle fussioni {nerellittiche aingolari. [Bendieout dells R, Actadsrls del Lincel,
sarfn 8%, vol. XXILI (# setm. 1916), pp. 5065721

1) ¥eonza, Sul teorema i esiniensa delle finsioni abelizns [endlsoati del Circolo maté-
maties di Palérmo, thmo XXXVI (2% sein 1918), pr. S86-305].

©) Soowza, Sugli integrali abeliant riducibili, Note L o I {Rendieonti della T, Aecaderis
40l Lincel, eerie 3% vol XXIV (19 sem, 1915) pp. 4124185 o pp. 045854,
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I puntl reali di P9, costituenti un’infinith della dimension reale 32— 2, si
distribuiscono in due falde, aventi in comune solo | punti di F9=2, delle quali una.
quells cho sarh detta 1a prima falda, goe di proprieth topelogicho analoghe s
quello di wn'ipersfara; in particolare & sita a distingnore i punti reali della spazio
ambionte, cho non le appartengone, in un insienie di punti. fnterii, @ in un insioma
A ponti esterni.

Cid poste, il risultate essenziale dells nostra ricerea eonsiste nel fatto cho

I punto T i ' vispoudents af complesso v di 4 & un punto interso. aila
prima falda di B,

Di qua, quello ¢ho sbbiamo chiamate teorems fondamentals delle funzioni abe-
liana singolari «f deduce come carollario fmmediata.

Trs 1o considerariont che seguons, ln parte indiriveats a stabilire le accennate
puopristh tapologicke dellipersuperiice P poted forss apparire troppo lunga o mi-
anziosn:

Siccome eodosti {parsuperfisic si pud sonsiderars in infinith modi somo un monoide,
si presenta spontanen 1'iden oho per To stadio dille suo proprists. topologiobe giovi
T'uso di una' sus rappresentazions mediante il metodo- della proiotions contrale; o
realth, fu questo appunto il mezzo & oui dupprims. fecl ricorsa per intravedore
il risultato finale o per inisisrne Ia dimostrazione.

Mu qualehe particolare delle argomontavicui o, sopratiutto, il desiderio di eol-
Legars o nuovo proprieth della FA con quelle gl convscinte delle varieta di Sgons
mi parvers covsighiar I'abbandono di quella vin por un'altes, pit lunga, forse, ma
pitt direttn, pit intimaments logata alla natura dell'argomento & pi adatta & met-
tore in luco chiars e piena i risulta

Del resto, & conferma di wna. previsions fatts dal sig. Ssoxz mel prosmio di
uns sus Memoria conoseinlissimn ¢ elassiea (%), parecchi indizi (") fan ponsars che
per Lo aviluppo ultériore della teoria delle funzloni abeliane sivgolari & nesessario
avars dells. proprets. di quell’ipersuperficio wn possosso slonro, Cosieshit non ol &
parso inopportuno di dar qui un quado possibilments comploto di quslle fra di wase
che git comincianc & entrars in gioc.

(%) Swanz, Ls roppresentosioni veali dlle forme complesee o gif enti iperalpebrici [Mate-
matieche Anaalen, e pp. 4134077,

{?) 8 guasdi, infattl, oltra cbe a qussta M
integrall abolian riducibili, Cfr. Skvem, Sugli intagrali abolioni ridueiditi [Bemiieo
E. Accadomia dei Lincel, yarie 5% val. XXITL (1% 3. 1914}, pp 591897 o py, G41651]; Soonsa?
Ioe. eit. M.
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1 vard aspetti anal

1. La condizione, necossaria ¢ sufficionts, perehit il quadro di pumeri

W W s

(1)

I

FRE

possa possarsi come o tabella di 2p sistomi i pariodi primitivi per nua fanzions

abolians & 5 variabili indipondsnti ity oty T omunCists, come & uolo, da

Russann & Weinnstaass, ¢ dimostrats per Ia prima volta da Poinoars & Proasn.
Essa & (™):

A) che esista wn

forma bilineare alornata & cosficienti intieri

18
1) 2 tratetn

la guale ai annuili facend

B) ehe, indicati oo
linaare omogenda qu

dalis variabill u, ,tr, o sisiemi di periodi costituenti
la tabolla (1), ¢ gosto

¥=1)

la forma

) 2 era et

i mantenga sempre diversa da zero ¢ sempre , qualagua seans
i valori (reali o w0, ma non. mafuralments, tatti nulli) delis &.

81 osservi che; paichd ln forma bilineate (1) si aunulla fdentieamento quando
vi si faceis

1o 418480

By 8 o=y, (f=1,2,

- B

(19) Ved
e pag, 197

pov on, Emasen, Lehrbuch dor Thatafun

ionen (Tebiner, Leipaig, 1908), pag. 110
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1a condizions A) si traduce in un sistems di § p(p— 1) equasioni: bilinoari fra gli
clemanti delle 4 p(p— 1) coppie di righe della mattica (1),

2. Alla condizions B) possono darsi, eowe ho mostento in
dente ("), due altro forme cho giovs rioordare.

Tn peimo luogo (indicands,
gato di un numera ohe 4ia stato indicato con a), d

layoro, prece-

n seguito, con @ il numoco. complesso conin-

2, =iy
si trag

ciot
L= 8) o

Ma allors, 8 51 pona

()

)

per modo cha
Ayy=

ta dall‘alira:
bili By Ra o By (o nalle loro

41 vede subite che la condizione B) pud essor sosii
B) ehe la forma Hermitiana nelle v
coniugate 2y, By y ey 2g)

L
4] 2 Audih,
) %

#ia definfla (positivg o negativa)
Tn secondo lnogo, si ponga
T o

con o @ o, reali, o 8 considerino i due determivanti

0 ep @2 Siap
% | o tim]:
St Oapr o - o o+ 0
0
s
@ ) L P e

|Aa B o o Al

|h.w By - - - Pru

doi quali il primo & por quanto ssppiamo, emisimmetrico.

() Loe, cit. »,




Poi #i indichi con

o phifiano del detormioante emisimmetcio formato dagli slomenti secando ool
inerociuno o righe o o eolonne del detarminants (5) aventi i numeri d'ordin
2 oon

Ffor ik

il minors che si oftiens da (8) eansidorands 1o righe

1 A (b 1) (p
o le colanne q
T T
So & pone
abet)
@) Ay (—1) ikt
5

G halfa oo h=1,2

1n condiziong B) pud essere ancorn rimpiavzats dall'altrs
BY) che le Ay, Ay, dy slang tulls diverse da sero, quells di fudice pari
sstendo tutle positive ¢ qualle di indice dispari stsondo tutte dal medesismo segas.
11 passaggio dalls B) alla B”) si offottus sorivendo ls condizioni perchit la
forma Hermitiana (4) sia definita, o dimostrando che

[P (R Y
U R

8) v
A A oo A

8. Nel ouso p =1, Ia condiziono A) & idonticaments soldisfatts, commngue si
seclgn Ia rolativa forma bilinears (1), porehi in tal easo lo righs dells tabells (1)
¢ riduson & wna sola; o Ia eondivione BY) si riduce u

4o 0,

. ciob
iy By — i s = 0
che & appunta Ia elnssicn condizione nesessarin o sufoiente per Vesistenza di una
fumiane ellittion ech poriodi @, o @,
Nel caso p=2, 1a condirions BY) si traduca in

450 o A0

ma, in virth di

Ay Ay Ay — A Ay = A Aga —
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dove: Ay A non pub esser negstive, la disoguagliama ;=0 imiplica Taltre
4,50 (M), & quindi Ja BY) si riduce alla sola diseguaglianza
40
Con cid s ottiene il teorema di esistemn delle funzioni iparellittiche a dus
argomenti-stabilito dal sigg. Baaexa ¢ D& Fraois (%), e sb vode pare che:
Per p=.8 la condisione B') @ soddisfatta guando (¢ solo quands) siano
soddisfatte le p—1 dissguaglianse

(a) 430, 450,

S0 LS00

dalls guali Vuitima ¢
4,50 0 4dy >0

bovondo che'p ¢ 3
B quiosta’ I Ia condizions B”) & onimcita nella uestra Nota
d Palermo, ove & fatta appuits I'ipotesi'p=2.
4 Nell'en
¥iportato ‘al n. 1, 1a sondixions B) sl riforlses al shitoinn d
Tungue combinszione lncare omogenea

Tty - Ryt 02 o Aty

ai 2p aistemi i
involge, almeno app

4 dispari
a solto

ai eststonin delle fanzloni abolfane,
periods di wnn qut

lato origioario del teors

ol ariab
itivecs 1a <
tra quests
a1 e tatte | oguali & zoro,
Che, per altro, questa asim
Siano 2 8 & (r—1.2

omagense
Jw <k B gy
P R

o, corrispondsnti ai 2p sistemi di periedi della tabella (1),

erlodi della tabella (T);

upparente, & subito dimosirato.
9p) i 2p periodi delle due combinazioni lineari

dulle variabili u, , 4y
Sard

e
8= 30,

quindi

s B s 2 B«

‘ »
e B B
: L

%) Tac. cit. 9, nots * u pia’ di pagina
Y Lo, cit. ¥

Soguwrd vt XL, Seri
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11 cooficients di % 2 nollespressione del 2¢ membro: &, in virth 4i/A), egusls
a zaro, pec tuthi | valori 30 j e &3 dunquo

B =0

ciod Ia forma bilineare (1) si annulls non solo facendovi

LI 7L (f,k=1,2,

ma, pil

facindovi (qualungue siane 1o 4 & la 4)

me= 0 =i

8o per ceprimers che

forma bilinoare alternatn o eorffeients intierd nelle dus
; g ® Yy si nomulla quando per o z ¢ par
y s pongono g shementh di dua rlgho g (1), 0, vit cho fa lo
steaso, gli elamenti di due righe che siaso combinazioni lineari omogenee qualingue
di qualle della (1), disinmo che gli slomenti della (1) soddisfauno & una relasione
@i Bugwaxy; o so uns relnzione di Rurmaxy per gli elementi della (I) Ia diciamo
principais quando § suol eoofoianti soddistarcinno alls condizione B) o B') o B) (),
il teorema di esistenza delle funtioni abelisne potrd essere enuncisto brovemente cosl:
Conds ente, 0 (1) possa penvarsi come
la tabelia di 2p sistemi 4§ poriodi p 4 funsions abeliona o p
. dipendeati, & che § suoi elomenti siano legati da wna (aimens) rola-
ipale: di RigMass.

di v @, @

alunque dell

reosssavia & suffe

Proprieti di inyarianza delle Ay @ delle 4, .

. 1 coeflivionti della forma Hermitians (4), o 1

2 gy ool

nf pit sopra. indicte
giova mettor subito

di uim, proprield di invar

i supponga di eseguire sui una teasformasions lineace unimodulare

(10}
Posto
11y
Abblama Entradotta q
citata, augli Inbograll abelia




sarh evidentomente

& la o), saranno i conflicienti di wna relazione di Rrewawn per il quadro formate

con ln .
Ebbene:

Se si indicane con Aly ¢ don A (f k=1.2

con e ol 0 i6 of, coms le Apg ¢ 1o Ay pono dostruile

Ma=dp ¢ di=d).

per quanto & detto nells nostrs gid citaia Nota di Palermo, il fatio cbe

Ay

1) e eapressions formate
oo U8 ca 6 bt gy, 8 ha

|
Ass

1 forma, bilineare.(1) si aneulla per

algabrica dell'alteo che

& uga para eonsegue
g (Fok=1,2 1)y

& quindl anche (ttess 1 realith delle ) per

Gy 8 M
Ma allors potremo asserire, senz'alizo, sbo si ba puro
b = i
4=+ atis ang

o quindi tutio sar

v = A
Ora ¢id & evidents, poichd dalle (10) risulta

(12) ¥ Fira @00

e P 0] B =

e

¥} che:
espressa col dire ohe essa & ung

Dall'osservazions fatts segue in particolare

La proprieti di wna relazione di RIEMAN

ralasions di BIEMANN principale, d wna proprielk invarianie rispetio alle trasfor-
masioni linears wsimodulari dei perdadi.

() Lot. el , Nota 11, u. 11




— 148 —
strazione dol nemero prosedents, eib che giooa in modo wssensialo
ohe pormette di dedurze la (12) dalla (10) o
J permotte i potar aserira Tegmghianan

RiEs e AL

ey

. Nalla di
& Uipotosi della realits della A,
ohe, assicarando la realits delle o

1'ipotasi che esse &lano dei numeri interi occorre soltanto per poter dire che 16 o)
som0 i cosfficionti di una xelasione 0 Rimsany per il quadeo di numeri formato
cou la o

Soguo che:

La propricit di favariansa, dimostrats wel nmero precedents, sussiste di

[ronte @ yualsiasi sostitusions lina rappresentata de for-
mudde dal tipa (10) @ cosfisienti hyy veali.

Questa osservazione sarh di importanca eapitalo per ‘quel ehe avreto da dive
in uno dei paragrai successivi.

e omogenza sulle wy,

§

In ne geometrica del teoremn (i esistenza.

dell'

rpreta

7. Bupponiama che ls matrice (1) sia 1 tubsll
mitivi per un eorpo di funsion
menti della. (1) soddisfamo & una (slmeas) e

Supponiamo di continnare  indicare eon le o, | costlcienti di questa relazlons
o di indicars sempre con

Cody i\ Byisions 9

le espressioni costraite con lo ¢, @ 18 ey, che cosl sono state chiamate nel § 1;
2k 2 (poichd, per p =1, lo considerazioni ¢he
ogni inferassa o non gussisbonn). Con questo vengono escluse dalla
b & ben naturale, perchd per wise non vi
ha Inogo & interpretasioni geomotriehe interessanti del teorema di esistenzal

8. Indichinmp con 3 nno spazio linears s 2p— 1 dimensioni: (complease), o
distinguinmo_nl solito modo i ponti di X in reali o imaginars fissando una deter-
minuta rappresentizions parsmetcica del suct punti mediante socrdinato profsttive
smogenae.

Poi indichiamo eon w; (f=1,2, .., p) il punto di ¥ cha ba per coordinate o

nzioni ellittiche: m

Wy ),

can @ il punto imaginarlo sontugato di @y, siok quello che ha per coordinato ls
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o infine con v &% gl spard imaginart conivgati eonginngenti rispottivamente | puati
@y g €1 OO @
Dimostefamo fn primo Tuego
Gl ol < o & o dis S lipandons, cod s, coms s dit; doe
spast imayginari conisgati di specis p.
Tofatt], i vieti delle ipotesi fatte, s ba

(18) Ay 03
e
P
(14) dy=(—1)
quindi & ba, intants,
PETN
Oca (14,
| @i o L2
e PR :

P B B

A

dunque it determinants che comparisce nel secondo membro delln (16) & diverso da
2610, 8 § Bp PUIt @y, W om0y, By By
Cid implica, come volevasi, che v o ¥ somo dua 8oy
9. Ghiamiamo y* il sistemn mllo rasfonais (1°) di
maniers, di Putoxsx, dall'equaziono bilinaare

(18)

ciod dall'equazione cbe degn Lo coordinate z, & g di due punti eonio
ad uss0, o il complesso lineare (rusionale) defnito da y*.

L'equazione. di y & Jo elossa equagione (16), purché la si intorpreti come una
aquasione tro. i binamii :

potto

s —Eaey
che sono lo- coordinate plickeriane della rotla congiungente il punto di eoordinate z.
<ol punto_di eogrdinats y

In virti dolla diseguaglianza (18) o doll'eguaglianzs (14), ai ba

Ck0;

dunque:
1 sistema wulla' p* o, cid cho fa Io stesio, il complesso lincare v, & prive
4i puati singolard,

Loc. cit, 9, mota ™ & pla® di pagiva
() Loc, cit. 9, Nota L, 0. 8,
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Siccome I'equazione (16) & soddisfatta quanda poe 1o oy @ laig, Vi si pongano,
rispettivamente, gli elomenti di dae righe, che slabe due eombinazioni lineari omo-
ganes doll righe e i puati di ¢ semo & due
due conlagati rispotto a y%, o che quindi ogni totta- di & appartiens a y.
Attesa 1a roalith dei coeflisienti dell’squazions (16), r & p* si comportano rispetio
8 7 allo stesso modo che rispetto 3 ¢
$pasi ¥ ¢ T souo due spasl aulopolari per y* ¢ die spast iotali per 7.
10, Nello osservazioni del numaro prevedeube & git contannia 1 intorpretacione
goomelricn dolls prims parte dal to si
& dunque affaito semplice ¢ imme
Mono semplica o alquanto fiposta b inveos quells della seeonds pacts, ciok dolla
condizions B); @ preiori, non pub che consistere in um
proprieth di natm
Par ry, enta spontanes 1'ides di considorare In totalitd dei com-
Plessi Lin reali di 2 avenji due spasi tetali in * e ¥, ¢ di carattorizaare in
esga la. posizione i y rispotto alla varieth di quelli, fra codesti complesst lineari,
ohie posseggono spari singola
B quanto uppintd sard fatto nelle pagine: seguenti.

e tabella (1), possiamo dice

a di esistenza deollo funzioni aboliane;

§4

Le varieti di punti F
11, Ricorréndo per un moménta a unt teasformastone di coordinato in ¥ (trasfor-

mozions oho sard cerlo imaginaria), 5 pud supporro cho ¥ @ 3 siano, nells nuave
coordinate «', gli spasi

Allors, 56

(17)

& pelle muove eoordinate, I'squazione di un sistems nullo avente in v o
sutopolari, l'equazions (17) deve dive

due spsct
o un’identith quando vi s facoin

Yo

=m0,

oppure

S0y

Oib porta cha nella (17) passono asser diverse da sero soltanto 1o aly, per lo
quali uno degl'indici & scolto nolls. snecassione

Li2,up
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o I'nliro & seelto nella succossione

p+1,p+2,

quindi:
Lt dimensions dol sistema linsare A, formato dai complessé Uewrd di E

cha hawno dus spasi totali
11 dstorminaate |,

veF, e p—1
| formato col coefficienti dellsquazione (17), ove si ponga:

|Bpa @ipea - o

Gipes Ghpe . o o
P apes Gnp .
e Mppan 4o+ dhml

il dippis dells. curatteristion di P9

modalo della reciproeith fissata tra gli spazt =

Ta por valore B ¢ per chrattorisd
On P

& ¥ di

0 & altra coss che I
'equazions bilisears

rep bep
3 Y a,my =0,

=

quand si interprotivg le (2], %, .., 4} come coordinate voredati i punte in v, o
o (Fpua s ¥ o i) coma oordinate correnth di punto in ¥ inolizo quasta. zec
procith & quells cho ot ottisne {12 x.0 % fiemdo corcispandere n ogai pusko di ¥
Viperpiano di- in cul ¥ liato dall'f i polara di qual pusto rispetto st
sistema nullo (17): ¢ind, come diremo, quella dndofta fra v v ¥ da questo sistama
nullo. Dungue:

Facewdn corrisponders @ wn complesso di o la reciprocith che il relatico
sistersa muilo. induce tra ¥ ¢ ¥, s oltiene, fra A ¢ lalotalith (lincare) delle
trasformpsiont reeiproche df % fn ¥, wna corrispondensa biunivoca omografca,
per la gnale alla verietd dei complessi di A dolali i un 8,
risponders la vardotd delis trasformasisni

i

;a8 uine @ cor-

oy L.

ciyroohe singolard di

nota Paltea:
St un complest linaars di 4 ¢ dotato di un Sy-y-asas, ¢5i0 31 appoggia
@ ciascnnn degli spazt € ¢ T secondo wn Sy (")

Prima di procede , 1 evitare equivo il espli-
citamenty’ af dira che W asse o cantro par wn complesso lineare, quando
x50 0 1 luogo di futti v soli i punti singolari dol complesso; o di dire, invece, th
un 8oy & ringalare per w complosso quindo lo

Nelln qual proposizions o implicitatnente eon

1 appactions l suo asse, sonzs

o 11 mumers (pecemarivm
rding B

P cilste fotani

Faro

que i u
lo 3 T kbl Yago A T
ATE sty

repoiizione vien dedotts da tn teorema dok
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waingidere | con ess0. B allorché una i rec-
proce b singolars dl spacle ¢, chinmeremo centri o assi dolla reciprocith gl Sy
luogo doi punti singoluri; menkro direio suol spas! singulari questi Sy o gli spaat
ad essi subordinati.

lementi del sistema A (0 16 relative

lineazs.

amo omograficamento gl
ti di uno spasd
nto eld interessi wolo pit tard, di
di o wiano appressntati dai punti seali di X,
i punti imaginari.

Allora. antrs 37 8i avranno i — 1 variath algshriche

« o %) sui p
da o, per

suppoiiagg

R

quali 18 P9 (Ve 1,2y p—1)
dei complessi di £ dotati di wn Sy, singoln
Pi-11 Fu JFO,

La doterminasione dells dimensiono e dollordine di F4' non offre sleuna dif
calth, quanio si tenga prevate gl oo dflo Wl mumers pracedonte o s i
un noto risultato dol sig, Szoms ().

Tofatti P9 sl pud r\g\mrﬁ.lu como I'imagine della tatalith del
degeneri di epocie' =/, fra v ¢ ¥, sukeo lo spasio X' eh rapprosants,
mente, 1'{nslome i tutte 1s trasformazioni. recipeoshe’di ¢ in 74 o quindi, por il
ricordato foorema del Spoxx, In sus dimensione &

roeiprocith

Pp—1

o il suo o
1) f}--rf—l‘h
RN =1

ore, al golite, & fatto uso della natax
m
m=(1):

In particolare, PP ba Ia dimansions 2{p —1) ¢ Lording (2p — 3}y, ol
& un’ ipersuperfioie. di ording.p.

La variotd F¥="' cho, pel modo stesso cow’ b stata incontrals, rapprosents, b
vocamente; seaza eetezioni, Lo cappio di parplani di v ¢ . & wna varietd df Seanz
wdict eguali antrambi @ p—1 (*).

ok gradi trasel
val, IX. (2 semn, 1009),

214 ohe aanullan i
dol 1

() Snome, i
da una data matrice [Ran vnul\ =IeV| R Aceaden
5260, n, 2
(%) Seons, los. ol
i ‘fu) pinni o ypaet (Re
Ga

presantans la coppie di punti
, tam. V, 1891, pp. 195204),
iia R, Accar

sl 4,,.;»|u Palsnatn a1 Palery
variatd di Sxone (.
1 u. 1
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Essa ammette due schiere o-#~' di spaat a p— 1 dimensioni: due spazi distinti
appartenenti & uon medesims schiers non hanuo punti comuni duo spart apparte-
nenti & sehiere diverse hanno a comune un punto, ed uno solo, cosiechd gli spasi di
wna modesimn wobisra sono puntegginti omogralicamento dn quelli doll'altra.

T punti i wn 8,, di queste schicre rappresentans lo coppie di ipérpiani di
® o ¥ oho & ottengona associando un iperpiane fisso di v (o di ¥) eon un iperpiano
variabile in 7 (o in ).

Lo varieth Fo-® P2

FU oo lo varieth viemipite, Hspettivamente, dallo
, dagli S,y (p— 1)socanti dells =15 1o B,
nceassivaments, lo varietd dei punti dopp, tripli,
J(p— 1)-pli dell'ipersuerfielo PO (),

Ta P s dirl, por comodith ai discorso, Vipersuperficie conpinta slla vavi

h

di Sgone di 2% specie F9=1; o ln P 5 dird il nueleo della PV o della sue-
eessinne

I L

ismo ora ‘s viehismare o etabilice aloune yeoprioth dells F (Lm=1,
1), che ol sammno ntili per il seguito

Fisstamo in cluscano deglt spazd ¢ ¢ ¥ uny stella & iparpiani di dimensiona &
(05 & = p—2); cioh avente por soatégno un Byons, 0 Assorlamo einsoun {parpiano
della prima stella eon cissoun iperpiano dolia séconda.

Alls totalita. dollo ooppie i iperpinni di = ¢ 7, cosd- ottemuta, risponderk sulla
Tos? una varioth di Sgane (di 2% spocie, con gl'indiel oguili'a k ga &> 0),
1n quals, al variare defli scelta dello stolle ni fssato in v o 7, doseriverd
una schiera dells dimensione

2k 41) (p—

Tudigheramo quasta. schiora ool simbolo [£); la variotd eorrente di [] i indickerd

& 1o spasia di appartonanza di L® s chiamord a™.
[0] & 1s totalith doi punti 4l F=; In sohfera [1] (per p>>2) & un
sistama i o0=0 quadricho ordinarie non specializzate; 1a sebiora [2] (per p>>3)
& un slstama di %= V2 di Szans, ecc.

Lo schiera [#] o [p—#&—2] i dirmono complementaré; o tall &i ditanno
pure uns L% o una L0 g0 1 sostogni delle-stelle di iparpiani di ¢ & 7, da
oni proviene T prims, souo rispottivments indipendenti dai sostegni  delle stells
oha diane origino slla seconda.

Evidentomente

La dimensin
P
sebiera [£];
Uaa L o, na L, ove sia k4K =
wna LAV,

o di wna sehiera squaglis queila della schisra complementare ;
A1 puati. geasries di 9= pussa wna, od una sola, varietd delia

— 1, # taglians, in genrale, in

() Loe. cit. =,

Soouerd vy X1 Serlo 3% Tomo XIX. ; 20
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o Infina:
La varieta della sol
[ di B,
14 Siaon & @ gli Spaa di v e 7, sostogni dollo stalls & iperpiani ehe
danno orj mrietd i [£].
Lo spazio linears & cui quests appartioee & dellu dimensione

(k=1 —

I'imngine, entro X', dells. totalith delle resiprooita singolari
p—A—1 che hanno per contrl spast passunti per o o &'

jera [ i wira gualsiasi L appartengonn alla sohiers

¢ non & altra cgsa oh
fra ¢ ¢ % di specio
Segun ¢ho:

Gii apazi o™, cui appariengono le singole varieta LY, sow tutfi sttuati
sulla B,

Vediamo di invartire questo risuliato eo
Sia P un punto di P2 (s quindi
casi possono presentarsi, o ciok:

@) o P04 fra lo F contenenti P, quella por eui / & mussimo;

+ 8) ot le PP contenenti P quells per oui ¢ 3 massimo & Ja Pt
dove >0

Nells prima altsroativa, P & imagine, in 3, di usa reciprooith singolare fra «
@ F di wpecie p—k — 1, o quindi per P passa uno ol tm solo spazio o

Nolla second ativa P & imagine di- una reciprocith degenoro fia v » ¥
okri, in v ¢ 7, dus gpaxd £ o 7 di dithen-
quindi passano per P gli spast di appartonenza di tatte 1s

chie. provengono dalle stelle @i iperpiuni di ¢ &7 aventi, por

cantrl, degli 8,y situati in ¢ o 7, rispettivaments, Tali spast son dunque cctho-4=11
#, com'® chiaro, essi contengomo, tuttl, tutti ¢ eoli i punti deli'unico spuzio g
passante per P

Possiamo dunquo enunciare il teorema:

Sé et wn punto P di B0 g §O, ghe lo Conteaga, di. indice  pib
elevato, ¢ la P40 (= 0), por P passano ™+ spasi o™ o ung od un
olo. spasio a*R; guest'witimo rappresentando la mmmm intérsesions di que

In paticolare:

Pér o spasio o™ passame tFNP grazl o0 ohe won hamso alind
punti comuni ail'infuori di queli di e
Nokisi, infine, che, se HO, H® . HO-0 & g succossions di variets di ouf
cleo unn L™ (ordinats por dimensione deeceseqnte), lo HOY, HOY .., HO-1, L0
appartengono rispettivaments alls F ko) P,

tutte precisione.
Fimb-th| Pie-boat |

+ allora dup

di-spesie p— kA —1 avents pet
sione p— k4+-h—2
rarieth L di

e
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§ 5.

Le varietd di iperplani @4, @ . @1,

15, Aecanto alle varioth di punti P97, P
ancho s vacioth di iperpinni @, @D, .., B
guente,

8i fissi

9=, giova considerare in 3"
)4 oui &i perviens nel modo se-

4 v nn punto A, &in ¥ tin punte A5 poi sf considerino tatte 16 tras-

formationi veciproche di = in ¥ che hannoin A o in A’ una eoppia di punti conin-
gati. Biso formans un sistema linears 8 dimensione p* — 2, o quindi le loro imagi
in 3" riompitanno un iperpiano.

Al variare di A in r e A’ in ¥, questo iperpianc deserive nma ¥ rietd della
dimensione 2p — 2, che surk nppunto indicata eon Pw=",

Gli iporpiani di @1 corrispondeno biunivosaments, sevza eccezioni, olle coppie
di punti di v & 7 o guolli rispondanti alle: coppie: formate du un punto fissa di «
(@ 7). con un punbo. variabile in ¥ (in €), costitniscono un sistems luear =,
ciod una stella nvento per sostigoo 1 S, ;. Segue chy P~ contiens dus schiere
i sistemi lineart o~ di iporpinni, dotata delle stesse proprieta dello schiere di
8,0 di F-2, o quindi @9~ 8, come P, una oarierd di Seone di 2 specie
con gl indisi oganli onteambi & p— L5 solo che gli elomenti di @9= sano iper-
piani, mentre qualli di FU=0 sono punti.

Lo varioth @, @O, ..., B, oui sopra & stato aseennal
semplicoments quelle aventi per ®¥-11 lo slossa signif
hanno por B!

La schiera, a
chers con
<ui apparti

16. 1 logami pid wotevoll ohe intercedono fru lo variets ¥
2,0 p—1) visaltano dalle considerazioni soguentic

§in @ I'iperpiano di @%="* rispondante alla coppin di punti A ¢ A'dis e
ol L la L9=P di P risggondente allo stolle di iperpiuni di « ¢ ¥ aventi per
contei A o A 1 intersezions completn di & con PO~ 8 eostituita du dus varieth
di Szows — Aveati par ordine comun o moth doll'orline i Pe= —, delle quali
une risponds alla tokalitt delle coppio di iporpiani di + o ¥ che i ottengono wsso-
wiando siasoun iperpiano di v per A con ogui iperpiamo di ¥, o lalten o quella

, samnno all

enta por @~ 1o stesso signi

Ls varietd carrento di Pk #i indicherh con A% Ja stella di iporpiani
@ A si chismerd &%, o il sotegno di questa stélls si ehiamerk 5%,
o @ (=1,

e Bt
appato

dell eopple di iperpiani che risnltano aggregando cinsonn iperpiano d
7 (). Ma wllora, poichi gueste due varioth si tagli
, @ toces B in tutti § pontl @ LY

() Gl Sy
6] dolls dne schiers di slalle =" 35 #

, & eni appartengens queste due varieth di Saomx o lo anal




Vicerersa, poichd il dopplo dell'ording di L= supora Vordine di cissenna dalle
due ominate varieth di Searz, un iperpiano ehe tocthi F9- in {utti i punti di
Liz=! conticae queste due varisth,  quindi coinoide eon w (1
Supor tangenti ad BV nei punti di una L
iperpians ed in unp sola, ¢ DTV won & altra cosa ehe I
che per tal modo vengons a corvisponders gl

dunque:

stawno (ulti fn un
degli iperpiant
singole varista della schiera

(7

o

o boorema oi conduced wubito a tin altro cho lo contiens come saso par-

tiealare,

Sia 4'&" nug v

i .

s

la-stella a enl appartione, ed 8 il sosteguo

> aorrispondons 11

di punti di v e ¥ che si olten-
ndo ogni punto di un certo 8,4, di

0 di nu cerbo

£ alle stalle

80 L{E=9 & o sariofh di [p— &
ani di ¢ 8 ¥ ool contel g o F; civk In
tutte Jo varietd di [ p— 2] cho na
pinni A v o ¥ aventi per centri 1o coppie- di punti di § o
ad Fo1 el singoll ~4-5 gtanno in elusoun iperpian

Segue & 8P

di7; qui

ang dal cosi

o Jo spazio di appartent

Gome ora vedrema, ite dove esce
valore di &
DpATS poe o

=1, ¢.q

8% & uno

o dire; perlanio, cho:
1 sostegni delle slelle 5% sonn glf Sy, tangenti ad P,
fa lo sbesso,
Gli iparpiani di B sono sempliceme

Adesso si torni & considorare In stella o9,
Per il teoroma che cliinde il n. 14 ayplicato 2
stelle 5= o rappresenta Ia loro complet o dunque. gh oo
tangeati ad Fir2 pei punti di " appartengino ad
il sogusnte toorama genorale:
s tangenti ad B0 nei punti - di wnz L0 (0 < k= p—3)
awmr'mrmren "ad wno 390200. 6 91— (b b 10— 1 disnsionts 4, . sactars dota
entro la schisra [p—k— 2], la stella ds fperpiani che ha per sostegno
»wra spasiy, deserive {a fotalite delle stalls &9, ciok {u varietd @1

0. i ¢

bl
Sips
\ & poisiamo sunnoiars

intersoad
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L Benenyiys A cuf si parls. in questo toorems, si dich 1o spasto tengente ad
P Jungo: la. considerata L=,

17. & magglore determinationa del téorema. precodante, s osservi che:

Soper kb1 puntd Ay Aws e Avey dil PO pagsa una ed e sola T4,
L{%, . fperpiano ohe conteitya gli Sspy 04 tangenti ad T contiens tutli gli
$past Sy s tangenti ad ned punté di-guasta LE;

il che val quanto dire che:

Gll Syr tangouti gl FON in Ay Ay hyey Rano, come spazio df
appartenensa 10 Sy ipr-ri langente ad POV longo LiY,

Siccome il teoromn & ovidonte per =2 e si stabiliseo facilmente por p=
por dimostraclo in generale si potrd supporrs p >3 o hasterd for vedere cho sus-
sisto per P go sussiste per lo varioth di Skams di 2% spesie con
trs loro ma fnforiori & p—1.

Supponiama, in primo Tuogo,

ndie eguali

& sis k<Zp—2; 6 sia 7w up iperpiano conte-
nemto gli Sip-s tangenti ad P nei punti Ay, Ay, oy Age di L7
Per L% passano infinito varieth della sohiera [ p— 2], poichd, in base all'ipo-
tasi fatta sul punti Ay, Ay, .o, Ape;. basta cho unn L#¥ passi per quosti punti
por contengra necessariaments tuttn Ix L{. Allorehd nna LU~ passa per Ay, A,
ey Aner, gli Syei, che la tocesno in A&, Asy o Ase, stanno tutti in s quind)
por 1! ipbte ohe i1 teorema ain voro per ogni Lo, appurtengoio n o gli Sypy
tangontl alla E9= in tatth § puoti di LY, .Omm, gli Sy taugenti allo’vario Lo-2
per L% in un punto M di L riompiono totalments 1S,y ivi tangeots ad T,
polchd & sempro possibile di obbligare wia L¥" u passaro por 14 o per un punto
di ¥~ infinitamente vieino ad M in uns direzione arbitrarin; dunqua re contiens,
coma volerasi. tutti gli S,y tangenti ad =V noi punti di LY.
Nel caso in coi din k=p— 2 quosto raglovamento non pod s
tal caso soccorre I'osservazione chie, in virth di quanto ormai & ne

futta

ato; mu
isita, 7 con-

tieno gli Syy_s tangonti ad Po=1 in totti i punti delle L di Lir determinate
dat. prunti Ay, &gy presi 6 p =20 p—25 ¢ quindi i totli i puott delle
quadricho dolla sehiora [17 4 Tir= (%), ciob in tutti § punti di Lt

18. A presisare Infine: nettamoite o eompiutamente lo niotas relszioni delle B

@ dolls @, ticordismo che, quando uns varistd Vi & il luogo degli Sy (k4 1)-
secanti di una Vi, gli spaal tangenti & Vi nei puoti di nn tale S, caincidono tatti
con Io spazio conginigente gli spaz! tangenti a Va nel punti di appoggio dell’Sy
quindi, nan volta cho
il taoramu:

= & il nogo degli 8y (F

1)-secanti di F

i oo elascumn della p— 1 L1041

tal fatts. ba un pusto
158 ore,
T
Sulla Yu per cui la variett deghi B M-rlurnmh i
el da Clcel Musmate & Pala 1
J.ove sl trovano el bel fearemi goners
v il ensn mortro. partiealase, s eompleta determinagione,
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G spast tangeuti ad B9V lusgo Lo variatd L™, ciod gl apasi 89,
toccass lungo © o delle relative L% la varista E¥10: quindi @0 ¢ la
vartetd dagli {parplan tangeati ad Fo=-0,

In particalare:

Gl iperpiani di ©9 sona gl iperpiant tangents di TV ogniens di essé
tocea B nel punté df wno spasiy a'e-"

Con questo restano goneralizzale aloune osagrvs
fottamente chiariti i rapporti mutui delle B4 o
tirlo, involgono simmotrieamento 1o B0 w 0%,

19. § ath TR ed T dolla schiere [K] ¢ [p—
complemantard, 13 spasic di appartenenza dell’una ¢ g
genle ad BV lungo Palira; o viceversa-

T infatti sisno of? Lo spasio di appartonsnza di LY, ed 8P Io spario tangente
ad PV Jungo LiF-4-, Poi sin 4% Ia varioth della sohiern J4] appartenents alls
stolla 4 di sosteguo S,

8o of" 5i appoggia ad S{%, gli fperpiadi di Y humne un punto almens in
comune sitito su af?. OIb sigaifios oho, sa-a ed @ sono gli Sops sostegni delle
stalle di « o 7, cho dhumo orighne ad T, o # o & sono gl S, di ¢ e T cho diuno
origine, concapiti come ceutri Wi atells 48 iporpiani, ad LY==, o, concepiti come
Tooghi di punti, & 29, esiste almeno uua reciprociti degeners fra v o 7. avente
per cantri @ ¢ & o due spatl per a e @, rispetto & cul un punte qua-
Inngue di 7 & conlugato » un quulangua di & clod, rispetta n
punts di # (i £) o ha par
addirittor singolare.

[

ioni precedenti, o restano por-
i yaali, oocorre &ppone avver-

e due va

— 21 aome
endents dalls spasio (an-

ul cinso
un iperinne per & (per £, 0 &

talo reciproeitd osiste o non, seconda ch

uia alimgao o nessaoa. delis
coppie di spazt @ o A, @ @ F & formata di spazt- dipendenti (1), o lo eonsidera-
aioni fatte possono essere invartito; dungua off s appoggia o non ad S, seeondn
ehio L{ pd L=+ non sono o sono complomentari.

ol ragionamento fatto &1 supponga in particolars che Li® sia una L=, ed
L{=" un punto Li* di ¥ allora a & @ son punti, 5 8 8 F sono iperpin
di ¢ 7; quindi, s¢ o spazio di appartenensa ofF~ di LiF-" si appoggia ull'S,
8-t tangeute ad B®- in L%, I com pub avvonirs in duo o dus foli modi diffe-
ranti, in quanto ohe, delle coppie di clsmenti @ o 7, @ o
pub essere costituita di elomenti’ appartones
si presenta prima alternativa, off~" taglia Sf*-¥ in un §
nente LY ma situato in umo ds,‘t: 8,
altersativa, L
<he toces T

uns soln o cissoung

s on conka-
=1 passanti por L{¥; nella socondn
posst per LY o of" taglis 8" in un Sypy — noll'Syy,
o i I,

() e, pae en, e f hane an prte con
pansi et m 0 ;o allora, Hapatto o unk reelprocith degonere fra v o
s di ¢ o we parglane 41 ¥ por

iano almens di ¢ che
i apesic p— 1 sl Abbia
41 p & beno: confngats

» gl puote 41
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20. i ossersi che:

Per kA1 puati di T pasta wn, ed wia woia, L® quando, ¢ aolo
quando, ognuno i dssi @ asteruo allo S¥ tangente ad ¥ Lungo la L&D
indsviduata dai rimaienti &

T infatti, se & 41 punti determinsno uon od una sols v L, k qualingue
di oasl doterminano uoa ed una sols L5 d & sempre possibile condurre per ola-
souno di essi una L¥+" complomentare alls L4 deforminata dai t k.
Ed & poi ovidente che, 56 un punto di- P sta nello §941 tangoute ad F=1
Tungo 1a LA congiuogento & punti dati (k= p — 2), per quel punto passanc gli
infniti 8%+~ coutenenti questo. SU—-1; o quindl per esso e por § & punti asse-
goati passano inflnite LY.

§ 6

1 sistemi i conl [¥,] . [Vs] ..o o[V,

nej ecasi

21. Per Io studio della proprieth topologicho doll' igersuperficie F
in cuf sl p>>2, ¥ necessario ricorrere alla considerasione di aleusi sistemi di coni
che ors passiamo ad esaminaze. Come risults da quel che verrh dotto, ensi pussono
essiero definiti in pil maniere: ma la proprioth obe pib interesea per i nostri scopi
3 quella elie essi sono i sistemi dolle misto rispetta ad F'V dei vari gruppt
i punti di Fo-v,

22. Sin A un punto di B9"",  1'8y,, ivi tangente ad F#1, ¢ ¥{¥ Ia prima
polare di A rispetto ad Sopponiamo inoltra

Poichd A & un punto (p— 1)-plo di F, cadesin Imm.s polare, ehe & un'iper-
superficlo d'oriling p — 1, & semplicements il cono dsculatore di B
quindi Vit & intante un eono avente per vortico @ ().

Per un nolo tooroma dolla teoria della polarith, VY passa nem]:'\l:mu.'ub por
B, doppiamente por P2, ..., (p— 2) volte per T~ in
modo presiso le dimensioni 8 gli ordini delle sue varioth multiple (esistenti solo
per p>B) tenendo conto dellosservazione cb

Eutro lo sp lineare cosittuito dagli Sy della stelia @i X' avente per
centro a, #l cono Vi ¢ Vipersuperficie congiunia od wng varigta di SkoRE di
2% specia com gl'indiei eguali o p—2.

E infatti sia o' lo epasio di appartenenza di una varioth Lir=" di [p—2]
complomontara al punto A (soneopita como varieth 10%); par quanto sappismo (n. 19),
aj—*1 sarh indipendente da .

Lo varieth HPY, B ..., H{=~", aventi per nucleo LfF, appactongono sueoes-
siramente ad PO ¥ Fe-v; inoltrs HP ba Vordine p—1.

nel punta A3

() Vad
dive aulle cx

Irradusiona alis gesmetria proieitiva hf,n iperspasi con
e algeirich ¢ lora singaloritd (Spoesri, Pisa 1007), pag.
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" od Da Vording p—1, & semplicements il
vamente, i coni

Ma allora VY, cho. passa par I
cono proictiants HIY da w; o le varisth multiple di V' sono, sneo
profottanti da o le variets HP HP, .., B ol 1p-0,

Con ¢ii resta stabilits Vossorraxione fatta o restano determinati, in virth deils
giiv citate formale del sig. Szome, gl ordini e le dimensioni dei coni multiph i

Gli spazt di sppartenenza o™ delle varists dolla sohiora (4] di Lir=2) (0= ;, =
< p—8) sono proistiati da a secondo spazi el entro I stelln w, sono gli spast
di ‘sppartanenza dello varioth dolla sohiors [A] selativa al noeleo di Vol B
the par 1,0 rlempiono miseessivamonts VI o le sus variats
multiple, p come quelli conglungenté @ eon gl spzt o¥b) di
Fo-1) passant

B Gnee i )

viod il cono (p—2)-plo di VI, avents la
dimonsions 4p—5 o Vording (2p — 4}, pud pure considorarsi come  ottemuto
profettando da a In varisth F®=2; solo ehe, in tal easo, uno stesso S,
P13, 4 siok gli ot punti dell'unica (o,
) b conglungs 1l punto A cal pants com

del eong eontisns oot piinti
driea dolla schlera [1] di F
Sy generatore 6 ad LirY,

29, Adssso sin B un ulteciors punto di F#-" neu sitmato su o

p=A
L polsre mists Ve di' A s B ripatto ud B9 i1 prima alars di B ripato

a V["; quindi, poishé B on & sa 2 persiporic

Yording p—2; o poiehé B & per Vi® tn pusta (p —2)-plo, Vb & il

a Y} Dingo tatto 'Sy, genoratore passanto pur B: fu partisslare
Tators di Vi*) nel punts B ovs questo Sy, s appoggia ad Liet,

10 vertice di Vi & I'S,, , tangents Vit Tainigo 1 Sy
4BBY, ossin 'S,y congliingonts e con 1'S, I B Siccans
Tuftelo i A o B p siers avarit, queco S, come contione ., oo ontanees
aohs '8,y tangente sd BV ju B: quind il vortico di Vie® ¢ 1'St
quadries L dolla sehiors [17 conginugonte A

volts par TP qui = § wna varoth dolln sohlera [p— 3
complemantare & I ciob s varleti dells sehers [p—
complementare ad T prolattanda da S5 L @ 1a v
spinl secantl sl riconosce, como prima:

1%) cha Vi anteo 1o spasio linsars costituito dagli S, della stella aventa
per centro o I'ipecsuporlicio_ eonginnta o mna variath di Seork di 2% specis
oo gl'indici oguali & p—

27) che i) oo ( — 8)-plo di Vi, aveate lu dimensions 87 —10 ¢ Lordine
(2 — B)pa, # i1 cono profettants T da S5-; o, atoke, il eono profettante Fir-1"
da SE o contonente in ogl 800 spiElo genscabors una varietd della sehiers [2]
passante per LY.

Di qui #i rassoglis cha:

Dre punti” qualunqus della quadrida Ty o aono. rispetts ad ¥, a palare

mista indeterminata, o hanus pér polare mésta costantements €1 cono V™ proist-

feth del stiot
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rsuperficie cougiunia o sna quahingue L complementare
itro caro 1 presenta, secondo che essé non song 0 sone aiti
a indipiduare la quadvica LY nelle schicra [1].

24. Adosso si pronda un pusts G di FU=12 esterna allo spazio S50 | per modo
ohe (n. 20) A.B o C determinano wna varieth dolls sehiora [2] che 1i contongal,
& i ripetano i ragionamenti precedsnti per earaitorizcare la polare mista di A . B
@ O rispetto sd Fo, 3

1 chiaro, allora, che on quests & con passi suscessivi analoghi ¢i srriva a1
seguente feorema generale:

La polare misia di k-1 puati di ¥V rispstta ad B o indeterminata
o determinala secondo cle per esti passano infinile o una varieta della sohiera [K].
Nella seconda aiternative, eva d Liperpiano (angente ad F%V lnago lo L che
i punti daterminans, 2 4 wn conn Voo protettants dallo spazio
tangents ad Fo= lungs quasta T® Fipsrsuperfisie congionta a wna gualungio
parietd L=V, complementars a tale L,

1 eoni che, in virth di questo teorema. vengono  corrispendere allo singolé
vavietd dells schiera [£] (k.= p— 8), formano un sistema cho sard indicato con
[Vies].
25 8i noti- ehe:

@i iperpians tangenti o un cona Vaey 300 gl iperpiaui di @ pagsonts
per fo spasin SO0N oke me vuppresenta il vertics

§7

uneiato del teorema complessivo sulle proprieta topalogiche di PO,

20 Fin qui abbismo considerato lo B4 P .. @' dal punto di vists
dells geometrin projettiva complessa: oiok non abbiamo fatto alowna distinzione fra
clemantl veall ol elomenti imagionrt. Adesso lo considaroreme dal punto di vista
delln goometria profettiva reale; il che, data I'ipotesi fatta al principio dol n. 12,
significa che intendiamo considerare, entro o, soltanto la varieth di complessi liveari
reali. .
27. 8o un complesso linoare di ¥ ha due spari totali in v & 7, lo stesso avvisne
por il complesso lineare (imaginario) coningalo; o se, dei dus, uno & dofato di un
asse, ncle Ualtro b wn asso dolla stossa dimensione. Quindi, por U'ipotosi fuita
sulla corrispondgaza omografiea. stabilita fea § complessi di A4 o i puatl di ¥, lo
¥ FO L P 91 son tatt reali, poiehd . ciasuns di esse & mutata in
4 dal coningio di .

Dire che una varicth & roule, non porta affatto, como & noto, ohe essa contenga
eali; ma nel enso nostro o facile porsuadersi che ognuna dello varieth F
contienc. infiviti punti roal,

E infatti w ponto dells B0 4 raale, quacido {6 solo, quande) Tiponda &
dug fperpiani di ¢ @ 7 oho siano imaginar coniugati: quindi F9 contisns

puntt

Socixrh omt XL. Serls 8, Towe XIX, 7




' () puuti reali, ed FO ({
che i appoggi ad Bt fu p—

28, Lo due sobiers di S,_, di P~ sono, cont’d chiaro, imaginarie soniugate
quindi ogni 8,, di F" & imagivsrio di specie ji— L, clod contiens un punto
reale ¢d uno solo, quello in cul b taglisto dallo 8, , imaginario coningato

Sicoome la = non pessiede, come b nota (), alfri spast linead all'infuort
di quelli subordingti agli 8., delle dun schiere ora cousiderats, si conclude che
Fa- pon conticne 8y reali- per h > 0.

La scbicra [4] delle variots L4 4i =0 (da considurursi solo’qnando sid
p>>8) b reale, ¢lod eolneide con la schiors imagioaria coniugats; o sa dolle sus
varloth o o considers una ebo sin realo (ciod tina che risponds & due Sy ims-
ossin tubti

tutki i punti reali di ogui 8.,

deati.

ti di v o %), questa godo della stessa proprieth di F@®

In partio
7>2, son tutte della quad it punt reali allit

i stato Gesurvato pid sopra (o 14) cho per un punio di F'e=5, cha nod stia
B (0 k= passa uno-ed un solo spazic o™  eni appartengs una
varield L mo allo. 5o quel punto b reale, tali sono LY ¢ o',

ta resll della schiera [1], se

o dalla
jumo, tna volta per
itamente il eontrario, gli eoti introdolti nel
diseorso son da fntenders eomo reald, o son da rigiardare dal pooto di vista della
geometrin projettiva onls. Yogliamo con cid dire cho, fa partiamo ad ex. di un Sa,
non solo & sottintesa la realitd dell’Sy, ma & snche soltinteso eho rignarda 8,
esclusivamente come josieme deoi suoi punti reali. Allo stesso modo il simbolo F@
rappresanterh, dora innanzl, salo I'insfome dof punti veali dallx varietd indicats finora
con F; [A] indichurd solo 1" {nsioma delle vorieth reali della schicra {ndieata fin
qui con (5 o lo stosso dieust por L, [Va.], ece.

30, Tn base allo conveozioni ora fissato, aleuni dei teoromi gia

o

stidiogd stabi

isti esumono

un aspetto un po’ diforents, ohe prome mett vista:

Cost, diversamento da quasto fu deblo mol 5. 19, ara possiamo asserire cho:
Yo spasio 99" 4 uppoggia allo Sey tangente ail P in un suo punto,
quasd o solo guado la reiativa L9 passa per questo puito.
B infatti, delle dne slternative di cui & diseorre alla fing del n. 10, adosso
wia va esolusa; poichi stavolta gli elementi considerati dal teorems essondo reali,

ipunti o o @ o ghi spast & @ §, di oni ivi si parla, sono coniugati, & quindi, se o
appartiens & f, necessa to @ sta in 7.
Por unn ragions analoga possiamo dire d'ora innanai, che:
Per dus punti di Fe=), distinti o (nfinitamente vivini, possa somprq une
od una sola quadrica della schiera [1];

m

() La dimension df
comz, loc, et ), m. 5

nesta fnfinfth 3 4 Intenderc n senho veale,
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o, pite gensralments, che:

Par wia L®Y, ¢ per un punio di TPV che non stia su di exsa (wia che

pub esserle Dufinitamenis viving) passa sempre wn ed wna sala LY (05 k=p—2).

B81. 10 risultato finale, & oui mimno le consideragioni doi due paragrafi sussos-
sivi, & 11 segaento:

La totalitd dei punti di PV si pud distinguere én due parti o falde,
avents in comuns bebti o soli & punti df BV, Fra gueste, quella che direms
prima falda, ¢ indisherema eon BV, ¢ atta a dividere lo spario ambients X'
dus regioni B ed R, aveati fu esva la frontiera comwns ¢ dotate delie seguenti
proprieia:

1) ogni punto dalla spasio ambiente, uon situato su B, fa parte di wia
ed una sola delle due regiont Ry od R,

2) wn sigmants rettilines, che abbia par extravsi wn puitts di Ry ¢ wn
di Ryonom situati su B, incontra Y in ws sol puntoy

esi per wn punto di By mow situato su By
i due soli pusii distinti ¢ taglia PV in p punti (di oui diee alfieno sono di-
siinté) (*);

4) dei due:sogments redfilinei detorminati da due punti di Wy, w2 for-
wato di puat tulti. apportensn

B) Liperpiann tangente o F{ i wn suo pitaio somplice non contiene punii
i Ry mon aituati su FY';

6) una retta. fa guals passi per wn punto semplive df BY ¢ won atia ual
erpiany ivi taigente ad FD, contions punté di Be o sitwats au B, o quindé
B i wn secondo punto

I punti di- Ry o di B, diversi d
o esterni nd F{,

Perp la P2 § la stesss com che la PP, od & uni quadrics ordigarin
o punti ellittiol. Cid pirta cho, nel cas pw=e 8, lo dua falds 4i P
il tagrema. enunoiato & senrultro evidento, Quindi par dimestrarlo i gussrale po-
tremmo valerei dol motodo di induxiono matomatica. Ma poiehd In dimostrazione
seeondo questo metodo, presenta ipo a1 lebtoce, riuscirebbe complicats o poca
Tuminosa, riamo seguire una via leggormento diversa, tudidremo infs
casi rispondenti ni pill bassi valorl di p, avondo curs di sooglierne tanti, wmi
oecorrono- ¢ hastano perehd il lettore ad avar solt'oechio, su eeompt
& conorat, tutti i procedimenti dimostrativi che
generale; o dopo cid, siccome avremo avuto la eantela di mon valerel mai di eon-
siderasioni ehe valgang salo per i cazi partizolari ssaminati, Vestendibilith dells
nostee argomontarioni sark lanto manifesta ohe potromo addirittura esimerci dalls

8) wan retta, ehe p

ad Ryy

quelli di FY" i diranto rispes

ménts fnterii

ssposizione esplicits del raglomamento induttivo generalo.
(") Perch wia parto dellaffirmasions il tosta won sppila caloss o ricurdi ehe qui si cin-
sblerang Yo eore dal pauda. dl vieta e
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§ 8

11 caso pom 3.

32, Par p=3, la ssrie dello variota P9 i riduco alla P 6 alls B0; Ia B0
i V% di Seoxe, o lo spazio amblents X' 8 1n 8,. La sorie dei sistomi di oni
m,.| si riduce al solo sistema [V.], & ogui o
per vartloe un S, tangents alls ¥ o projettante da questo var
ordinaria & puntt allittici, Seguo che:
Ogni' cans ¥y 4 atip a d
3. Por un punto d od un solo @ syl 7%,
eivd uno. ed un solo 8y coutenente una gquadriea delia sehiern [17; um
punto di P92, ohe stin su- B di spazi o' ne passano infiniti, ma aso quel
punto & comnfie 4 tntte 1o quadeiohe di [17 situate in essi.
In base 4 ma. falda F{® ogni punta di PO che o
stia su T o quadrics di [1] il eni §
seconda falila w ogni punto di O ohe o stin sn F® o sia ssterno alla. quadrica

V. b un ono quadrico avente

s nna quadrica

ssn per césn, ¢ in une

5 passn par esso, | puntl di P sarwono distinki procisamente in

comune solo § punti di Fér!,
84. Sulle alde della nostrs PV si b subite una serie di proposizi
somplici ¢ intoressant

«) T punts di wn 8, tangente a B
sia A un punto di

partengonn tutti o B9
ivi tangente ad P, o B un qualsiasi
puato di «. Se B Ia eosa & evid 58 0o, 8 tiri Ia rotla AB che
tangenta 8 P" in A, o si consideri {a quadrica della schiera [1] ke
o par il punto infinitsmante vicino ad A uella direzione AB (n. 8¢
risulta. tangete o quesa quadrics in A3 mo In quadrics & & punti ollitic!
& esterno ad essh o il teorema @ dimestrato,

2 o
retts AB
dungue B

Videversa, s un punto di F<¥ appartiene ol tan-
gonti & unn qusdrics di [17, oiob dogli 8, tangenti a F&; dungue
¥) La ssconda falda di F ¢ il luogo deglé S, langents @ B (),
¢) Un qualsiasi cons del sistema [V,] eonticie o inolide wi qualingue
punto & B, ¢ invace contiene o exclude wn qualunque punto di B
Sia a il vortico di un como di [¥,], eiok tangents a
punto A,
Lo 8 di una quadrica di (1], o si appoggia ad «. o allora la quadrica rala-
tiva passa per A (n. 80): 0 & mdq\rm]s«uh da @, o allor il cono considerato proietta
da @ | punti della quadriea. Nolla prima alteroativa lo 8, sta per intero in uno
dogli S, genoratort dol eono a; nella seeonda alternativa i punti dello 8, von situati

par- ess0 possan del pis

! in um suo

= 81 realh ol sl

£, tasgentl della FOI,

i, n 1canso tinghone tra
non fucessima €l futta la F9) wrebbe riompits drgli

uivgel, ch ora facelan




-
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sulla quadrica (elod mon sitnati snlla F i od esterni al cono, secondo
che tali sono rispetto alla quadrica: dunque, in base alla definizione delle due falde
di P, In nostra nssorzions & in ogni easo ginstificata.
d) La F"' contione evidentemente infinite retts: ebbene, faceiamo vedere ehe:
T puntd df una retia di B won pocsono apportensre tettd alla prima falda.
E infattl, se i punti di uoa retta di PY! sppartensssero tutti ad FYY, rispeito
& sissoun cono dol sisternn [V,], oguuno i questi punti dovrebbe o esser situato
sul eono o essore interno al somo. Cib mou & possibile, so mon o p
appoggi al vertioe di cissowno di- questi coni, viod oho r & appoggl ad ogni 8,
tangents di PV, Sicvome in un S, tagente & F®, di punti
&' cho il punto di contatto, i punti di » non potrebboro appurt
S0 non a patto di assérbirs i punth di B cid ehe & manifestan
B Uassurdo permane anchs s s suppons che i punti di v g
wtti ad FY', tranne un numere fuito di essi.
¢) Tn 8, che passi ger lo'S, a tangente @ F™ in i
nom sia un By generators dek cano v del sisiema [Vy1, tagli

) sono ot

od osierno al cono «i E nelfla prima aléernativa o Vi non condiene retto, per
modo cha ¢ alta a dividere in due regioni {o By che la contiens.

Una retta del comsiderato 8, che esen da A ma non stin in
sariamente B in o punto d
retin non sa sul cono csculatore di B i
& o una residus V3 (), il eni S, tangonte in A non pub essers che o

Cid posto, che i punti di quests V] estorni ad a siano butti i Ky
F{", secondo che il nostro 8, & interno o esterno al cono ax, § wvid
al teorema ¢); o cost & pur chiato, in base & d), che nalla prima alte
non contione rette. Ma allors tottl i punti dells Vi sono di B o di
quando Vi non contiene retie, il solo punto che essa bn o comune con w
ate su FY'; o por quanto si riferisee ad F{', sappiawo gih che essa coutiune i 4
puntl di a,

85. Profittands della’ proposizione ¢) del 0. preceden
prima falda di P o del eono @, ivi oonsiderabo, por dividero in due jnsiomi i
punti dello spasio ambients non situati su FY

Un pusto P interno al cono a, o non situats su FYY, & dink interno ad B,
s0, condotta lo 8 cha congiungo « con P, il punto P risulta interno alla V} sccomdo
cul lo 8y taglin' B, Ogui altro punto, non situato sn FY" e non interno ad essn
nel: senso ora. figsate, #i dirk esterwo ad FYL

Indicheroma con [ 1 totalit dei punti intorni, o con E quella dei punti
estorn ad B,

Risnltord, tra poeo, che'1o totalita 1 ed E non dipgndqnu dalla soelta del'cono &
entro il sistema [V,], sebbene nolla loro definizions il cono a intervenga in modo

con!

o di

- possinmo valorei della

Oécsrre appns avre
qui al gosrdan 1 eose dal pa

e chi sl 4 suntita 1 socessith di quentd ragionsuntats, a6l perehit
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exsenziale: dopo eld, ci busterd agginngero ud [ ed
caw contemplato, 1o segionf B od B, di oni si pacda nel toorema del

punti di B per avero, nel

8L

1 pundi di B nou situati s PO son urtf punti di K.
86. Comineiamo dal dimostodre oho:
M & we punts df 1, M & internn ad ogai con del sistema [V.].

Suppaniaino, 8o & possibilo, ehe il cony di [¥,], aveute per vartice lo 8 # tan-
gonte & ' in unsuo pante B, diverso da A, passi per M.

Intanto 1o 8, «M non pub giacers per inboro sul cono f, perchd, se cid fosse,
ul cono @ upparterrebbe lo spuzio conginugente « ¢ # cho & (om. 17 ¢ 30) un 8,
quindi & possibilo tirare por M ¢ in el unn rotta r cho i appoggi ad & in v
punte Q diverso da A o che non skis in un 8, gonerators del cony g

Poiche, per ipokesi, M & un punto di 1, In relta » taglia in dus punti distinti
(N e P) la V1 di BiY situata nello 8, «M; o polehi Q appartiens ad & wa & diversy
daA,Q b lmm da N o' P e b soparato da M mediante N ¢ P.

Cib posto, b assurdo suppores ohepar M passi 4, poichs in tal caso, una volta
che » non sta in un 8, genorators del cono 4, i panti di r diversi da M sarobboro
tutti interni o tutti esterni &l cono 4, mentio @ noa pud essere interno, ed N ¢ P
non possono esssre estorni ad esso; od & pire asmrdo supporra cho per M p
soltanto un 8, goneralore: det cono

Infatti, in questa seconda ipotosi, o v sta nell iperpinan tangents o
Inngo 'S, #M, o r non sta in questo iperpianc e quindi taglia il -eona 2 in M &

aono

in un punto ulteriore
Nella prima alter
estorni al eono

ativa, poichd # & faorl di 1, i puati N o P risulterebbero
doveabbe st

iva, dut duo seg-

ossenidn
einn-d, o doveabe essare interno ad ss
menti in oai M s T dividono . quello contanenty, oltro gli ostromi, soltanta punti
interni al cono 7, dovrebbe sontenore N o P, e l'altro dovrebhe coutonsre’ G, o
quindi snppan caincidsssa con smo doi punti N o P o @, sarebbe
impossibile cho Q foske separato du M NP,

1o nessun oono di [V, pud passace par M, facciamo

adoro che M

x M. cho dnconted lu prima falda BYY in N o P.
N a P rispotta a ciasoun cano di (V] o stasul cono
od o, gmenti che N e P daterminnos wu r, tispetto a eiascan
cono L (V,], mio b formalo (traund, o mal, qulokis gstromo) di punti talti int

al conp. qus variabila entro il sisten

[¥:)

sogmnto, und volta cho ua'cono, o
XK ks i Al ciod por M, per
sioh? e, ,.-ml oono @, eolueido col

dont] o0n

B ofd dimostra’ appusta oho B & fntarao
97. Dimostriama, in wécondo luags, che:

S0 M & un puito di B, erivte qualche cono di [V,] éhe co
seelude M

sistema [¥,].

ne M o
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S M & esterno l cono @ o sta sul eono @, la eosn & evidente; supponiamo
dunque che M sia interno al cono .

« Congi nogiamo M gol punto di contatto & di «; 1n retta MA (ehe non sta in a)

incontea Ja (FU", cisd 1x) faldn FP° in A o in un punto ulteriore B, diverso da A;

o dol due sogmenti doterminati da A e B su di essa, quello ebe non contiene A

4 formato, all'infuori di A o B, di punti spparteneati tutti ad 1. Sia questo il

seguiento ANB.

Siccome B sta s F, ma von sulla F*' (giaconte tutts sul cono a|
passa 'S, di una sola quadrica di [1]: ‘sisno D un punto di questa quadrica, o &
I'8, ivi tangento & F, 11 cono di [V,]. ehe b per vortice d, contiens il punta &
(in quanto A giaee sulls %) o contieno B, perch® contiene tutto 1'S, dells qua-
drien eonsiderta in un suo 8, generatoro; d'altro eanto, ogni punto di ANB, divirso
dx A o B, b intorno ad ess0, por quante d stato dimostrato nol numers precodénte:
dunque M &, come volevasi, eaterna al cono d.

88. Dai ragicnament] fatti nel mn. 86 ¢ 57 segue oho:

La tolalitd di punti 1 & Vinsiene di tutti ¢ soli § punti dutersi o eiaseun
cono del sistema [V],
raln stabilita la preanvunciata indipendensa di 1 & di
del eono w entro il sistemu [V].
89. Adesso, indichiamo con

per B

F=o

Voguazione dalli B3 gon
8,=0

Voquazione di un qualsissi cono del sistensn [Vy], & con

p=0

Vequaziono di un iperpiano tangente o questo cono o quindi appurtensnte a ¥ (%),
Questo iperpiano non eontione punti intersi al cono, o qu iene noppure

ponti di T,
i So por 1 punti interni al eono si hu (oome pessiamo snpporre)
@>0,
o por i punti estorni
6, <0,

| i punti di 1 saraneo futti @ soli quel punti dallo spazio ambiuste pec cui Gy reulia
| , & uF (%) b un segno determinato; olod, per es., come possiamo ben sup-

) 8o A% pa
della quudries e
ad FO7 el puat

‘vertics del tono, + B 2 un pu

o dF contatin &1 B0 o o diversa d
il Miperpiano tores P9, il cono @ Piparplana sino 1o polati rispetio
A w della coppla i ponti Ao B.

Vespressione W o non la sols ¥, pércht la yrims & il grado
yari nelle coordivate corrantl s qaindi Jn uo pusts, ot cuf now

48
confelesth
el pants

sola dal sz
o le conrdinate




— 188 —
porro, tutti o wall quelli per ol si ha

@G>0 8 pE>0.

Di qua, atéesa algebricith di G, e uF. segue che 1 & un eamps ad 8 dimen-
sion; di punti tale che, 5o P ¢ un'suo punto qualunque, appar-
tengono ud esso tubti i punti interni & uas convenjente Vi priva di rette che con-

intorno,
anche B b un campa sk falto, o la frantiera comune di 1 od B ¢ data
dalla prima falds Ff

40. A propesite dol panti :h I od B vale Ia sarie di proposizioni ¢he orn pas-
siamo & stabilire,

a) Uit segmanda rettilings ohe congiunga un punto di 1 con un punto i B
contians wn puafo di B

Questo teorema, come mostrs una facilo applicaziona del postulat di Depriin,
0 conseguonia immedinta del fatto cho T ed E sono campi pris
@ cho un punlo, il quale non sia né di 1 gé di B, & o punto di BV,

by Una rebin dn quale passi por un punto di T ha iu gomuna gon B due
punti & dus punti soltanto, o questi la dividons in due segmenti di ewi wno (talty
i wstrami) 4 formats di punti appartnenti tacei ad 1, ¢ Ualtro (talti gii-estremi)
di prati tuttd situati in K.

Siano P un punto di I, ed r una ratta passanta per eso. Fissato in (V] un
om0 «, I reita = o taglia il cono in duo punti distinki o si appoggia al o
vertics a, ma in ogol caso contiena punti di B. Cid b evidente nells prima
alternativa, poiché: allors r contione punti esterni al ceno a; ¢ nells secondn i

vado pure subifo considerando 1' 8, ohe contiens r ed «, o la V3 in oui questo §,
taglin Y/
Se Q & un tal punts di B, dol duo segmonti doterminati da P o Q su r, cla-

souno contions ua punto almens dells prima falda di ¥, e quindi r contiene
(distinti) — diciamoli M ed'N — di B,

Cho uon possa contenerne sltri, pud dimostratsi, con mefode adatfo al
ralissasians, nel seguente modo.

Per ciascuno dui puntl M od N pusss uno spasio o't (almeng), eiod un S,
driea della schiers [17; chiamiame o quello (o uno 3 quelli}
por M, ¢ o) |[z|v]a oo di quelli) per N.
ohio essi oontengono distinte, perchd alt
do a stare per intero sulla F®', non
potrubbe conte i di T; quindi esse haano um pumto comuas, ¢d uno sols
Didiamolo L , tangents in I alla B, il cono 2 dol sistama [V,]
per M ed N, racehinde il segmento MPN ed eselude il sigments MQN. In que-
stul sano dunque certo punti di B divend dg M ed } possono
cassrvéne nel wegmento MPN, porchd ove va no fosws un altro, T, il segmento MPT
escludercbbo N, oppure NPT escludorobbe M; ¢ cid & assurdo, come si vede subito
ripotendo por M o T o por N o T il ragionamento fatto per M of N o fl seg-
mento MOQN. g

nto e p

la genes

@

me o0
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Tanto busta per dimostraro 1n nosten proposizions: Da essa diseends poi 'altra
€) Se A ¢ B sono dus punti di 1, dei dus segmenti rettilinei determinati
da A ¢ B am (solo) ¢ costituits df punti titti appartenenti ad 1.
d) St p & Ciperpiana tangeute a F in un_punto M son situato tv ¥,
it nom contiene punts i L.

B infatti p (ehe & dopo tubto, un gualuwgue iperpianc di @) tocca P in
tutti | punti dell'nnico spazio o% passante per M, e contiene futti gli 8, tangenti
& T net punti-della quadriea & [1] situata in questo spazio o, Ma allora p
tooon | coni di [V,] oo hanwo per vertici questi 8, (n. 2B), ¢ basta quests per
coneluders ohe 4 non pud contencrs punti di T,

€) Una retta la quals passi per wn punts di 1 ha in comune eon T frg
punti (dic cul due almens sano distinti).

Cib # consegnonza immediata di 8) ¢ del fatto che F*" tm Vordive 3; ma,
per quanto & stato datto alla fine del n. 51, giova anche qui, come in &), dimo-
strare T'usserto con metodo ndatto alla generalizzazions.

8ia, dunque, P un punto di 1 ed r unn reté per esso.

Poiché » ha punti comuni con FY, coiste almeno vno- spuzio o & cui essa
51 appoggin.

Sin questo 1o spazio o o sia v lo spasio congiuvgento oY od r; » & carlo
distinto ds ai") (una volta che r, contenendo P, aon pud giacere in of’, civd su F7)
ed @ un 8;; amsi & lo §; congiungents af? oon P,

La projezions di F* da of" sopra un 8, dello spazio ambiente indipendente
da of" risulta geoeralmente biunivoea (*); & poiché nello spario rapprosent
punti eccezionali sono futti compresi nello 8, secondo oni esso & tagliato dall'iper-
piano tangenta ad B! pei punti dells quadrien 4 [1] appartenents a ofY, dal fitto
cho ¥, al pari di P, non gisce in quosto iperpiane, si deduce che v taglin FO
un punts ulte A, esterno alla guadrica LY di B situnta in of),

Ma allgra B9 sognasn v nna V3 spezvata in of) e nelln Vi proietiante da A
1a quadrica L{¥; ciod, in af" o nel cone quadrion seguntosn » dal eono di [V.], che
be por vertics lo spazio tangente s F* pel punto A. Ma allora, poiché r sta in
o pussa per P, e poichd P & interno & questo cano [V,], r taglia quells V3, eioé
F&Y, in tre punti,

) 8¢ una refta r contienc un punto M di FY' non situate s« BV, ¢ now
+ wellinerpigno Toi tangente od B, r penstra nellinterno @i BV ¢ we coa
¢ quindi un punto wiieriors.
S8i consiideri un cano di [V,], eerto esistente. di oquazione

Gi=0,
rispotto & oui M sia un punto interno; o si supponga che in M. s abbia

6,>0.

(1) Cfr. Soon, loe. eit.

Socir) uai XL, Serie ¥, Toma XIX. ]
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Poi si indichino, al solito, con
Fm0 o pe=
1o equazioni di F o di un iperpiano tangents al oono considerato.
Allora in o intoroo di M su », cho contongs M nel suo fderno ¢ che sin
tubto interno al cono Gy =0, &i ha costantemente
60,
mentrs uF cumbin segno, una volta che r in M mom toces T Ma allora, 68 per
i punti di 1 si ba
HE >0,
basta préndern un punto di r, appertenente a quell'intoroe, per cui & sbbia
AF >0,
yiee avers tn punto di ¢ appartenoute ad 1.
41. Le proposizioni, stabilita nel n. precedente, mostrano, come appunte ara
stato enunoiato, che busts definire By ed B, como gli insiomi di punti che nascono

da 1 ed E miediants Taggiunta doi punti di FY", per riconoscers I'osattezea dol to-
rema del 0. 31 nal caso in cul sia p=

§ 9

10 caso p—

42, Qui la serie de]ln 0 s rduce alla sorlo £, B, 39 o apio am-
iente X' 8 ua S, In PO b ona Vi Ta F® 8 uns VB o b P2 una VP i
Szan

La Vi, & riompita semplicomento dagli spisl o, clod dagli 8, cul apparten-
gono lo ¥} delin sebiora [2]; ¢ Vi dugli ipasd a®, clod dagli 8, delle quadricho
ai 1]
Ogui qusdriva & [1] 6 una quadrics o punti ellittici, o 1'ipersuperficle con
giunta & uon qualstasi V4 di [2] 8 un' ipersuperficlo par cui valo ormai il teoremn
fondamentals del n. 31.

Ma allora:

Ogni cono del sistema [Vs] provstta dal sus vertice (ke & w S,)) una
quadrica ordinaric a punti eliltich, el 4 atta & disiders in due regiond 1o spasi
ambieate;

& fnoltre:

Ogni cona del sistoma [V.] (avente per vertice wn 8,) consta di due falde,
datle quali waa, qualla he diremo la prima, ¢ afta & dividere in due regioni lo
spasio ambisils.
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Non oceorre. clie ci formiamo sd snunciare lo proprietd di eui godono i punti
delle due regioni determinate dolla prima falda di wo cono di [V,], poichi queste
ei deducono mmediatamente dn quelle dells. prima falda della ¥ da evi il eono
naccs per proiosiono da un 8,: piuttoste osserveremo che un tal cono b dotate di
4 dappia; che @ riompito somplicements da co! 8, passanti per il suo ver-
tice; che, in ognuno di quocti 8., 1a V5, doppia ha nn eono quadrico ¥} avents per
vertica il vertica del cono considerato e atto u dividers 1'S,, ambiente in dus
regioni; o che, infine, un punto di uno di questi-8,,, non situsts sulla Vi, doppin,
appartiens alls prima o alls seconds falda dol nostro cono, secondo che & interno
o sstarna alla volative V3. Con questo, noi non faceiamo aliro se non ricordare che
ontro la stells di vertice @, eoncepits come totalith di 8; , il cono a & V'ipersuper-
ficie congiunta o uoa varietds di Sgans di 2% specie eon gl'indici eguali o 2; e
allgra i coni ¥ e gli 8,, sopra nominati non sono altrs cosa cho le varieth dolla
sohiora [1] ¢ gli spaat o di tale varioth di Seons.

48. Cib_posta, o mo-dal dividers T2 o B in duo falde clasovna, pro
codendo nel modo oho segue.

Un punto P di ¥ non stia sulla F¥, per wodo che per P passi wno ed 1
=olo spazio o', Elbbene: noi atiribuiremo P alla prima falds, Fi", o all seconda
falds, F{", di F%, sceondo gbe P intorno o esborno alla prims falda della ¥V}
congiunts ulla L contennts in quelle spazio o0,

Notisi ebe Ia V] in dissorso appartien tutta & F4O), o quindi P, por I'ipotesi
fatta su di ess0, nom pud essare che interno o esterno alla sua prima falda.

Ss P & un punto di PO situnto sulla PO, wa non sulla B0, per P passa
un solo spazio «** contenenta nna quadrica L%, o P non sta sulla quadrics. Ebben
in tal caso dizemo che P apparticne alla prima o lla seconda falda di P, appure
di B, sacondo che questa quadricn include o escludo P,
oaservi ehe quosta volta passano per P fufiniti spai o' obe lo wpazio s
considarato sta in ogouno di gquesti ", appartencndo per ciascano di essi alla ¥}
conglunta slla relativa L; ¢ ehe P apparticne plla prima o secqnda falds di F?
ed P, secondo che appartiene alla prims o alla seconda falds di eiaseuna di
qneste V3.

Infine, 5o P & un punto di F*' situato (sulla B o) sulla F, attribuiremo P
tanto alla prima quanto alla seconda falds di B ed F,

Segue che:

8¢ 3 imagine BV come descritta da wno_ spasio variabile o', la prima
¢ la seconda falda di B sono descritte rispeltivaments dalle regions B od R,
in cui o' ¢ divito dall'ipersuperficie congiunta alle relativa L ¢ la prima
@ seconda falda df 'V song deseriite rispestivaments dalla prima ¢ seconda faida
di questa {persuperficie. Che se poi 8i piguards T pome lu varietd descritts
da wuao spasio mabile @', l¢ dus faide di F sono dsscrie dalls regioni B
4d R, determinate in V! dalln relativa L.

Notisi che:
Clascuna faida di T appartions alla falda omonima di BV,
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44, Boeo lg proposiziont sulle dus falds di F© & P aoaloghe, per il caso
p=4, 8 quelle che, por il caso p=13 forono raccolts nel n. 84. Di esme si
tralascinns lo dimostrazioni quando siano dol futto identiche a quells esposte nel
n. in discorso.
o) I pdtl" i wn Sy tosgence alla T appartengons taiti alla saconda
falda di T ¢ di T
Questo teorem
4) L ree
¢) La
gualungue p

per i puntl della soconds fabda di B, & invortibile; quindis
4 fabda @i B & 0l lusgo dei punti dogli Sy tnugenti a ¥,
prima falita di un qualsiast couo del'séstema [V,] contiene o inclnde
ta di BYY, ¢ favece contione o ssciuds qualenjus puaty di B,

n a il vortiee di on cono dol #istemn [V;], per mado che « & 1'8,
PO i wo guo punte' A3 pai siano L{" una varietd della sobiora (2],
eol appartions. A1 variate di L entro [2], lo spasio of? dessrive In
i punti di Fro,

St o non si appoggin ad &, 1l eono « di [Vi] pud ritenersi come ottenuto
projetéando da o 1n V2 conginnta & L% qui seiia'altro evidente cho i ponti
delle duo falde di PV situati in of? si comportano, rispetto aila prima falda del
eono «, nel modo volute,

Se invess off 5 appoggin ad «, sesondo 1'S,
30), of® ata in un S, del cona e Contonents uon
varieth dolta schiora [17
[¥.] por ln ¥}
per vartios I'S

P in A (nn 190
dolla g VY, doppla, oiob i
¥} segun su of? un cono del sistema.
eono quadrico V3 di quasto wistema avents

o tu- :\mlm o

sacondo che,
di un punto
pr\mmm ol cono v cansiderato,
mentee un punto di of? che sppartenga alls ssconds falds di
PO, pub eomportars), rispatt a quest cono, in un thodo qualungue. Nel primo. osso,
il punto di of®, di eni sl discorre, o i interno ad esso, &
quindi uppartione alla prima falds dol eono @} nel ‘Secondn easo, il panto medesimo
nce sulla o falda del eono a (e, oventualmente, ancho nolls seconds) o
gince soltanto wnlla secondn, ciod & esterny wiln prima: quindi, qualunquo ipotesi s
facein, I propesizions ¢) si verilica sempre.

Dalla proposiviane ora. dimostrats, upplicando 1a ¢) dol n. 34 8 singoli coni
del sistema [V,], segue subito ohe:

&) Ua pionta della prima (seconda) falila di B9 o appartisns o & aterns

(e8tarn0) @ wn qwlfm-l.s: eona del sistoma [Vy].
rattn di FOY vk’ possons appartencre tutti af WP ansi
e we son sempre m,mn' che apparteagono ad FY,

8i dimostea come 1a d) del n. 4, considerando 1o prime falde del ooni V..

&) U 8y che passi per 'Sy« tangente o P i wx swo punto A, ¢ che

non sia wn 8 generatore del cono e del vistema [V,], taglia PO, olire che in o
(che sta su P & & quindi doppta per P), in una V2 che appartisne por intizro
alla prima o seeonda falda dF O secondo che quell Sy 4 intsruo o esterno alla
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prima ,fahf.x el cono . B nella grima altarnaiva, i iane refte, per
foni I'S; ¢he la contiens

. Metiantela faldn F{" di T ¢ la prims falda dél cono o del sistema [¥,],

;;nmanm allora, valendocl della proposiziona’ ¢) dol n. precedomte, dividers a tota-

T del prmti del i su ¥, in duo insicmi | ed B proce-

dendo Allo stesso modo che nol n. 85,

In altri termini, un punto serd di L quande & interna alla pr
como o, ¢ nell'S; che 1o covgiunge ad « & interno 1l
FY; cark df B qoando non appartenga ud 1 & nen sin situnto su FY'

Por dimestraro clic V' insieme I & indipendonte  dalla soelta del cono @ entro
il sisterna [V,], #i imiterd poi il procedimente dei no. 86 & seg. con 1o modifiea-
aioni elie ora Verranuo aseennate.

48, O punto M i 1 & interno ad ogui cono del sistema [Ve].

Sia @ il vortice di un gono di [Vyl; s &, per quanio sappismo, 1'S,, a oui
appartengono gli 8, tangenti & F' nel punti di uno quadrica Li" dells schiera [17.

Ora dus casi posseno prosentarsi, o ciok: ~

1%) o Li" passa per il punto di confatto A di '« con B .
2%) o L’ non pusea per A

Nel primo esso il copo # pub considorarsi eoine il codo polars mist, risgetto
& FO, di A o di un punto di L diverso g A, siod some il eono palare di questo
punto rispetto al cono a. Ma allora i) teorema da dimostrare & evidents, poichb,
in forsu di quants fu dimostrato nel . 86, ogei punto interno alla prima falds
dol cono @ & interno ai coni quadrici che osculano I cono & nel wuoi unii doppl

Nel sooondo caso &1 supponga, so 4 possibile, che il eond § passi por M.

Noll'ipotesi atttiale, L non passa per A: quindi ceiste upa el una sola va-
vieth 1" di [2] che conginngs L® con A (n. 50}, o gli spae] 2 o
ad un S (wn. 16 o 17). Segus cho 'S, Me oy gince per inkero sul cono g, o
quidi & possibile condurre per M una velta r oho giaceln in Ma, ma von in s iy
genetatore dél como #, ¢ si appoggi ad @ 16 un punte diverss da A.

Di qua, ragionando come nl 6. & arriva ad un assurdo; duique il cono
fion pud pasara B allors, procedendo sempro come ul . 56, & veds subito
ehig M & luternio ad ogal cono del sistema [Vy]

47. 1 punti interni all? prima falda di un ceno dol sistemn [V,] sono taiti o
soli i punti intarni ai coni del sistemn [Vy] che fornisconn  coni g osclatori
erato cono di [V;]: dungue, in virt delln proposirione pr
z.s. punt M di 1 & interno alla prima falia i un gualiasi cono di Ei',]
M & un punto di B, estsle qualche cono del sistema [Vi] tale cha
la sea prima falde passa per M, o eselude M, ¢ quindi gualehe cono di [Vy]
che passa per M o esclude M.

So M & esterno alla prima falda del eono e, o st su di essa, il tooremn b
dimostrato; suppovinmo’ dungue ebe #ia intorno sta. falda.

La retta MA ba & comune eon F{" il punto A e un punto ulteriors B diverso
da Aj o fra | duo segmenti rettilinei determinati da A ¢ B, quells, ANB, cbe
qsolude M, & formato i punti cho, all'infori di A o B, son tatti interni ad Ff'.

Vi secondo ¢

& upparieagane
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Siooome B ata sulls B, ma non sulla F™, situsts tutta sul cone &, por B
passa 18, di uns ol varieth Li” dalla schiera [2). Siano D wn punto di L% o d
I'8, ivi tangento & P 11 oono di [V,], nventa per vertice d, passaper A 0 B, ¢
inoltre A ¢ B appartangono slla sua prima falds, won volta che A o B son della
prima falda di F®: dungua i punti di ANB, eecettuati A ¢ B, son tutti interni
alls prima filda dol cono &, e M & inveer esterno alls falda stassa [n. 40, b))
Da quanto & detts nof on. 47 & 48, segue oho
nigema 1 ¢ Vingieme di tutti  soli i punti delt 8, ambisnte inferni
alle prime falde dei coni del sistoma [V,]; o anche Vinsieme di tutti e soly i
punti dello spasio ambisnte interni a ciasoun cono del sigtema [Vs];

o quindi resta confermato che a determinare gli insiami I ed E basta da sols
Ia falds FY?

50. Dopo cid, indicate con

Fem0, =0, G, =0, p=0

lo- oquazioni di B, di un eono Wy, di un cono Vs che sia un cono osonlatore del
primo, ¢ di un, iperpinno (45 %) che totohi entrambi i coni (), i vede subits
chie ¢f pud disporre del sogrio i F, di Gy o Af G, in modl tale che T sia notta
mente defiuito dalle diswgnaglisnse

P00 plh >0, Gy >0;

o quindi:

i dnsiemi 1 ed B sins duo campi @ 15 dfmensioni, avents per. frantiera
comune FY'.

Por codeati Instemi valgono propasiziont come ¢ a), 2). ek dl ). /) del 1. 40,
& si dimostrano in modo. perfettamente analogo, Cid & evidents par a), c). d); quanto
a b, si osseverd ehe nella prims parte del ragionamento adoperato mel n. 40 biso-
gnerd parlare di prims. falda di wn ono di [V,], awsi che sempliosmonta di nn
cano i [V,] Je lo stesso dicasi par e). ove si oousidorerk inoltre uno spatio of? al
posto dello spasio of9f; manteo nolla ssconda, al posto del 2ono di verties X di [¥,],
il considarato, bisogaerd dnteodirre i eono del sistema [V,] aventa per vertico
1'8,, contononts gli- S, tangenti & F™ nef punti dalls quadriea. di [17, intersesione
di dne V3 della sehiera [2]; e qusato ad /), 3 ehinra quale ain 1n modifiessions
du introdurse nel ragiouaments fatto al n. 40,

51. Dopo cid il teorema del n, 81 per p=4 & dimostrato; ¢ si vede senvaltro
ohe es30 & generalizzabila & qualsiasl valora di p, polohé ormai sono stath messi
in opera tatti i procedimenti dimostrativl ohe. oceorrerebibero & questa scopo.

Tra | tooremi eho potromme onuvsiara fra p qualungus, sanlogh & quelli che
Dor =84 sano stali eaposti noi wameri presedenti, of busterh tener conto solo
el seguente:

Llinsiome | dei puati faterai alla prima folda FP deila B9 ¢ caratteris-
sabile, geometricaments, come U'insieme di (uetf ¢ soli i punti internd alle prims

() Ta altri tormiy
L) coal ehe Te 1
23 B0, 1A, dolln ¢

B e pantl &, B, 0 {conglunti ‘3 w0k sola
i, rispatto

pettivammte Jo pola,
AuBir G
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[aide dei coni dei sistami [V,1, 0 [Vsl,o, 0 [Vpma] ()1 auialiticaments, come
Viugiome df lwit ¢ oli | punti soddisfacents, con Iz loro coordinate, @ p—1
diseguaglianse del tipo

(18) B0, 86,>0,8:>0, 46> 0,y Gpe >0
o dal tigy
(19) BE> 0, 6,0, pG >0, G0, v, Gpa >0

secondo che p ¢ pari o dispari, essendo
F=0
Lequasions di BV,
B=0

Fequasions dell'sperpiana (0 @' polare misio, rispetto a BV, di p— 1 punii

Ay Ay iy Mgy di B0 congiunti da wna sola L=,

Gy=0

il cona polara mislo rispeto a B dei punti Ay, Ay ey Ay, 0 ¢ conficients dei

polinomis B, o G, essondo opportunaments fssati.

§ 10.

Completa interpretazione geometrica del teorema di esistenza.

52. Adesso sismo in grado di risolvers I questions lascinla in sospeso mel
.10 del § 8: elob possiamo assegnre il significato geomotrico dslle dismgunglianzo

® YA AAS0, 40

Par arrivarvi nel mado pi agevole, giova prossders nalla maniora. cho ors verrd
indieata.
3. Sin

(20) > Gy =10 (8ra + Gor=10)

Tequagione di un complesso linears di -, ossin di un compleseo linsare dollo spazio
avonte in s o ¥ dus spari totali; lo e, polranne rignardarsi comu coordimate di
punto sovrabbondsnti nello spasio 3"

() Beaintoss,

POIID U8 €000 Vi &, 50 cot quadrico, a s6a pri
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Qi i suppona, in armonia & quanto fo stabilito nel n. 29, cho 1o gy sisno
dei mumer| reali e si anppone che la z, (o lo y) siavo 1o coordinate dol
punto corrente di 3 nel sistoma di coordinate Assate al n. 8.

Per una trasformuzione di coordinaby in X, i cooflicienti gy, dell'equazions di
un cowplesso lineare di # i mutano in nuovi ooaficienti ar, logatl ai primi L
lugioni lio - quindi, se ciguacdiamp noeora quesbo. af, coms coordi
di punto sovrabbondan ogai trasformazions di coordinate
in X & riflette in una trasformazions delle goordinatu dovrabbondanti gy, di 2*in
nupve spordinate dello e
o tale mutamento di cosrdinate, 1o p(p —1 relazioni linari omogence,

fra loro lo cooriinate soveabbondanti a.,, snbiscoio una. sostifuzione
lineare. Ebbene, & uill ma che queste relagioni assumono per Ja
trasfo fo in 3 fu oni of riflatts uns cerla notevols trasfor-
mazions reale di coor =

o ind

tiga.

pazions reale di eoordi

hate fn 3.
Sia quest'altima 1a basformazions rappresentata dalle formole

(21) oy 29)

s
;‘7(""' e+ B ) (r=1,2,

dova Lo =, son0 16 0
il caeffcinte

conrdinato, o 18 ay, o Be souo, al solito, 1a parte reale &
inario ¢ i wj;. 11 modulo di talo trasformasions &

=)
{1 e

& quindi b come duve essors, diverso da zor,

Lo auave. soordinate del punta oy 1,2,y ) som0 dute da:

@) o o= Wi =

Pl = e ks —

k=120, g a2, 80 f<E, m <A
wono tutte nulle tranoe Io quattro

o Py v Fae Pl

per onl i bn

+ Frgern =

P =L, plramm—1 ; Fun

Analogaments, per lo ouove coordinate i, della retta conginngente i°punti & ¢ @,
i ba

— i P =—1,

Pirama =1, fyn=—1 ;

mentre tutte lo altre sono mulle.
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Di qua, segas cbe, s

2 =0

& Vequazions nelle nuove coordinate di 3 di un eomplesso lineaso di 4, oioh 5o la
af s0n0 lo nuore coordinate (sovrabbendantl) di 3 in oui si mutano 1o gy, por
affatto dalle (21), deve cesare

(23) Thporines = s i Bpanes - e
(f k120 ps <R
Son questo Ie p(u— 1) relazioni richieste, ohe logano 1o coordinats sovrabbon

dunti -
54. To capressioni indicate pia sopra con

(24) C o Batuconm s 4+ gy iitin s A (hm=1,3,...,p)

=ou0 costruite eon le gole ¢, o con g sole . & Bie 0 conle cy, @ 1o ay, e
cioé cou Le sole ¢, 0 con le sole @y, o con lo o, @ le wy,. Per mettero in evi-
densn questo fatto, sark ubile sostifoire af umbohfh} successivamente, questi altri:

nle) s H(e) , 9 s}, e, @)

Cib posta, wupponismo che le u, abbivno sampre il siguifioato siabilite nel
numero precedeute, & i le p ipersu-
partisie di 3 rapprosentate dtlle equasioni

(25) o), P,

(26) Ay, w)

(=

o

ove dy(a, ) sta, nstaralmonte, 8 rappreseotare oid oho diventa. yfe,m) per ln
sostitusions di g, al posto di
La risposta o questa domands & fornite dalla ssguents proposizions:
i dndichi eon Ay il punts di RV rispondents al complesso linsare di A
s cho CORgIuRGE | ALyt B By By 8
iy Wy ey () iora {equasions (29), per hw=p, rap-
presanta Figoraupercie ', ¢ por ogui alira valors & b rapprosenta. ia pelare
mista, rispetto a punti Ay Koy ooy Ao
Infabi, 0 virta doll'ideatits (3, 8)

¥l out asre ¢ 1

Ayfa

si ba, in primo Tuogo, ehe 1'ipersupsriicie rapprosentata da
A0, w)=0
coiicide eon quells rappresentata dall'oqoarione

Puiaospla) =0,
ciok con P

Boguwrd vei XL Serle 8%, Tom ¥IX. %




— 178 —

In socondo luoge, supponiamo di efsttunre in 3

trasformagions di Goordinate

dofinita dalle (21) o quindi in X' Is corrispondente trasformazions delle-eoordinate
G nilla coordinate ol

In base all'osser

fone del n ba, identicamente,

Aa, v} A, 6);
od & poi

A o =(—1] 7 ZP @) . ()

O, ger le (22),

[ s h L

OOt .00
_ B e 1o
)=

L L SRS 1

(A o RS e S X )

00 00 , . w v 0|

') con 2 indici, ohe somo sstratte dalla matrice formata. dally
prime A righe dol determinante (o) e dalle righe (p--1)", (p=+21™, ..,
(p 4™, wono tutte wulle, tranne quella con gl'indici 1,2, ..., 2A; per eui s ba:

Suniey o) = (— P
Segue cha
PALT

oM@}

o

& quindi, pelle noove eoordinate + 'equazione dell' ipersuperficic rappresentata da

y8) =0

& semplicemonte

Or,
(h=1,2

& la derivats mista (p— &)™ di

rispotio ad ooy 4 @ Gorer,ven dunQUe, omservAR0:

1¢) che Weqliazlﬂllﬂ lirlla prima polare di un punto rispette a un'iparsuper-
fisie in un sistemn di oordinate omogence sovrabbondanti legate da relazioni (ineard
(omogenc) i perivo allo stewio. modo she nel caso di wn sistemn di coordinate
ive omogencs;




%) cho il gruppo di valori chs 8§ ha per lo aj, ponendole tatte oguali &
2ero trinne 18 afpyy (f=1,2,..,p), & il gruppo delle coordinalo df un punte
di 3", perehié per fal gruppo sono soddisfatte le relazioni (28) ;

8°) che il punto di 3' che ha nulle tutte le coordinate af,, tranne 18 aliiy
4.3l punto. di F¥=" rispondente al complesso lineare di o il cni asse & 'Sy
w0 By,

oy

41 oonolude, some volevasi, ohe 1'ipersuporficie ruppresentata dall'equazione
Arla @) =0 (h=

By p—1)

n polare mista, rispatto ad P, def pumt ApyApy jowy Kb o
55. B udesso indichismo con I' il punto di 3" rispondente al eomplesso linars r;

il significato. geomatrico delle disnguaglisnze (9) & quello fornito dal seguente
teoreina :
I gunto I & wn gty @i X' inferno alla prima faida Y dell'ipersuper -
saia ¢ me punto dell'fusieme ¢he pitc sopra & stato chiamaio 1.

B infatti, in virth di quaato & detto nel mumero preccdente ¢ nel . 61

intanto ebisro che i punti di 1 sen tutti o soli quei punti di 3' per cui cinscuna
delle aspressio

allo

feie

la ) (e, w)dsla, @), Al o) A, 0) difa.w), .

# non nolls ¢ ha un

(ol cho fa lo stesso, per Vossarvazione
isto nel momers procedente) tutti e soli quei
cuna. della espressiont

Prola) Pis,.oooofd’)  Prs

sgno determinal

del n abbiamo

pun

b per quel
per out

(7 Pyl

{6, Poo(a”) Pyg, . aela’) o e

& diversa da zero o b on segno determinate.

Segue che il nostro sssnuto sarh stabilits se riusoiama u far vedars che o tal
segno b sempre quello positivo: & per questo, wna volta cha quando =2, in base
8 una nostrs Nota gid citata (%), tale circostanza si verifion. realmente, ef bastark
far vedero cho In nostrs aflermazione 4 esata per wn valore di p. quando st am-
metts dome esatta per tutti i valori inferiori.

Constderiamo il punto A di 3" Io oui ooordionto o}, ssno tutte nulle trannp
quelle date dall seguontl uguaglinnse :

= tposapr e (¢ realo @ non mullo).
Ricordando che

ala) =
s g 813 Oy - gl my
3 a4 g - 2

iy By T

() Lo, eit, 9,
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& chiore elio per il punto A I'ultima dolle esprossioni (27) & nulls, mentre tutte
16 altes sono positive, uma volta ehe nol punte A s ba:

P,

wla’) =

p—1).
O significn, in primo Tuago, ehe A & o punto df B, o in secondo luogo,
grasis allommissions fdtta, che A  Tntermo alls prima flds del cono del sistema
[V,] mappresentsto dall'equazione

(28) P (@) =0

& quindi A & un punto dolla prima. falds di PO,
naziono dell'iperplano tangente ad F' in A & data da

gy =10,

quindi i1 punto B di X' per onf sono nulle tutte lo-soordinate al,, tranve 1o

ape = — iy

Ghy  Tag Bty ey Bipmtpet § ity == gty § G

¢tho son date da:

T AR R R S

li ¢ non wulli),

& irattante
Ora nel

un punto di ¢
ants B s

p—1)

=) (),

dunque B & interno &
in B & oo

del cono di [V,

] g to dalla (28); o

8 ln prima o ln seconda delle espressi

(29) p(0) §

secondo oho . &

Dialtr canto. poi ta . B ed oppactione all'ipespisno tangents

ad F{ in A & oorto che B & esterno ad’ FPY, dunque tra i pusti interni alla’ prima

filda del cono rapprese il oquatio terni ad Y sono distinti,

come vole 1 fatta che pi prima o 1o seoonda delle
1) sacondo che p é

il mostro teorst

(28) quell

positiva

b6 dimostrato,

o comodumente fn forma. geometrion il tooremn di esi-
. estendinmo nlla totalith dei complessi wingolari (reali)

dne falde o Ja pomeuclstura adoperats per F; allora pos-

tar

slanza del i

di A la distingiono

slamao dire ehe:

) Nel pants B 1 tare ue datl da:

) 5 4o st et s, @apens vt Fapriaps).
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Condizions suscesiaria o suficionts parehi il quadro & wumeri (1) posia
pewsarsi come la tabell di 2p sistemi di periodi promitivi di wna funsione abe-
tiana ¢ p (= 2) variabili indipendenti d:

1%) ehe le sne righs diano le vucossioni delle eoordinale di p pentd
wn ey comgiunii da un Sp., %, imaginario di apecia p:

@) che esista nell' Bep_, considerato un complesss lineare rasionals non
singolare avente v come spasiv (olale;

8%) ohs questo compiesso sia interno alla primo falda dalla (staiite dei
complessi. reali dall’Sy,-, dotati di retta singolare o avents in s wno spazio totals.

§ 1.

11 teorema fondams

ale per le fanzioni abeliane singolari.

Allosohib e quadro di aumeri pu riguardarsi come Ia tabolls di 2p sinterii
di poriodi primitiv di una funsione abelians a g variabili indipendonti 'ty ¥y, w. iy,
gli elomonti dol quado soddisfunno  usa relasione di Rimwaws privcipale; o in
generale nan esistono alteo relpzioni A Rassiaws, prineipali o won, & cul essi sod-
disfacciane,

D'altro canto sa gli clementi di un tal quadro soddisfanno & due relasioni di
Kisuann avonti P'uoa i coeflicienti ¢,y o Valtra § coefloienti oy, et ‘soddisfanno
anche alla relasions di Bissasy avente i coeficienti def, =~ jeol
dug intieri qualaivogliano, dunqui

Lintieme dolle relasiont di Rusann ché lagano gli elementi della {ubolin
formata da 2p sisteni di poriods primitioe di wna funsione abeliaia o p paria-
bili dndipondents & assimilabils a queilo de punii rasvonali di wno spasio Lineare
di disseusions &
di RBMANK principale).

La dimensione & dello spazio che eompare in questa tearems mou pud atirul-
mente superare quells di 3'; sl hanno dunquc per & lo limitazioni

ssendo. 2 e gu

0 (o contiene vempre, nevessariamente, almens wna relasions

0=k=p—1.

Inoltrs & ehiaro che il valore di & & indipendente dalla soelta dei 2p sistemi
di poriodi primitivi, ciok & fnvariante di fronte alle trasformazioni lineari unimo-
dulari. cseyuite sui poriodi, ed & indipendente da ogni sestituzions linoars eseguits
i quindi % & un vers e proprio aarateers della fonvione

ta

sulle variabili w,,w,
abeliana sonsiderata,
4/ 0 T4 Ao L allcna-(n oo i Ak e gl i st
In funsione étesss si dirk & volte singolare. In ogni caso, poi, & si dirk it suo
indice di siugolarita.
58, Adesso Sk f{uy , s oy 85) 1m0 fomrione abolisns con 1 indice di singols-
cith & appartenents alla tabolla (I).
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In relazione alla (I), imaginiamo introdotti: lo spazio = a 2p — 1 dimensioni,
gli spazi = e 7 e il sistema lineare  dei complessi lineari aventi in v e 7 due
spazi totali. Poi, per maggiore comodity di rappresentazione, riferiamo omografica-
mente alla totalitd dei punti di uno spazio lineare S a p(2p — 1) — 1 dimensioni
la totalitd di tutti i complessi lineari di 3, fissando in S un sistema di coordinate
proiettive omogenee e facendo corrispondere al complesso lineare di =, avente per
equazione

l..:2p
z Ay, Ty Y g == 0,

r,s
il punto di S che ha per coordinate i coofficienti 4, di questa equazione, per cui
r<s.

Allora, entro § si avra un'ipersuperficie F dell'ordine p, rispondente all’insieme
dei complessi lineari singolari di 3, e uno spazio lineare a »* — 1 dimensioni,
rispondente al sistema 4, sul quale F segnerd un'ipersuperficie dell'ordine p. Eyi-
dentemente si pud supporre che quest'ultimo spazio e la relativa ipersuperficie siano
lo spazio 2’ e 1'ipersuperficie F introdotti nelle pagine precedenti.

Infine; enfro 3’ si avrd uno spazio lineare u della dimensione %, che rappre-
senterd coi suoi punti il sistema dei complessi lineari di 4 determinato dai 41

‘complessi lineari indipendenti di =, rispondenti a %41 relazioni di Riemanny

indipendenti, a cui soddisfanno gli elementi della (I).

Com’ & chiaro, lo spazio w ¢ rasionale e contiene dei punti interni alla prima
falda di F.

Ebbene, la consideraziene ¢ invertibile: e vale, quindi, il seguente

TEOREMA FONDAMENTALE. — Condizione nécessaria e sujfficiente perché la
tabslla (1) sia la labella dei periodi di una funsione abeliana a p variabili inds-
pendenti con U'indice di singolarita k&, é che, introdotti per essa gli spazi =.,8,3!
¢ Uipersuperficie FV, 3' contenga un Sy rasionale u ¢ nessun altro punio rasionale
all'infuors di quelli di p, e che w contenga qualche punto interno alla prima
falda di FV.

E infatti, poiché p @ razionale, o si riduce a un punto razionale se =0, o
contiene un insieme di punti razionali dovunque denso; e quindi, se & contiene punti
interni alla prima falda di FV, contiene anche punti razionali interni ad essa. Allora
la verithd di questo teorema & subito provata dalla proposizione del n>56 e dalle
definizioni del n. 57.

59. Il teorema del n. prec. generalizza nel modo pit ampio il teorema del
sig. HoMBERT per il caso delle funzioni iperellittiche semplicemente regolari, quando
8i riguardi quest'nltimo come un criterio per decidere dell’esistenza o meno di una
tal funzione appartenente a una fabella assegnata: e sembra sucettibile di appli-
cazioni importanti. -

Infatti, se teniamo le notazioni precedenti e supponiamo soddisfatte le condi-
zioni di esistenza, 1'ipersuperficie F' (o, cid che fa lo stesso, la F%) segna su p
un’ ipersuperficie reale M con punti reali, rappresentabile in S, uel sistema fissato
di coordinate, con equazioni a coefficienti razionali, e dotata di due falde di cui una



AL

& atta o 4 veali iy in due regioni. Le particolarita
;h'm'a.fh'yn MO 5 tradurranno allora i particolarite analitiche dsl corpo di
ahaliane appartencate alla tabella (1).

e ol s o prepiniii 53 fa e ess i i 8T iU
questa ossorvazione una ntile guids per Ia elassificazions dells varietd slgebricke di
irvegolarith suparficiale assegmata con sistemi regolari di integrali semplici di prima.
specie riduetbili,

60, Abbias}, fufine, uns funsione abeliana semplisemente. (viod, i volta) sin-
artonante a una tabella cho possiamo suppora coineidente eon la tabella (I);
i coeffcient di due rolazioni distinte di Rigsanx che no

iders 1o tolalith dei pun

golara, a
& slano 1o o7, 8 1o o
leghino i periodi

Lo pfafians del determinsnte emisimmetrico |4ef,, oe A o j sono
due indeterminate, & un polinomiv omogeneo di grado p in 4 e g, che possiamo
indieare con

Agdp A A e,

To questo, & & Ay sono gli plaffiant dei detormivanti emisimmatrici ||
gl altrl eosileionti sono o degli fnvariantd simultavet dello forme bilines

Lap
T etamg 0

Ebbane, grasie alla propriet 8) dolla F{ enunciata nel teorema del u. 81, si
ha subito ¢ho ()
L equasione
(30) A2 L M A o AP 0,

di grado p el rapporto ; ha tutte lo sue radici reali; o, di queste, due almeno
sano distinte (%),

T distinzions, cho, in base & questo enunciato, vione stabilita fra due delle
radiel dell'equazions (80) o lo rimanenti, b gid earatterizzata, in mods geometrico,
dalle considerasioni delle pagine precedenti; ercdiamo inutile trattonerci a darve ad
wesa uoa vaste analitica.

Ossorvaremo, pintiosto, che, ove si ricordi 1'identith (14) & si tengano presenti
le forme Hermitiane rispondeti alle nostre due relazioni di Rizwmass nel senso
chiarits nol § 1, in quest'ultimo teorems si trova contenute, con uns muggiors de-
terminazione, un teorema moto della teorin di queste forme; che rests, quindi, sta-
Dilito, anehs per via geomotrica.

(%) O, par ua sagionmenta analoge, s Mot siata i
() Qs
non averamo st

o funadani {perollittiche singolari,
sorema, appAriace ewtnciato in foma incomplota nella Nota eftnta in V. Allora
ito-In parta 8) del. tecrwmn dal . 31 nlers completa ttaals ) asl, mn
o, sl [ o per L onso p== 4, el face

alls




