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discorso, mediante sostituzioni lineari di tipo tale da non fa perdere, attraverso ad
essg, l'aventus lita — trasformare il sistema di equazioni differenziali della
prima approssimazione in un sistemn o coeflieienti ¢

11 Liarousory ha trattato anche i1 easo pilt genorale, fn cul § coefficienti delle
ni difforeuziali siano funzioni qualsiasi (') del tempo, 1o quali non oltrepas-
sino. ma, in valore assaluto, cecti limitl. Sotto ootesta ipotesi generalo, egli per
a stabilire corlo proposiziond, fra 1s quall, pord; alotne richicdono pura 1a. conossenza
dei sogni doi cos) doiti pumari caratteristici, conossenza dificile, in generale, ad
aversi.

Come ho dstto piit sopra, I tearis delle equazioni fntegeali del Vourenma pud
whilments adattarsi anche al problema generalo della stabilith del movimento, por-
udo di operars direttament sul eoeficienti dalla equszioni differensiali, Por
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CAPITOLO 1.

Le definizioni di moto stabile e di moto instabile.

Uns prima nozione di stabilitd, nei riguardi del movimento, fu introdotta da
Larrack. A lord Kervrs spesta il merito di svere posto in luce 1'importanza che,
nella fision, hanno lo questioni relative alla stabilith del movimento. Nel celebra
Trsatiss of Natwral Philosophy ¢ afformn (') « thero is scarcely any question in
dynamies moro important for Natural Philosophy than the stability or instability
of motion ».

Una critica sulle nozioni di moto stabile ¢ di moto instabile trovasi nel libro
di Kreiy e Souumrrerd Die Theorie des Kreisels (*). Noi adotteremo la defini-
zione data dal Liarouxorr.

8i consideri un sisternn materiale olonomo con & gradi di liberth. Siano

G ey e s G

k parmelri oho individuano la. pos
ponga

one dl sistemn stesso ol tempo £, o si

90
pi=" i
8i supponga, poi, che

(1y =0 (£
sis una soluzions particolars delle equazioni dinamiche, ¢ 'intenda che lo. gy sisno
funzioni reali della variabile reale ¢, esistenti in qualonque campo della ¢ medesima.
A cotesta soluzione particolare corrisponderh un certo movimento del nostro sistema.
Ora siano s, valori ohe, in un mote qualanque, rispettivamente assiumono lo
quantith g & g} in corispondensa dell'istante f. B si pooga

|a=hty « de=filb)+4

| (F=1,2,0 ).

k)

Al sistama, delle costanti &, «f, costanti chie varranno dette perfurbasiont, vorri-
sponderk un mevimento perturbao rispoito ol movimente individuate dalle (1). Al
mota individuaio dalle (1) verrd abtribuile il nome di mato mon perturbals.

Ore, Qi Qs sisno  funzioni, reali ¢ continue, delle quantith gy, 7
F=1,8 #). In eorrispondenza del moto non perturbate, csse verranno desi-

*

() Tuasiso sud Tarv, Treatine of Natural Philosophy, ast. 948, vol. 1, pag. 416
() Pag. 042
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CAPITOLO IT.
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CAPITOLO IV.

Ricerca di un primo eriterio di stabilit.

§i. ponga’ (dapprima, nataralmonte, i modo formale)
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i
sistomi. di. oquazioni differonziali :

,"—‘ == pu 2l o Pl = - Pl

4 P Pl oo o B
(4==1,2,..,8) , (m>1).

Le B saranno fungiont intore, razionali, dalls 2% (u<m).
11 sistema

+ootpad (=1,

dicesi sistema della prima approssimasiane.
T sistemi &1 equasioni difforonsialt testd considerati, verranna soeho seritti

@ i T < P - - o P - B

(=1,3,.8) , (m=1),
intendando RYM = 0.
Cib promesso, ocsorre richismare che, data 1'equazione integralo
:
0= [ 1 D dem gt
 metodi del Vorrenns porgono
el =gl + [} @t 0 () s,

o
dove

'=7§""M"U'

ossondo

Alr =[(=.0) , file,0)

HiEw) fils, Hdu ...,

(v, )= [’nu.xmm,uamm

Ootesti metodi, qualora s abbia il sistema di’ oquusioni integrali

=3, |Ilrﬁ.(t.r}y.hJu‘r,w,;n(l]
\ —}‘_‘ I:r. (v 1) ix) dr = (1)

(%' 1) wi(e) dv = ga(8)
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porgone (1)
s =00+ F [l 0otds, @=1,2,000
dove
gulr, )= _?_" 1204
essendo

LRty m=fule ) £ 1) =

e diy
=5, [ e .

Ora, dai sistemi di equaionl dioranziali (4), otteniama, avidentsmenta, § sistorai
i equazioni integrali soguenti

A A o it i ), g1
f:.c, (1) = +u[w. R™de 4 _2_._];;..‘[:)%. () dv
{ (6=1,2).c8) & (m=1),
dove 1o a{™ sono costanti, lo quali rappresentano, evidentemente, i valori defle =™
por ¢ mm d,. Assumisromo nulle 1o i por m>> 1. Lo o rapprosentoranso { valorl

dlle z, per ¢=9,.
Parremo, por brevita,

H™(0)

A
Jy B de.
.
Aveemo duvqus dn eonsidrars 1 sistansl

§ =3 [ pute) e de = o+ 570

(=1,2,.,0) , (m=1).

Mediante applicazione dei suddetti metodi del Vourznra, otteniamo intants

() =+ 3o [ ute ) de ) 4

| + 3 [l pate 0 0 e
(=18, m),

dove

pale D=3 ur0le 1),

() Vourmans, Resd R Accad, dol Lincel, 1° samestrs 1600,
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olomorfe, per ipotesi, rispetto alla ; , & s oy a finchd

1) K o] = Ay ey 2] = A
verramno, qui appresso, considerate nel campo

o | <A |m| <A
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V'unifd (indipendenti daghi apici my , My, ey )i @ dovo, ineltre, [Pmismes

rappresenta il valore nssolubo di Bimm
In virth delle rostrizioni poste nei riguardi dells g, aveemo, por 2= ¢ = b,

Pe s 0 <aple)
‘p“"(r 01< wlplr)

| g, f}l (u*ﬂ:)

Quindi, per 2= v == 6,, avramo

pate 01 < 25,

faneado prescat che @ b positira o nforior all itk Ors, oservindo 1 (5) o do-
sigonado e o uns costante positiva superiors ai moduli delle of’ (s=1,3,...,8),

avremo

i i"“"; [;‘,Jc.)ax+rlfn’|="«'dz+ " Remvgle) e

(=102 yd) , (m21),

. o dove R rappresonta old
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B
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intervallo (85.4), o, al posto delle Pi™™
oho figurano nalle disegnaglinnze (6), Con H' abbismo pei desiguato cib cle di-
wiene, corrispondentemento, ciasenna delle HP™ (§=1,2, .. )
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Potremo sorivers

e
e @ T T=m s, P b

, (m=1),

dove b manifesto 11 significato di B, Inoltre, poiohi

RO ¥ = 1 RJ" j 5

i,

o poichd, avendosi 1< 6y =t ¢ k>>1, resulta

(8
svroma
Bm (#>8).
Siechd, osservando cho.
a> ”JE.' plryde,
potremo anche serivers
A< e,
v
REROIES
! E=1,2,..8)
Ciod
| labl<
e B m>1),
}\_'.1 ‘<(17«>(& _“m' (m > 1)
[ =120,

giaeehd R & jdenticamente nulla, ed o™ =0 peor m > 1.

Cib promsss, s asseri b, posend Lo quantith e—f— nlle X,,
ol post dal sosticiantl Pireomsi= m, o1 ingloind deh tormini di grads: suporioro ol
primo, che fgurano nalls X, modesicns, divsrranno idontiel slls seiloppo &

aq 1




e
8i vede, cos), cha I rapprosontera 1 insieme dei tormini dell'm*2 ordine nella
sviluppo di

e
T=i—=aG—1)"

ST R
A4 A5

Siochd, poncndo

© eonsiderando, fra lo radici dell'equazions

el

quella che i anmulls per a— 0. svremo che lo svilappo dells radico stessa, secondo
T potenta fnfere o positive di a, rappresonterd 1a sorio

(8 290 e g

Cotesta. sorio sard, dungue, certamento convergente qualors  sia inforiore al pib
plocslo del moduli (che indisheremo eon o) dei valori di & pet 1 quali Y'equasione (7)
ha radicl multple. La sorfa (8) rappresents ina maggloranto rispetto alle serie

® 2y 2 ol 2 (=12 ucnk

No zesulta chie, per o <o (smm1,2, ..., ), le serie (3) saranno cortsmente
convergenti assolutaments (intendondo ¢ = 8,). Tnoltre, come & facile il veders, per
& <, § moduli dalle , date dalle (9) sono ioferisri ad A. Quindi, introducends
1o sario (9) nello fnziont X, potremo (intendendo, naturalments, |af"| < o) mappre-
sentara lo funzloni X, medesime mediants sorie ordinate secondo lo potenzo intero
o positive dolle . Potremo, dunque, scrivers

| Xe=piz +pads+- -+ pmwa+ B+ BY -
J (=2, 8).

E, tenendo presnti 1o (8], avramo

o A g da
10) o T T

Ora, si ossorvi ehe, in virth delle condizioni che ho puste nei rignardi delle pq,
le pu samanno necessariamente fansioni limitate di £ por £==08,. Tnfatti, tenendo
eoweiky 614

w)nfytrq du ®=r=i)

subito si veds cho Ia funzions won msgativa p(t) non pud essere non limitats nel

e
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campo della ¢ (a destra won Nialtats) el quale (= 8, o, quindi, wicke 1o paft)
saranno limitate nello stesso campo: ciod esisterh up numero finite M tale ohe

Palt) <M {
Allom, osservando le (3), arremo che
mMa L (n Mzt 4 R)
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Dangie asremo she, nel ounpo in discorso, le serio >, #{™ sono seluzioni

dalla (2); intondendo che lo 2™ slano date dalle (5), ove i =0 per m>1; ol
intandends, noltre, nelle (5) medesime,
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CAPITOLO V.

i ‘l‘i stabiliti.

che

o dha In sorla doi socondi membri di coteste: diseguglinnze (I quale dipende da a)
W i

assegnati, piceoll n piscere, m numeri L, posi

per {utdi 4 valori di .0 superiovi & %e. Dunque, in virth delle restricioni poste,
il motn non perturbuto sard eariamente stabile.

Le restrizioni imposte alle funzioni contione P no fatto resultare limitate
o funziont gy (r. f) (nuclei risolvent) nol eampo Hlimitato ¢.= v == B, &, ioltre
haano fatto rosultare stabilo la: soluzions non perturbata relativa al sistema dolls
prims approssimazione, oiok &l sistema

dat i 0
L It
|

(em=1.2,0007)

Lo vestrigioni, poi, imposts alle funzioni continus Bym=nms), mnite o qualla
relatixs ullo py od all'altra relativa allo Ay, As s A, huono fatta rosultato st
bils i1 moto non porturbato relativo al sistem (2). Ora, seuzs spocifiears rostizio
atts & far vosultars, in pari tempo, limitute le gu(s ,£) @ stabile Ta soluzione non
porturhata rolativa al sistema dolla prima approssimasione, veniamo a mostrare cho:
qualorn 18 g(z, 8) sian fuzoni limitato nel eampo ilimitate £= ¢ = 0, o, olire
3 ci, 1a soluziona non parturbata rolativa al sistema della prima approssimasione
sia stabile, sard. cectamonto stabile anche il moto non perturbato relutivo ol sistema
(2), forme restando sia le restizioni posta noi rignardi delle Pymeme-=al gin Ia re-
strizione rolativa alle A,, A, A,. Tafatti, tenendo presente che

(12) S (" gu(r . oyds,

(1) e -

avromo ¢he, qualora I soluzione non porturbats, relativa al sistema dells prima
approssimazions, sig stabile, sard certament

l<d,




i
1Y ¢ =0, essendd o uma costante superiore ai moduli delle 4" (smm1, 2, ., 5):
Tnoltse, esseado, pec ipotesi, 1o (e, ) funzioni limitate mel eampo illimitato
t=¢=d,, avromo, nel campo in discorso,

Igals, 0| <g,
dosignands g una carts costante. Sisohi, tanendo prosentl 1o (5), ool siguifioato doi
simboli oha vi compaiono, surh, per m > 1,
1o (0] < Am(e) -1 2y E‘me\.'-m
! 4

(Bem1,2,,m) , (M>1).

Quindi, tenendo presenti 1o restrizioni posts nei riguardi delle Pimirsma o
In resizitione telativa alle Ay, 4, .., Ay, avromo, mediante nn mgionamento unn-
1oz & quello usale nol proccdente paragrafo, che il nostro movimenta mon pertur-
bato sarh certaments stabile.

La postra. teoria permotds, inoltre, di assegoare immediatamente le condizioni
ohd I soluzione non perturbata relatioa ad ws sistema
fatti, qualora il sistems dato, eiod il sistems (2) sia un sistemu
lingare, esso coinoide col sistems ohe, nel easo gonorals, veniva déenominato sistema
della prims spprossimaione. Avrenio, allors, che lo &, saranno date dalls (12).
Dunque, affinehi s soluzions non perturbata relativa ad un sistema lineare sia

=

. Y e
stabile, & neoessurio o suficlente che le funzioni L urfs , () dv siano limitate nel

eampo illimitate £ = 8,. 5i no widentalmente, ohe, nel easo di un sistoma lineare,
Ia stabilith di nna soluzione frae seco, come resulta subito dalle (12), la stabilith
delle altro solazioni del sistemn linears stesso.

Vengo, ioflne, ad assegnare, wel caso generale, un criterio, il quale si presenta
come motevols per la eircostanza ch'esso assicura la stabilitd del moviments non
perturbato atteaverso lo studio di un eerto sistemn finsars. Forma rostando la restri-
zione relativa alle A, A, intenderd soltanto, mei rignardi delle fanzioni
continue Pi®-=e-—=u! ¢he lo funzioni stesse soddisfine alle condizioni che mi aceingo
4 specificare. Poiché abbiame smmesso cho, por w2 {5, Jo

DI ) g e
sinng, delle: i , &y yn, oy, Almeno in un corto intorno dell'origine, fonsioni olo-
morfe, si bu, por un moto teorema.

Bl 0

dove M, rappresenta una certa fonzione, indipendente dagli apici my, ., My .
Noi; qui, porremno la resteisions che esista tua costante ¢ tale clie, per =6, ,
si abbia

(13)




=i
La vestrisiono in diseorso (sia detto incidentalments) fu posta anche dal Lra
wousory nella sun riceres, Sur wn cas général d'équations différenticlles dy mow-
vement froubid ('). La (18) sussisterd certamente qualors la M, siano limitats nel
campo illimitato = == 0,.
Cid promenso, i ponga

fau(e)=glr) e,

) (6=1,3, 1)

(r=48,)

dove g(x) sia fanzione (derivabile) limitsta nel campo illimitato s 2= 4, ¢ tale,
inoltre, che, nell'interno del campo medesimo (ciok al finito) non si anuulli e che,
in esso cumpo, si nbbin

(18) ¢lr)l
dove % rappresonta una costante superiore all’ unith.

11 sistemn dato, ciod il sistema (2), verrd seritto

 #3i+ ¥W=glputi +Pegs+ " +Puya) +
\
, . 3 gyt By

{ (=12 A

dovo 1a sommatoria va estess & tutti gli aplci non nogativi my s .., m, soddis-
facenti alla condizione

Myt > 1

Siech, risolubo rigpotto alle derivato gi, il sistema in discorso verrd seritto

e

dove
Qe e

Ora, abbiamo che, per r =
nei secondi membri delle (16),

T s

1
X g ymsmisn
oY

8000, 46110 g3 s sy iny Timeioni olomorfe par

4 lgal=4, o)

(') Memoria eftata, pag; 243,




cind per

{e=1

E poichs, poc ipotesi, ciasouna della &, non & inforiore (uel consideralo compo
della v) ad unn carta costante positiva e, inoltre, Ia g 3, nel medesime campo,
limitats, results cho esisterk uns costante positiva (che indicherd
con ) tale che per

una funzl

|y (F=1,2,.,1)

ho figurano molle (16) sa
Yol e, intanto, noi rig
bei delle (10 soddisfatta la condi
Nei vignardi, poi; dells Qi

o precedente, alle Py

i aseundi- membri, o, per v 2= f, fomioni olomorfs

ndi

mo dei so

avremo

Orn (senza togliers nulla slla nostra trtlations) possiamo intendore, como gid
abbinmo intesa nel paragrafo procadente, 8, 2> 1. Quindi avramo

= (1),

6, présente i significato ¢

Ay

altri

tenendo prosento ohe = = 0, ¢ tenendo,

simboli,

e

Dunque, in visth delle (18), avremo

eome volevas! dimostrare,
Ora, s consideri il sistema lineare

an

avendo posto




AT
o &i costruiseano, relativaments al sistema (17), le funioni analoghe alle g(v,f)
(che indicherd con 7,) elod 5 ponga

ale s u=\”"“(= 0,
essendo

g ) = gulr) 5 gz, ) ‘“’,r;«(:}_[ gl ity

B prase {21 1)7 - gelT) fq:’(u fdu,...

In virth di quante bo precedentemente dimostrato, e tenendo, inoltre, presenti
1o (14) resulta ohe: gualora le ya(x,!) tano funsioni limitate nel campo illi-
mitalo == v 3= 8, ed, oltre a cib, la solusions non periurbata relativa ol sistema
lingare

diy
:l =gt tu b e

l .;V,

BTk LW e ol T T e o

ot Qe fan g

sia stabile, sard certamente stabile anche il mots won perturbaio relative al
sistema (2). ferme restando la restrisions relativa alle A, ¢ la restrisions (13).
Infatti, per quante ho procedentemento stabilit, sarh, allora, stabile ln soluzions
non perturbate relativa al sistoma (16), o quindi, tonendo presents che, nella (14),
In g(v) & funsione limitata nel eampo illimitato © = 6,, avremo, allors, ohe sark
stabile ancho il nostro moto non perturbato.

Quest: ultimo criterio, come si vede, riconduce lo studio dol sistema (2) allo
stadio dol sistema (17), il quale & un sistema [ingare. Cosh. per esempio, se prendiamo
glr)=e7,
avramo che il eriterio tostd trovato ricanduee 1o studio del sistama (2) allo studio

del. sistema soguents

R e T Sy
|

! -“—=,Bny-+t‘ FEuw) et P

""——m.y. +Endit o (L pd B

diod allo studio dells (e ,¢) corrispondenti.
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