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Le congruenze rettilinee infinite volte di rotolamento
@ le superficie di Peterson.

Memoria di LUIGI BIANCHI

PREFAZIONE

Le ricorcho esposte mel presents lavoro forndno uoh continuazions di quelly
fondamentali sulle congruenzs i rotolamento, da me pubblicate nellanne scorso ().

80 51 fu rotolare uns superfisie S, (superfisie rotolante) sopra won qualuigne
sy wnparlicio applicabile S (suporficis d'appoggio), unn retta - invariabilmenta legate
alla rofolsnto S, (retta satellite) geners una eongruenza ohe diciama df ratolamento.
Lo congraense di rotolamento sono. congruente rettilines del titta speciali, con svi-
lappabili sempro reali; esse godono dells proprietd caratéeristion (*) che, per vgui
raggio, i fuochi ed i piani focali serbano inalterata lo loro poskeioni, quando si Hotte
eominque Ia suporiicia d'appoggio 8, di cui ogai piano tangente & immaging trospor-
taro seeo invariabilmente il corrispondente raggio della congruenta. Tn ogni congruenze
di sotolaments wn primo foco sul raggio = & il punto F, ove r incontra il piang
tangenta corrispondente dolla superficie § d'appoizgio, ¢ l'altro fuses Fy & il piede
dells perpondicolare abbagsate su r dal punto di contatto. Dieemo prima falda
foealo 8, quella Iuoge di Fy, ¢ geconda falda 8, quella deseritta da F,. Data uns
congruensa rottilines, a sviluppabill reali o distinte, si riconosos so essa & uns con
groonza di rotolaments, risoreando s6 & possibile seegliere sopra cinsenna delle nor-
mali di wna dallo dus falde focali un ponto M, talo che I3 superficie S, lnogo di M,
abbis in M un piano tangente cho passi per Is mormale eorrispondonte dell'slirs
falda. Allora quésta superficio § di In superfiole d'appoggio per Ia cercata genern-
zlong dells cougrusnza proposta come congruenzs di rotolsmento, o In superficie
rotolante 8 ne risulta perfettamonte individusta.

In generale una congroenia di rotolaments ammette, come tale, una sola gene-
razione: ciod la coppia di superfioie applicabili (8, , 8) ¢ lu retta satellita son0 indi-

) Sells conruanze vetilinae di rololomente, Reoli

tame 59°, T froquent] riehlami a questa Mem
() Vod. a mia Neta: Sopra ung proprictd caratteri
rotolaments, Romdiconti dells . Accadimis del Lincel, vol

ntl del Gircolo matemsstico di Palerma,
o seguati eon ().

o delle congruense rttilines di
XXIV, seduts 8 gennaio 1915,
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viduato. Ma esistons classi di congruenss infinite valte di rololamento, fra lo qualy
notarole & il caso dalle congrusme psandosferiche. Ora gui risolviamo il problema
di trovare tutts le congruenze rotilinee infinite volte di rotolaments (%
e olire le congruense prendosferiche, esiste un'aliva sola elasss di congruenss
ratlitines. infinile volta di rofalamenta, o sono quslle dafs dalle tangenti alls lines
di carvatura plana di wne gualungue superfists di Joscwustnar (*). Per bravith,
qiesto 4i diranno eongrusase di JolCHISTHAL.

La doseea dolla ) generaslont i uss songruenza, di JoacHiMsTHAL, toms
enia di rotolimento, ports u metters le superficlo di JoacmusTiaL in rels-
altra classe di superficio ripetutamente incontrato in (M) nella risolo-
ni di rotolamento, supecfieis o oui ora dismo il nome di- superfoie &f
por primo, ne pose il rilisvo 1o proprietd
Le superficie di PaTiEoN sono caratteriszate dalla proprietd di posse-
\ dopyio sistema. confugato (dhe &, anal, isotermo-coniugato) di Jince piann
posto 1 uoe'in piani per una reta fiss (cho s dird Vasse dolla superfioic) o altee
nei pinnd perpendieolari all'asse. Ognl superficie di Prrerson & applicabile sopra oot
superticis della stdssn specie coassiali, in guisa ehe il detta sistema eoniugato si
coustxra conigate nlls deformaione.

Nella generazione dello congrnenze di JoAcRIMETHAL eome congruenss di roto-
larnento mm.mnmnn appunto o superfl di Prrason.secando il teorea segucnte:

& fa votolare wnz wperficic di Prrensox sopra un'altra superficie di
Prrswson applisabile, Uasse desorive wna congruensa i JoucnNsTsL; viceversa,
ogni eangrusnsa di JoAowuesTiAL ammalte o tali generasioni come congruenia
df rotplamenta,

Ma 1o suporfieis i Persnson gotono aneha di un'altra propriets, piis gene:
valativa alls congruenze generate dal lora asse quando & fanno rotolare sopra tna
qualungue superlolo spplicabile 8. Allors ai sistemi coningati dela supeificle §
o carrisponduno sempro § slatemi eontugati della prima falda focale 8,
proprietd & carattocisticn per lo supacficia di PrreasoN.

1o della ricerca oi porta n considerars superfiols special di PrrERsox
cis risolrono duo problemi di rotolumento, nel quali, cangiando comunque 1a supy
fiels d'uppoggie, una dolle due fulde focali rimane sempre una suporficie o eurvatura
castante. Le soluzioni dol probloma sano sempro superfisie di PETERSON, eho risul-
tano applionbili sopra quadriche rotonda (eali od fmmaginarie) se la detta falda
foealo & I weoonds 843 o sono fovoce applieabili sopra quadriche fmmaginarie tan-
gonti all'assoluto, nel caso cho I proprieth in discorso appartenga alls prima falds
focala.

sions o
sione di piobl
Prreasoy per ricodare il goometes rigso of

fondamants
dete

1) T (1) § 17, 1 pra
{2) Ricordiamu. sl xi &

ligee di corvatura n pis

tracolate sopra fere cha ta

b stata rsolato per congements normali.
o wuperfia i Joscericat, quello ehe Basno un wisiems di
ot us.retta faaa allors Jo lines dl enrrators dellaltro sistema sono
isno artegonimente In superseia (ved, Lasianf, ol T1, § 320

o troviamo -
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§ L

Formole preliminari,

Nelle congruenze vettilines infinito volte di rotolaments, di oui of proponiamo
Ia rdeerea, lo sviluppabili, oltra che' reali, sono anche eartamente disti
potemo sorvirg dalle formole generali por lo oongruenze rifurits all’inm:
tioa. (i, o) delle sviluppsbili ( Zestol
ricordare.

Indichiamo eon

o (), e o
0 e
, vol. T, 8§ 147-140), formole che conviens

(0} de* == Bt 4 2§/ EG cos 20 d do -+ G dp
il quadrato dell'slemento liveare sferico rappres

B Vi Z) o (Xa, Yas ) o CC

ative, o eon

T

i coneni di diresiono dol triedro privcipale formato dalle dus diresioni dolle bisst-
triei dell'nogolo Ses delle lioee sferiche (v, v) o dalla normalo alla sforsy eb
Ia dircaiono dol raggio (o) dolla songruenza. Per lo derivato rapports ad
di questi nove cosonf, sussistono allorn le formolo fondamentali:

ha

¥

3%
=

[

!

dove lp quantits A, B hanne
e B

s h=224 [/;f.nsnzu

H 13=:;:+ l/g,m: %,

= — A%, — {EsenaX, =A%, — |/E sma wX,,

VE(sen wX; + cos 0X,)

= BEtyFeneks , Tle—BX — T ek,

= /G (— sen X, 4 cos wX,) ,

valori

(8)

fiouments quells gonerate dall'sse di w
1a eongruenza & formats dalle
Bola focalo 2, of ha unn sals suparlichs 4




— 460 —

avendo indicate, por brevitd, con &, F i valori

L R
W Lol B R
dei due simboli 1121 121 41 Cunisrorser, por Velomenta lneare sferico (1). 1
i due sl {124, 18 d Consorea, por Velomota aeace sterios (1. To

seguito couvorrd ricordare che fra Is dus qusntith A, B, definite dalls (3), sussiete

1s relazione

34
5)
! w0
% consideri orn uma eongruenza rettilinen qualungue, che abbia le linee sfe-
viche (4 ) eome immagini delle sviluppabili, o si indichi con 2¢ In distamza focals.
o soddisfare ally soguento equasions & derivate parziali del seeando

8i sa che ¢
dine:

o },’ +m..2m1fﬁ]or

£

o, vieeverss, ad ogai ssluzione ¢ i quasta squazions sorrisponds’ waa sols. congruenza
adrature, eome segue. Dotbe =,y # 1e
, quests sono determinate dalle fornisls:

della speela cichicsta, o s ottiane por
ooordinate del. puato madio sul ruggio (v,

o f/Elsin oF: ‘,.w...,x.;+{§;+2.n)x=

(6)
B ek e

[ 22 g6~ s eosok — (3 2se)

Per 1o coordinale » 2y, iy £y § @, 4y ods o d6i rispettivi fuochi Fy Py, i

hamno le formole

ook o p=ytels . a=iteh
w—eX o gp=y—eha 8 —gl

dalle quali, derivando, risultano lo sltre:

- T:_H;e)x, ‘)%..zg 1@ {— sen X, +- 008 wXy) — 2agXs

= — 2o |/E (460 wX, - cos oX,) + 24X,

_z(;SJrac)x,& eon.

3
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fulda-focalo 8, luogo di Fi, o con £xyme, o gl amaloght per 1n seconds falda
foeale 8;, abbismo le formola:
{ &1 == 008 wX, - sen Xy

@ | & = 03 wX; — son wXs |

da eui per derirarione rapporto ad v,

| 2. 1"5 s Za(sen wX, — 03 Xe) — ¥F sou 20X,
(10) "
“f” :(s 2 1/ E peen ) (—son o, - e wX,)
(e ason z«) san wX; - 08 0Xs)
(10*) 5.

g4
Equazione di Riceati in T.

Suppongasi, ors, che la congruensa, Tndividuata dalls farmole sopra viportate.
¢ia inflnito volts di rololaments, Occorrs o basta, per quasto [(M)F § 15], ehe le
o* faceotla piane col cant disteibuiti sullo normalf di nng delle due falde foeali;
disismo di 8;, & col plani passanti per lo corrispondenti normali dell’alten falda 8,
possano ripartirsi il una. somplice infinitd di suporficie § , cisscuna dalle quali sard
allora superficio d'appoggio in nna delly cereste generazioni per rotolumento dalls
congraenia. Se diciamo ¥, % o coordinate di un pusts qualunqus reso sulls
normale in Fy alla 8, avrmo

{11) F=a+Th  F=n-+Tn  F=a 4T,

¢ il nestro probloms richieds cho si possa prenddre in quosto formole, per T. una
tale funziono di w0 ¢ di una costants arbitraria, oo, pee la suporicle 8 defin
dall (11), il piai tasgents in (¥,¥,3) psssi por Is normale in Fy olla seconds
falda focals ,. Questo condision! equivalgono all'ammullarsi dei duo determinanti
[red. (), § 18]:

k] 3= k) 2
T L e e
= : F—w . i—n|
e o &

Soorerd ot XL Serio 8, Toma XIX. #




ovvero, introducendovi § valori (11) di 7, 7,3, alle due s

i squazioni simnl-

tange
L W
i W + W
% 5 Ty 2T, .
% "
: P 3 e
ey Tov I T35 ‘
Belhomob = ek, Ta%T . To2eh|C
2
d & i e ] & |
Osservands 1o (8), (8), (10) , quests si traducons, subita nalle altre:
3 L
2 3en 20 21 =
/e T i ; i
[ /¥ amnamnge (B aormo s0n 2 —TYE mu+zl§+”)i
‘ Toosa ; Teono ; 2
— o8 o . D w ¥ 0

g wen

p]/ﬁ 1012 so e 2 Grons 1'(.;%' % & o .)m..«‘- 20/ F oot , — e |
Tostw . Taena |
—os e . #bw |

Sriluppando § dotorminnti dol seeondi membr, e risulta per T il seguents
sistoma differonials del tipo di Ricoatr [(M). § 18]:

{ :-i=a1’+‘/’r+r
12) 5
[ %}f:nwmﬂ'.

dove i coofficienti @, 8,¢c ; &' ', ¢ si calealano eollo formole

u..—ﬁ;+% . h-[/ﬁ-msh+ﬂ+ ﬁ;ﬂ B

/G .
o= L B=—am /g poite—od
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A queste possiamo dure un alteo aspetto, servendor delle identith

G (12}, Pl 11 3legyE
]/k‘““z'_(n* m[x}’ 0

Eiel
(18) Y
E _F 18}, (12) 1127 3oy
”+]/;"“‘2"*1.n~*¢z - z]" w
o dnlts, o0,
/B "

n,,l“;"?_ :
{14) -

o= — 301G eot e,

Condizioni @ integrabilith.
La nostra congroeman sard infinite volts di retalamento allora ed allora soltanto

che il sistema (12) sia d/0imitalamente integrabile, quando ciob siano varificata le
tre condiioni d ‘integrabilith:

Ls due prime, introdott

(15)

e la terza, avéndo rignardo & queste nltime, si riduee &

5 Vg yRE e
(15%) e =—21Ed csitm,

Ponisms quest ultima sotto un'altea forms, osservando che 1a (5), ¢ssendo 5};’—0,
diventa

— /EG sn 20,




B —
od ancho

w 25305

D'altra parte, per 1'identith (13), abbiamo

Mo (EE_ 3 e A o
EVET) iu[" 7 |/G "”’”"“] T |:"'+I/G

o dalla (1), esendo 2 =0,
w

=T =
wooh o % = — /BG.

re)/E

a 605 Zm]‘

. oW P
(16%) S ostug

onda la precadents si serire

o in fine, por Ia (10),

i oge | 4/
2 008 20 /G ""[Tf""]*ss

LR

)
7o
Coneludiamo quindi:

Ta songruonza sard infioite volte di rotolumento solo quands i verifichino
tnsfome 1o tr6 cquszioni 3

| Rt

(1

aloge 1 W
e T il
(ovvaro 1 tre analoghe, che si serivono seambiando u eon o).

Una prima
3 quella dllo congrucazo psendosferiche, essendo allors ¢ o @ costanti, Cosd arr
vismo al visullato"gih stabilito in (M) § 182 Opni congruensa prewdosferica 4 in-
finite vale (od in doppio mado) sua cougrusmsa di rotolamento.

Lo altro elassi &) congruonzo infinita volto di rotolamento, eo esistono, sf otfer-
ranno ricereando s 8i pud soddisfase alle (I1) semua cho ¢ e @ slano insleme
eostanti.
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§ 4

Necessita della condi:

In victh delle prime duo equazioni (II). sard ¢ uma funsione della sola u,
ed @ non funzione della seln v. Inoitre avreme, per lo teria,

Fdloge | ¢ /B dlog
“L d I'l & do

sicobd dovri aomullars} a ovvoro dovremo avere
dloge | 1 /B dlogtge
(@ e Bl =

Noi dimostriamo, dapprimu, che anehe in quest ultimo caso no conseguirebbe
@=0. Basondo cseluso il caso delie congrucnzo pseudosfuricle (¢ , » costanti), In (a)
non b voridearsi se non con @ ,m ambeodue variabili; a alors ne risults

con U funsione diu soltants, o V di v. Canglando i paramietri u, v possiaio fute
sanz'nlio .

U Vo

o resterd ancora disponibile, nei due parametri w, ¢, un fatore costante comune {ar-
bitrario), inoltre in ciaseuno di essi una ‘vostante additiva. Avendosi allora ¥
poniamo

a7 VE = G =,
assendo  une funione ieognits di w, o ed avremo
7 F = {/EG cos 20 = &™ o3 2w,
La eondislona (a)
dloge dlgige
[ iy

dimostra cha 1l valor comune dl due membri & una sostanto cho sl pud supporrs
=1, disponendo del fattor costante comune in 4, v. Di pi, disponsndo dalle co-
stanti additive, potremo prendors

e=g , fgu=rr,




ind!{

40 2am o

oo

Coi walori attuali dei eouff

¢, FPeme¥ighe , EG—F

dei simboli . @ di Curisrovrss sono dati da  (Lesioni, vol. I, pig, 92)

1, 20 . e

| o ot o 2 — senh v eosh p 2o

) :-.

(18) ¢ . 5
== gozh® v — — jenh p oosh v - .

|8 oot v == ub v oosh v ==

Ora la (16%) o I (16*) si traducono, por 1s funtio
sistema di equaioni del secondo ordin

oguita , el soguento

— e ighe
"
wk Vo ez
wr W W ocosh? v

fibilith di quests dus equasi
o Ta (A,) rapn

prosedends aan
to ad u, oib cbo dh

segua. In teorin genoralo, des

Yy
a9) e

2

2% ighv

pol. derivinme 1 (A,) rapports ad w, e, s
arrume

aendo 1a (A,) derivata rapporto & o,

Fu b2 W W,
- = o 264 tgh v = i
(20) W ety O T2 Y S

In fine doriviamo la (20) rispetto n v, 1a (19) rispetto ad u, o sotiraendo,

calls riguardo alle (A) stesse od alls (10), ne dodueiamo 1

ardine:

sione del primo

W

Lo
ah'e w8

bt
tgh v —-

L R
2 £




BT

L'annallarsi. del primo ports, per i (18), oh
ciato, mentre si eselude la possibi
avrabbe allor

0; come_ahbiamo entin-
th dell'annullarsi. del sacondo, come sogus. Si

7 i

cosh By
senh’ o oosh” o

Sostituends nolla (As) coll'sservare Ia (21), no vercebbe
']
W

1, oude

©: cid che contraddics alla (A,

Conoludiame adunguo: Se la congrusmsa
reltilinea ¢ infinite volte di rotolamenta, sansa essere preudosfarica, si ha weces-

=0 (»mm 'l

sariaments «

Le congruenze di Joachimsthal,
Resta ora da veders so caiste in effetto una classe di congruenze per la quali
&i abbia
a=0 , p=/(6) , w=gp),

sanzs cho siano Tnloms ¢ e costanti. Ma I¢ formola (8) o (10), casends om0,
diventano

‘fu- (”f!:+,g,) X "m0} G (— sen 0 Xy oo X,),
% I r
Sr=—1Eamy, , o son o X, - cas & Xy},

& 16 seguono le formols

PO e R de
W ¥ ten 2 {d_u+h)

22 _ eV
w o _de w
@

o+ £y Quests dimostrano, intanto, che sulla. superfisie
focale 8, s linen (¢, ) souo linee di ourvatnra, a Ia congrusoza b formata dalls
tanganti alle linoe b==cost. Ma, di pi, lo distanza fomale 2¢, che rapprasenta

colls analoghe per y,
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anehe il ragglo A eurratura geodetics delle w = cost sulla §; , 4 una fanzione della
sola #, ¢ pord ¢lascunn linen di curvadurn uwso0st ba costante In eurvatara geo-
detica, Da un mobo tesvsmn di Bawososr (vod. Lesioni, vol. LI, pag. 296) sgue
quindi Le fliss u—rvost sony tracoiats sopra sfere che tayiians orésgonalments
i super ficie, Ora. Vangolo 2w del plani forali, clod Vangolo d inclinazione del piano
oseulatore dalle o= cost sul piano tangente di S, & fonzione della sola v, o perb
eostante Tungo uon linea o= cosk.; dunquo le linee i curpatira o ost sono
piase. Queste proprietd doll S, dimosicano che essa & unn superficie di Joaomu-
t sono in piani per uns retta fiss (asse della snparficie),
ot wpra sfeco ortogonali alia superfiele 00f contrl sull'asse, Lo staseo
oonclusioni § traggons, del vesto, anche dalle formole (B;) @ (10y) relative alla se-
conda falda 8y, che si vede ridursi ad una retta.

consideriame s congruenza dolle tangenti alle linee di curvatara
ot di nnn qualungue euerfile di JoacHiusrAL, Sicoome o (. 0)
1a 8, 1o linoe i curvatura, lo formola del & 1 dimostrana cho i avd
we= 0, mentre g sark famvione di u, ol . di o; ondo, essondo soddisfutts Io con-
dizioni (1) % 8, In congruonza sk fnfutte volto di rotolamento.

Conclndismo adunquo che erfstons due sole olassi di congruenss retiiliues
fnfinite oolte di votalaments, ¢ soun: ) Lo congrusass peswdarforiche. §) le con-
gruense di Joxonwstaar. 8§ assarvl, in partionlace, che lo congruenze normali infi-
aite volt di ofolumento oo, f o ), quela dote mowali alla smptic cho hmae

renzs dei raggl prinoipali di o e fra 1o ), quelle delle tan-
gonti ai meridiani delle superficie di cobasions. Sekto altca forma, quosti nltimi sono
i risultati stessi ottenuti in (M) § 17,
guita dalla nostra. ricersa conduce & daterminars, por oinsouna congruenza
dolla elasss @) o ), le o' corcispondanti genarazioni come eoagmonto di rotola-
monto. Per lo primo il problema & gib stato risoluts in (M) § 16, o i & visto che
1n superficie o V'elicoida logaritmico, mentre por-superfioie dap-
yoggio pud prendersi qualungue deformata i questa elieoids.

Vedromo fra breve che, per le congrucnze ) di JoacmiMsTaaL, tants la super-
ficla rololante quanto Ix superficie d'nppoggio $ou0 wuparicls di PeTERsoN applica-
bili, Totanto esserviamo che in queste eongritonza la prima fulda focale i riduca
all'asse dolla: supoeficia di- Joacunestaan, 1 quale-di 1a ssconds falda focale.

jante b sqmp

§ 6.

Congruenze di rotolamento a direttrice rettilinea.

Lossarrasions suposiors of porta u consideraro in gensrale 1o congruemse sett
Tinse § eni raggi st appogglanc ad nna redta. Considerasioni geomstriche. soupliois-
sime servono a risonssoers che Qualunqua eongrugasa a diratirice vettitinea & ai-
mana due volts eangruensa di rotolamenis.
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E infatti sia r il raggio geserico del
fisea d, o nel piaho (£, r) prondiamo I'na o Valtra dello due bisettriei doll
golo di quests due rsts, por 1a quale conduciams il piano e neralo al piand (d, r).
Considirando la supectiio S furilippn i queats piano, & chseo cho 13 congroeara
ite v di 8,, 18 retta »
1a 8, sulla s simmotriea 8,
i Ju nostra congruenra; o d; d.

4 congrugnzn appoggiata slla direttrice

simmetrica dolla refts fissa o I
In retta o , satollite di S, d
ferminmo. analitican

que, o i fa 10to

i To i a stabilite, Considariamo
ona qualiingue songenensa coll'ssse O come diratirica rettilinea, eho sark uns dell
0 faldo fosali
rametriche ord

Prendiame sulla norn
teomd sarivere

oSt

clie & pad sempro determinare

(nlmeno in doe modi) T in fan; o di w.e. per modo cho In superficie
di M, sbbia in M no piaso tangente oha
eals ridotta all'nsso O,

Tuoga
prima falds fo-
olte) congruenza

sa por 1a n

., siechd 1a congruenza sard (ulmeno due v
di rotolamenta. ¥
1do le condizioni oui deve soddisfars T, sacondo 1a regolo fissate in (M)
amo she esse eonsiatono nollanonllarsi dei due det

A n T
pog TITEL e
P, o =T o]
v : 0
S0 il a1
P+t e tat1 , —Hy,
P+ s 0o v =Tt
v . —u 0

Sviluppando, si ha il sistema di Ricoarr

l\_:: =aP 4T 4o
(22)
| Zmam i ge

ool

no XIX 4
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cal seguonti valari pol. coeficenti

w0 g g — (e ol e —qu)
x 2 &

u(po—gu
a2

31 B 1 %) o — (- g} (s vi)
' 7 et

dore & 4 posts, por brev

(24) Q= (putgo)

La condizions d'integrabilith por la (22) porta alls relazions di sesondo grads
in T

(25) IS

coi seguonti valori di A, B, 0+

-+ BT+ C

L.
w

iy Rl
— g A=t BT thhed—2ut,

T w

2

{ [V

e

Nel easo nostro delle equaioni (22), se poniamo sucors

(26) 6 mm{ux - 06) [(1 -+ pY) = pyo] — (er -+ v3) [pgu (1 %) ],

troviamo per A B, 0 i valori
)

8

27) A T

T D
= o B=—mtpig . O=—('+

Ora dobbiamo distinguere il caso gesersle © == 0, dallaliro particolsce & =0,
# cass, @k 0. Tn quests caso, la (25) diventa

T —2{pu A g0) T — (4" o

od ba Lo due radiei

{7y = p o go 4 1

(28) |

Ty o= it A g —
fano alle equugioni differonziali- dol problema, come subita si ve
rifics. Ln congruenzn & dunque wlmono due volia congruemss di rotolam
sopra abbiamo riconpsointe geqmetricamente. L interprotasions. geomets
si ottiens osserrando cho, per 3w s — 1T, os60 forniseons i doa valari
(pst -+
fmmi—(puge) 12 .

che ambadus so

to, 0omo
el (28)

V3

\a
|

Ors, 2 —(pu 4 gv) @ Tordinata o] punts P.ova il pisno- tangente a X mel

punta M==(z, y, ) incontra Ia mentre {3 11 tratto MP 4
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prosn fen @ V'assa Oz, Possiamo, dopo eib, formulare I costruzions seguonte por
lo duy superficie d'appoggio:* S comluca in e punty geasrico M di 3 ia tan-
guite MP appoggiala i P allasse Oc. o sopra O of seprino i due punii By , Py
distanti da P della lunghesza MP delin tangeate; § due pinni normali {n P, , P
all'ases Oz incontrans fa normate in M a 3 in due puati M, . M,
te due superficia d'appagglo dercate.

Questaeostrnzlons equivale. come fasi
prinoipio del paragrafo.

2 qas, & Tn qiesth caso la (25)  idanticamento soddisfatta, o (22)
formano un sistema illimitatamonts integrabile, ® In congruanin b gui
volte di rotolamento.

Oib arvi po quando la superficie & un integrale dell'equazions a de-
rivate parciali del sscondo ordine

) (1 %) w = pgn) — (wr = 00) Cpgue 4= (1 - ) o] = 0.

questa exprinie appnnto olie 1o ssaiont fabto nolla supecficio eon piani per

deserivony

nents &i vede, all'slira formulats sl

o ade

Vasse Oz

sono linee di carvatura; essa & I'equazione a derivate

parsiall delle superficie di Joacuiustiat, aveuti per assu I'nsss Oz. Ritroriamo
conl. nuovamento il teorema: Le congruense di Joscuustust sone infisite volte di
ratolamento.

§

Le soperficie di Peterson.

Prins, i proceders alla ricarca dalle co! generasioni delle congrusnte di Joacust-
STHAL, como eongraenzy di rotslamento amo, 1o, proprietd fondamentali dells
auperficie di Peransox dalle quali essenzialmente dipondone. Considerando una su-
perficie qualuoque 8y, in wolazions ad una retta fissa r, ohiamorsmo, pec brovith,
profli meridiani dt Sy 1o soe sexioni coi pinui per 7, 8 dinse di Ko
i 8, n piani o arficie i Parersoy sono carattorizzate
proprieth ctie, rispatta 4 una conveniento rotla r (usse dolla snperficie), § proflf
meridiani e lo linea di livella formuao Siccome per qualunque
o le. linea n taogenti coningate d iy rispotto ad una. retta r,
rve di coutabto dei eoni cireasceltti dai | erflola (Kohwra)
o diro oho Lo suporicie di PerExson sono caratterizzats di questo: che
lo tangooti ai profili meridiani nei punki di una liaws di livello formauo un cono
ool vertion eall'nsso r

Alls superiioie di Pavanson appartengono in pacticolara lo superfisie conoid
retts, nolle quali i profili ui o lo linge di livells coincidono nelle ge:
teici (asintotiche); ma generalmonts, nel soguito, quests caso particolaro &' intendsrk
odoluso, Alla elasso di superlicie di Perraox appactangono pure manifestaments la

le sezioni

At

o

Ldi » alla
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auperfieiz di rofasions col loro sse, 8 anara le quadriche rispotto ad uno qualunque
dad loro tro assi.

8o si pronde I'ssse dello suporfioie di Peverson per asse O, si forma gubite
V'equusione & derivate parsiali del seeondo ordine caratteristica di queste suporficie.
Basts. invero esprimera oho § profili meridian

daidy—

di equazione differenziale

1Yy
som0 coniugati alle linee di livello

dzidy

soriveads ln corrispondenta eondizione

(rda - s dy) da - (s

tdy)dy =0
o si h. per la dotta equaziona dol seconds ordine
(mn glrz + sy) = plez +ty)

Liequazions in termini finiti delle

pil somplice, introducendo coordinate ell

perficie di Prransos si forma nel modo
driche ¢, 8,5 eol porre

050

esond.

Esoluso il enso delle conaidi vetto (asl quale # & funtione di 8), si possone
prendere, per variabili indipondenti, 8,3, ciod a linge coordinate sulla supericie i
profili meridian 1o di 8,2, La (III)

ollo,
s truduso, por ¢, nolla oquations s

o risul
te parziali

o s linea di |

¢ funzi

wo 1 | Wlge .
W gl ! i g

onde visulta: Beclusy la convidi ratts, Fequasions dolla pitc gensrals suporfioie di
¥ n eoordinate eilindrichs . 8,5, &i zerive

(29) ¢=%.8,

dana % & waa funsions (arbitraria) di 3. ¢ @ dwna funsions (arbitraria) dé 9.

Si vedo che tutte 1o linga di livello re==eost, proicttats orlogonalmento wul
pians xy . dhnno curve emotetiche; o similmento i profili meridiani &
carve afflni coll'asse Oz come assa di alivitd.

Geometricamento, per definire uns superfiolo di PErgmsow, busta dare (ad ar-
bitrio} ana linoa di livells od un profile moridinno, cho si incrocino in tm punto,
o restano oost Individuate lo dns fansioni arbitearie da cui dipende In superficle.

In generale, cangiaado il parametro z in un parsmetro arbiteario . o il pa-
v, 1o oguagiont paramstriche dolla superiitic di- Prraison

cost. s0n0

ai sorivono

(0} UGV, y=T V. , s=0,,

rhitrarie) di w, ¢ Vi, V, funzioni (arbitrarie) di .




— 878 —
+ELG del ds* dalla superficis

Caleolismo dalle (80) i confllcienti

a8 = Edu® -

2Fdudv 4 Gdo”.

Indioando con accenti Te derivate, Whbiamo
(B=UM (VI V) + 0 F=U, ULV, Vi Va Vi), G=T1(Vi' VI,
{ BG — Va4 UTOR (V- 3

8y

Su quests formole, lasoinndo da parta i1 casa orvio dalle supericis di rotasiono

nalle quali

Vi Vi=ent , Y, ViV,

nt], riearcands 1o braiettorie ortogonali dafle
v ost, eollo rispettive oquaziodi

fageiamo le semplich osservazion! sy
linee @i Fivello 1= cast, o dei profili
difforenaiali

Fdu4-Gde=0 , Bdu+tFdp=0

A causs. delle (31), nells prima si separane snbito lo variabili, serivendola

ViV

i
T do=0,

o I boconda, posto @ = Vi-- V3, assuma Tn forma lineara del primo ordine

e L i e r
E+TU}(U' @+ Uy =0,

o 8 integrs per quadraturs; dunque: L ognd superficie di Pereason o traistiorie
ortogunali delle linee di livello (linas di poudenza) e quella dei. profili moridiani
ai hansa eon yradrature.

dtes proprietd noterole del sistema caningato, formato dai profili metidinni
€ dalls lines di livello in wna superticia di Perensos, si trova caleolando i ooefl-
cieati D, 1Y, D dalls sseonds forma fondamentale, pei quali i ha

U, (U305 — T
VEG—

(19 D AL

La wedia di quests D=0 esprime Ig proprietd. nota obe il sistema (. o) ¢

conitigato; di pit risulta, dalle estrome, che 7 & il quosionte di unn fumsione df

por una funzions di v. Basta qu ginro eonvenientemente | parameli u, o per
rondere eguali, in valors assoluto. i coeflicienti D, D", & ne concludiamo la pro-
pristd in vista:

T ogai. superficis i Prrensoy i profli meridiani ¢ ie linse di livello for-
Mo un sistema {soterms-ooniugats. E




=

besstt propriatd b
Dyt 1 do' =1, 1

neiale delle
ano Lo variabili, od evunciare

ho riferire

qualo 3i 49

he di una superficia di- Prrassoy si hanno-con quadrature

§ 8.

Déformal

i delle superficie di Peterson.

ricth di queste supe

oo, data dal tso-

ity impartante pr

roma (PrrERsO

¢ della siossa

& Piruison & appiioabile A
itna 1 dittendano

ani o la lin
¢ ulle L dell
o I8 0! deformato di ua sup
ris &, sono date da Peremsex (')
dolinita 1a snparticla § di Prrexson in coor-

di i

() @ + @) do*.

98 oo g1,
mata 8, cho eon

1 punto di wna defor-

(39) e=519

dove

cot, ln (33) divantano e ben note formol
eho diuno Lo bili sop super
no della superfiois
form dolla linga di
Al rofuylone.

v classe genarale .mn supericie de-

so 8f brattasse dol mo
Le supertioie di Parmnson
formabili i ol
nel ¢0so 8 & formato dai profili. morid
In generale si che le superficie eon
one conbl

10 c00 consorvations

tema goningats perm uuul« (2 u) in
nelle

somd lo associal

ces du secand ardre, $10 (i
pine B,

Prezzesoy, Snr
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quelle superiisio, la oni eurvatura K, amebrl u, » delle Tineo asin-
totiche, ha la forma

v poi

1
RO

)
(ved. “Lesioni, vol. 11, § 252)

li sono la supsetiols dells olasse (C) associate alls superficie di Prrezsos?
Per rispondars alla’ domanda, riferiamacl, por ex., alle formolo generali (30),
serviamo oho i coveni di dirszfone dol i
oali alle tre quantith £, 7, definite dalle formols

Vo
20

(84)

od inoltre
B 4 = () - ).

Applicando Te farmole di Levtenwe (Lesioni, vol: 1,-§ 72), costruiamo 1a su-
perficie 5 oho ha 1o Tinee (. p) per asintotiche, o &, 7.8 per coseni wormatizsati
di diresiono dolla. normale. Por 1o equuzioni. paramatriche di. quests suparfioie § si

trova subifo

F=—UW, . §=0W, , i=f(W, Wim W, Wp)dv,

clie 1a 3 3 noa conoldo totta can 1o n=—cost por generatrici e la

onde i ve

w == oost por asintotiohe carviline inoltro Ia § non varin ae eangia soltanta il
profflo moridiano dolla suparficle di Pevrnson. Tn fine. corcando quilla soluzione @
dells equazions (54) delle deformazivni infivitesime cho corrisponda alla
assqciata di PETRRSON, 8l Yode che @ & fungione di w soltanto, Invertendn, come b
fasile, queste considerazioni, s ottiens il risultate finalo:

fe superficie di Peranso sows ir superflois avsaciate delle conoidi rette
i guells daformasgiont infinitesims di queste oonotds ek ispoidoun alle solu-~

4 equaiione (31) per le daformasioni infinitesime dalla. forma ® = ®().

orfisio




al nostro prablema di rovara 1o eo! génerazio
congruena di rotolamenta; i prima sopsideris

con 1 sostrozions al § 6.
paramatriche dells superficie X di JoacHisTaAL (svente

(83) zesBsmbomy , ymBembsny , i=o-B(1-ress),

raggio dolla sfera che contiens la linea di enr

W §

6+ o
o) T

diresions della, tormuls woa’ proporsionali alle tre quantita

si veds che 1 cosenl

coar , —smb

i
cosfl cosv + sy, 5088l seno

Lo eoordis
quindi

di nn punto qualuoqoe di quosts mormale sf sorivono

Roen6 cose -+ T (nnuﬂmu‘ +% son r-)

= R son0 3000 4 T (w«ﬂn?n y )",- oo r)

{E=u+ll[1+m§ﬂ!—"l‘wﬂ,

o Calealiomo i valori T,,T, di T ohe
jono do) § 6,

dove T & uns funzione (arbi di
due punti M, , M, sulla normale, ottenuti colla costru




—an -
Sicoome Vordinata 7y del punto P, ove il piano tangento & X incontes 'nscs, & data
du =u+ R, o dalim parks R & appunto In lungheeza dol segmento MP di tan-
gonte, si vede chi lo ordinate dsi due punti Py, Py sull'nsse O,, obtenuti calls co-
stragiono del § 6, sono

=u , n—uf2R.

Dopo ¢id, sostituendo, nella tarzn dallo (37), prima % ==, poi
alumo, poi valori eoroatl di T, , Ty,

‘
=Rt
ik

pictemd
“on

metriehie ceroste dolle superilcie 8,

|‘|m 'l{.lg_:(coa: = Y'm v)

‘\J —T .L:“f(dz. + 3 anr)
= k2R,

Vay=u \

™
X lhgf:: var ol ¥

& il prodatto di uma funione di ¢ per s fanzions i w, onde risnlta (§ 7):
Le dua superfeie S, ,8,, dedotts dn wna superfieie X di Joscnnsins oon

la costrusione el § 8, sono superficis di Perenson con Lasse slesso deila 3 i
loro profli maridiani corrispondons alle lines di curvatura piane v cost di X,
o le lince di Livello corrispondoncalle linee di cwrvatura sferiche v cost deila
Suporjicie i JoacHTEsTHAL

Ancha & da. osservarsi che, dipandantemante dalle dus fnzioni arbitrarie B ()
& V(u) inerenti alla 3, In superficis S, (o Ia 8,) pud essere wnn gualungue super
fide di Pursason, ond possiamo formalars a dipendanen goometren fra Te super-
fio di Joacumisrina. ¢ quelle di P
delf'asse i wna o

feit, queste o* Fette (appog-
inge di curpatura pione di wna raperficic

she vispatls oi sing

o
yiate ali'asss) ¥
di’ Joieinwstirar.

Sounarh om XL Sorie 8 48
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Le o' generazioni di congruenza di Jone

come congruenza di rotolamento.

Lo dus soperficle di Pererson 8,8, , dodotte ue
dante dalia supertioin 3 di
d'appoggio uells oot
di rotolamento; ed ano
rotolanti sono le simmetriche di 8, ,8,,% pecd uuoy
Ora passiamo u dimosteare che anche in tuita ls !
uny proprieth ansloga.

Per corcare in generalo Ia superficie S d'sppoggio, bisogon, nelle (87), prenders
por T una tale funsions di v ohe il piano tongente della 8, con lo equazioni
venge o passare per la normale alls prims falds focale ridotia
allasso 0z, Di qui s caloalano subito § tre coseni di direaione X, ¥, Z delln nor
mals alla 8 come proporuionali alls tre quantith

modo del paragrafo prece-
{icolari wuperiicia

me congruenza
ettive suparficie
i PRTERSON.
ate i presents

JAGHIMATHA

?
font della ongrucnea di Joaciinsr

ossarvianmo oho, seeo § 6, lo due
nte superfic

morazioni ricord

ou le formale dol § 9, si trove per T il sistema di Ricoati

+u‘il

21
| 3

(88)

Sappiamo gik ob sistema & complotamenge integrabils, & no conossiamo
1o, dne solusioni pacticolaci (§ 9)

L=Ruty . h=—Rig}

por 1a solurlons generale T, ove s pongs.

T+ =0B S & (0 onstaate achitaria),
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8i trova

(39)

4, O
=Reot5 4 0o

Sustitueado questo valora di T nelle (37), eoll'osservar che si ha identicamente

# I %

Beobs+ s

X (mung+ Teots),
si banno lo quanioni puramtriche dells § sotto Ia forma
]
F=(Root 5+ 0 me]-[m vt

(40)

(o— )

& il prodotdo di non funzione di u per ma fanzions df v, per dedurne cho 1 § b una
waparficte di Perensox con Uusso Oz, avenle lo pemcost per profili meridiani, o
e w==cast per linco di livello.

Ta superfioio 3 d'appoggio ¢ adunque uns superficio di Pererson; ma ora di
mostriswo facilmenta che lo stesso avvieno per la superfisie rotolante S, Per questo

basts osservare she Jo lince (s, v) della superficie 3 ' appoggio comrispondono. alle
sviluppabili dells congruenia, od anchs, por uns proprieth general delle congruense
di rotolamento [(M) § 61, alle linoe cinematisamonts coningate al profili meridiaui
&d alls Jines di livallo daila superiicls sotol clspotto alla retta satollite. Na
seque che il sistema (i, ) & pure coniugsto sulls superficio rotolsnts §,, che &
adungus una superfiels di Prrersos. :

Rinssumendo | risultati, abbiamo: Nelle o' ganerasioni di wna congruena
di Joxcunssivai come congrusnia di rololamento, la superficie d'appoggio 8 ¢ la
superficie rololante 8, 1m0 due superficie di Petsnso {applicabili), ¢ la retia sa
fellite @ Vasse dt .

Ricerca diretta della superficie rotolante.

Ci propouiamso ora di dimostoare che sussiste il tearema fnverso: S5 wne su-

perficie di PETERSON rofola sopra wna gualungue dells sue cob deformate di FPr-
ranson, Lasse deserive waa eongruansa. di JoACHMSTAAL.

Ma qui, invece di servirel dei risnltati ottenuti, seguiremo opa muova vk cer-

cando di determinare direttamente la superficle rotolants dalla condisione che la




i, cent e ki ipotesi, ohe s
pormale alls seconda

1da fog

superfisic 8 (luogo di §)

Serivendo 1o coordinats F, 7, % solto la forma

T oy — ) Tin—u

ito, che i possa determina
, i guis eho st annnll

funions incognita T, contonsnts

Oaleoleremo pis mpidamente queste condizioni per T, moltiplicando (por linee)

i duo determinanti precodentl pél de
| 25
u
¥ =TTy
]
| z

indi

8(en—2) 2 S(A-.—z\l;—f-—- T

Derivands queste rapports ad u, v, & hanno le altro

—(pu g0

—(put-vr) 4" —1

3es — ) : 2
|x2es + e
]stl ,Uv,.‘w, “TLJ“+ - AR T

VT EEET] ity +e
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Servendoei di quests. identith nell'esoguire Ly de
por T il sistoma

otie, sl trova

T
ST
S S

ove si pouga

| 2

(140 —
a= (3 ik,
wl \ ,,.:t,u g+,.
| et v

P

il denominatore delle’ (41) éssendo, bon inteso, divarso da zaro, porchid, mel caso
i gv = 0, 1a §, sarebbe una convidg retta, ¢id che abbismo escluso,

Ora, nella nostea fpotest, doveanno identieamente verificarsi le condisioni i
integrabilith

ot —dd =0
“2)

o ln sostituzions dei valori (41).

§ 12

Caso delle congruenze psendosferiche.

Per il caleolo dalle condiiont (42) df intograbilith oceorre tever conto ehe
o4, 4" soddiafaso alle due equaziopi di Conazzt

i epmdant 1 g

W lhp g

| Eiee 1y B

w W P

(td— 24"+ ra")
(43
(6 —Brt' ™),

¢, insiome, alla oquatione di Gavss

§ L — 2
{487 A = ii ks
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La prima delle (42), calcolata, diventa

(44) w(us ot q) 4+ (% — w'r 4 g0 — pu) &' — v(ur -+ vs + p) 4" =0,

e l'altra risuits

[wt + gt + o)1 8+ [uo — pg (* + 0] 2+ qu(l +7* + ) | 4+
+ { Lot 4t (u + v1)] £ — [ + ¢t (0 - 28)] 4 (qo—pu) (1 9" + )| 4+
+ {Cog (1) — utlr — [+ p* (u oM e — po (1 + p* - ¢} | 4" =0.

Se & quest'ultima si sottrae 1a (44), moltiplicata per 1-}-p* --¢*, indi si
gopprime il fattore non nullo pu - gv, si d& la forma equivalente

(45) J(gr—puys— (qu—+p) el 4+ (pa—gv)(r-0) 4"+
~+[(g2 +pv) r + (gv — pu) 5] 4" = 0.

La nostra congruenza sarh infinite volte di rotolamento solo quando ai verifichino
insieme le (44), (45). Supponendo dapprima che cid accada su qualunque superficie
applicabile rotoli la 8,, dovranno annullarsi, nelle (44}, (45), i singoli coefficienti
di 4,4, 4", e questo porta al sistema simultaneo delle tre equazioni di secondo
ordine

=

e gi riscontra subito (*) che la superficie piii generale che soddisfa alle (48) & l'eli-
coide logaritmico
s=cloge-}mé4h {¢,m,h costanti).

Questo viens a confermare risnltati gid noti, e intanto dimostra che Ls uniche
congruenss di rotolamento che rimangono infinite volle di rotolamenlo, comungue
s deformi la superficie d’appoggio, sono le superficie pssudosferiche.

§ 18.
Caso delle congruenze di Joachimsthal.

Lasciando da parte il caso delle congruenze pseudosferiche, sappiamo (§ 5)
che la nostra congruenza, come infinite volte di rotolamento, deve appartenere alla
classe di JoAGHIMSTHAL, o, percid, la sua prima faida focale 8, deve ridursi

{*) Basta trasformare in coordinate cilindriche it sistema (46), ovvers anche osservare che
dalle (48) segne, ad un tempo, che la superficie appartiene alla classe di superficie di PETRREON o
a qaella delle elicoidi con I'nsse Os come asse. 3
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una linea (all'asse). ‘Questa porta che nelle formole con In seguaturs (22) in (M)
debbono valere lo proparziont

3y W, W _ A
W w T T

sin deve sussistore V'oquaziono

uD oD’

urve  wafor '

alla quale possismo dare 1a forma equivalents

(47) (s |- 01) o = (01— wr) o — b (ur = v5) A =
Questa, sotiratts dalla (44), dh Valira
“7) qud 4 (qv — pu) of — pra” =0,

Nelle due equazloni (47) (47*), lineari omogenee in o, ', 47, | tre minori
della matrics dei’coollgienti sono dati: da

Aot —dyp , At
avendo posto
A = g (wr 1) — p (s -] o
Ors, 50 non fosse o = 0 , no risalterobbe

A A -y —

indi anohe A" — o w= 0, caso da wscludersi [(M) § 8] . Aveomo dnnque 4 =0,
elod "

(- vo) = pus - v1),

oquazious a derivate parciall caratteristion dells supertiole di Pereusox (§ 7). onde
vediamo che (s suporfiois rololante 8, & nscessariaments una superficis di Prrrason
con la retta satellits per asss.

Supposto, inversumonts, cho Ta S, oia und talo suparicie di Perersow, 1o due
condisioni (34), (45) per le congruenze infinite volte di rotolamento i ridueono al-
1

Glud oy p (! v ),
o all'squivalents
(4D A oD = p (4 D 0 D).
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Quest'ultims esprime ohe, dopo la deformazione, i profili maridiant i equa-
zione differenziale
dgidommnio
o le linee di livells

dudvm=ygi—Fp

debbono formaire ancom uh sistema eoniugato, Ma nei ssppinmo appuoto che una
superficis di Permrsow ammetts unx deformazione continua che eonserva il dotty
sistomn coniugate (§ 8), e la superficl si mantiens ssmpro dells classe di Pr-
zerson. 11 beorema enunciato al principio del § 11 rests, cosh, complotaments
stabilito

§ M.
Ulteriori proprieta delle superficie di Peterson.

8i & visto oho, se una superfielo di Paenson 8, rotola doprs una sus defor-
mata 8 di Perensos, 'asss di 8, desorivo uon congmensa di JoacHmisTHAL, Ia cui
prima faldu focale si riduce ad uns retta: Ma suppouiamo di far rotolare Ii super-
ficie §, di PETERsoN sopm una guainigue dells sup superdicie applicabili, o Vasss
descriverh nna congricne i ¥ i

Ia oui prima falda focale sark mn'effoitiva superf
fsulta cho o tnlte ‘quoste congraense la prima
falda focale 8 o In superf o 8 sl corrispomdono pec sistemi coniugati
Anal, questa proprieth b exratte por 14 oongrubizo genorate 1ol rotolamento
dnll’asse di non soperficie di Peversox, como precisiamo nel teorama
A) L condiziona neeessaria o sufficients affuchd, rotolando wna super(fieie

9, sopra ana qualusque delfe swe daformate, una. refa satallite di 8, deseriva
sempre wna congruense lo oui prima falda focale corrisponda, per sistems comin-
gati, alla superficie 8 d'appoggic, d.¢he la 8, sia una superficie di Presso ¢ la
retla satallite sin il sno gses.

Altre classi speciali di superficte di Perigsox abbismo incontrats in (M)
5, ricoreando: a) 1a ‘congruianse di rololamento oon angols costants dei
2) 1e congrnenze di rotalamento s distanza foeals costants. 1 risultati
ttonnti popsiamo ora eamnoiare cosd
8) Le congruense di rotolamento oo angols coslaute non relts del piani
facali 3on0 descritle dali'asse di queils yuperfoie & Pevassoy (rotolantt sw qug-
linque deformata) che hanno per linea di livells una spivais logaritmioa ool polo
wull'asss (s profilo meridéano arbitraris)

8o l'angolo dal piani # rotto (congrusnze normall), la spirale logaritmica
@ da sostituirsi een un circalo ool 550, -0 la superfiele di PeTERsoy di-
venta di rotazione [(M) § 14).

b0
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V), L4 congruansa di rotolaments, o distansa [oouls costants; son desoritte
dallasss di quslla suporfioie di Pstenson (rofolanti yu qualungus superfiess appli-
cabila) ohe hanno par profily msridiang wia curca legaritmica il eui asinlota tia
Vasse (¢ linea di livells arditraria).

Osservinmo in particolaro quello cho aveade quando una superficia di PeTERSOX,
della classe ) o &), rolols sopra una sua deformatn df Persasox. In lal caso Ia
congeniensa sari quella dolls tanganti ullo lines di corvaturs piase di uga superficie
di JoacunesTiar 3, Ia quals, nel caso ), aveh por linso di -curvatura sfariche
w'= oost. dolle lassodromiche delle sfore s cui sena trascints; o, nél aso ), avel
per lines di curvatura plase sltrettante trattriel eguall, con 'asse per asintoto.

Notovols & il caso particolars in oui la superficie di Perrnsoy appartengs ad
ambadua lo clussi a) £): sia, ciod, V'elicoido logaritmioo; nel qual caso la superficie
di Joacunersan X diveota un'clicoide pseudosferion del Dixi:

e Velivoide logaritmics rotola sopea wna qualuague dells sue o) super-
firie di Prrsasox applisabili, Vasss deserive la congrusnza deile tangenti aile linge
di gurcatura piane (irattriei} di wn'elicoids paeudssforica del Dixt

In partioolare, se Ualicoide logantmico i riduce alla superficia logaritmica di
rotagion, le sue deformate di ‘Pererson sono le superficie di rotazione aventi per
meridians una trattrico allungats (Zesion, vol. I, § 136); onde- ubbismo:

Se la superficie logaritmica di rolasions rolola sopra wna pseudosfera al-
lungata applicabile, Passe desorive la congruensa doile tangenti- af meridians di
wha prewdosfera ordinaria. g

i rotol eon corri del sistemi
coniugati sopra §.8,. -

Nello congrusaze di rololamento del teoroma A) (§ 14), lu corrispendenta dei
sistemi coniugati sopea ln anperficie 8 d'appoggio s la prims falds foeale §, & man-
tions. comuque of deformi ia suparfizie S d'appoggio. Ora dimostrismo che, so
si toglie uest ultima condizions, esistono alio olassi di congruenze di rotolamente
soddisfacanti, nelle quali ln superiioie d'appogzio o ln superhivie rotolanto sono an-
cors, in eerts modo, saporficle di Pereason: soltants, Iasso d diventato una retta
impropria.

Ritorniamo percid i calooll essguiti in (M) § 22, dove, per osprimiere la eor-
sispondanzn dei sistomi coniogatl sopra § od §,, abbiamo trovate le dus equasioni
ivi numerate (60), 1o quali, come fuoilmente si osserva, possono soriversi sotto la
forma

fa (o + o) —pfae o) { 1D —r D) =m0
g o - 08) — plaes 4= 1) | (¢D" — 5 D"

» XIX. ]

0.

Eomerh per X1

=
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L'anonllsrsi del fattore estarno

)

i (ur = ve) — p (s

lo rendo verifivats per tutte lo Aessiond di 8, ne
& una supecficie di P
teoremn A).

Lo altro oventuali soluzioni dol problema i otterranno quando i verifiching in-
stome o due condizioni

qual easo Ia suporfieis rotolanta 8,
xioni del problema considerato nel .

RS0N o sl

D =rD'
48 )
-2} { 50" = D',

& dovri esscro 8 = 0, altrimenti oo conseguirebb

DD D =

, Bvremmo

Tfp+g
onde Is deformata 8 savebbo congr mmetriea della ratolante 8,
escludorsi (1), Essoudo dunque s 0, 1o (48) dhouo D= 0; la prima dice cho
superfielo otolauts 8, ba l'equazions 7= £(x)+ @(y), ossia & una superficie di
carva genoratrict in piani perpandicolari: Ia soconda dice che salla su-
$ il sistamn delle enrvo di traslazione si @ conservato coningato,

ui tale supecticio di trasluzions 5, 4 deformabile con oon-
tinulth, conservandosi caningato il wlstoma della curve di traslazione, o le deformate
ond, vol. 1L, pag. §5). Queste suparficis di

stters un sistama coningato di
istemi di piani paralleli, f loro porpendicoluri, o pos-
ome swerficie i Prrenson f cut asse sia tras-
dismo che evistano due olassi di congenenze di
falda focule # Tn superfisie d'appogio i corrispan~

asl da

sono superfioie della stssa. specio (L

portaty @ dista
Totolamento, 1

iugati; o sono:

upnsa gensrate dall'ussa di wna superficie di Prresoy, che ro-

wanze generale nel rololamento di wna superficie di traslasione
 supirfisie, di
abili, guando par relta satellits si preada wna rette parailelc

alrici in piani perpendicolari sopra wna delle w

traslasions app
ad ambedue 1 sistemi i

reaterebb bl

a0 o retin (5 0

{5) Nel prisio. earo In reita saiull
s fabda faealo By
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11 primo easo si distingue por quosto: che In propriets di- corrispondanea fra 1
sistem] coniugati di 8.8, s mantieno deformands comunque In superfieio § dap-
Pogiio; oid cha non ha piti logo nel seconds onso, Quest' ultimo & alla sua. volts
notorole per I'altra proprieth ohio ogal pians normnale ad ambedue lo gisciturs (alls
rotta. satellite) inriluppa una supacfiels con nmbodue i sistemi di linge di cur-
vatarn plano (1), .

§ 16,

Condizioni. per I congraenze W di rotolamento,

Passiamo ora ad ocoaparch di’ sp
lora proprietd, alle quali siamo eondobtd
primo problemn di oui i vogliame oseupare & il seguento: Trovare le superfivie S,
{ali che, rofolanda Sy sopra wna sue qualungue deformata, wna réttu fisse safel"
lite di' 8, genori sempra una vongruenza W. Sappiamo gih che Velicoide logaritmico,
e0n V'asso eome rotta satellite, da uan solusiona del problema; o negli wltimi para-
in (M) (S§ 20-26) abbiumo trovato bltre sof wuporisio di Purersow, applica-
uadriche rotonde, che dinno mneora solnzioni del problema, Dimostrersmo
che non me esistono altre,

Rifgrendoci alle formole fondsmentali in (M), esprimiamo che ls congruenza @
una congrueaza W (ciod cbe si corrispondono, sulle due falde S, , 8,, i sistemi co-
ningati), ponendo 1a condizions che una dells due falde, per es. S, smmetts oou
daformazions infinitesima nella guale gli spostamonti del punti avvengono pacalle-
lamonte alla sorimale nol punto orrispondente dell'alira falda 8, (Zasioni, vol. 11,
pag. 58).

1 coseni di direziono dalla normale & questa prima falds 8, sone proporvionali
[(M) § €] ai tre binomii

ele di Parisox, notoroli per lo
tieolari prablemi di rotolamento. 11

3 u
(T & ' """"?5‘ ) e e

onde lo componanti dei dotti spostamenti saranno of , pr, ob, dove @ = g(u , v) sia
un couveniente fattors di praporcionalifi. Do condizioni s cui ¢ deve assoggettarsi
sono date dalle tre equazioni seguenti:

: CTEC R 1) £ EN (o
(50} STM =0,8 S0 o +48 ==

w

() Vo In min Notn Sulle supericie @ rapprasentasions isotermia dells lines di curoatara
wppt & votalemants, della B Ace, del Lineel, asduts del 7 marzo 1919,




'f#”i‘wn—:-nlx

Ll —p)X,

s SE T e (o) (s — g ')

(nd’ — gt ) s

w—ptwl(L+qf) o — g ]+
+ o[l 4-p) +' —pgd I}

252 — gur) st vt — g UL ) ]

ol 47) 4" —pes 1}

(pd" — g ) (ur - v3) + (g4 e+
fu[pga™ — (1 4 ¢*) 41+ v[pga'— (3 -+ pY) 4|

e
530 5

St (pat' — g ) (w0 (¢ — ) fp
el — (1 kg o]+ olpgd— (L2 21}

Onleolando con quoste formole lo condizioni (50), troviamo ehe, ove si ponga

| A=(putqn® l::" Fur o —pA- w1 4 g4 —pea]
oL+ o —pgd]

(s1)
!
f B (et g0) P v ok vt (] ) =l T
oL —p],
onsy sl sorivono
(pd —qd) A =10 , (pd" — ga)B=0

(P — gAY A+ (p — ) B =0,

o
allora o troveremmo nel easo eicluso .
raone A =

g tion possono annnllarsi insieme, perebd
— - ) [(M) )
, B=0. Duuque Ia nostra congrue
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gensnan W allora. od allors soltaito ehe siano compatibili lo dus equazion simul-
tanee por 1'incognits ¢

3 Oy . pe—(ltgte
e o Gty i e

2 Py 2 pre—(lfgs
fioz islimck el oo LS

Derivando la prima di queste rapporto & v, 13 seconds mpporto ad u,
tenendo eon Favet rignardo a
troviamo I seguento eondizione

quasiont (43) 8 (46%) di Conazer o Gauss (§
integrabilith:

= i(JL’—“_“':rl“)' o

= .M") y
W\t /)

| L] ) ) oy _p 2q (nr - 03] (s o)
+ e (rd =Bt ) 'LJ—U«r-w‘-qc)’ 0

Ba o 4", 4" soddisfuno & questa, olteo che alle equazioni di Covazzr & Gavss,
fa nells nostra ipotesi, ehe la p

arremo nna congrucnza W di rotolamonta:
istere. per qualingus deforimasione dolla soperficie dappogeio, 1 (5
denticamente.

§17,

Lo superficie di Peterson applicabili su quadriche rotonde.

Lanollirsi, nolla (58), del termino indipandents da o , A Toquazions

(54) 4 (wr + va) = p(us

o pertanto (§ 7): ia superoie rotolants S, deve escers wia super feie di Prrensoy
¢ la retta sateilite {1 fuo asae. A quosto punls potrémuio prescgnie sygregando
alla (54) le slire equazioni del secondo ordine che rieultano dall’eguagliare  zero
i coefficient di #, 4, 4" nella (5B}, ¢ si troverebbe cosi uoa sola equazione, oltre
la (54), onda il problema & ricandotts all ricerca delle solusiont commi n quests
due equazion del secondo oriine. L' integrazione efettivamenta rloondurrebbo nuo-
vamente nlle sel superflois di Prremso doi 8§ 24-26 (M)

Mn, unn volta oltonuta ks (54), passiamo procedere pit b
di. risultsti noti nella teoris degli inviluppi di sfore (Losions, vol. 11, cap. X

vemente servondoei

TVII).
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Easendo 18 superiicie rotolante 8, unn superficio 4 Prrrsow, con l'asse per retin
sistomi confugati dells prima falda focals 8, corrispondona (§ 14) 1 si-
lelo § d'appoggio, onde quostl corrispondons anehe, ‘mel
slstemi coniugati della seconda falds focale S;. D'alteonde In B, &
ancho una faldn di nn inviluppo di sfere aventi | centri distriboiti sulln superticie §
d'appogeio (M) § 12], o la corrispondenza doi sistemi coniuguti sopra 8,8, s
ve comunque, deformanda la superlicio 8 dei cetri. Dai tooremi dimostrati
al § 204, val, 11, dlle Lesioni, segne quindi:

19) I fevands falda S, conserva sermpre ln medosima ourvatira costant
29) la suparficie S d'appoggio & applicabile sopra una quadrica di rotaziene

(reale od immogivaris).
E dulle ricorche contenuts in (M)
tolante & una delle sei supo

§ 24-26, sogue ancorn chie I supaciicis ro-
leig di Perensox ivi doterminate [of. (M) § 26 in fing].
o queste sel saperficie di Perenson baono a comune, con le su-
ali, In proprieth obu le deformate doi paralleli dolle superficie di
rotazione, u cui bouo applicabili, sono traceiate soprn eilindri di rolazjone attorno
al loro nsse, Possiamo auche caratlerizzare queste superficis cost: Eise somo /o
wniche. superficie di Prrensay sulle quali la cnroa d'intersesions della superficis coi
eilamdri vetis coassiali somo geodaficamente parallols.

Per dimostrarlo, seriviamo l'equazione della superficie di PareRson soito Ia
forma (20) § 7, ¢ =20, talehd il ds? sark dato dallu (32) § 8. Caloolando il pa-
ramatro differsnsiale primo di g, abbiamo

o

o
o=, 9) = G

o dovendo, nells nastra {potesl, risultars ., fanzions: i ¢, doveanno sssors lsgato
dn una relazione 1o dus funelon

Stmer | z6.

ivendo che & nallo il loro determinante fanzionals, si toova
@ @
el 9O
ol L

# pecd, indioando con & una costante, avremo separataments
Vzzr—

| 99" — o™ =",

1s quale ultimn i serive anche
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che determinano
di livello delle superficic di PerErsow
tiguendo | varii easi a secondn dei

I intogravione di: quoste dus equaziont differcnsiali per % ¢ ©
vispettivamente 1l profilo merldian & Ia ling
carcate, si compis immedistamente, o su
valorl dolle aastantt, si itrosaue nuovam

Osservinmo ancara ehe per ogoi con
superficio di Pererson, ohe rotoli sopra b qualunque sun deformata §
[(M} § 20) o' congruenze dolla stossa specic aventi . comune In supecicie d'ap-
Poggi o Ia secondn falda foeale. Quosta propr a dallo Hcerche del
§ 265, val. 11, delle eriont, caratterisia. conplotaments o eongenente di rotola-
meats in

Da uitimo consideriamo fra quest congrenze di rotolamento quells particoluri
in oui In superficie S d'appogiio sin una dullo deformate di Prrersox, Allor la
prima falda foeale 8 s riducs alldsse, o la seconda Sy sarh o
JonoHINSTHAL 8 curvatura costants, elod nn supeciole d' Exxsprn (5
§ 842). Dunque:

St uag dallo set superficie di Prrensox, deformate di quadriche r
rolola sapra wna delle sue deformate di Prressox, Vesse deserice la congrusnia
deile fangenti alle lines Wi curoatera piane oF una suparficie d KNNEREY o crva-
tura costante.

In particlure, so Ia supericio rowlante 8, divanta Folicoide logaritmico, In su-
pefiels ' EnngreR bi riducy ad un'elicoide peendosterica dol Dist (§ 14).

080,

§ 18

Caso in cni Ia prima fulda 8, rimane a curvatura costante.

Nello eongrienss di robolaments sopra- cans cconda falda fonale Sy
rimane sempre i eurvabura cosaute, por qualunque flessions dells supariicie S d ap
Poggio, o questa proprieth lo carablerizea completamento. Ci propouiame di ris
il probloma analogo nel caso della primn fulily 8,: Travare fe tuperficic
oho, rololands B, sopra gualsuyes s deformala, waa convesionte voite sateliste
44 8, gonert una congruansa, la oul grima folda focale 8, werbi sompre lu meda-
$ma ewrvalura cosiande.

Intants ossersiamo cho di questo prablems sono gib nate dus 4o
dallelicoide logaritmico ¢ dalle superticie di rotasiono eomplemantarl dolls
di rotazione a curvatura costante. Troveremo che ne esistons altre
superiicie di PeTaRsox, che hanno I reita satel
quadsicho immagloario (di Daneoux) tngent
amo il problems enunciato, rieorrendo allo formolo stabilite in (M) |
aaleolo degli ‘olomenti rolabivi alla prima falde fooale 8, 10 una coug
rotolamonto. .

lorata, Ja

P Asie ® sl
'aseoluto,

plicabili sopra

wra di
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Le formole (22) § 4 (M) dbane, per i oooficiouti By ,Fy . G, dellslemento li

neare della 8,

By = (uD - o0)? 4 &

1o+

¥, = (WD o vD) (4D o D7) o (W

e (s o (Y

D' eD) Be et
Ll

s o o1) (D - D) — (ur o) ¥ - o) 1

u, dalle formole (58) al § 22 (M), pei eoefficienti Dy, D}, D' della

seconds. forma foudamontals di 8y, risulta

0" {1 4 g*) (Dy DY — DY) = (pt—q7) (g = 1¢) (Dy— Dp) (uD 0D +
=+ {pr— gr) (ur - vs) (D'g — D) (w4 0D") —
—{pt—ge) (ur - 10) (Dg — D p) (D! 4= 0D} —
— (ps—gr) (us + o) ('g — D'p) (uD ~° *D) .

La curvatura K, dolla 8, essendo data da K, == uoi. osprime

reito che 6554 b una costants & serivende 'equazions

(55)  (pt— g8 (ns = 0) (Dg — D'p) (uD +- oD} +
- (s —qr) (1) (D'g —D"p) (WD’ - 2D") —
— (pt— g8) {ur =f09) (Dg — D p) (uD - £D") —
— (gt —qr) (3 4 00} (D'g—D"p) {uD 4 £D') =
— W) D' —ofur + ) DY,

=k (p ") julw e D

iD, I, D

. Considorando i

w in tutte lo

ehio dovrh wuss

gssioni & 8, ciod por tutti T v
”

che verifioano. 1'equations. i

L+
ode che lo condizioni o eld necesseric o

ink della. (55), i
con I proporsiont

varii
asprimo;

(56) pt gt ot s pg — (" g et gt

ands il probloma & ricondotto  riceroare lo salozioni comuni & quests due equa-
upiore questa ricerca coi matodi gonarali.
ta alla intarpratavione guomatriea.

i del secondo ordine, M, invees di
o qui wwaltes via che meglio si
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§ 19.
Le solugioni del problema come superficie di Peterson.
Dalla (56) sogue subito Ia (86): g(tr - v) == pus 1) , & per cid: o su-

perficis cereate sono superfioic di Pethisoy aventi Vo retia satellile per asse.
Dalla (56) stesea risults oho Tequazions diffavenziale dells avintotiche

riu® 2 o - e =0,

i erive

(pdic - gee)t + k(g4 )" (e — vda) =0,
ovvaro, in eoardinate cilindriche
(57) et k(pt gt gt dst =0 .

Ms 6 o =56 & leguasione della superlicie di Pevensox, il cosano dellan-
golo dulla poriale con V'asse 0s ¢ duto da

& mello stess tempo da

#La {67) diventa quindi

di s LS

od o da idontificarsi con la equazione differenzialy dolle asintotiche data, secondo le
formols dal § 4, da

. L ear
i o 2

il'che dK, per la condizione richinsta.

Sousrk oms XL, Serie 0
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Ma a sinigtra abbiamo una funzione di 7, a destra una funzione di 6, e perd
dovranno sussistere le due equazioni

(58) Z" 73 E% Z"|
(59) (00" —20" — @) @* = (6" + 0*),
dove h & una costante arbitraria (non nulla). '

Viceversa, determinando il profile meridiano della superficie di PETBREON
dalla (58), e la linea di livello dalla (59), le condizioni sono soddisfatte e troviamo
cosl tutte le soluzioni del problema.

Ora !’ integrazione della (58) & immediata se 61 osserva che possiede l'inte-
grale primo

h

Z—’f; =% +¢ {c costante)

o, proseguendo 1 integrazione, si riconosce facilmente che ¢ profili meridians di
queste superficie di PETERSON somo © meridian: delie superficis di rotasions com-
plementari di quelle a curvatura coslante. La stessa cosa si deduce a priori dal-
1'osservare che, ponendo A= —1, la (59) & soddisfatta da @ = cost, cid che ri-
duce la superficie di PeTERSON a superficie di rotazione, dopo di che dall'enunciato
stesso del problems segue che la sua complementare & a curvatura costunte.
Similmente si integra la (58) partendo dall'infegrale intermediario

{60) -é%l}é—'- S hOr =/ (¢' costante),

e 1'integrazione si compie per quadrature con funzioni ordinarie.

Determinate cos) complstamente le superficie di PETERS0ON soluzioni del pro-
blema, si potrebbe dimostrare che esse sono applicabili sopra quadriche immaginarie
tangenti all'assoluto. Ma val meglio ricondursi & risnltati noti nella teoria della
deformazione delle congruenze ai modo di Risatvcour ('), cid che ci procurerh nel
tempo stesso le equazioni in termini finiti delle nostre superficie.

Por questo osserviamo che, nelle attuali congruenze di rotolamento, la prima
falda focale S, & sempre & durvatura costante (positiva o negativa), comunque si
fletta la superficie 8 d’appoggio. D'altronde, per le proprietd generali delle congrnenze
di rotolamento, 12 normale alla 8, giacé nel piano corrispondente della 8 ed ha ivi
uns posizione invariabile per deformazione, onde la congruenza dells normali alla 8,
si deforms al modo di RiBavcour al flettersi della 8, sui cui piani tangenti gias-
ciono individualmente i suoi raggi. Ci troviamo quindi appunto nel caso considerato
nella Memoria, ors citata, dsl tomo VI degli Annali, e la discussione ivi effettuata
dimostra che Ia superficie S d'appoggio & applicabile sopra una quadrica {immagi-
naria) tangente all'assoluto, e per oid anche la superficie rotolante 8, di PerersoN.

L
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Tl corrispondente ds* offrird 1'una o 1'altra delle due forme (Ii) o (11I) del § 7
nella Memoria citata, seconde che la guadrica fondamentale tocca semplicemente,
ovvers osoula 1'mssoluto.

Invarsements, dimostreremo che tutti i ds* di questa formm appartengono a su-
perficie reali di PrrersoN, soluzioni del nostro problema, delle quali troversmo le
gquazioni in termini finiti, mediante le formole generali d'inversione stabilite nella
Memoria citata, formole ohe ingegnano a dedurre, da ogni snperficie = a curvatura
costante %, una tripla infinitd di superficie applicabili sulls detie quadriche. Soltanto
bisognerh porsi qui nel caso limite che la smperficie a curvatura costante = §i riduca
ad una retta,

§ 20.

Caso delle quadriche osculanti 1'assoluto.

Cominciamo dal caso delle superficie applicabili sh quadriche osenlanti I'asso-
lito, che dipendono nel noto modo (Zesioni, vol. II, § 447) dalle famiglie di
TiauMg a curvatura costante. Distingniemo i due casi di & positiva o negativa, po-
nendo per semplicith A===1.

1° caso, £=—1. La superficie pseudosferica X di raggio = 1 sia definita
(vol. I, § 878) dal suo ds* riferito alle linee (x,v) di onrvatura

ds* = cos® 8 du® - sen’ 0 do*.

8i consideri, nelle tre funzioni incognite A, m .,y , il sistema lineare

W _ g 500 Y
. ~W_‘w,u—l-ctmli.l,u csen = 301 ’ _M—-cosa.l
24 20 o

2 w
= = 6. = TR
s = = —4-8en 6.y J-ccos b = senf.u

dove ¢ indica uns costante arbitraria. Da ogni terna (4, p ,%) soluzione di questo
pistema (completamente integrabile) deriva una supecficie S, applicabile suils detta
quadrica osculante 1'assoluto, e le formole per le equazioni parametriche di 8, sone le
geguenti :

Ly =& — ".}:"‘ [lx, +]"'Xl -.I_ cx;)
(62) Yoy — o (WTi £ Ty + oTo)
5 =:—$(1.Z. S s - ¢Zs) -
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Ease canservand la loro valiiith anche nel énso dimite: chi 1 supecfiois 3 si
riduos ad una rotbs, périn qual cosa basla pronders @ = o porrs (ef. Lerions,

vol. IL pag. 420)

x =0

0

(68)

‘,):.»«w. p S
X, =, ¥

Ma allors, essendo 6= 0, le (81) diventans

® integrate di
b amenh i domhy | Weacothuosihi | mmcoi,

con by et muova costantl drbitearie: Sostitugndo nells (52). abbismo pee Lo equas
siont. parametriche della

(ke

U T v

a sauh &6 b cosh

a eosh u 4 b sanh u

Perenson

che pongono in evidenzs (§ 7) una suporfioie 3 le == cost profili
meridinni @ le = cost lineo di ligolla, Mu possiamo sarivors le prossdenti sotto
forms” pii Somplios, disponands i costanti wdditive el paramotti u,v. In primo
luogo 81 oaservi cho 60 ¢=0, la 8, & di rotasiouo, precisments la complemontare
di unn pnpscfirn paeudosferics. Bselusn: quots easo ovelo, essoudo, ¢ o 0, basla ro-
tare Ia supacticlo attorno nl suo msso ¢ eangiare
Ed sumentando poi w di uns costanto, passiamo ridurei o 1

dei tro easi

0

=0 a=h

PeThasoN, shbismo i tre tipl seguonti,

onds, por 1o corrispondenti superficie d
dove m indica una costante (arbitraria)

e
008k u

alle (v 80n £ con v) (pros v — stn o)

. m v
—E—(psemofeas1) |y i (veaso—stn)  £=u—ocothx

) o y=me" (pcosv—senv) , r=u

(e 56m 0 -+ 008
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T profili meridiani di queste superh

asculante Vassoluta, sono | meridia comp

psewiosferiche. In particolare, nel tpo ¢), 11 profile meridiano & la
20 cars, E=-f1. T0ds® dollasupetficio X si sorive

e di Prrensos, api

Ia quadrica
mentari dalle
logaritmica.

lo suporficte di rofagion

s meob! 0 du’ - aoalit det

od il sistoma differansiale (81)  da sostituicsi coll'altro

L3 1 20 o
l‘—" L3 annd L essd | M M g
T o
Slalin | e (o editants)
s S cosh ¢, i—, o 28 s costi i,
e, 2k cushd, p—s sonh8 , T mmcosh

mentre le (82) diventano

PRESRL 16, S S A

Por riduere ¥ ad wia retts, busta: prendors ¢ =0 ¢ nssumere
pag. 478). E

fe =y Pigrlip ey
Xj o —senn o Yom 0080, By=0
Xi=0 = T

Xymmcoan | Vy—uenu, Zymi),

(68%)

[

o intagrando 1o (61%) por 6=, risulta

dm—outd . pmgsvbbonn , Y= —aeoty b,

oon a,b, ¢ costanti, Seagn altorare la generalith, sl pud firs a =0, of ancora
o =0, ovo-si lnsei da_parte il ¢s30 ¢ =0 delln complementare dalla sfora. Ta su-

porficie S, di PETeRson diventa, in questo caso,

wson w4 bos —weosutsonu
0 ze=m L y=m
son o son ¢

(RSN

¥4 18 w e 008k sono. i i profili meridiani (maridiani dells complamentars della
a) ¢ le linee v == cost quelle di livello.
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Caso delle ynadriche tangenti allassoluto.

o5
dono in modo analoy

* came, k=—
omogeneo i quattro o

semplicoments tangenti all'assoluto, 1 ealeoll proces
uso dol paragrafo precedonte, o bastors qui indicorli
11 sistema differenziale (51) deve sostituirsi con Valtro

i incognite &, g, @,

o
!

O 1 s s 2ty
= L % (l—pendptyennbu—
d 5 .
(=i
w

= e o8 Bt

dove 7 indica nna cortaute acbit By g,w)
i soluzioni di questo sistomi (completamente integrabile) corrisponds una super-
ficie 8, applical iea di Dangoux. o definits pacametricaments
dalle formole

sopra b g

(64) 7y

© si integrs, por fnziond circolari o iperboliohe, & seconda dei segol di y,1—7
tasi, o wostituendo nollo (B4), & hamno; in termini finiti, lo
o di PETERSON carcate.




2 caso,

o
¥ 1)coshi.g—ysenh d.10— 2% 1

39 e iant 0.0 5
MW

| 22 e cosh 6.2 =
w

@ lo formols (64) sl sostituisoono con le altre

{64%) g = (X + X =+ yu

¢1d
3¢, nuovaments, con lo formol (B8%), si riduc superficie X ad nna rotta,
1intograsions dol sistema in Ay, ¢, w0 5i compie subits, o sostituendo in (64°)
ti superticie di PrrxRsoN

10 con Unsservare quali specie di s Tagsa di oo di
queste superficle di Prruso, applisabile sopra una quadries di DARpo
sl facoin rotolare sopra una sun defermala di Pirsesov, Lu prima fulds
curvaturs costante si ridurdk ad un 1t
uesTiaL alle cof linee di curratura p gontl | raggi dolla con-
gruenze. Basts ora upplicars il teorema di Ron congrianzo W (Lesioni,
val. 1, pag. 59) per sederu che queste superiicie di Joxounuseia, godmone dalla
proprioth eepressa dalla formola

& banno in termini finiti la ce
Termin

sponds

(¢ eaitants)

dove & = a(s) b Vangolo eotto cui il pinno di num lina di ourvaturs o == cost taglin
1n superfiole, 6d == R() & il raggio delia sfora che contiene lu linen di surva

tura u = cost.




