Sulle trasformazioni
delle superficie & linee di curvatura cuincidantl
Memoria. del doti. UMBERTO SBRANA

(resimtata. dal Socl L. Braxoni o approsata dal Socio U, D).

i & curva-
ourvaturs. Lo superfioie
o fantrape; por osse i due sistemi di

ohe soddisfano » quest condiions sono. la ri
di enrvatara eakneidono in quello dolle generatric.

Questo mali doll'equazione a derivats parziali », = r,,
calle notagioni di Moxok, si sorive:
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Senwwr assermd cho fra queste puperficis vi somo quella di una class, ohe
pendono da una fanzions arbitraria, 1o quali sono a curvaturs costante. T super
generali sone stats poi stndiate da Svioker (), e hrevements anche da SomEvrens ().
Qulle speciali a curvatura costante s sono presentate al prof. Braxemy, nolle
sue ricorche sulla superficie applicabili sulla quadriche rotonde (%), come collaate
alle deformate rigate dell’iperioloids di rotusfone ud mna falds, ¢ quindi anche alls
XD,
voro fo stabilisca per lo u
trastormnzlone, Comiuoio dallvas
di quolle eonsidorate dal
metri w,v delle assintofiche,

ie

a lineo di curvatura co
vare clio essa appartengono alla olasse
urs K, nei para-
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con (i), o) funtioni ri ella sola v, Osservo poi,
i ! i

upirfcia si
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o eurvabura va
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bile, que
si consorya la |

Colle trast
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o Laotiopo o aurval
ad osse & app

a costanto s obiens
bile la

{1 azion do. of i Timiti poi alls consideraxione di super-
fiele & curvatura costanto, reale, negativa, =i trova che 1o tsformasioni si ridueono
s quelle di Razzamoxt o DEMARTRES per lo curve di BERTRAND.

Le trasformazioni per le superficie generali
§ L. Riferiamo una delle nostre superficic S alle sue linee assintotiche v o
ntati rottilinee, ciod quells nells quali coincidono: Ja
ehe: eostituisoonn uno dei sistemi delle lines di lungherza nulla.
us§ e Copazzs, si brova che le due forme differen-
fondamentali di 8 hanno i seguenti eoefficienti:

costante Jo

sienn 1o w

Tinee di eurvatura,

Valendosi de ioni di

arbitraric, le (2) detorminane intrinsecamente una delle nostre: superficie.
Gli altri olomenti di 8 hanmo quindi lo espressioni :

11 sistema i equazioni &l quale soddisfano lo soordinato .y, 5 di un punty
di una qualsiasi superficie, o i cosant divettori X, Y, %, dolls normale, assume per §
questa forma
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w'
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of dios ohie la nostre superfielo wppartengono

oy
o caratteriszate dalla (1), o per To quali, some abbiamo gid detio,
- dato un wmetedo di trosformagione, To i proponge, modifi

veo di curvatura, di far vedere ehe anche per
o dells trasformavioni aualoghe. Voghio provare ciod che:
ficie 8 a linee di curvatura coincidenti & falda
fueale di =* congrucnze W, 1a oui sovonds falds & nna superficie
8, della skessa specie, la quale ha, mei puuti corrispondenti o
quelli di 8, lu stessa curvatura di guesta.
§ 2. Supposta Vesistonza df una di tali congtuenze W, Jo eni falde frocali §
1
(i)
Tangolo det piani. fuocali, col prossdimento generale si frova che deve: esssre:

vatara —

ed 8, hanno la stessa ¢ in punti corrispondenti, o indicando con o

dousa dlog @

®) =l fuse)

Aems

dalle quali 51 tras, futegrandor

1+omo=2.
eon o costante arbitrariz.

Si ha di pit che la distama doi pun
dei fuoshi i sen o

0id posto, consideriamo in ogni punto di § lo tre’ diverioni seguenti: quells
dells normale, quella della tangente alla linea o— castante, quella della perpendi-
colare ad ambedue le precedenti. I coseni direttori di esso saramno rispettivamente
questi

i limiti dove essere i@ e quindi quella

T ece.
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Attribuito alla costante o che compariseo fn o un valors qualsasi, o integrate
le (5), le (4) i danno ! superficie che sono falde fuotali 4i e songrnenze la eui
altra falda & S, Pacendo poi variare ¢, i ottangon eo® suparficio trasformato di S,
chin vogliamo fur vedere essera quelle dol teoremu (a). Infatti so. per mizzo delle
(4), (4)7, (1), si caleolano | coefielenti E,, F,, Gy ; Dy, Di, DY delle duo forme
fondamentali di una §, d quests oof supdsficie, usando la (8). (5) i trov

o= B sen ¢+[1 W cosg i H‘”‘""] J

o

Foong < son g)' i ’i'" il J’—(cw FEiwng)

%‘fﬂ (es 9 + i sen p).

. Di=Dieosy -+ 1 seng)'

Questo ci. dicono che Io linte w, v sono por S, 1 n
stemi di linee di curvatura coincidono fn guello delle
arv poiche stz 2 = D82
sarvi poi che ol ha: o
i trova cho & eompletamente stabilito il tooroma (a).

& ia 8, ma_dolla trasformate ai ondente al valore & dells co-
sante ;. diromp cho 5, ¥ dedotts da § con wia trasformssions Ty OIb posta, a1 ha
il sognante toorema a1 permutabilith:

Date duo trasformate §,,S: di 8 dedotte da quests rispotti-
vamente con uns T, e con una T, risulta determinata in ter-
mini finiti uns terzs suporficie S legats sd 8 oon unms T, ¢
ad 8 con una

eintatiche, o che 1 dile si-
costante. Quands sl os-

& ohe quindi in punti con

spondenti 8 od 8,
hiaono la stessa curvat

Indichiamo von o, | g § s , s rispettivamente § valori di @, g relativi ad 8,, 8
Ripetendo gli steesi ragionamenti del onse gonerals (1), & veds sho-lo evordinate
2y ga,da di 0 punto di 8, e 1 coseni dirsttori X, , ¥a, % della normale in esso,
dovono essore. espressi dallo formole soguenti:

}sena, seny son (s — 9} X+
+ (sen.0, ok, cos gy — seng; cone cosp) X,

o - (860 04 003, 501 s — 500, €03 96 93) K
’x, =x (14 m )y ; [E,(sen g, sona, — sen gs son.05) -
~f X, (c05 5, 520,05 — o8 p; 50 T)],

aon

() Of:. Buanean, Zerioni, e, val. 2%, pag. 81
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St
basta 1i

poi ¢ho por varificaro butte 1o proprioth alle quali dove soddisfare Sy ,
arsi o dimostrare she si ha:

Ryt

W

@)

W

Ora pat dimosteare 60, o 5 pud ed 1L caleolo valendosi delle (31, (IF), (),
oppure i pud diro oosiz Lo (7) si verifieano nel ouso generule di wuperfisie In eui
curvatura & data dalla (1), wande wn oerto prosediments. Ors. tui possinma
ginaro 41 stabilirs anche fn questo caso T formele di tr
procedimento neato per le supatficie con un solo sistoma di linos di
cash dell farmolo oho &
@lu) = i, @ == 0. Si compronds pol corn
o necossariaments, rinssire verifieats in ogni easo, andhe qu
ipotesi particolari suddette. Dal ¢ utabilith 0 modo,
che wna volta concecinte 1 @ ¢ S, par efasouna i quaste Vapplics-
ous delts obitied & df derivazione.
(R lita, che per gli integeali delF equazione
oo di trasformarione, analogo & quello che ui
A cui dipendon le superiicie proudasfoct

rina i lo stesso

siano 1o

Trasformazioni di enrve.

§ 4. Ta temsformsrlont trovatd, pel cuss fn end' S now sia @ cuvburd costaits,
possanio. presentarsl sotlo wn altro aspetlo, Porcld basta, valersi della castruion
guenta di Sricxer () delle pit genorali superficio son tn selo sistema A Tinoe ai
curvaturs
81 pronda wna eurva O qualsiasi o 81 consideri ana sud svol:
vontd C; con oontro in ogni punto di C, si dasoriva la sfera ohe
passa per il punto corrispondente di C.. L'inviluppo di quests
somplice infinith df sfere d costitnibo di due falds ciascuna dells
quali & nna suporficie della specie richiesta.
D qui segue ohe, §8 00 5 , Yo fa 51 indicano lo oordinate di un prnto o-
e i fangione dollarca w, ¢ si wsano poi lo solite notazioni per la
ha 1n seguente rappeosentagione, pei parametni u, o, dalla eupatticie §

I

(um o

ourva €, 8

B 13) v
Pur
y— i) o

f—ar =

Pacendo in queste p==10, #i oitiens ln curva G, evolvente di C. Le (LIT) ei

{1 Stkexey, chinthearie,

2, B 2118,
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foruiseono 1 segnenti valori per gli elomentt i S:

W, oyt 2u'p

(B Rt Gt 2

a P _*:,"0' +im), G=0

7'2?@4-:9)

1 ; g |
Sl

Ors consideriamo in ogni punto di § In normale, la tangents alla lines b= cost,
Ia parpendiclare alle prime due; o indichinmens al solito i coseni divettori, rispet-
tivaments eon: X, ¥, 2 ; X3, ¥o, 2y 5 Xa, Yo, B

Te eoordingte ¢ (8, 2™ di un punto di una superficie 5 trasformata di 8
saranno date da:

©) 2 = 2 - fie s0n 9 (X, 008 p + Xy sengp),
o i coseni direbtori X!, Y, 7 della normale da:

(" XD o X 008 - (X, st — Xy 003 p) sun

o7 g indica Vangolo formato dalla cangiungente due pusti P, P9 eho &i sorrispon-
dono su n 1a tangeite lla linea v— eostanto cha passa per P, o @, an-
golo doi pisni fuoeali, & dato dalla formola:

‘
L4 omom= 2,

on ¢ eostante.
Formando pix mezsa delle (9), (9)° la condisions:

F

__i(BD'—FD)

chia &i ottengonn can lo stesso procedimento col quals si somo trovata Ia (II), &
della (8), si trova:

2 mo_ . Fll
. % T T s F18
Bocrerd pEr XL. Ser. 8% Tom. XIV, 385
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§ 5. Ora osserviamo che, corrigpondentemente allo trasformasiont dolle nostrs
superficie, avremo delly drasformazioni per le curva analoghs a C, Tuogo dsi loro
contri di curvaturs, Noi vogliame appunto dare la formols elative & tali trasforma-
zioni. Per questo determineremo tuttl gli elementl & § lungo la ourva o= 0. Tro-
VEromo oosi:

Resrm= 2, (Do = — 7, (2

3 B =— : (im0 (D=5 (Dhecs

==

(E)emy =

&

Tensndo conto di questo, la (10), tornando ad indionts. con ¢ 1s finsione della
sl u (f)es, 81 ciduce & questa:

\n dy cotgcosg  fsang 1
1) &= v Tesmno T

Avondosi poi

s — e T nano (A senp —  cong),

— s — (% conge + § san ) sen .

gi di curvatura sono
A7 dei punti dalla curva

Poich e b

ancho per la sux

rappresentati d @, cos avremo che

trasformata di C saranno date da queste:

(11) (2 )os — u(X"
= iy — (] — 008.0) - i 580 0 (008 - 4 S0 ) —

w 0 (1 008 p — sen ).

I chiaro goometriexmente ohio so i prendono dus punti di © € i due corrispon-
denti. 3 wna sua trasformats G, gli archi dulle dus cirve compresi fra queste dus
coppie sono eguali.

 sin anche per O Vareo, si vede osservando cho, quando si fenga conto
)%, Je (11) o danno;

Possiano insomnia. titenore stabilita che
Data una ourva C, o integrata Vequazione differenzisle (10)%

e :
essendo 1-4-coso= groon e costante arbitraria, lo (11)°¢i danno co*

curve trasformate di O, ciasonna delle quali corrisponde punto
a punte a 0, in modo che ai conservano le lunghexze dogli archi.
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B chiaro. poi, che per ls &5* supericio trasformate di 8, corrispandenti allo cot
ourve 9, si ovri la seguonto rappresentazions di Stickes pei parametri u, v

20 e ) it - (@R -y gy,
o — U e (Y
B — iy - (— B — ) s,

avendo indioato eon &, B,y § caseni direttori dolla tengants a O, Tn queste
formole bisogna ossorvare: pord chs la v = oostants non sono Lo carrispondonti sapra
8 delle. o= costanis sopra 8, nella trasformazione.

§ 6. Corri al toorema di ilita par 1o i dolle
superficio, 0o avromo uno por quelle delle curve. Avremo viob cho, prese due curve
%, €%, dedote da C rispettivamento con nna T, ¢ con una T,,, corrispondente-
mente alle quali si abbisno lo due trasformate 8,8, di §, esisterd wna quarta
eurva G, corrispondente alla quarta superficie 8, del toorema di permutabilith, lo-
gota 5 € da wna T, oa C da uma T,. Quests CF si avrh in termini finiti,
© 8 vede subito che lo coordinate f* di un suo punto saramno date dalle
seguentiz 2

ov g,y 4@ ; X4 Y 200 rapprasentane. rispattivaments 1o coordinate i
un punto, e i cosent direttori dalls normalo in ess di S,. Dalle formole del teo-
vema di permutabilith por ln superficie 5,, formala che sono perfettaments identiche

allo (), tenendo conta anche di guelle trovato nel § 5, si deducono. pai queste:

i)
(P )omp ==2g — e~ | 8010, 520 6o (s — gs) —

— (sen0; coe, 008 ¢y — 8en 7, 005 0 008 ) § +-

(800122 645, 56m s — 30, 008 7, 86 1) 4

Py = — a1 o PR — 030
(X omy =— (1 7 ).#
+ 5 140005 92 3900, — con g sem 1) — (o607 o, — sen s sen)f

ove &
ou g, sen g cos g,
c030, — cose,

Trasformazioni per le rigate isotrope a curvatura costante.

§ 7. Faseiano &= eostante; i oftengono cosh gualle spasiali superiieie con
un solo sistoma di lines di sarvatur, eonsidorate du SERRET, che s0n0 a curvatura

costante: K om e
costante: K == 2
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nostre consideras

Dal a che por queste superfieie vale, come
per quells ordinarie, In trasformazions di Bickroxp; la quals conducs a superfeis
dlla stesea spocio.

o 'si samplificans lo formolo Al tras questo caso. Pusto
si traggono per § cosoenti dell'sloments linearo di
ressiont:

rmazione

alle seguenti

(5

eos g+

a0

of porge:

Yl

delln sola w. Tonen

o (8

1a qualle, quands # prenda per nuove funzione: = s, diviens:

8. Come abbiamo git avuto occasions di osservare, il Toogo dei centri
tura di uns superfici¢ con un solo sistema di linee di
come_risulta dalli costruzione di
Ora una oth caratteris
fa:
a curva luogo dei sentrt di curvatura &
(fivimalenryo) ('), eiod tale ohe le
sfano all'equazione:

eratire, & A curva.
4, pub assumore
i superficlo a onrvaturn

s37a nulla
o2 soddi-

Bai v Flichenthes
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Taversamente, presa uaa qualsiasi I di fali ourve, s semplice iofnlh di sfer.

aventi 1 centri nel punti & T, o raggio cguale ad ac_msmu b por inviluppo

tins tigata isotropn, la eui eurvatura K & costante od- sguale a ﬁ ).

Segue da ol ches

Le trasformazioni por le superficie a curvatdra costants, di

biamo parlato nel § 7, danno Inogo a dells trasformazioni

por le enrve di lunghezsa nulls delle spazio, l¢ quali, se non

sono rettilings hanno Ja seguonte mots rappresentuzione para-

matrica:

§ [0 —msmie, y= fu + ) S(x) dr .-=f- S dr,

con (r) funzione ta di =

§ 9. Limitaudoi al caso dollo superfieis & ourraturn sastante, oegativ, resle,
b fcile vedere che: Le trasformazieni del'§ 7 hanns on'interpreta-
xione geometrica reale, poichd osse si riduconc a quelle di Raz-
zaBon: e Dexantres perlo curre di BERTRAND.

A oid si 0, ricordando la seguents costruzione che il prof. Bu
dato por lo pitt geusrali superficie della specie considsrata ():

Presa uns coppia (C,0) di enrve di BerTRAND ooningate, ciod
aventi somn

NOHI ha

le normali prineipali, si eonduea per ogni punto
di una di esse O, o mel piano oseulatore all'altra €, la o
di rette isotrope. Uiascuns di queste ratte gonera una suporficie,
i oui due sistemi di linge di curvatura ooincidono nel sistema
delle generatrici op¢, o che & o curvatura coztante

o2 di m puuto P di O sieno esprosse fn
funzione del su0. arco w, o adepererémo pof per € lo solite notasioui. Supparramo

upporcems. ehe

poi cho le sue curvatur

a2

ove & ¢ ¢ sono due E'Nla“ll Cid postp si ha che le coor
dells coningata C, o
seguente. modo:

ate 2,y 4 di wn ponto
&, 4y . anloghi & quelli di € s

tri suoi elementi e

esprimgna

-3,

(12)* &Lk

08 | my= oo - dsenc ,

Ay g sun e — A cose wec.

Da queste formale, ¢ dalla eostruzione del prof. Braxemi segue che per le eoordi-

, 8. 11118,
(&) i della irasfoemasioni ece., Memoria della Sociata del XL, ser. 95, & XIV,
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nate #,y, # dei punti di una delle rigate isotrope datte 8 si ha 1a seguente rap-
presontazions pel parametri u, v

(13) o v{ 4 i8) = 2 v [ cose — iE -+ R sen .

Le (18) ci foraiscono poi i valori seguenti pei eogent dirottori X ¥ 7 della nor-
male, o por i cooficienti delle dua forme fondamontali i 8

n7(L+'"m )J.-p-{:lg.:—)r

g,

(14) —F Fe=cose , Gmm0,
ot 4_i’c L

T Pose

La enrvatura K di 8 & data da:

TRt

Le formole analoghe per Taltrs rigata isotrapa avento per direttrice C si ottengono
dalls precedenti, cambiando in esse ¢ in —f.

§ 10. Per verificaro quamnto abbiamo asscrito sulla equivalenza delle mostrs
frasformazioni per e suparficie considecate, con quelle i Razzanonr & Drstarrazs
per 1o curve di Bewreanp, comineiamo dal ricordars che guost ultime consistona
in oid (}):

Sia dabta una eurva ¢ di Berrranp. Seslto un angole arbi-
trario o costante, si prenda per g wn integrals dell’squazions
differenziale. ::

Le formole:

(13] naﬂ[nemrscnq- - §coap 4 Asencseng], ece.,
eidanno lo coordinate ',y s dei punti di wna curva € di Ber-
wraxn, Lo eni eurvaturs sono lagate dalla rslazione (12)

i secondi membri della (15) compaiono due costanti
.HlnLlaul" dalm curva O se ne deducono w* della Ll‘é!\l famiglin.

elementi o', o', &, 2'... di (" analoghi & quelli di C si trovano i
Posto:

soguenti il

=1 50 008 2 — o087 500 ¢ 08P,

) Pei i
TRES generali

a oyl ot Vs, Un torens dl g, DR
4 Al Vot s A M AT e
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ol ha
@ 4

A oose-sme
Sussistono poi 1o formale:
i %[mxc+mna—mnccouw(mnnmucn-'(,p+mncseun']]n+
+@!(mmw—s”)r+mum;
ol ST Cous 0 008 oo sun e en 0] &+
i) 2 05 cong (o 005 —son ) - s (som - cos o] ] ¥ — e rsen
# = — " [cusc sen cong — s c o - eosg ot

\I A ﬁ"";“’i‘ltmv-i-co,q54_-““1.

o C' 6 C

§ 11. Considerigmo’ oa delle curve € trasformate i €, e jnd
lo vispettive curve di Berrraxp coningate. Siens 8,8, 1o duo rigate isotropo aventi
0 per curva dirsttrice; ed ; 1o ansloghe per € Faremo veders ehe: S, ed 5
sono falde fuocali di uns congruensa W, sono quindi trasformate
di Bicksuxp l'una dell'slira.

Per me‘em o quisto.risultao, comineiamo dalesservars che. tenendo cooto
delle (12)*, eha per 1o-eoordinate . .41 di wn punto
di 8,, o per l coseni i [, %, della pormale in esso avremo lo seguenti

enprossiond. dui parsmatrl i, v
0= o K sun o wlat- 18),

i 7
= W>r(se1;e+ k) u—(. tgc—'m”} Era2

4, o causa delle (18), (14),

(17)

X2 di

saramo eoft espressi pei. parumotei u, v’
{4 of [ o0 — i - & kanc],
[T P00y g Ly 74
— — — —~ ig i
k (crse' ! ‘) *R

ove o, &', 4. 5000 quelli dati dalle (16
Vediamo ors di trovare 1o condizioni alle quali debbono soddisfare v,

la retta che unises il punto Psa(u,v) di 8, col punto P'=={u,?) di

in P, P rispottivaments 8, ,8[. Questa condizioni che si serivono eodh:
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sto delle (18), (16} & delle (17), (18), ad un'unica, bilineare

si ridueono, tenoado o
in p, o, della forma:
Avy + Bo-+ 0o/ D=0,

dolls sola . Quosta relaziona fi corrispondere ad
to P’ di 8}, in modo cho la retta PP’ tocea in PP’

ova A,B.C,D sono fanzi
ogni punta P di 8, un
rspottivamente 5, ed 8

Vediame dunque cho off

3 sono lo due falde fuoeali di una certs
costante, ossia lo assintotiche

le gengratrici w

congruena, ¢ siccome su di e
di uno dei sistemi,
Orn so indiehisme con 8, 8; e'con 8

corrispondona, cost quests congruanza & W,

S

11 o coppie di rigate isotropa relative

", risulta subito da quento preceds ehe 5,8 soro
LU, ¢ ohe idention cosa accade per Sy. 8.
piamo i fa vrisre ' in ol che esss s lo forme delle
o 8 corrlspon-
. | cib prova quonts ssso-
dne traformarioni.

sistema delle otto su-

denti saranno taf
ipio del § 9 sull'oquivalena delle
possono osservare alenns altrs proprieth
Tutanto abbiamo vedute che 8,8,.8,,8;
8 da uns trasforma i

A uiin, i fali trasformazio

ourve
wente o 8,8

Faociamo ora veders ohe 8, , S sono legate al 8
Basterd pateid che el si valga dello stesso prosudiments usato per Lo duo suparficio
8,,8. Ora usando lo (18), (1 v in ¢, relative ad 8; ¢ lo
(17) relative ad 8;, si frova che e con

nelle quali

2 ZX(E—a)=0

si riducono all’ unica relazione bilineare in v, 0%

(20) v(w e ,,u 4 plange 4 o tange — ik E«

Mentre por mezzo dells (18), (14) ove @l solito si pooga o' in lnogo di v, & di

quelle relative ad S;:

iy = ke sen ek - ofe — i5)

Lty
TR ] *("'

¢ condizioni

chio i ottengon dails (17) canginndevi ¢ in —1, s trova. ohe lo al

@ (=
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Di qui segue appunto nel solito modo che S8, , S5, son0 coppie di flde fuceali di
duo congruenze W. Si ha poi manifestaments oho snoho 8, & logats ad 8, , 8, da
duo trasformazioni di BicxLoxp.
Indicando con oy , G, gli avgoli dei piani fooeali por 1o due congruenze peendo-
sferiche, avoutf rispettivamente S5, 88, per suparficlo fuocali, si trova, usando 1o
(20), (21), che

cnsa,=mn‘,=£fsx,mzfi,:—m "

Poioht cambiando 7 is —4 non cambia cose, eosl vediamo che 8,8, 8,8,
formano una quaterna del teorema di permautabilifd, essondo 8,8, logate rispotti-
vaments ad 5,8, da uns Ba, con o duto dalla relazions:

€080 = ———
T

Conseguenza analoga si trae subito per la quaterna 8,87, 8, 8.

Sarsbbe poi fasile vedore, per mezzo delle formole trovate, che I trasforma-
zions ohe lega claseuns superficie dolls prima quaterns alla corrispondento della
seconda & mna Br, essendo v 10 stesso por tutte o quattro lo coppie. Le duo qua-
terne dette possono quindi dedursi 1'uns dall'altra con una trasformagione B,. A com-
plemento di questo considerazioni diremo poi che il prof. Braxori ha dimostrate,
che se con la eostruzione di Biooms si costruiscono la quattro deformate rigate
*, 37 dell'iperboloide di robuzions ad b falda, rolative alle quattro
3 sono falde fuoeali di due con-

curve. 0, ¢, G, C, si b che 3
gruenze W.
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