— 827 —

Sopra. le superficie algebriche di bigenere uno.
Memoria di FEDERIGO ENRIQUES

Soelo V. Casner]

(prossntata dal Soclo G. CasTmixvove el spprovats

Nel 1896 i i d prosentata la superficie del 6% ordine Fy passants doppi
per gli spigoli di un tetrasiro come primo esampio 41 superficia di genere p,
non razionale. Ho osservato che, pur maneando la superficie agginnte d'ordine 6— 4,
si ha ung superfiois biaggiunta dording 2 (i costituita dal tetrasdro nominato,
© cho lo. analoghe superficia biaggiunte conducano in generals per =0 a delle
ourve invarianti, ddica il mome di « caneniche = ; quindi il numero delle
eurve bicanonichs linearments indipendenti costitnisee un nuovo invariante delle su-
pactiole = il bigensra » o5,

L' importanza. del bigenere risulta subito dal teoremn di Casra
« 1o suparficis di gensre p, & di bigeners Py= 0 sono ravionali=.

Ors, dopo il primo esompio della sestica Fy, altri csompt si sono. presentati di
saparficie non razionali di genere 0: ma dn questi In sestica F, si distingue per le
seguenti prapriot:

1) & uma superfioie regolare di gonore 0 @ bigensre 1, ciod

ovo per ot

Ps=Pa

(s ha invees Py>>1 in un ssompio di CASTELNUOVO o in alouni piani doppi che
0 o sugeessivamente costraitl) 5
4) la superfisie. bisggiunta, non sega I superficie foori della eurva doppin,
4 bisanonien b Lording 0;.(un asempio di
1, dotata di eurva bicanonica d'ordin
Momoris.
Ehbens, le proprietd suddatte caratterizzano la sostien F, dal punto dil v
delle trasformazioni. birazionali.
Questo & il resultato fondamentale ottenuto mells presente Memoria.
Possiamo determinarlo piit precisamente nei seguenti enunciati
Perché wna superficie regulare di geners O ¢ bigenére 1 (= p,
Py=1) abbia la curva bicanowice d'ordine 0, basta ehe sia 6l trigenere Py
(o il sestigenere Pomm 1) ansiché P3=>0 (o B> 1).

>0,
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Le superficie par eui

o Py

s passons {rasfo

mare in superficie del, 6° ording passanti doppiaments per gli

spigoli ' tetracdro.
Guueste superficie posseggona in gencrale wi gripps ino di. infinits
trasformasioni birazionali #n se stesse, onde i loro sistonii lineari di dito genere

si distribuisocono in serie discontinue ece. (ofr. n. 20).

1

1 plurigeneri delle superficl igonere 1.

1. 8i abbis, nello spazio ordinario, us

superfigie F di un certo ordine #. Senzu
4, agli offetti doll'ordine di questioni oho stiamo trattando,
possiaia supporre ohe 1a P sin dotata soltanto di enrva doppia x o i un numers
finito di punti- tripli, tripli anche per 1o ourv

Ricordismo 1a dofinizions doi earatter invarianti fondamontali dolla ewperfeto (1),

11 guaers geomateico g, & il tumioeo dolle superfiela d'ondine o — 4, linearmenta
indipendanti, che passavo per I onrra doppia ¥ di I (superfieie aggiunte a F)

1L geusre aritmetica p, & Vosprassions aritmetioa dal mumero anzidetto caloo-
lito in base alle' formute df postulasione di Novugn.

11 bigensre. P (o somplicemente P) & il numero dalle curva linearments indi-
pendentl sezioni di F collo superficie Tordine 3z — 8, che passano dopplamenta per
Ia eurva g (superdicie Haggiwnte a T)
ceo dello oueve linearmonts indipendenti seaiont di B
eolle sapecisio dordine 3u— 12 che passanc doppiamente por I % o foceano lo
falde di F par essa (superficie friaggivnte a F) cee
Lo nostre ipotesi fondumentali sono

restringere In goncral

1 trigoners Py & il an

£

In tali ipatesi (ad ! i i si pud
v superfioie P sin- ridotts-a non contencre curse eecesivitali,

() Cfr. B Inteodusions
aste Matborle, 1600).
rques, Introdusions eita

oo, lla Geometria sopra le sup

icke (¢ X, serio HI

Enniqoes, Annall di Mat.,

& VL 1901
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di uns superficie birgginnta d'ordine 24 — 8. Designando con w il genere dalle e
zioni piane della superficio P, l'ordine della curva bicanomiea sark

dre—d — 2wy

exsendo.

2 —2

Valatiamo il geners della curra: bicanoniea di F.

A tal fine vicordiame che dato su F un quilbsiasi sistoma linearo (O, p. s
quello dellu sezioni plane i F, restn definits nu sistown linears aggisats [C'f, un
secanda aggivnto |C"|=|(C}] eve; il sistewa eanowico (el mostro easo inesistonte)
varrebhe dato da

¢ —¢f

il sistoma

Espriminmo il geners ' di |G|, como 3o questo sistema fasse In somma. di. G,
di geners v ¢ grado &, o di un sistemn canonico di genere

7' g Bl —1)— 5

11 numero

G+ K|

& Kl
I ineaviants p0 prende il nomo di geiere Cinenre virtvale della siperfils (7).
8 trova pot che il grado di O] valo

o = — 1 (r— 1) =1

Orn 3o s pub valutare il gonere o il grado a1 [07] o quindi anho § caratteri
analoghi di |G”— C|; i trova che il genero dalla eurva bieansnica (07— O]

apm —7,

apn—1.

nica d'ordino 0.

olgaso (i

m—2) in cul 5i abbin una curva bie

() Ofr. Eudlques, Jatrody

. 8%, o XIV. 42




rigalta

[n ogni caso paichd

Po » che sin

wan—2

o, 5i ha la dimeasione di

Partondo da un sistema [C)] irridu

=t —1

P Spytm—1

ciod, nel n08tro €asn (B = Py == 0),

r=r—1;

patiments 1a dimensione i |

Sr—1)—n

ea s 200 Speciale (4 <

11 sistema |
quindi 13 dimen

sega su una C gen serie g
ms del sistema bicananico vale

[

= 1.
Sicooins s b per ipotesi

si. deduce

ricordande 1a diseguaglianza p) = 1, i defluos

it —1
i

8i conolude chie il gewere linears dell superficls ¥ (py=p,=0 , P,

vale 1n ogni caso

g

questa & anche il F, supposts d'ordine > 0

to di distinguare £ due casi che

2. 11 valore del genore linearo o ou por
a supetiicie ¥ pud presentare, cio

il caso

<l m—2

dordine

I oui vi & uoa elfettiva curva bicanon

dw—4—2m >0,




o il oaso
=g —2
in odosta eurva ha Vordine 0; e, quindi per ogni sistema |C| &
| | O]
La distinzions si ottiene valutando i plurigeneri sucocssivi della superficie.
Nel caso

e

si ha anche

107 eoci

i dardine paci s

quindi tutti i plurig

ngual ud
Pi=P=Pj=--=1;

invece

16°] s0e.

quind

nsidor

in oui si ha una curva bicanonica K ‘d'ordine

A —4— 210,
Costruin il sistema aggiunto a |K|, valendoel di un sistema ausiliario |C
5 avra
-0 —0,
dove
g|
o perc
—q
Caleoliams 1 dimensione di [C], o teniamo conto ehie e85 soga &t uba C tna

seric non sposiale; segne cost che la dimensione di [K'| &

P, — 10,

&', dordine
5i trovano lo suecessive eurve  canonichs, per i =4

lgono

dungne sn F almono wos curva trical

similment

Portanto i plurigeneri della supor




@ 5l bany
ellittiche.
Consideriame le due carve

quindi su F infinite onrs ho o composte d curve
2K’ o 3K;
ease appartengono vgualments al sistema sesticanonico

C¥— ¢,

& sono distinte, altrimenti K dovrehbo comporsi di parti contate due volt
entrorobbero tte volte in K’ o formerehbero porcit uoa eurra canonica di F.

Si doduce eash cha lo dus curse sesticanoniche suadatte determinano wn fascio,
quindi il sestigencrs di F valo

1o quali

PEr cORseguaNZA

Po>1, P> 1., Pp>8 e

famo a portare fra poco un effsttive esompio di suparfisie por eni

0 Py Pye1iBi>1

osioni doll'analisi pracedents
0 ¢ bigencre 1 (po—p, =0, P,
a disanonica dordine 0, o di orii

plurigemeri valgons 0 o 1, ¢ precisuments:

condo caso s ha

ed in particalars

caan

cid siste sull superficis un. faseio di curve (eNittiche) sesh
tal modo restanc distinti i dup casi. Notiame anzi che

superjicie regolard di ge bigenera 1 oo curva bicano
dine O sono caratierizials semplice

da cuti. segue onse Py 1
Bechiama ora un esempio di superficie per cui

vate . Gonse

Byml P>

-
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Si abbis nol piane ana curva irciducibile Oy, e designamo eon 2 il suo integrale

di 1* specie, e 2w, 2o’ i poriodi i questa. Cousideriamo una retia €, ln quale

sughors 1a s in iro_punti; la somma dei- valori di 2 in questi punti pud supporsi
nulla rispetto ai periodi:

i

Si detorminins ora su G 6 punti £, %, 7 Per modo ohe sia p. e,

L0 (mod. 2ar, 20).

(mod. %o, Zar).
Sari pure
o quindi {9 puutl #,.. 5 costifiranno § ponti base tripli per un fasefo di curve

(allittiche) Gy d'ondine 9 (Havenex).
Ora nolla costruzione precedente non & vietats di prenders

(mod. 2, 2er)

assendo . os.

(od. 2, 2av).

At

Si obterrd in tal modo una C, irriducibile eon 9 punti tripli eu Cy, di eni tre
appartengono a 0y, o sel si distribuiscono in tre eoppie di punti infinitamento icini.
Cid posto consideriamo 11 pimia doppio. che ha come euroa di diramacions
G,.

Lo sus carve caaosiohs deveebbiro vauirs rappreseatats da coniche passani per
1 56l UNLL £y , 8342 3, 0y fe. £y Speziate quindiin C; ¢ in una etta per

na questi fre puati 2on sono allineati. (uon essendo #,+z,-+5, =0), quindi

Po=pa=0.

inveco um ourva bicanonios rappraséntats sul piano dalla € -Gy, se-

coni nggiunta alla carva di dirmazione €, s ; dunguo il bigeners valo

Si ot k si trova f i ]\nni doppi di gencrs lineare
ivi o supposte la cursa di dira-

79=1 che ho determinuti ne
mazione spoglia di campanent

(1) Rend, Aee. doi Linesi, sorio 5% vobt V1L ppe
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Proprieti g

nerali dei sistémi lneari sopra le superfi
Nel seguito di questa Memoria of rifecirsmo alle suparficie F por. cui

2 il

=0 P=

dotats dunque di waa cursa bieanonica d'ordine 0. B consideraromo sopra F sistomi
linari pirtualmante privi ¢i puati base, siechd parlando del sistoma complato de-
t da wns carva i sobtinkenderh che questo non debba wrera aleun punta

tio, qui e completiamo le proprieth ganerali doi sistemi lingari di curve

traceiati sa F.

4. Anzitatto (efr. T):

Ogni. sistama {inaare ||, irrd virtuals 7 =1, am-
matle un i dimensions stess geners ¢
lo slesso gr Cf. 21 sistema |C) ¢ a sua volta Laggise \ ciod

I dappi def due vister

¢ |C| sono equivaien
|20’ 20].

20)

Quindi i grade di

sistema’ |[C] di' genere e (= 1) vate

ha la. dimensions
m—1

cete di Rismass-Roou
Opai sistamae |C|, drric

¢ 1a suporficio K).
eibile comploto di genere 73> 1, ha la dimansiong

p=m—1,

ta del teoroma s deduce subito dal fatto chs || & ag
ar¢ la seconds parte i consis

unte 4 |C].
In surle (carattoristicn) gia's se

dalle altre
, ma Iz saris stossa differiece dalla seris oanonics, mon esendn |C|—
Dungue 1a g;=*, & ma serio non speciale, o

donds (3. 5)




6. Ogisé-sistema linaare Srriducibils di geasre virtuale 7 > 1, dotats di punii
base multipli, & sempre contenwlo, i wn Sistema completo di- curv dello atesso
ardine privo di punti base o datato soltanta di puati base sempléci.

Sacando il il sistoma dato b contenuto In un sistoma completo [C| (virtual-
mente privo di puoti buso), di dimensiona 7 == = — 1. Ora.s8 |G| ha un punto base
iplo, il genero offottivo delle € vale

ii—1)

m=r—

caratteristica che rimane, tolte le * intersezioni fisse di dwe C, & una

ol ety
Famoget =l a2
speciale o non spegiale; ma se

i>1,
1z dimensione di questa sefie vale

Felm —1

m<n,
quindi

P —

wuuu il n 5.
e un sistema lineare irvidueibile [O] di genseq vivtuale x> 1, dotato di
4 siatema pif ampio di curve dallo stesso
& i zono dues punti basi
saltano dogpi yer 1a g} appartensnte afia C gensrica.

abbia &

punis. ba
ordine,
qnali

Suppongust ohe |C]
gonrica, Ia serle caratteristion g7 . speciale,
16 s {oamo, rouloa, i B ALz pIoEL By Bo o B, dalla siric
45 sl ha cost

semplici, son & eontemity §

sstema & oompons di en:

ohe s 0
canonica g

=g — 2 4

+ Por il teorema. @i Resunw-Rocu il grppo B, s2do s, sl <ondi-
sions of gruppi canenici che debbono contonarlo, appartiene ad una serio lineare g}
di dimonsione s — 15 ma poichd il genera = di € & >>1, sl deve avore

Supposts s =1 (A= A, B, ==B)

ma

quindi
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18 g; appartenente s C;

I punti A ¢ B essendo distinti, sono. punti doppi di
wa allora sopra. la wurva iperehlittion €, . serie

fimh—B

contians ancora come punto fisso il punto B, il quile risults dangue un nuovo punto
baso pel sistema |l cid contraddice all'ipotesi
Suppongasi s =2. Si ha

—B,—B,,

risulta eomposta 1a g
, ma

ad nna g; eolla g
v appartiens alls suddetta

A+ As) = 2(B,

e Ia coppia B+ B, 2
La coppin A+

Bs)

sf compone i duo coppio di gl ¢ perd A, A, sono

quindi I quatarne 24,
punti doppi di guests
Besta cosi dimostrato 1'

2010

erto: In O geperies & iporellittion: 1 punti ba
partencnto a C.
o lo © passant per ©

fased di ervg

In questa eal
nere dua (di oni dimostraremo poi 1'esistenza), | quali hanno ginsto due punti base.
8. Passiamo ora o stadiare 1o curoe lettishe trasoiste st B, od i doro sistemi

Tu buse o tho | taorsnts
O eurva: © di- geasre (vivtuals) 1 ha almens win curva aggiunta C,

che uon o punté somusi gom G
& 20" apparfeagono ad ua medssimo faseis {insare di curie

Lt Surue 2C

Distinguiamo pertanto dus sposie di curve elliktiohe irciducibili O oho possana
appartenere ad F
a) Curve © faolats, avanti wea agginnta O pura
#) Curve O di un fascio, che (por il 0. 4) hn il grado. 0 ossia & privo di

punti base,

lats
ol

Consideriamo sopra ¥ un fascio di carve ellittiche frriducibili [O/; vi sard al-
mena unL aggiunta o quosts fastio, 1a qualé non sega in aloun punts le C.
8o ' fosse irdiducibile si dedurrebbe

La € sarh dunque una curva composta; designeremo con C; . lo parti di ¢

cho appartengano & curve C diverse fra loro. Ora si ha

20| = |20, 420y - -+ = [20] .




g7k
quindi 1a curva
20,4 20,
si pub riguacdire anche come composta mediants die
tenendo Gy, Cs .. @ diverse G, devo essere
20,=C
20,=0;

Afinehi ofd nocada, appar-

¢ la € deve comporsi di due sole curve:
L

i+ Gy

quindi

Cy=C,

Come conclusione si ha:

Un faseio di cwrve cllitiiche irriducibiti C, sopra P, ammelle waa sola
curva aggiunta composta di due purti &i gensre 1, isolate; Gy o Cuy lo quali
soun aggiunta Uuna all'altra. Lo curve Oy, Cy contats dus volts costituiseons dus
ecurve particolart del faseio |C|.

0. Coeludiamo V'osame dalle praprioth genorali dei sistemi lineari ¢
detorminando futty 1 sistemi Mneari gompleli irridueibili.
risoluta dal soguente teorema:
rimibili - diming
i genere wirtuale => 0 cha postanc
ducthili) di wh fascio

fi su F,

questions Vil

grescindire da comp e il gensra
dol sistema, & sali sistemi ooy
existere e B sons qualli compoti eolls curve allittichs (ir,
o con wna bissoants (irridisibils) di geners 0.

Occorrs esaminare dug casi' di riducibilith ehe un sistema [C| pud presentara ()
ciod il caso in eni lo parl irriducibili ¢ quello in cui esse
si compongano eolle eurve d'un fascio.

19 easo, — Semmiame o un sistemn lingare frridn i genero (= 1)
una curra O di genere ms (= 0) secante lo Gy in ¢ (2=0) punti. Si sttiene allors
un sistema di genara

mpmAi—1

dimensione

& quind
w1

i il sistoma

Or se =1, In dimensione di [C] vale 1, —1 (. 5), e quin
i | che con-

completo G, +- G| risulters piti ampia dol sistoma riducibile €, +
tigne C; eomo parte miqualvolta sia o>,

(1) Cf. 1a min citata fiutroiu

or XL
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In alici formini se il sistema comp contieno Cy comne: parte fisa
questa pud essore sopprossn seuss, diminuire i1 genore del sisters. (Usa.discassiona
ofondita mosteeroblo e questo caso @ passibile soltant por =0, §—10,1).
Suppongasi o

¢iod |0, sia un faseio i curve elliftiche; esaminiamo quall cuve C, possono som-
marsi al faseio senza ampliarlo, in gulsa da oltoncre un sistems completo riduci-
bile C,-|Cy/. chid contenga Oy come parto flssa.

Iu primo lusgo s pub essera parte di una qualehe C; (i =0); n
genere di

allora

10:+Gsf

vale

@ seza in dae punti almano 1o €, poiehis
ponenti della Cf ohe raddoppizts costituiseono

So Cy non & parte di unz © o
eontra almeno in un punte la dup coi
dug particolari € (. 8).

Si hn dungue

Affiuchi 1z dimensione di G, - C,| risulti uguale a quella del fascio [C,] deve

aversi

14mii—

cink

noiato, 1a Oy deve essare nna oucva di genaro O bisssanta lo €.

E poi chiaro ¢hose ad un sistoma di genera due, somposte eollo curve sllittiohy
hisecanta raziousle, si somma un'altes curea por modo da
nera dol sistems, si ottiane i sistems compleo pit ampio (di di-

come nslt'sn

di un fseis o
ontaco il
mensione == 2).
2 oa50, — Considerlamo sopra F an fasclo di curve §
=1, ¢ formiamo il sistema multiplo [#G;| dove r>>1.
So > 1, due €, si sarano in 2, =2 = 2 punti, o quindt il genere di |G|
vale

a

weibili Oy di- genere

e |
o la sun dimensionn &
Sy
il gistems completo [rCy| & dangue uo sistemn frriducibile pin ampio di quello com-
posto o geappi di r ourre del faseio O
e m=1, |r0| & il sistoma oo’ compasto dei gruppi di r curve del fasclo |€)]

il genere
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Una curva C, la quale non sin parle df ana C; s , in due punti al-
meno (vedi 1° easo) o quindi 1o #C; in 2¢ punti; pertanto ove si sommi G ad |rC,|
stoma i goners =+ 1 o di dimensione >

neiato.

Rappresentazion

piano doppio.

10. Procedimento di vidusione. — Si
> 1, o quind] di dimens
11 sistema eomplato |

ma lineare irridi

In. superficia .

genaro

o quindi Ja d

&0 om0 contenute

wato in dnp. €, ed altrettants ourre spezzat
dunque,

dug G o di due en

stesso sistemn linear

40

cssere spaszate,

11. 11 pro ato acconnate ci

ro irdusibilo [C| di geners 7>>1. delle enrve spew
2, ssso ¢i porme

di del

. Pili precisament
o di costruire. un sistema {insare di genere <

o

curva C spessat in due componenti

irriducibili ©

Laltes C
dueibili o no) Gy, C
curve,

si arrd donqoe




Di qui si deduce

o quindi

Portanto le eurve €y, C; avraone il genere =1, o oi troviamo quindi nells
condizioni dell’ennncisto,
2* cuso. Ciaseuna dalle duo componenti C di K consti di pin che due parti.
Distinguiamo qui varie ipotesi:
«) To )

iendo ds uma € qualeons delle sus parti si oftiene tna curva som-
posta di geners = 2.
Allora questa curva appartiene ad un sistems. confenuto parzialmonto in
asento pereid 1 dimensione < — 1 ¢ nn genere < 7.
£) Tn tina delle somponenti ¢ di K si trova noa parte Oy el
in essa un'altra parte X secanto €, fn £>1,
0 1n encve

Sieeome 14 ¢ & conpessa,

opptre se X ha il geners

ha il geners >
Sfavooh feml 8 X b il gonoi
26, +X

0, la curva

gemore due, o appartione ad un fascio di curve (riducibili) dello stasso genere.
7) Ognuna delle componenti O di K consti di #7>2 parti di geners 0, o
grado — 2.

Fra queste parti consideriamons una @ che seghi la € gonoriche nel minir
numers di puoti e sia 1 questo mumero; sia pol ¢ il genere della cnrva residus.
C—, 1a qusle sogherd 8 in 52 punti. Avremo

=etat1

Ot 88 ¢ =2 8i neade nell'ipotesi «); 3o invece g =1 deve essore

Ma poiché

s dednce

ciob (supponendosi 7+ >>3)
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Sia m=4; sllora ognuna delle eomponoati C di K consterd di w =15 parti,

o ognuns di queste parti segherd le G in 5= 2 punti.
Avremo
K (0 - Ca o 09 + (6 s - G)
dove
101 4G - Oy = |Gy o € o+ Gl =
& sarlh p. es.

€1 G +-C.

Sl

& quindi st dedurr

1G4

ma b siguifiea che il genere & Oy risulteri >0 cantro il supposto.

Sin invoos w=3; ullora essendo 3= 1, si avd, por ciasonna components C
3K, n=4, oclod wemB 0 =i

Ma 50 una C consta di tre part (=3 si pud ripetere il ragionaments prece-
dente, da oul sogus che nos delle suddette parti b il genero >0 (ipotesi a) & A}

Glova dunque supporrs cidseuna G composta di quattro parti (n = 4), od in tal
oaso s vede cho ciascuna di questa soga in ws punto o C genericho.

Si potrd porre

K = (014G~ Oy o G} - (Ca = Co k- G - Ca)

dove

h+ O+ G Ci

Ora & devs ottonore una O
prima C ad upa (C}) dells saconda
prima € o due (G;,Cy) della sooonda.
ma ipotesi porta

o rinsendo fre pasti (p- &5, i, Gs, 0y dalla
o riuneado due parti (p. 05, €y, 0y) dells

ciod C, ln il geners = 0 o i rieade o nallo ipotesi a) A).
Riferiameci alla seconds Tpatesi, ciod sia p. e

10+ C,

et Gl
Si deduco
16 4 Gaf =1(Ca Y|

CY:

Ora dungue le curve eomposte €, - €y o C; + G avranno il genere 1 (laseisndo
da parte il caso in evi quosto genero sia =1 v. a)), e si segheranno in due punti.
8¢ Oy Cs svesso dup punti comuni con una dello s, . si ricadrobbe nel-

'ipotesi a); dobbiamo dunquo supporre obe Oy + Cs seghi in un punto Gy ¢ in un
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A) ) costruiamo tosto uma curva di genere dus

punto Gy; ma allora (come ne

la quale appartiens nd un faspio di
ne del prosadime

8¢ sopra 1a superficic B & dato un sfsten

%2, 8 pud

1) o un fascio di cacv

2) o un sistema linears [0 ¢

conelus

o, ridueibili o irriduoibili, di genere due;
goters < e > eantennto in [0 qui
. petchid (o, 9) I ridusibilith pud tenere soltanto

tolte 1o, quali resta sempro un sistema (di go-

i eomponenti fiss
nete = 2 contomuta in |G| & p
o infine una curva O spezsata in dus componenti. elliftiche con = — 1
punti comna.

Ora nol eazo 2) la riduzion
o sl arrivach finalmente ad un fasoio d
un eerto punto il s

Ma anche in quosts
sia ®>2, 1
gonere 7> 2,
K pud costrufr

Rit

e aper;

i pub proseguire. partendo. dn |Gy amsichd da (G,
i geners dug (case 1)), oppure s

incontrard ad

re arvanti la ridoz tutte le volte che

e s un sistema lineare irvidusibile
ato su B, vi § una curve e
s F un wistoma i

ata in due

are di genere < ¢

reazions del n. 10. Entro il sistema |20
CeC

surie
11 numers di g
+, quindi & 1

di ¢

irve con

elle due serie

ove sia finitp, 4

wicine) eomuni alle
duzione consi-
© che cisscuna dello suddette ourve K
che irriducib

arti ollit

si componga di dus C spezzate al in ilue

Cosh agremo una prima enrva

K == Gy + 0+ O

lo eul parti G, , G, o no enrve ellittiche feoiats,

viasse in un fasoio 1 sua aggiunta C; sarebbe spezsata.
Parimente troveremo una seconda curva

59 oo € va-

composta di 4 curve ellithiche isolate.
Ora oeeoree esaminore dug casi s
1°saso. Le 4 eurve nomisate O, + Oy
distints.
Allora. ancheo le 8 componenti €, Gy, Gy 04y Of4
distinte, ginoohd 5o fosso p s,

G5 €3, sleno

saranno fra loro
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o Gy, Oy appar eo ad un fasoio di ourre he, mentee
sonoenrva ollittioho isolate.
Cid derimo 1 dua coppie di curve

(0,40

) (04 C)=

punti; quindi sl avel 0
—13(0,C) >0
oppire

(€, Gy

0 o (G0

Nella: prima ipotest: il sistoma | Oy - Cs| avrd il genere =1 o <
& impossibile attesockd In ourra ellittica €, & isolata; dimo-

segue che 0, appartienc ad un

soconda ipotesi
ero ohe dall'ammettere 1a suddetta ipote:
fascio. Infatti, essendo

@) =0

o suppotienivsi C; distinta da O, ,Ci & cost O, da Oy, si considerino la dus curve
che composte

oll

altra, quindi esse appartengono
, tatta 1a curvo del fuscio
in un

4010 Sconn e

sart

w del pari spezzate ssu, & quests partl variers
Ci.

a le curve mominate,
fnfinitames

faseio o eul appartion

a8 Gy Gy & Gy + Cu sieno fafi-

Cia G}

2 cago.

vicioa a G {
e

le éurva comp

Cid=Giy Gird-Cat

ssse appart ad un fssio di eurva ellittiche spossate, o e parti variabili di
quests gonerramno un fasclo contensnte Ci; Ja co i

ipotesi C; & un ellitticn isolata

Confrontando le conclusioni dei po. 11, 12 sl deduce

F un fi

b

oio di eur

Si pud costruire sopra le super
aners due.

G| questo fascio, ¢ supponiamo dapprima obe esse sia irriducibile, ¢ pos-
due punti base A" B,

8 vi & wna eorva K composta ad nn tempo di dus C e di

siedn quindi

ti K sono distinte (e quindi no:

hauno parti

comu

gaere e partl (ieriducibili o no) Je qua
campongono due C'; puniamo dunguo

Allora in einscuna € si possono dia
associate ispettivaments alle parti dall’
ik K = (0 4 C3) = (Co -+ 0)




dove

5 G, Cy hanno il g
b eiasenns delle parti Sudistia sonti 140 gen
dus punti base A B del fuseio [€], che soo pusti doppt della g; di C.
Infutti le eurvs €+ Cv, €y O contengono I coppia AB, mantre lo 0+ C,.
0, (agyiunte a C) hanno oome pnto doppin uno dei. punti di quella coppia.
& posto eonsideriamo il sistoma

in wng

= [0l 4

6550 & na rete i ourve di genere 8. Quests owrve L ioontrano dn Cy in due punti

=20,

i punti P.Q sono lo intersezioni di O, rispettiva-

ine & due, foori del punti bass P o @, in dua
pezellitiicho, & #u el L i punti P,Q sono

G di K colnsidona.
doppio & ancho il doppio di una €.
o i obterch woa C' d questa. O tralaseiandons ni quileha
; aviemo dunqus

saraumo di geners 1. Affinehd X 4-2C, Flesca di goners dus
oooorra che la X sia una eurva i genere O socante G, o cosh G, in ka punto,
In questo caso consider sistams

|Lf = |0y + C| =|X -2, 4 G} ;

le I sono curvs di geners 3 di una rete; esso sono iperellittiche poichd incontrano
in duo punti la eurve ellittiche dol faselo inltre passanc tutte per dus punti
base P, Q, uno sopra 1 X, che ha como residuc il fuscio |20, Cf, od uno sulla
C{ ¢he ha come. rosiduo il fagcio di gonere 2 |0 =X +20].
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I sid oho precsde abbiamo supposto il fassio 0] irciducibile. ma se e
spezza i vk

2C, 20,

dove €;,Cf sono curve di genere 1 ed X una curva di geners 0 che le sogn in un
punto. Allora il fascio agginnts

[C]=1X+0+0

& irciducibilo e ricadismo nell'ipotesi procedente (2* caso).
La conclusions & che:
Sapra la superficie B s pud cotruive waa rete di
di genere 8, sscantisi o dws n dug in duo pun
base che, i ciaseuna L, sona doppi per
14. Riferismo proiettivaments Ta
presentazions di F sopra
In quale si compons
duwe. rotte i, eorrispondonti
2) o di una sostiss K
o di ¢ are le singolarith di K, I
to nel numero precedents ove la rete

che L
pati

g0 iper
variabili, ol avents du

i puti P,Q;

Coreh;

easo

{L{=10,+ Ci - Ojf =120, -+ G|

be i suci punti base P, Q sopru Cy.
Alla eurva 0, corri

ponderi el pi punto 0 = (pyg), o poiche il fascio

2G| =|L—Ci|
@ costituito di curse ollittiche, lo rette. par O segheramno p g +
punti fuori di 0; dungue O sork un panto doppio per K,
arte di wma I €, +- €3) corrisponderi nel piase
una retta o, non passante per O, od i punti M= (05) , N = (oq) seravno almano
doppi per p+- g - Ko, cio K, Questi punti debbono rappre
na. polehd |L — - i] & un fassio i ourve d
€, si deduce che lo otts per M dobban avere (oltre
nel punto M doppie per K.+ p - g) una
ad M; quindi M & triplo per Ki-a-+4, o doppio
per K,. Avalogamento ancho N & doppio per K.
Oca considerizmo sul piano doppio il fascio di coniche doterminato da 24 &
54 43 ess0 vapprescnta iI fascio dolle curve [20,| =[2G, & poichd quests curve
oo allitichs, 18 Ky +p ¢ svri un puats triplo su p infinitaments vioino nd M,
od un punto triple su g infiniiemente visino ad N. In alire parole K, avrd due
n M.N op.g sacamno lo rispettive tangenti taenodali,

Socrrh ot XL,

in quattro

v X1V, i




sodente, salvoehi

e 1

estnlasio

rapy
si prese

infinttaments vicino ad O

rignlti

e il b

da K, 51 stae

particolars del

Lo p,

oot tipo

o s

qupsts

o una o did e

recedente.

g K; o
o s carchi quali alire singolari

atte pyq:

uta 1a par
(pg)-

trova confe

s Impacre

una orva ¢
o doppio 0 & i due rette 1
enrva. df diramas

e Kat-p

dungun 13 s

o pass

oppie passousi su

¢ di due copple di punti tripli

taenodali di Ky; preso in

una vetls passante po

toale di tali rette @
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Trattismo unzitutto il easo generale in cui si
diamo allora wo _spigolo o di questo. e dus
+ 1o quudriche per .4, c segane sit B una vele di cnrve iperel-

o 6 u di ¢ 8, cha b doe punti hass sullo spigols d opposto
g ta roto conduce alla rappresentarions =ul ylano doppio, con ma ewrva di
mazions Ky - p4-g. indicato al numers proc
corrispondono alle coppie segate su Fy dalle rette incidenti & &, ¢. Le fmm
na di By, sopra il piane doppie. sono enrve del 6 ording di g
in O un punto doppio, ghi stessi taenodi M, N di K, collo stessa tanganti
tacnodali, od iufine dotate di un punte doppio variabile in corrispondenza alla

nere

i

cappia eho 5i trova detovmitata soprs Ia sizions pians omolog dully rtia dol
o incidents u b, o Je bominate eurve dol 6% ordins toceans 1a K, in 8 punti
semmplioi.
16. Formimmoet ora a trattars alouni cast particolri notevoll della ¥

Fra questi st prosenta i1 oaso (osssrvato dal siy. Casterxvove) in eni il te-
traedm diventa un angoloide i spig I Fs. In quests caso
limite vale ancora 51 derino tre spigoli a . &

e dol-
per

Vangaloide

@ be; que
dnca al solita. piano doppio.

costruzions indicats equivala alln seguonte:

1) & profotti 1a Fy dal punto dplo, vertica dellangaloile

an piano doppio dhe ka una curva di dirmazione di ordine 10, composta & quattro

dollangoloid) © di 3

for

quad

eoig, ed i eoni quad
tota di curve fperellittiche di gonere 8

i oftiene allora

A, s o Aa = [ as)

allora I T, si trasforma. i ws’ K ohe ha un punto dappio mel punta Al corci-
spondente alla retts A Ay, duo tacnodi nel puati Af,, 4i, owologhi al
rette fondamentali, ed anchie un printo doppio nel pusa Ajy omologe ad
noltre lo dug retle a, @ du rette di diramazion
dali di K. passanti per Al

i polrobbers considorare ora o
ispecie il caso

rasforinal

ot paricalast woterold della sestien Fei o<
per Fy.

nsiderato nel numees precedente, ove n
o al punto doppio O di K., Quasto
posti &, ¢ deol tetmedro, @ quindi lo
due eoppie di facee per flora la Fy ha nea
retta tripla b, una retta doyy mente vicins & b @ sghemba con ossa, ed
infine alteo dus rotte doppie sghembe fra loro o ieidenti a §.e. La rappre

siote sl piano dappio. si ottions ancern pacticolarizzande

I
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maroi piit & ungo sul aso suddetto, esaminiamo un socondo osemapio,
ciod la super . che si ¥ presents ANo [
itie della congruenza dolle rette principali di un sistema linears co® di
11 sig. Fao ha osservato ehe ln Fy, ba il
+ e ha nug curv* bicanonien dlordins 03
& facile vedors che fra queste si trovano dalle
terne di cubichie seoantisi a due a due in uo punto; una di queste te

punti, Mereé un tale sistema la By s} eappresenta soprs. una sestion, By di S,
di goners 4, dotata dungue di una eurva doppin del 6°
- dove essar doppia por una supscileio (biaggiunts) &'

to innanzi. Del rosto si potrebbe ottencre dirottamente ln
di P,y sul nostro piono doppio conside dn o piane insiden
a - cubica aggimin 1 di quesl i una curva spossata di gemere 8
di urve .-ml.mmu dello stosso goner
18, Abaitio odulo,fou’, 15 16) jouma 1 dnpechila dal 69 aclds
i di nn tetraediofsi rappresenti sopra un. pis

do

che

s passant
doppia Ia

i un punto lo O intars:

a8 pepg K dotata delle
w0 doppio. definite de questa enrve

i domanda se il pi
done pud rapprese

sopra una wogtiea Fe di 85, pass

1i spigali di un totraedro.
fi ci guidn anzitot
o % supsricia del 6 ord
1 totracdto, @ poichd si hasno ' omoy
i Questi inva

n conta

Vi sono
1l spigoli o

g0l

pende I
Ron Ammetts

Ora altrettanti moduli si riscontrano
minali, poiéh s esstruions dalle s

o
da 18 co-
afiche 1'nna dell'altrs condueono

enrve trasformate om

la F,

4+ K. dove essore -

it od sccertarci che la trasforn
azione g -

azions e

o Aullge,
T, pag. 140,
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Ora indicheremo hrovemente in qual modo, data una superfieie ¥ riferita al plano
doppio suindieto, possa eompiorsi Ja trasfoemazions di ¥ in una sestics F, o in un
caso particolara di questa.

A tale seopo bastord eostruire. sopra I un_sistema. linears ( co?) di curva di
goners 4, mercd oui la F si trasformi in nua superficfe dol 6% ordine; allows questa
aved upa eorva doppia del G+ ardine; doppia per una superficie del 4 ardine o non
appartenonte ad uns quadrics, clod nna enrva doppin costituits dagli spigoli di un
totraniro (ventualmente dsgonere).

Ora 1n rappresentazione di ¥ sul nostro piano doppio, pone in evidéuss sopra T
almeno wn fascio ieriducibile di eurve € di genére 2, rappresentato dal fascio delle
vetto per un taenodo (p. o5, M) di Ks, distinto dn O.

Gerchiamo di costruire su B nna curva ollittiea D ehe seghi 1o © in dus punti
punti base di |C}; il sistema lineare D - |0] sard contennto in nn sistinn
£ 0] di eurvo di geneso 4 socuntisl & due o duo fn 6 pusti; }
cirve dol sistomn. segherannn sopes D 1o <" eoppie i una g,
norica 1 oot quaterne i una gf hen compasts eolle eoppia del
stems |D - G| non avrd punti bass o o curve di esso pis
0| D+

o spra o 0 gn-

passeranno in consegucora por altri punti; in conelu
F in una F.

aque di eostruite su P ung curra ellittica D bisscante lé ourve O
ms si oftiene riferendosi al piano doppio rapprasentat

data doll

E ]a solweione del pro
nel modo. segtienta.
8i consideri sul piano il sistoma oo delle sestiche che hamno comuni can K
il pnto doppio O, § tacmodi AL tacnodal questo sistom
inoate. si. trovano due sistemi non lineari

1) quello ca* d tishe di
che rappresentano 1o curre del slsbe
i K ;

angent

lo

enero 3, tocennti K, in 8 punti
v linears determinato su ' dal

somplic
immsgive

2) quallo * esstituito da tubto o possibili coppie i en K, aggiuate
a K.
1 dus sistemi hanno comuni delle coppie di K, quadritangenti o Ko: ogni K,
rappresenta bu I una eurva composta i due parti el © ciaseunn df queste
parti bissoa 1o ourve C di genero 2 omologhe alle sel guisachib

D ehe sommata o O frnises

1 mods i1 sistema, |D
alla ta K, 7
taonodale di Kq in N) che & immagine di un punto base
del puato M che rappresenta Valtro o
2 di eurve del 6° ordine a

doppio. B

o poi la retta g (tang
del fassio |G|, pol nnchie I
<oskun
ppio 0, i dus

i1 it
saoltre.di

icha rapprosenta 11 sietemn dello seaioni pinne di ung
* ording, 10 quale hn in generale 6 retto doppic, spigoli di
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cnodi M, N
dritangents K.
o allo Tetts (doppie) per N condarrebba al m
oti in 8 punti o K;.

orn ossorvare che alle ette: del piano. doppi corri
calle quadri spigali opposti dol totcandro o per
ostruzions datn {nnan
1 piano doppi
i particolari della

i condueo ad inver-

ottenuta al n. 15
ey indicati al n. 16

P
mente per gl
1 ulteriore: punto dopy

anere 4 ave
il sist

my dolla seziont 7
to vicino ad 0, si oftisne
le) sghumbe fa |
a dripla e
s Ko
o punte

ratte doppic,

porre 1o due partio
ne (gltre O, M, N) un

ne possiamo

g sup

oanlinsats A waa sesliva pussante doppiamsnte per gl
P g

d'un’ tetraedro, o in WA easo particalars

b

Gruppo discontinuo delle superficie T e proprieti dei sistemi di eurve

elie vi i eollegano.

19: Non inkendismo di proseguirs sistematicaments lo studio delle superficie F
©0i. generi

T, oftabuta
18 uoketale i tieisonts
P, che passa doppiaments por gli spigali di wn fo-

ma rifereadoci al
in luce alow

traedre praprio (tipo gencrale).
Considerimd di quadrichs pas

mato eon duo copple i spigo

un fuscio di quartie

por un quadrilatere sghombo for-

o
opposti a’ & bY dol tatenodro; e oftiens cos) 5u B
he ellittiche [C




Una © generica viene segata in due ponti A,
Le due coppie di punti A; &, B, B, su €, non sono oquivalenti; infatti se lo
ua. totto doppin @, & sarebbers eurve equivalonti su Fy, oppure si ridor-
valenti sommate n delle componenti di ¢ speasate {1); ma 1o sole ourve
fuscio |C| sono in generale 1o 22,22, ove o, ¢ designan 1o rette
di spigoll dal tetes
afo=b+o.

Por ln modasionn ragions mon sono equiralenti i multipli della suddetto copple
seeondo wn intero » qualsiasi, #(A; - As) ed r(B, 4B

Cib posto. si de Lfntegrale. ulliftico di 1% spesic appariencnte i
wna € gonerica. con 2, 2w’ §-suoi pariodi, e oo
o coppla &, A
jono birnsionale

x4 @, & in dug punti B

la .

doppio costitnenti la teraa eoppi ro, ¢ non & ha

a8 lo sommo dei velori di s

@ ByBy. Sopra la C vorrk doterminnta rasionalmento

fsmrta—f (mod. 2o, 20),

trasformaziono. won. non esiste aloun sia

erivdica poreh

ntero » per &

re==rfl (mod.

1 soeondo dal

o ampioe di rgul'n costr
anng su T

una eurva ollittic isolata K, non ap

igne. frasf

mata i




a8 anl 3 fusile ved
o frn s suddetts aurns ellittishs isol
Hon pud oorto ottenacsi per somma da altce

aurve, sléshi
Sopra. fa superfieis

rando soltanto. per 30
v
nossuna. sup
e

st & possibile ostriivs twiti § sistemi lineari ope-
a partire da wa sumero fwito di sistemyi.
s, nna tale circostanza noa era stata fin qut riscontrala sopra
4 anii alonna ragiont A1 anslogin facerano sospottare che
on fosse pos clie s potessoestendars & butte 10 super
nota. toateme dal sig: Hiteavidoinirma i it quale « tutti i sistemi
lineari di curvo sopra wna euper fcie asionaie s ottangono per
mero finito di sistemi =.
Shbeno si voda oot ohe Vestensione dol teoremn di Hetgenr non pad aversi

cogolasi

somma da un nu-

néppure per tuble lo superfivie regolari; ohe nella eostonsione dei

oltrachd par 8o
quosta Memaria, senal
enenti 1 superfiols Fe:
lith dello sus brax
prigmente o rizmente disconti

2) come si dhl'\hm ane su Fy i sistemi lineari di eurve
ol in fspecio lo curve ellitticha fsolate di dato ordine;

3 q particolarizra:
i eui spigoli sono doppi par Fy, od
riduea ad wn numero Baito di

oostruzione d h Suverl
0 degli stodiosi aleune

gionali formi mn g

B fre-

un dato ord

oo
ispocie ss possy neeadard o
usformarioni. eicliche




