Teoria delle trasformazioni delle superfieie applicabili
sulle quadriche rotonde.

Memoria del Socio LUIGI BIANGHI

PREFAZIONE.

8§ 8 come | tioromi fondamentali relativ) alls deformato delle quodricho go-
nérate dal votare di uny cenien atéarun all‘asss focale, scoperti da Guicarn nel 1890,
stabileida un intimo lsgams fra ln deformasions di queste quadriche ¢ quella dells
sfora, banno pormesso di eoetriiro una teaciu dells tragformasioni delle superficls a
curvatura costanto posifive affablo analogn o quella gill prims stabilita per 1o suporficie
w enryatura eastanto negutiva (psoudasfaril vo quindi § risuttati di questa
teoria fu. corri propriatd per 1a jone di guolls quadsiehe rotonds (7).

Ma, volondo restare nel campo reale, le teorie svolte fin qui i applicavano ap-
punte oltanto afle quadsiclie di rotazione attorno nll'wsso focale, ciok all'ellissoide
alfungato, w4 all' iperbolaids a dus falde, ulle quoli forine & da aggiungerst quella
del parabolaide, 1o oui doformazioni dipendono dalle superfisie d'area minima. Le
ricarohie che evolgo tella prosents Memoria hanno procisamento per iscopo di com-
ro quests: teorio callo- studio dalle superlisio realé applicabili sulle altro qua-
drich rolondo fin qui eaoluse, o clod: a) Liperboloide rigatos 1Y Uellissafde schiae-
siaty, alle quali farme dobbisme aggiungere come lerza formn: ¢) Uellissoide im-
maginario. Bisteno fnvewo superficie reali spplicabili sopra quest' nltimo ellissoide
(dn distinguorsi dol resty in il elassi) o por esse valgono, come si vedrd, i mede-
siml teoremi come per lo'forme @) #). Per abbreviaro indickersmo col nome eomune
il quundriche di scconde specie la quadriche dells forma a) 0 8) 0 ¢); ‘o diremo
quadriche di prima spscie ls rimanenti sopra rieord

iz a curvalura co-
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La teorin dello superficia ap
Ticonduco, eome gl abbi
curvaturs costante positiva,
di seconda specie viene a eollocarsi ancor
delle suparficie pseudosforiche,
trasformazioni delle supesficie d: cury
dello trasformazioni. delle superficie psauds
grienze rettilines psendosferiche, dotate delle ssguenti props
due falds f icabili I une enllaltra o sulla pseudosfora
(@ salla sfera imm 2% sulle due falde fo
domo 1o Tines assintotichs, cid
gouenza W (Lesioni, § 243
tanea per la teoria delle

bili sulle quadriche rotondo di prima. specie 1
1le superficie 2
poniamo di gostruire per lo quadsiche

a delle
L.N della teor

Inoltro I luogo In proprietd, di fondamentals impor-
ho ogni superficle peeudosferica appartiens,
come prima flda focals, uense pseudosuriche. Ocbene, per tutto 1o sn-
perficie applicabili sulle quadriche rotonde di seconda specio hanno lnoge proprietd
grometriche affaito analoghe, che s rinssumono nella seguento proposizions fondamon-
tale per Ia nuova feo
Teorema A). — Ogai supsrficic appiicabile sopra wna quadrica rotonda Q
di seconda specic appartions, come priv falda focale, ad wna dopyia infaits di
congruense rettilinge reali W, la cui sseonda falda focale & applicabile sulle me-
desima quads
1L passagyio da wna deformata 8, della quadrica Q ad un'altea dofornata S
la guale insieme con S, eostitulsea lo due fldo di una delly o* oo ;
cui i parla nel teorema, sark una delle wo? fras/ormasioni dellu superfic
supponismo-in particolare cho I qua Ia sfers immaginaria (di mgg
i himoui e Fgn AR e S BkR e Sl et doee Aot s
formszioni dolo supiricie piendostribe.
ecossarie. per costruire da una deformata nota
trasformate, diciamo subito che conzistoro
nziala ordinaria del tips di Riccars, Tanto
Totto. dal. logamo cha. presentano 1o indicate trasformagioni colle. trasfor-
mazioni. di Bickruxp di cert elassi di superficio fmmagiuaria di ureatura costante,
Dello dae costanti. che entrano. in una dells nostee trasformazioni per unn data. defor-
mpta 8 dolla quadrica @, un assegna il valors (realo od mmsgintrio) della distanza
focals nella eorrisp congruenia dea I questa
costants oon v @ ln fraslornmsione. steesa, che fa passare dalla saperficio primitiva S,
ad una delle derivate &, col simbolo B, dal teoroma di permuta-
bilith per 1o, trasformagioni di Bicks o di enrvatura costante, o

m:'\.‘q\l!zkum dilf

o delle. suparf

da aleune proprietd complementari cho dimostreremo nel corso della Memoria, uoi
dedurremo Ia seeonda proposizione fon dolli, teoris, ohe i dirk il
Teorema B) (teor — 3¢ da wna superjicie 8y, appli-

a di permutal
cabile sopra una_yuadriva votonda Q di sceonda specie, 3 ofiengons due nuove
superficie 8., 8 applicatili wwlla medesima guadvica Q, mediaate due doils nostre
trasformaioni To Do o costanti v dissguali, esists upa gnarts superficis




8" della. stessn spocic, perfeltamonts deferminata: o costrulbile in termini finite
da Sy 8,8, cho & legatn alia swa volta alle medesime superficis i, 87 da due
frasformazioni By colle wedésime costanti ' 7" invartite

Da questo teorems di permutabiliba si deducono precisamente le me-
desima eonseguonso come dall'amlogo nella feorin dells superficio psendosferiche o
wiok che uell‘applieazione successiva ed illimital dello nostre tmsformazioni alle su-
perlicie applieabili sulls quadrica @, che via vin si ottangono da una iniziale nota 8,,
bastn. avera integeato 1o piima equarions di Ricoart perolib lo siano insiome tnite
I sncpessive: ancha qui adunque; dopo- il primo passo, 1'applieazione del metado si
sflittn senz aloun muovo. ealealo d'integrasiona ().

Ls due i A) BJ, alla oui dimostrazione completa saranno
diretti gli sviluppl dolla presents Memoria, portatio ¢vidonternonts Ja teoria dolle su-
perficis applicabili sulle quadriche rotonde di secanda specio 4l punto stesso di svi-
luppo e Ia teoris delle superfisie psoudosferiche avevn gid da tempo mggiunta.

Converrh cxa ohe all'enuneiato di questi teorcmi genorali facciamo seguive al-
cupe osservizion par preisars Vestonsions dello olassi i superficie alle quali si ap-
plicano i feoremi stessi. B in primo luogo osserveromo cho lo suporficie reali apphi-
eabili: gapra unn quadriea’ rotonda @ (di prima o di seconda specie) debbono propria-
mente distinguorsi in duo elassi: quella’ delle superficio” applicabili sulla Tegione
reals di Q o quella delle suporficio (reali) applicabili soltanto sopra wna regions im-
muginarin, o ideale; di' Q. Lo prime sono e effettive superficie applicabili sopra Q
i senso wiatretio; le seconde, per usace di un-termine la eui opportuna introduzione
& dovata al geometrn russo Prrenson, i dirnuwo. applicadili sopra Q al di la o
fucari dei Wit

Ora | nostri teoremi A) B) valgono indistintamante per futte le elassi di su-
pecficie applicabili sulle quadriche Q di seonds speeie sia eho Tupplicabilits abbia
Inogo in senso cistratto (o dentro ui-Timitl) sia por u'applicabilith fuori: dei limiti,
B, per procisare ancor pitt, nggiungeremo che o 1o quadrica Q b un iperboloide ad
una falds, oyvero un ellissoide immaginario, lo superficio 8] derivate con uns delio
uosbre trasformaziont da una- dniaiale 8, sono pplicabili i sense ristretto Unns sul-
Paltra o per cid, rispoito alla quadrion Q, applicabili insieme outro o fuori doi li-
mitis 8o invees Ja quadrica @ b un ellissoide schiacsiato, wna trasformazione sem-
plice: By fa passare du wnn superisio- 8, applicabile sull'ellissoide entro o
{fuori el Wmitd) ad una contigun 8} applicabile sullo stesso )l

(1) Dihbo quf avrertire ehir, par il sas0 particoluro de
sreno gib comunleato | teeramnl A) B) el i
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miti (enkro ai limiti). Tnsomma per wrz trusformasione B di una superficie appli-
cabile sull'llissoide sohiaceiato cangia la: clussa-a cui la snparficie appartiene nella
opposta ed oecorre. quindi applicars un numero pard di trasformasioni. per rinianere
nelln medesima classe.
poi avvertiva che fra le superiicie applisabili sull'iperholoids ro-
tondo ad une falda richieggono una particolate teattazions la deformate rigats
dell’ iperboloide ehe, secondo tma nota proposizion di Lagukrre, -dipendono dall
ciieve di BenTraND, trasformate dol oireolo di gola dell ipacboloide. Quando la sui-
perficie 8, applicabils sall’iperboloids & rigata, “analie 1o suq %* superiicic trafor-
mate sono xigate o le nuove curre di Brraaso ohe ne sono le lines di stringiments
derivano dalla primitiva C lines di stringimento di 8, (pit precisamente dalla s
coniugata G) con una di quelle trasformazioni dolle curve di Bentwasn che, s
porte in nn caso particolare dal D: furono poi 1 dal I

Si pud ors domandare se i teoremi A) B) siano veramente limitati: alle sole
quadtiche rotoude i seeondn spacie o valgano plutlosto anche per quelle di prim:
La risposta, come era facilments prevedibile, & questa che: per renderli applicabili
alle quadriche di prima specie conviene rinunziare alla realita delle congruenze W
di eui parla §1 tsorema A), Una trasformaziono semplice B< i allora passare da una
superiicie reals 8, applicabils sulla quadrica Q di prima specio ad una contigua 8
necessariamento immaginaria; ed @ soltanto eombingndn opporfunaments dus trasfor-
‘coningate immaginarie, che si/ottiene N nuova superficio reale.
delle sup applicabili sulle varie
speeio di quadriohe rotonde risulta cosl porfettamente assimilabile o quella delle
trasformasioni delle superficie 1 curvatura eostante, eho ne & alla sua volta un easo
pucticolare. T suporficie applicabili sulle quadriche rotonde di seconds spesie si
comportano presisamente come le ordinario superfisie psendosferiche. (deformate della
sfora immaginaria); qualle applicabili sulle: quadriche di prima sprcie si comporian
inyesa pome le superficie di ourvaturn costante positiva (deformate della sfers reale)

Da nltimo avvertits che mi somo limitats nella presents Memorin o tratiare
delle superfieie applicabili sulle quadriche pfonde prineipaiments nell'intenta di
esporee risultati completi. Per aliro alenne riearcho eomplementari mi hanuo gil di-
mostrato che i teoremi stessi volgono anche per elassi di supsrficia applicabili sopra
auadeioho generali. (veali od immaginarie). Ritengo pertanto molte probabile che i
teoremi in diseorse conservino ln loro validith por tubts In superficie applicabili sapra
quadriche. B scopo delle mid riverche successive sarh appunto di accartars questo
fatto ohe, ove trovi Ja desiderats conforms, verrd a dare, mi sembra, alla teorin dolle
trasformazioni dalls superficic applisabili sulle quadriche generali il suo assetto
dafinitivo (1)

o
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Lo, supsrficis ecomplemptari delle quadriche a cotro rotonde.

Alle nostro ricerchy convieny premetéere i esmme aeourte delle refazioni cho
intercedono fra una deformnta qualunque 8y di uos quadrica rotonds @ o & sua o
periicio complomentare Sy, pross. rispeito alle geodoticho di 8, deformate dei meri-
diant della quadrica: di tale stuilio e oceupiamo i questo primo paragrafo. Pren-
dendo por delle 7 Vosse di rolazione della quadrien Q, indichiamo con r.s lo
coordinnte retlangolari di on punto mobile sulls curva meridians, I cui equazione
seriviame

significando A , B dug coslanti teali, che supponiamo perd uaki, & fing di
dero it caso gih trutiato di superficid 4 euryatura eostan Poioks il raggio del
parallelo, Telamionto. lneare dolls quadriea Q, ossia dalla superficie S., sari- dato
dalla farm

m s 2 det ot

il parametro o indicando Ia longitudine. Pol ealeolo dell'alomento lineare ds, della
superficio complementare §, ricorriamo alla formols gonerale data al § 136° delle

mis Zesont (vol. 1, pag. 206) ed avtemo

Tah= 11 do* +¢* el

oo sl pbg
B m—Alr
@) l'_|'/ AA—1)
Di qui; eliminando r, troviamo
T A% b
(@ = Hni“m, " dof.

Ota 58 poniamo

& prondiamo convenientemonte 1a eostants i, potremo ridurre nuovamente I (3) alla
forma stessa (1):

aF P




Dasta invero

(4)

o sy so00 dunque ridueibili 1 uno all'altro “per mezzo

li possono del resto, sscando § e

I due elementi lineari o
di queste rels () e g
mols di trasfarmarions reali od i
superficio dal. pu
lineori. per. trasformazioni reali od
plementare i una superficia S applicabils sopra wia quadrisa rotonde & appli-
sulle quadrica stessa ().

Bon diverssmente perd si comportana 1o cose dal punte di vista reale, ove noi
el collochinmo: D golarmente la cingque forme
possibili per le quadrishe rotonde o disentore 1 formola (4) non solo
riguardo gnardo ai Hmiti onteo § quali variano
ostri. pirainetsi; suppo gmeendo. cost le oinque forme di quadriche
rotonde  centro; troviamo i ti, seruenti.

) Ellissoide allungato: A B—p, cona® <8 ().

Lo fornola (4) dimostrano ch 7, b sono puramente immaginart qunds #, v
somo. reali; por cid Vapplicabilits di questa quadrica sulla complementarc ha 1
salo fuori dei Hmili

1) Bllissoide schiscciato: A—a® , B=§' , cona®<

Allora 7,® sono bensd reali per r,p reali; perd mentre nolla rogione res

dell'ellissoide #* < a’, dalla (4) =i

naging

o i vista gonorale

cabi

enta allora necessario esan

la loro realitd o me:

invecs

quindi 7 > > o, Aneho qui adunams, sebbeno 1o formols di trasformazions
sinuo. reali, 1
al di Tt del Timiti.
) Tperboloide & due falde B
Lo quantith 7, 5 sono immaginarla per v reall s I suporfils. & applicabile
salls. complomontare fuori doi limiti.
4) Tporboloide ad una falda
Lo formolo (4) diventano

th dells quadrica sulla sun complemantare ha luogo sollanto

5

{a* - ¥}

4 =T

wenze W della apecio Tndieats nella
falde delln congrcnes.

() Questo ¢ b i1 primo o pin sempli
prefuion e complamentar] eqtitas
Punleo caso in <ol le nostra con
@) Per il paraboloide, ehe & nol 1
snlla cotmplomentare ha lnogo solo faor dei Huiti
) Qui, come i seguito, @, & denotano eostanti seali




i .

o nella ro-
= af, Dunguo:

o damno walori reali par 7, & quando #1, v-sono reali ma i pif, e
iona reale dell'iperbolaide’ 7 => o*, ne Tisulia anghe evidontements 7
Oyni deformata dell igerbaloite rotondo ad wwe [ald ¢ ap
ristretlo sopra la sun superficis. complementare.
Diiltea parte pord osserviama che Felementa, 1ix

ile in. senso

di questa g

eyt

riveste forma reale anche gquando

o

M

ciod al di 1& dei Hmiti della rogione reale dell'iporboloido. Por cid nol dovramo con-
siilorare uny seconda elasse di superlicie reali applicabili sull’iporboleido funri dot
Tlimiti o per esse’ convorrh sarivore il del sotto lo forma

4 anche

par ridurre positivi il numeratore ed if denominators del coctficionta di .
+ agui cle reale

ver questa elasse di superficic apylicabili avremo avidentemon

applicabile fuord dei tiniti sl iperbiloide rotondo ad wia falda he per comple:
mentare wia superficic della medssima specie.
o) Ellissoide immaginario: Ams—g* , Bem—ot
Qui abbiamo

a'){a*+r") o

3 bisoigns naeorn suddistinguers, come per Uellissoide raale, secondo che a*>>8*
ovvera a* < .

o) Per Tn prima_forma a* > 8 s ha ¢he 7
Yot 7, v reali od invenaments. Come superiicio norm
reall si pud prendere il siusoide iperbolico (ofr.

= (1)

« per quolla dol segonda tipo (v puraments inmaginar) la sua complemer
Leapplicabilifh doll‘una, sullaltm ha luogo fuori dei limiti.

2 Por In secands forma o* << 4% si ba gho 7,9 sono reall ayvore pura
irmagina ko oon 7, v, onde dus nuovi et da suddistioguere.

son0 puramente {mmaginari
1o del primo tipe con v
jun, vol. 11, pag. 109):

Booterd vy XL, Ser 3% Tom. XIV, 2
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Sottocaso ¢). Quando r, v sono reali si ha

at— (i
al{at

b=

dr® - ¢4 ot

colla limitazione r* < 5, o alla medesima limitazione soddisfit, eome sbito

s vedo, 7. Per questn clusse di deformate dollallissoide immaginario I'applicabilith
sulla complomentare i luogo dangue dentro af limibi. Osserviamo poi ahe I'elemento
lincare procedento appartiene alla classe di quelli che ammettono un slemento linsare
coniugato in deformasions ('), il qualo anzi eoinside vel caso attuale coll'clemento
stesso. Lo deformazioni delle sapecficie di quosta elasse i presentano per cid a coppio
di- deformasioni eoningate.

Sottocnso e), Venondo all'ultimo ensodi r, v puraments imniagian
giamoli in 4,70 (¢ ¢os) 7,7 in (7, i0) od avremo

4 ot

colla Timitaziono r* > a¥, Como suporficie tipica della elasso possi
catenoide, accarciato (Lesions, vol. 11, pag. 109):

1o prendero il

cosh (%) (¢ raggio del parallelo),

=Gk (z) :

Come nol caso precedento, la superficie & applicabile in senso ristrolto snlla
propria. complementare.

ove 5i & pasto

g2

wilappi di sfere votle due falde o curvatura costaste.

Deformazione di i

A buse delle prosonti vicersho porrd, coma gik pot Ta dimostrazione 1o svilippo
dei risuliati di Guiowann, quei teoremi sulla deformasione delle congruemze réttilinee
© deghi Tnviluppt 01 foce eho o ospusto nella min Memoria sopra citata dogli An-
bali (1800) o ripertato nel Cap, XVIT delle Zezions. Quivi @ risoluto il problena

iluppi di sfero pef quali, defor

fulda dell fnviluppo se
sompro 1o wedesima ourvatura costante K, il che ports di conseguenza ehe: ancho
la seconda falda conserva In medesima carvatnra K. Ma mentre allora si supponea
reale non solo la superficio 8, Tnogo dei centri dello sfore ma anche réali Te sfors

Sopra us. prodlema relativo alis tevria della dafarmazions delle su-
. aprile 1902,




e
stesse s di pit le do falde dell’ inviluppo, qui diventa essenziale per le nuove ri-
cerche tiprendéro In, discussions ds un punte pii gonerals di vista. Riterremo per cid
sola do prion condisionn che ‘sia reale la suporficio S, fuago dai centri detle sfove,
na asmimebterino cho: lo sfero stesse possano. avers raggio reale od immaginarie o,
pic quando’ qucsto mgglo sia reals, possano lo due falde; dell* inviluppo cssere im-
minginarie' (eoningate) anzichd reali

Nelln discussione cosh completata del problema vedremo presentorsi coma pos-
sibili configurazioni di 8 tutte lo superficie applicabili sulle quadriche u contro ro-
tands delle varie specie. La. purte amlitica della tratlazione, come & esposta nei
§§ 268-250" delle Lesioni, rosta naburalmente inalterata; solo onverrd riprondere la

= disoussions delle formolo finali al § 250 dal punto pin generale di vista attuale.
Intanta, uell'ipotesi che I'um o quindi ancho Inltra falda. dell’inviluppo, in ogni
deformaione della superficle 8, luogo dei cantel dolle sfore, covscrvi la cnrratura
costatite K, dovrd la' S, essore applicabils sopra wna superficie di rotazione od il suo
elemento Huvare dr, aved Is forma (vol. 11, pag. 107) (1):

da®

csuntaf1 ,}-ﬁma-g)

&) dij= +cottadot,

dove @, 0 5000 § purametei dei paralloli o doi moridiani rispettivamente nella con-
figurazions rotonda. di 8,, e ¢ indica noa eostante arbitraria, 1 raggio o della sfera,
invariabile lungo ogui singolo parallelo, & dato poi dalla formola

=t e
I/Ii + e
O, por ipatesi, In 8, deve essore reale od il suo dsf ridursi quindi alla forma
roale di superficio di rotazions:
A= alt® 4 ot ]

Paragonundo colla (5), &F ha

T

()

=/kcote,

indicando & una ostante, jndi
B
= [Fe
T S
B i+ r)

it

drt;

dunqus V'sspressions

1w
|

udaperert nel seguito citazion come questa Hferendomi ) volame od alla

+A-+§)

(1) Per ubbreviar
pogtna relativa delle Len




— e
dove assmmers valiri reali variando 7o wn eerla fntorvallo yeale. per 1a quol cosa

ente necessario che le tro costanti K, no tutte reali. Ne segue
o o dovri assmere tali valor co cot*asin reale,. poitiva
ispondentements il parametro o sard reale onvero purmente -
ola (6) dimosira poi ohe in ogoi caso il guadrato T* dol raggio
T stoeso sarid, secondo i casi, reale o puramente

o uegativa; @ e
maginario, La fo
delly sforn

ik reale; e per cl

Siocomo poi nella (5) possinmo aumentars o di un multiplo A 7 senza alte-
cost 1a candizione chie cotfo, o sen"e, sia reale dit luoge soltanto alle tre

poseibilith segucntiz 13 9 reale; 2% o pumments imnagiuario; 8% ¢ — G puraniente

ginario, 11 primo caso b quello gik complotaments disousso nelle. Zesioni: o uok
mo per ooonparel. doali altei due che diremo:

: g==ir (x reald).

- i (s 1o

Propricti comuni ai ire casi.

opportuno che ricordiamo, dai
cune proprietd fondamentali che valgono in tutti tro 1
le coordinato di wn ponto M, mobilo sulla super-
. & essoni di dicezions dolla sus normale; siano poi M=(, 5}y
oi rispatto al piavo tangento di 8., ove Ia
tosei lo dug falds dell”invilappo, 16 quali
wo date da

diseussione

l'um.n di

66 delle L

casi. Tndi
ficie §,, con Xy, Yo
Ma = (a2 52) § due punti,

sfer. ool centro in M, e di mgg
indicheremo rispettivamenta con §,8,. Le coordinate di M s

el

=y — (D ) T

metri differenziali #(T .
are di Sy, o pel radicale /1 — AT & scelto
mo dol radicals si
nol easo nostra, T
(7) la proprieth gid ovidente per s
cali ovvero contugals immaginaris.

Ora sappinmo, daghi indicati §§ 6 dolle Zesioni, che la duo suporf
di curratura eostanto K son contigue, pa trasformaions di Dot

eollo formole analoghé: per ¥, 7, dove J4T si in-

o caleolati rispetin all'slemento 1
suioi valori; o

tendon

0 lo coordinate

o mlvimmd\, ario,
Le due falde 8,8 dell inviuppo

superfici
fra loro n

ta (vol. IL, pag. 411), od \I

lisisns, daL Joseeams 'al p._umvi-m

one delle for

(1) Queste ‘somo uua facile irasformas ) & pog. 88, vol. 11 dello Lesioni




quadeilaters sghewbo MM, M, M, cob vertici In guatro punti corrispondenti di
518, 8,8 & won losaga ool quattro Juti dells medesima lunghosza costanto

..e:_'/

Lo ooordinato iy, y 50 di My 0 quolle @aypa,én di My sono date dalle
formola:

m=r-+£; xa‘\"‘h’“]/-'
(t] i i
s -ng-vl‘/f.

K

4 i cosen di dire-
o dei parallcli sopra S,
incontrano nel

o dalls snaloghe, indieando rispettivaments X, Y, %,
wisne (reali) dollo tangenti alle- deformats  dei meridiani
B come lo normali o 8,8, in due punti corrispondenti M,
punto corrispondente My di 8, cosi o normali & 8,
si incontrano in un punio 3, le cui coordinate %,

(8)

5, (1) 11 lnogo di quosto punto M, & prosisemente la super-
i dolla Sy, coma cisnlta fachs dallo (9) stesse, e le sfere do-

colle analoghe per 3.
ficie complementare
seritto ool contro in My o con raggio T dato dalla formola:

(10)

toceang i My, My rispottivaments 1o dus superfico ;. 85, 1o quuli formano donque
Finviluppe del socando sistema di sfere.

Rieordinmo poi wsplicitamenta 1'importante proprioth: Swile quattre superficie
4 ctrvatura costants 8,8, 8,8, § aistemi conugats si corrispondous fraloro ¢
a quelli deile superfiete Sy, 8, .

Tn particolare alle linee assintotiche di 8,8, ,8: 8, corvispondono Lo assinto-
tiche di 8, ,8,. B siccome dalla forma (5) dell'el
con K In curvatura, risulta

re di S,, indicandone

an

i di divezione dells nor-

senfo che §

i stabiliseane sobite tenendo
wente: proparsionali ai bivomi

1) Quest forms
mali & 8,8 somo

BEPTh FEN [ ;




ontes

positiva, e
reall od immoginarie socondo ol
= oprietd molto importa
a pift tardi I dimostrazions (redi

11 sistema_coningato di 8, (
delle qualtra superficie (8
singato quando la superf

che lo linee

5,18, sono
a (). Di

K'é e
lianto I'enunciato, riserbandone

eurvab

altra

di owrvatura
P quells. che i conserva co-
a willa corrispondonts quadvica Q.

Volgiamoei: ora. all'esame: déi slngoli cosi possibili, comincian
to con &) alla fine del § 2, ove o & puramonts immagi

o indi-

sono=—ismh: , cose—coshe

Allora nella
in the, essendo L

deve an

o b gésuro purainente. immaginario o noi lo oa
ostante £ ed il nuove parametws o reali cosd ln

) div

(12) i e B

(Beveies
e sonht o sonbte — 1

Solto il segno radicale abbiamo qui una
cosficiente di d/s® nella (12} ed & per cid pasitiva;
it
oo @

tr ot

o la (6) di Lalira

(18)

del
nque nel oaso atiuale lo quantity

e

sano reali. Ora dobbiamo seindere la disoussions in due, secoudo che I curvatura K

& negativa o posi

i

o i questo parageafd il primo oaso, peviamo
!.

P

con b reals (positiva), Maniféstamente perchd il ds,, dato dalla (12), risult realo,
oceorre ¢ho ¢ sia negativa, ¢ noi poniame

(1) Quan

Osservata & gik per e orvidente.




onde risalta

) = e ey & ool

5o dinmo alla costante arbitraria % il valoro

& poniame
(15)
1a (14) diveata

(14%)

Questo elements lineare, seconds 1a (1) § 1, appa
callfperboln meridiana

f o B

a5 At
- Indi coth®e > SEE corue

B poiché, per In (14), deve sssore sonhte -

dalla (15): 7" >a% Dungie Ia superficie , & nel easo aétusle applicabile sulls
regione rualo dell'iporboloido (satro ai limiti). Osserviamo poi clie la formola (13)
per T el di

VITER o (ATRD
. i

i1 walore del. socondo mormbro b vm signiieato goometrico semplisissimo, oguagliands,
came subito i vedo, il tratto di generateieo dell'iperholoids dal punto M, che si
onsilrs 10 al cireals i goa:

sistenia oo* o _congruenza di sfe
caso realo, puro o due faldo §., S, dell m\l]uppr sono immagina
dalla formala

ia in questo
te) perchd
onde il toreo tarmine nol so-

condo wembro Telle (7) §
Hemsatice di 8, & applicah
duo falde del

T firt Ia superfioia §, com-
.+ ciod sull' ipurbalaide, o le
desina legge, atborno ai punti

sono Yo altre dus suporfieis
pesudostoishe 8, 8, immsgiuarle (conugate) che complteno’cen S, 5, 1 quadoran

(8,8,,8,,8) del toroma. di. permutabilits asociata alla 8, (o alla 8,). Risssu-
mitng por questo primo caso i risultat i nella propasizione segnento: Se




—_— 16 =
attorio ad ogni puato di un iperboloide rotando ad wna falda come cantro e con
raggia eguals al fratto di gensratrice che interceds fra il delto punto ¢d il

fa, si desorive wna sfera, s deforma comunque por

sistema &* d

sssione

i sfere,

ogni configurasione 8, dadl’ di due superficie immaginaric
f

consugate S, 8y colla curvatiura coslante negativa K ', essendo b la Ds-

ghessa el somiasse immaginario dall'iperioloide, Quoste due superficie pacudasfe-
riche sona completate ad wia quaderna (8,8, ,8:,8,) del {sorema di permulabi-
lita du altre dus superfivie pesdosferiche 8,8, colla medesima curvaiura, o=
tenuts sl medesimo modo dalla superficie complementare Sy di S,. In fine si os=
serverd. che la lunghozsa o doi lai della Tos 1 taors

qui il valors

di permutabilith ha

i

e

essondo a il raggio del circalo di gola dell iperboloide.

§ 6.
Gaso ) con K positiva.
deale dell

(Reg

irsaids schiaceiato)

o la formola (12) diverrh

(16} i

Qui conviene suds

a0 radicale nelle (8) § B & positiva, nogativa ;o nu

chie figiira sotto il 5

1
o caso eon

Cominciando dal pi

— b, poniamo

. emat

i arremo

K cofhfr ot




So poniame

quest lements linears Hentra nolla formola (1) § 1, ove i faseia

A=a' | B=3},

ed appartieno quindi all’ellissoide schiaceiato rolondo di ellisse meridiana

iy (a* = 7).

Perd, sieooine 7t = > o, T superfiels S, & applicabils sal-

tanto sulls. regione idenls dell'sllissoide; la complementare 5, sard invees applicabile

sulla regione realo dell'ellissoide stesso {§ 1). Si asservi poi cho nol casn attuals il

raggio T delle sfore del primo sistema, eoi contri noi punti di 8., & veale; al con-

tracio quello T del sistoma complomentare & puramento immaginario. Le quatiro s
1

- sono due & due coningate imma-

perficie 8,8, , 5, , 8, i curvatura’ costants K
ginarie (S ¢on 8, | 8;con8;) o In lunghewsa dei lati 4 delin losanga ha il valore

d=ia.

= —i*; ma vediam subito

Restano da considerare i duo easi %‘)' -b%y r:
mltati gid noti e dei quali mon oceorre pitt occuparsi. E in-

ohe essi conducono a

1!

filli 0 > — 2%, tutte lo quanliti oo figurano nelle formals (8) § 8 sono reali,

o reali sono quindi lo duc falde 8,8, del secondo inviluppo di sfore eoi eentri noi

punti di S, ¢ col raggio T reale. Rispetto alla superficie S
affatte reale discusso nella Lesioni, onde S, & applicabile sull'ellissoido allungato o
sull iperboloide o dne falde. Procisamente avyicne la prima coss o la soconda secondn

siamo dunque nol coso

oo In eostanto) o & negativa o positiva (1) 1n ne nel caso limite - =2 lo duo

supecficie 8, , 8, vengono a coinciders fra loro o colle §, L qum ¢ adunquo una
superficie & corvaturs costante positiva.

9) § 1. che da Velements lincaro delln

1) 81 eanstata subito quest*aseerzione ponendo nel
complomentare:

k=1, ¢=cofhr

peacht allors 1a (9) s eonverte appusto nell'stuala (1)

Sootwrh oer XL, Ser.




(Regione veale delFellissoide schinceiato, Repione ideale del cide. Bltissoide immeginario).

Qui abbiamo
sano—coshr , o3¢ — —isenhr,
indi

an

(18)

roalo.

=

11 raggio T della sfers & puramente fmmaginario, per cid

e T
coso  samhe
Per non ricadere nel caso git Eratéato nelle Lesions di 8,8, reali, dovremo

dunque supporre

18)

alkrimenti nei secondi membri della (8) § 3 Awrorebbero quantith tuta real
Cib premesso, distingniamo ancho qui due casi, seconds cha K & positira o
nogative.

Caso #): K positiva. Ponis

o dalla diseguaglianza (19) (ovvoro auche da cid che il coeflicients di dr® nella (17)
deve. essoro positive) risulta che la costante ¢ dovrd avore un valore negativo, diciamo

o sarb per la (19)
(19%) >
La (17) diventa

atds?

) L i ey e

tghe dot,




=i

o 50 proudiamo

@

avremo

P i e,

dig=
i T e —)

formala che coincido collz (1) § 1, ove si pongn A==a® , B— g% La 8, & dunque
spplicabila sull'ellissoido scliiacelato (2*>>#%); ms questa volta siccoms, & cansa
della (20), il parimetro + dove assumers soltants valori pui quali

tghtr <2

al limiti. Manifestarente il caso attuals nom differises da quello gib trovato ol pa-
o fra Lo 8, , 5,

ragrafo precede
Caso f):

o 1 (17), (18) diventane:

@) b e R L

(28)

: 5 - . TS o
Per In discguaglisnza. (19) dobbiamo.poi avers - #*, & siamo ancora con-

dotti & suddistinguers scondo ohe ¢ & negativa, orvero positiva.
ST 1
Gaso g): Sia e negutiva, ponismy ¢ =— ¢ In (22) divent
s atidt
coshY (a* - 87 coshe)

s gt do®,

& poucndo

— tghr,
Va5

d 2 gt L i g

dell'iperboloide ad umn falda, Perd, siccome qui

e s e




—

Vapplicabilita di 8, sull'ipecboloide ba luogo fusri dai limiti a Io stosso avvisne per

la complementaro 8 (ef. § 1), Como nel caso dol & 4 ove 8, hili
2 dncor qui por 1l lato o della losanga

della sfera era reale, attualm

 orano appl

to & prira-

raggto

formola.

a0 ) Supponiamo ors ¢ pouitiva & poniano ¢ dove por la di-

sogmglisnza (19) sard
@< B
Dalla. (22) avramo
ot de’
cosh ¥ (4" cosh®

. R ighte o,
ds} o o gt do

che, ponenda

¢l converte nelln

sfera & dato, se-

cho & Ta- penultin
condo In (18), da

od il lato o della losunga d oroma. di pormutabiliih ha I Jungherza veale d =a.

57

Ricpilago dei visultati.

tra discussione, e conviens, por magglor chinrouza dollo ri-

ilogara | risultati ottenuti o specialmente quelli concernenti le
aulticho di seconda. spocte, poichi sono quests cho attualmente ci interossans.

Ringondo i i oltenuti denti paragrafi oon quelli gia s

vedinmo cha nells rissluzione del probloma fondamentale relativo

logli come confignrazioni possibili della super




lnogo dei centri, #i presentano tutte le quadriche rotonde di prima e di seconda
sposie. Quelle di prima specie insiews alle due forme di scconda specie, applicabili
sullellissoide immaginario, rappresentate dal sinusoide iperbolico ¢ dal catencide ac-
voigiate, figurano gid melle Lesioni; le rimmnenti aln specie abbiamo sueces-
sivaments incontrate mei pamgrafi precedenti. Pogsiamo guindi coneludere che ad
ogni quadrica a ceotro rotonda Q pud associarsi un sistoma oo di sfere, reali od
immaginarie, coi centri distribuiti sopra Q o tali che dando por flessiono alla qua-
dries Q una configurazione qualungue Sy, le due falde 8,8, dell inviloppo di sfere
sono due superfisie colla medesima. curvatuca costanto. Un seeondo sistema di sfore,
aventa i contri distribniti sulla complementare 8, di 8, ha alla sun volta le due
falde dell'inviluppo 8, Sy colla medesima ourvalura di 8, 8;. Li attro supecficie
8,8,,8,,8, formano una quaderna del teoremn di permutabilitd, relativa o due tras-
formazioni di BickLusp B, ,B_; con eostanti egoali o di segno contrario; diciamo
per-abbreviars (8,8, 85, 8,) la guaderna associate alla superficio 85 (ed alla sua
complementare §,).

Per quanto poi rignards il caso che ora pili ¢i intoressa delle quadriche Q di
soconda specie & da osservarsi: 1°) che se la superficie 8, & deformats del catoncido
ageorciato, tutte quattro lo superficie (8,8, ,8:,8,) della guaderna = tu sono
reali; 2%) se 8, & doformata dol sinusoide iperbolico, 8, 8; souo reali, 8, , 8, coniu-
qate immaginarie; 8°) in tuiti ghi- altri ea una quadrion € di scoonda specic le
due superficie estramo S, 8, come lo due madie 8, , S, della quadorna, sone coniu-
gale immaginarie. E poichd adanguo il problema della deformazione dello quadriche
di seconda specie almento colleguto allo studio delle dette quaderne
associate di superficio a curvatura costants, costituite di copple di superfi
gate immaginarie, noi dovremo ecsaminace 18 propriot icho di siffatts su-
parfieie; 1o quali formano evidentomente ela: articotari onto 1n totalita dello sa-
parkicio o ourvatira eostante reali of immaginaris di curvatura costants (). Separndo
poi il roale dall' immaginario, noi doyremo presentars ogi volta i risultatl relativi
al postro problema rcale sotto forma definitiva reale. Prima di accingerei all'acecn-
uata sicerca converrh esaminace alowno proprietd valeroli in tutti i easi od indipon-
denti dall'essere immagipare piuttesto che. reali lo superfieie di cul si tratta. E in
primo lnogo eonvers npprofol!dm maggiorments 1e formole relative alla composizione
di duo trasformazioni di Bickuoxp By, By, & costanti eguali ed opposte, di cui
tratta il § 890 dollo. Lestond (II, pag. 429); indi uon. proposizions complementare
all'ordinario tooremia di permutabilita ci condurrd finalmente a stabilire, al § 10, il
principio fondamentale per 1a nostra teoria delle trasformazioni.

Qui_intanto riassumiamo in una tabella i risultati relativi alle varie forme di
quadriche di soeonda specie, ove si deve tener presents che le lettere

} T, T4

con

aratto

liamo {1 signifiento seguente:

(1) Per canvineersand bnsta riflstsre
dipendonso do. quattra fungioni arbltrarie. gnel
i i olancs oo st Sl s e 4

o Te superlicte A1 data ourvairn

delli ahassi. eusi




K curvabura comune (costante) delle superficie 8,8, , 8., S, eostitaonti 1o quaderna
associata 8 83

1, i raggi dello sfore coi rispettivi eontri in punti corrispondenti dells super-
ficie 8, ¢ dolln sua complementars

d Iunghesza (costante) del lato dolls
denti di 8,8,,8,, 8,

Tau

Regione reale dell’ iperboloide”sd una falda:

e

8, applicabile sulla rogiono realo )

T Sptealals villa: rogiiia 11 pata L ollimoids

In fine, per completure questa tabella relativa alle quadriche di seconda specie,
convorrk intendervi sgginnti i duo fipi (appartencoti o !
ginario) rpprosontati dal eotencide accorciate o dal sinnsoido .pml.om s
forniranno, 8i 8§ 11 ¢ 12, il primo o pit semplice csempio por la dimostrazione
dei teoremi fondamentali A) ¢ B) della profazione.




Formole relative alla: composisi
di Biox

i dus trasformasioni opposte
o,

Sin 8 una superficie di enrvatura costante K= —-. che riferita alle sue

linea di eurvatura «, o abbia Volomento lineato

5* e R (205 8 dis* =500 0 dlo?)
od i raggi principali di carvatora
= —Rig0 . r.—Reotd;

7

riteniamo poi tutto le altre notazieni del

delle Lesions (vol. I, pag. 890).
Sitmo o 8, 8 duo nuore suprici, colla modesima curvaturs Kom — ok desic
vate do 8 con due trasformazioni di Bicrrosp Ba,B_. a costanti egnali o di fogmo
contrario, e siano

dst

R? (o057 8, di® - 560”8, db?) | def== R? (006" 0 i }- 5410, ")
i loro rispettivi elamenti Hineari. La quarta superlicio S; dal tooremn di permutabi-
litd, dopo 8,8, ,8; avrd V'elemento linears

= R*(cos™ 0y du? —-sen* 8, d2?),
dove 6, & delarminnta dalla formola
9 —4 L,

g B

) %

Ta losanga NI, M, M, coi vertiel in g
ba il Jato d di lungheiza costants dato

teo punti caerispondenti di 8,8, §,, 8;

d=Reosa.

Lo normali in 3, M, alle 8,8, i ineontcano in va punto M, similmente quells
4 8,8, noi punti M, , M, si ineontrano in un punto M, o quosti due punti M, 5,
doserivono duo supetfieie eomplomentari applicabili soprn una medosima superficie
i rotastone. Se: poniamo:

8,46,
e

(@5} e o

1s ecordinate &, , ys, 5 di M, sono date dallo formole

(25)

2~ Rens eotQX; ece. (vl IT, pag. 430)




i
Pol caleols dell'clemento lingaro di 8, introdnciamo 1o quantity A, B definito
dalle formole

o | A == 605 8 son 2 - s6m o sen 0 608 @
= 1 == 50 0 800 2 — sen o o086 €032

o il differenciale esalte AV dato da

@70 AV == Acson ® dis — B eos @ dlo,
mentre pol differenziale 4 si ln

(279 ook 442 == A cos @ dit + Bsen ® do;

indicando con ds, U'elomento lineara di S,, si ha allora

@) =i m'aim:mrra o w'“’l.

et Sen?

A queste formole, cipartate dal § 890 dells Lesioni, convieno ora che aggiun-
giamo quella rolativa alla seconda forma quadratica fondamentale

D, di* -2 D dt o -}- DY do*

dolla superficie S,. Per cid bisogna tener conto dei walovi dei coseni di direzione
X, . Yo, %, della normalo alla 8, dati da

9@ X; 4 @ X s
(28 ¥, o pe oo X |- sen o.gun @ X; |- 0o sen e

Vsen a-f- cos'o 5o

(20)
Appoggiandaci su questo formalo, dimestriamo ora I importants teoroma, di eui
alla fine del § S abbiamo dato Vonunciate. L'olemento lineare (28) appartiene alla

quadrica @ di rotazione colla conica meridiana definits dalle formele

r

_ iBonme
sl

e eolla longitudine o, data du

86 indichiamo con F la scconda forma quadratica fondamentale di questa qua-
driea, troviamo
iR

et A - 2V
meubuﬂ[‘,\'-a-ls’[ A




ossia por o (27), (27°)
¥

(ATt b T
e D

Maneando qui il termine i ddo, oome nella ¥y, ne coneludiamo appunts cho valo
11 toarems ‘enunclato al § 8: 70 sistema (w ,v) che corrispoade suila superficie
alte linee & eurcatura delle superficic @ cwroatura costante della uaderna asso-
clata (8.8, ,8; .8)) dar précisamente # sistema coningato conune della S, ¢ della
quairica @

 eososen

§9

Trasformasiont di- Biextonn per Lo quaderas (3,5, 8¢ .8,)
del taoroma i permulabiliti.

Come ultima preparstions: alloggotte proprio della mostra sicorca o oosorre
anedes un feorema ralativo alle trasformazioni di Biciuuso, applicate alle quaderno
generali di superficie n curvatura costants pella relazione del teorsma di permuf
bilith, chie &i pud enunciare brevemente cost: Ogui guaderna (8,8, ,8,,8,) di supe)
ficie @ exrvatura cistante, nella relazions gensrale del teorewma di permutabiliti
(vol. T0, pag. 411), @ cangista da wia quaberqus frasformasione di Dics
che cangi {a, prima superfcia 8 in wn'aitra 8, in wna seconda quaderna (8,8,
8,8 dell medesima spacie.

Ho gid dimostrato incidentalments questa proposiziono in altra mis Memoria (')
come ecowollario di uoa proprietl generaly delle equazioni di Mourano defate di
gruppl di soluzionl quadratiohs o qui, per non rimondare il letterc a quells pid
minpia foorin, ersde ubile ripaters 1n dimostrazions limitata al case attuale.

Comingiamo dal dare olla uostrs propasizieons un'alirs forma equivalonte, ma
pili opparbuna por In dimostrazionc, Cangiamo Ia superiicio 8, mediante tre trasft
maziooi ByyBe, Ba, & costanti o, oy, 03 distinte, in tre altre 8,8, 8, o conside-
riamo le tro torne

5.8:,8) , (8,8,8) , (8.8,.8)

clascuns dlle quali sark complotata, seeondo il teorema di pormmiabilith, a quaderna
da uns. superficie perfottaments determinata, o indichiamo queste tre nuove superi
rispottivamenta con §'.87, 8. La propasizione da dimostrarsi consista in questo
e dre leraa i aiperfois (81,57, 87) , (51.8".8) , (8,5,5") wono alla lore
volla completale a quaderne del feorema di permutal da una madesima quarta
superfieie 8. Si bu cod insomma un clelo chiuso di 8 superficio colly me

0V, 189 dolla Memnoria: Sulle earieid a tre dimonsioni deformabili entvo 1o spasio
ewclides @ guatiro. dimensiani, sel tomo procedonte della prosents Bacealta (1. XIIT, 1905).

Bocrerd pry XL, Ser. 8%, Tom. XIV. 4




¢ contigno del ciclo do tro
dine eonveniente ().

4 In_supecficie completante
medesima rappre

rmazioni di Biokt
(X.X,7) 1 cose
Y. %

a o quindi,
a oostante

quelli
i)

" %) fscpe]
(59) (vol. 11,

51 delle Lesioni segnate

mo subit

| =

@0

o qindi pei coss

Ma si

onde le preosent

(1)

Pongasi ora simmetricamente:

EXX,




& 16 (80) & sorivernnny

(80%)

Di qui, ealeolando 1 quantita 1 ahe figura a1 denominatore dello (81),
trovinmo:

P G N
™ (I—&)(1

elln—ed(itn—n—a)

)
Indicando eon 2 1a quantits al mumeratars di quista formola ¢ ordinendo in altro
modo | terminl, veditmo che 2 ha la forma simmeteien s

D el(l — o) f (1 — &) o3l — &) — ool —&
Sl — o6 o) — (o —

od anebe

D= (o= &) (= ) (1 — ) - (o — ) (2 —0) (1 —00)
-+ (s — t5) (ta— ) (T — ).

1o five sostitnendo nells (31), troviamo 1a formola definitiva:

—a)e =) (1 =&)X
(¢s—da) (&4 =) (1

) (e — 2} (1 — 0 )X+
G (n =) (1—)

(= ) (1—) X,
- (=)

che & perfottamente simmeteiea nei tre sistemi di quantith
XY 2 (K Y %), (X0 Y ).

onde risulta T verith della propasisione enunciats.

§ 10.

Congrugnse W con falde fooalt applicabili su quadrichs rotonds.

amo ora al punto fondumentale pe
ca di cougr

Dopo tathi questi studi preliminazi,
nostra ricerea: alle dimostrazions dell'ssiste
wono applioabili sopira una wmedssima’ quadriva rofonda.

A questo scopo prendiamo une di quelle pacticolari
considorate al § 8, assoclate ad una doformata §, di una quad
qualf ls due teasformasioni i Bickruxn relative alla quadirna lmuno  costanti o
eguall o di ssgno contrario. A questa quadernn applichiame, seconds Ia proposizione
genarala dol paeagrafo precedents, wnn trasfo @ arbitraria Br di Bic
1a-cangierh in una quaderna (', 8, 5, 85) delln mer
muli ad 8,8, in punti corrispondenti i incontrano nel punto M, ehe descrive la

x0 ehe
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superficio 8, applicabila sulla quadrica rotonda &' elemanto linsare dato dalla (28) § 8.
cast 1o normali allo superficie trasformate 8', 8} in punti corrispandenti si incontre-
ranno in un punto M; che descriverh uoa sperficia 8) dello stesso elemento linears.

Lo due superilcie 8, .., deformate della modesima quadrics Q, hamno nello
spazio nna posiziono relative perfolfamente determinata ¢ si trovana poste, pel loro
modo di geometrien, in corr di punto & punto, al punto M,
di 8, dove si incontrano Jo normali o §,8, corrispondendo quel punte M} di 8§ ove
si incontrano le normali corrispondentd. di ). Cid posto, noi dimostreremo ln
seguente proprietd fondamentale:

L rolte congiungenté s coppie (M, M) di punti corrispondenti delle dus
superfisie Sa, 8, gansrano una congruenza W, di oui S, 8 sono le dua falds focali

Sloeoms gih, nella detta eorrispondensa, alla assintotiohe i 8, corrispondono quelle
di 8; perchd 1o une @ le altra corcispondono a quelle delle 8 snperfieio & aurvatura
costante (8,8, .8, ,8,), (8, 80,8, 8, basteri dimastrare cho S,,8; sono lo due
falde focali della congruenza: che eiod il segmento M, M toesa in M, ln S, in 3;
la §), ami hasterd verificars la prima cosa ohd la seconds ne sogue allora seam-
biando le due quaderne.

Por ¢id, consorvando tutte la notazioni del § 8, indichiamo con acecnti 1o quan-
tith relativo alle guattro nuove superficie S, S{, 81,8 dedotte rspotlivamento da
8.8,,8:, 8 colla trasformazione B- di Biokiowp. La formola fondamentale dol tao-
rema di pormutability [vol 11, pag. 416, formola (C)], ci a4, applicata al easo at-
tuale, lo quattro seguenti (%):

!

a4
cos 1=

tg (";;

7
) In questa a7
roma di

della citata formola i lenga,
Loos ! s

th dopo 5,8, 8 o
Bilckvuxs el passagirio
hanns e due prime (

che & & la quarla super-
8,88 e ol




fante pel nostro seopo:

sng s (o

M, sedoido Te (35%) § &, abbiamo por lo coordinato di M,

4,

o
2y == g Rsen @ 00t ==

analogaments por quelle di M}

8.
== ' - R sen o ot

Ora, poiehd si passa dalla S alla S con una By, si hanno lo formole (vol. 11,
pagg. 391, 592):
& == - I cose (0o 0 X, - om0 Xy)
Xj= ood % b1 /X, — cos 0038 X, —sene Xy,

o lo precedenti ol dunvo quindi:

(84)

—mem[m"'; - sen s ook %"’]x,‘

Disltra parto pei cosenl di diveaione della normalo alla 8, si Hanno ls (26%) § &

#, 8y
|- sanosen b0

[
+cososon

G4 %= -
1 soutc - ossto sent =0

o ora, s dalle (34), (34%) formiama I'espressions X, (st — ), troviamo cho si
tia identicamente, & causa appunto della (28):

Ko (o — )+ Tolt — o) + Zalsi —50) = 0

3 taeoa in M, La Sy, 0.dd
, ossorviama ahe le
del punto ' incantro delle normali alle
trovano nells medesime condizioni di
latero sghiembo

Questa. of caprima precisaments he: il sagmento M,
dall i 1 1

sltee due supeficin §

logo I piin
ormali s
delle quali. sono. rispettivamonte complementari. Il qu
My e0i verkiol in quattro punti earrispondenti i S,

@

' gener oot
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suoi quatéro lati quattro congroenze W, di eni llxwlhl relative ai due lati uppnsLl
M, 8, , M} BT, sono inelire normali; sapra ogni lato i duo vortiei sono i fuochi dolla
ralativa congruensa o i piani condotti pel lato o pec einscuno dei conseeutivi i due
piani foouli. Si ha qui un caso partie
i prasontano in generale mells composizione delle trasformasioni di Movrano
(vol. IT, pag. 74).

Ritornando alla proposizione stabilita, o prescindendo dapprima. dalla distinvione
fra reals od immaginario, osserviamo come ne segua gik che qualunque superficie Sy,
applicabile sopra una guadriea & ceniro rotonds, & falda focale di infinite congruenze W
dipendenti da due costanti (complesse), Ia cui seconds falda foealo & applicabile sulla
quadrica stossa. E infatti una tale superficie 8, individua la quaderna assoein
(8,8;,8:,8) di superficio a curvatura cosiante; se a queska quaderna applichiano
una trasformazions Be di Bickrusp, che dipende sppunto da due costan!
formintmo in una seconda quaderna 8 ¢ la superticio & luogo del punto
d'incontro delle normali a 8,8 & ap,ﬂmh,lu sulla 8, ¢ von quests formy appunto
le due falde focali di uns congruenza W.

Dal punto di viste genorale analifico abbiamo gid dimostrato cost il toorems A)
della prefasione. prescindondo pec altro dalle condizioni di realith, Ma noi, collo-
candoci dal punto di vista reale, vogliamo orn suddistinguere i vari casi por arri-
vare a stabilire in ciascuno di essi il feorema A) ed il teorems B) nel loro senso
prosiso reale.

o notevole delle circostanze geametriche che

§ 1L

10 taorsma A) por ls deformate del catenside acoorciato
¢ dal shausoids iperbolico.

Lo nostro. zicerchs nel campo reale comincieranno dn quelle dus classi di su-
perficie applicabili sull'sllissoide immaginario, cho sono rapprasentate dalle forle fi-
piche del catenoide accorciato ¢ del sinusoide iperbolico (cf. § 1 ¢ § 7 in fine); per
questo dua classi bastano aloune pochs ossorvazioni complementari allo scopo nostro
tinale di dimostrars i teoremi A) B) della profazione; o questi sviluppi ci serviranno
poi di punto di partenza per le ricerche sucoessive.

Sia dapprima 8, nna deformata dol catenoide accorciato ¢ sia (8,8, ,8:.8;)
Ia quaderna associats di superficie pscudosfiriche, che sarauno tuile quatiro reali e
legate fra lora da duo tmasformuzioni di Bickiusp reali of epposte B, B
formismo la 8 mediante uns qualunque trasformazione resle B di Biokiuwp in
un'altea superfisie pseudosforica reale 1 teoroma al § O quosta By trasformerh
la quaderna (3,8,,8,,8,) in w'cltra (', 8], 8,85 della medosima speod
surk manifostaments costituita aneh'essa di qustiro supesfiie reali Sark quind
reale Ia superficie 8§ lnoge dol punto 4 inconteo dello normali u 8', 8}; inoltew la §
sarh applicabile sopri S ¢ costituirh con questa lo duo falde focali' di und con-
gruenza W. Poiché oru nells B entra, insieme olla costante v, una secouda costante,
che db in un punto M iniziole di 8 la dircsione dol raggio MM dells congrucoss
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pesndosfericn relat cosd vedinmo che ogni dafe superficic S, apparterrd, eome
peima falily focale, ad oo* congruenze W dolla spacie doseritia, Questo & appunte il
toareina A) per lo superficio applicabili sul catencide accorciato.

B qui non lascieremo d'osservare che il toremn stesso A) vale ancho. per il
eatenaide ordinario, come risulla da note proprieti-ussorvate da Darsoux ¢ relative
allo falde dell'ovoluta di due sup o pséudosforiche trasformate di BickLuwn
T una dell'altes (vol. 11, pig. 400). Antieipando sn quanto dimesteoremo prossim
ménto por I'iparboloide ad nna falda, possiano aggiungere:che le medesime propristh
valgono ameora por il satsasids allungate, ehe & una deformata di rotazione del-
Tiperboloide stesso.

Passando ora al caso che la 8, sin deformata di un sinasoide iperbolieo, arremo
che nella quaderna associata (S,5,,5:,5:) lo saperficio psendosforiohe estrome 8,8,
saranao coali, le medie S, , 8, coningate immaginarie o la costants & delle due rel
tive trasformazioni di Bioxnuxo B,,B., sard puramente immaginaria (vl II,
§ 308, pag. 448). Ora mediante una trasformazions B, a costants reals « trasfor-
minmo, come soprs, In § in uw'iltra superficie reals §'; la quaderna (S, 8, ,8:,8)
werrh oanginta dalla B in una nuova (87, 87, 8}, 8)) nella quale, la § essendo reale,
sarl pure realo la 8 ¢ le 8], 8] di nuovo coniugate immaginarie. E in fatti ricor-
rlamo alle formele (32) del § 10 e cangiamo nella prima di esse i in — i, osser-
vando cho i ha per ipokesi

e

oo dedusiamo

sen " F

che confrontata colla seconda dello (32) stessa of db B me 6. Similmento operando
sulls dus swconda (32), vediamo che & =0l Cib pusto, 1o nomiali ad §',S: in punti
corvispondenti s incontraranno in un punte M}, il cui luogo §; sack una supetfie
applicabile sul sinusaide iperbolico, che insiems con S, costituird la due falde
uns congruciss W. Conludimno: Per le super/ficia applicabili sul calonoids. ascor-
ciato. eome per qualle applicabili sul sinusoide fperbolico, vale il teorema A) dolla
profasions.

§ 12,
. I teorera BY di pernndabilita per i¢ deformate del catenoide acearciato
o dal sinusside iperbolico.

Passiamo ora 4l saeondo taorema fondamontale della nostra téoria, al teoremn B)
i permatabilit. Coma il tsorema A) cho stabilisos Vesistenza delle noskre trasfor-
magioni dipondesa dalle trasformaziont. di Bickrown per lo quaderne (8,8, ., 8, &)
di superliole & curvatura costante del teoroma di permutabilith, cosd il teorema B)




i parmnéabilith dipende alla sun volta da un noalogo fooroma pue Lo trasformasiori
dolle quadetne S Bt woics sops el afuet bl
lefrasformions_component i Bioa
. sark opportune dimostrara il
soguento:

perficis a curvatura costante

trasforat
§ 9, in alire du

Y) dells medesima specie:
existerd una quarts guaderna (8 eifamente delerminale, legala
alle due medesime (88,85, 84 .(b 25 &) rispeitivamente du duo trasfor-
masion Ber, Be colle. cortanti ¥ insertits ():

Per dimostrara questo teoroma: applichiame U'ordivario teorema di permutabilith
& indichiamo rispettivaments con 8, 8" 8" 8" le quatiro superiicie che complo-
tano a quadorne del teorems. di punnmm\im 1o quattio terne
S0 o (e S0 8 (S35 8
l;e cangiano & in 8,8, Pol
887 formano una (ualons: dal temams
foni di BickLown Be, Ber nel mods

Siano Bo
teorema al § i
i permutabilith rolativa alle dus teasform
indicato schematicamente nella segueate fig

Orw'Ia Dy olie cangia 8 in 8" canglori ttta’ questa quaderns. in uss waova. &
’, 1n 8, nella quarts

prosisaments S” nella quarta superlioie dopo S5, 8" ook in
dopo §,8, 8, elod iu §{, in fine 1a S wolla quarta dopo S,
dunque 1s B cangia In quadorna (8,8,
adunque 87" ¢ la ‘quarta superficie. dopa
§'in S trasformend I quaderna (5,
1a trasformata di appmto 1a 8
mer | in 8'; dunque la quadersa

,§", la trasformaione Bev oho eangia
in una nuova quaderna, nella quale
Per analoga ragions. questa Ber trasfor-
(87,8187, 8) & logata jﬂla

nata
ciclo da quattro trasform
ralizzasions sl cas in cui si spplichine alla §
it SR bso oA, T el I fpar By B W b earo B,
per nom » J'Almnlz
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Ci: premesso, supponiamo che: ln quaderna primitiva (3,8,
tieolara quaderna associata ad wna doformata §, el eatencide’ accor
chlamo il nostro teorema. Lo tro muave qu

(878" 87 87) si troveranno wollo el ed avramo b
perliein 8,87, 82 applic .8, o Lioghi rispettivamante dol punto d'incontro

m-] anti

dell normali in pnti eo
quanty proceds risnlta
B B @ legata nl]c 85,80 stosse da
slanti «" ,#' inverlite. B poiché le medesime osservaziont si applicano evidentaiments
al caso in cui 8, sia deformata del sinusoide iperbolico, possiamo concluderne: Fer
lo nosire trasformasioni della superficic applicabili s calonoide accorciats o
sul sinusoide iperbolico vale i tsorema B) di permutabilite.

B chiaro poi che le medesime. proprietd valgono per- le superficie a)
sol eatencido ordinario, eome risnlta dall'ordinario teorema di permul
trasformazioni di Biokrusp delle superfife pseadosferiche ovolventi.

1) . (84,80,
8 rispettivamente
o braalormazioni Biir, B

8. Da
s wan

la

§ 13,

Pritie osservagioni sulle deformate dalliperloloide votondo ad waa falda.

dulle trasfornia-
epecio che

Siamo ora in geado di intmpranders Te ricorehio por Tn ¢
soni dello superficio applicablli sullo altre quadriche rotonde ai scoonda
Dt of intersssano, quells snumerata nella tabella al § 7. Eu;,
in questa tabella, comineleremo dal caso, ivi seg
sull' fperbolofdo rotondo ad una falda in Fenzo

Convion subilo avvertirs che si dobbono distinguero lo deformats (reali) Sy el
I'iparboloids in tro speete a soeonda della natara dol slstoma coniugato. pormannte
iats

nel passaggio dalla confizurasions S, alla forma. iporbolpidiea. Diremo 8, una d

di 1% epacie Aell'porboloids se 1 dus sistomi 41 lins cho formans 1 sisbama con

tinkl, di 24 spacis quand sono inaginart (sonfi-

g quando sono reali @ coiveidenti. In quast'ultimo caso si

tratta dolle deformate rigate doll®iperboloide (*); per essa valgono ancora i medasimi

teoromi, ma lo dimostrazioni. richicggono una {rattazions speciale, che verrh data
nei §§ 2224,

Por Io doformats dalle prime due specie sappiamao che il sistema conivgato

di 8, e (§ ) allo lineo di curvatura delle super-

um (8,8 ,8s,8), chio formano la quaderna associata ad 8,, ¢ sono quatire super-

w2, costanto o immaginario dell’ iper-

% }‘(, eseendo b il somia

X2 0 skshon

comumn 4
o 0§ 2 dolls mia Me-
I della seric




indi Ke=—1 o nelle formele del
buir

4 costanto o
wio a del cirealo di
o doppis espressione pel Luto @ dolla

gola dall'i
lpsanga date da

A= =7 = coner.

Sa introduoiamo dunque nna costante e reale & positiva, tale ohe sia o =gosh e,
poteemo, prendare

(85)

indi

(35 seng=coshe , ‘oofommismhe.

Ora ricordiamo che le due &
narie, como puro Je altre doe S,

erficie’ 8,8, dobhon’ ssere eonfugats immagi-
onde dovranto sussistere le formola

S

(98) 1
| eos?,

oIl iperbolaida cho st can

8, o quindi & fuuzis

essors reall so

ta & di sseonds spocio. sach & fuziono di v, 0.5

voda i
lo.
disponondo di eostanti additive in u, v, 81 pud-suj

iimante che nel primo. esso dovo

© ol socos

D=, o peneid,
porse: senzlaliro

(37) i

@7 =y, B

£k

v per ¢ deformate di 1* spe

= per lo deformate di 22 sped

In questo seconds easo i segni debbono:césere evidentomente pres
o si pub quindi supparre

(88) W=p , Be=n,

in eoincidonza

Taltio cas
remo ol

(=
o ancho

v, — i) &g in — pr. Dimostro-
Ie deforr

i debbono essere

preed in eoineidenza, vicorre oni i BackLosn
1, B, che legano 6,8, 6, @ s

si serivono (vol. T, pp. 412
¢ sand coid,

()

05 8 50




(@) 205 008 0 - e05h & 605 8y 50 6
isanhe
(&)
i 56 0, 008 By
5 Taemhe

801 8, 008 f, — ensh ¢ 003, sen 0,
isenhe

ssando attnglments di® = di? , 45° = dv’, danwo

008 2

c0s2; |, cos2f =

¢ quindi, trasourando come so

(82) 8=

v« haano cinseuss il v
formole &i boglio ricorrendo u

lore zero o Luaitie, Uincerteria dol =

a formola che risnlta dal

gnio-in quoste

0

8, [
==eoshecot = cob.

0 @ o

che da il raggio T delle sfere coi contri diskribuiti s

pra 8, o ricordando she T
o 0—0 & —0
dove essare qui' realo (tabolls § 7) o por eid cot —, gob—t——= debbono

plire essere ren

li. Ne sogue ch nellaltea dllo 39) vale necessariam
il tegoo inferiore, ciod

o)

by

Ed oms, siccoms 1 formols eoniugato “dolle (5), (b) debbono coinciders colle
()., (b:) basta eonfrontara 1 loro pris bei per dedurue appunta, eome s volora,
chie nelle (37) valgono insleme 1 sogni suporiori o gli inferiori. Sinmo cost condotti
pec lo deforuiate di prima specie doll’ porholoide o suddistinguero i duo casi soguenti:

il e

(41) B= u ., o
(41%) H=—n , B=—t
laddove por lo deformate di soconda spesic abbiamo 1'union caso (35) con w, v

immaginart oonfigat




mata di prime

In questo T P
(@) . (8) , (@) (&) in eoc

©as0

sen (0 —0;)
nh o u

son(fs+-0:)

1o (40), o confroutiamo

secouls ¢ on 8y od
) mon mitka
I r. Pass inqu
6,0, i soale dall'i

Al nsservare ehe

necessiric ¢ st
stare 1 4

o nosted

valori {43) nelle (o),

primg.
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oata alln quaderna (8,9, , 6a, 6,). Tenendo pol coute di questa relasions (T), Ie
rimanenti condizioni sono date dal seguents sistoma difforenziale:

08 1
‘el o conw

iy L

- saali(gy — ¢) +

— ol +) 3\1‘; — el (s, -+ 9)

2 senh
i) _

()
= — sonh ¢ 08w, Ben w cosh(gy — ),

"L");'TV-‘ —  sonhi coiny souw cosh (s 4 g) -

ol sistema (IT), 1o equagioni por @y om0 Wnn conseguonin
. B poi. facile oliminaro dal s
ca equasions a devivats parsiali

Osserviamo snbito ]
di quolle per w & della relazione (I) fra v,
(1), (IT) le incognite @, , o , gy © formars wr
de! 2 grding per ln funzione incognita w, da cui tutto il problema dipends. Basta
per cid trarre dalle (11)

soulh e cosw, D
wiw

senhe cosm; e
wsw

. seali{p A g)=—

senh (y, — )

ssprimendo cosh g, g per @ e Jo sus dorivae prime. Sostituendo poi nell'ma o
noll'altza delle du Itimo (I1) si ottiene 1'indieata equ zione del "2 ordine, cho &
la saguenta:

ary

= o8 Sl G

dose vy o Intendls espressa por w eolla (I).

uagiono del 2° ordine a riccrea delle attuali def
oudo ad waa fuld d quante bbismo detto
i tale deformata corrisponde una soluy
care inversaments che ad egni-soluzion
L@, di funzioni cho soddisi
8, dell'iparboloide.

Da quosta
dell iporbolido x
risults soltanto ch
Ma noi andiame ora o ¥
oesia. ad ogni quaderna a ,
isponde una tale deform

§ 15,

alla superfici

Verifiche rela

cominoiame dall'ssservae cho se w ,w
& suppasto, il sistema (1), (L1), Lo fuizioni #,6,,0, , & date dalle (45)
onsoguentomenta 1o () (), (@), (#:). o definiranno par cid quatiro

R




deruan del teorem
p BsiBs ovo o

paoudosforieho 8 8, cost
tiva allo due trasformazioni di- Bic

3,), con

normali allo S, &

suparfl
matabilith rel:

fleie (8.

o i
olaide 1o
a=genho,
olo generali del

o ch o g
i valori seguonti:

indi T A, dats dal il relaziane (1)

atang

sen B 4 pash ¥
ah e i

A

()

i sen e,
1w

¢ Begue

(45)

ovvero in eoordinate assintotiche . J:

(48) gy ===
s

oosh (g, - 948 — cash (g, — ) da] .

Dopo aib it dsi dolla S, ealeolato dalla-(28) § 8, diventa

ddw] ==

onta,

sentan

ess0 ha forma reale doli , ¢ ponends

(47)

si riduca alla forma

rotondo ad wm falda di somi

o appunto (§ 1) all'iperboloi

dhio uppart




— 80—
@emsanho, b=, Di piti siecome dalla (47) risulia 7 > sinh?s > af, vediamo
trattarsi della regione. reils. doll iperboloie.
La seconda formi quadeatic fondamentale
Ia quale avendosi qui cos ¢ ==¢sonhs , son O
diventa

P, .di 8, & data pol dalla (20) § 8
1o (44), (43),

on m, ¢ sussisto

sonh g ensh

— o
senh o gt il
orvers fn coordinat assintofiche «, #z
L Bemhg

Bonhe senem

Questn conferma che eopra 8, le linoe , f sono sssiototicho. Ma di pib, es-
sendo 16 duo forme quadratiche fondamentali di 8, nmbodue reali e In prima dofi-
#, come wi & visto, facilmento ne deduciamo ehe la sup
Tnvoco § teoremi fondamentali dolln. teoria dells supe
eandizioni so 8, non fosse realo, »i potrebbe certaments render tale con un movi-
mento immaginario; ma poicki quests movimonto dovrebbe tradurre lo due eoppie
(8,8,) , (8:48) di superlicic coniugate immaginaria in anm dun tali eappio, il mo-

i ale & quindi 1a 8,,

equazioni di GAv:
esso deliniscono quindi dufr deformaty roale 8, dell'iperbaloide. La
quaderna di enperficio pseadosferiche sta 8, coincide nocessariaments
eolla (8,8,,8,,8) corsispondonte’ alls quattro fanzioni @4, , 8, ,0; definito dalls
formole (48).

ila i qui

i I sulle. trasformasioni.

Applieando § sisnlt erali del § 10, convonientemente precisati nel campo

perverromo o al risnltata Bualo in ¥ista eiod alla Almastrazions doi teo-
i 4) B) per Je dofor una tale
(85808 8) sperico pseudasforicha; dne

A quaderna in un'altra
(81 soningate immaginarie,

trasformasion riclieste par la
poichd I 1 punto 4" incontro delle normiali
e, per quanto sopra abbiamo visto, sull'iporholoide medesimo
Ido forali di wna congruenza W. Ora, pocchi In

ol
(8 S“S,,M della modesima
Allora sacd in
doformata 8,
45,8, san) applioah
o formoeh insiome oon 8, Ie-duo




oppure To altre dus

(48%) Be=n—0 , f=a—0

& qui bisognerh bratéaro soparatamento i duo casi parchd conducono in effetto a due
gruppd di trasformaziont distinto.

Se riprendiamo Je formolo (32) § 10 e cangiamo nolle duo prime di es
— i, ricordando che : By=—0,0,——0,, dul con
seconde (32) deduciamo ¢ casn (48) debbone sussistere lo

)

o nel easo (46

(49%)

sen

La (49), 5o

Na Tudiamo, intanto:




o
valgono le (4AB) la: costants v deila {rasformazione |L di Bicxeowp deve essere

veale, meitre nal cass Galle (18%) si potrix porre v =% — ie' con #' reals.

0ca, siceomo ln B, trsforms, por ipotesi, @, 0;,6,,0, Hspattivamente in
W, 00, 8, 65, dovranuo sussisters 1o formole dolla trasformazions di BickLusp:

HED) e 1—seur
& == —0) SO0 san(t— )
@

)Lﬂ Lobsn o) =L e
E: ";M o) M:“(‘“seuw;-a,l '75‘”‘sculﬂ.ﬁm
(1)

A 14mnx o

—_— L &m0 3
( o sen (834 05) o sen(@ - 0;)
T infants =i vodo subilo obe, essendo 6,=—@ ,8;=—7,, quando abbiano

lnogo 1u- (48) eon = reals lo formolo (@), () sono appunto la coniugate delle (@) (5);
# Io stesso avsien so sassistono invece lo (48°) ed & e:—;f_; L indi ¥ =t
Ma losservasions por noi pit impartants, come quells cha conduce alla conclusiono
in vista, & ln saguente: basterd che lo (48), o le (48%) siano soddisfatte inisialmente,
per m sistemn particolare @, , #, di valori delle variabili o, # perche risultino ve-
rifisate ancho per ¢, 4 variabili. B infutti avendosi le relazioni (42)

b=t , G=—0 per ¢, 8 variabili,

dalle (%) (7) cangiandovi ¢ in —¢ e supposto v reale risulia che —&, — 7 sono
logate u 6,8, dallo stosse equasioni diferenziali (@) (5.) oome 6,4 pec oui so
inisialmente snpponiame — 8'= 05 , — ;= 8 varranno la medesime relazioni

per &, f variabili. B, s luvecs siamo nel ssconda easo ¥ =5 — i, sf trag la me-
desima conelusions per ¥ —2' , w — 8, (anzichd per — B, — ) ¢ basia quindi

ohie ls (48%) valgano por e sy @, perchd sussistano anche per « , f variabili

§17.

Formols defiuitive per le trasformasioni.

Cid premossn, aseo come arriviamo alla fine delle nostre deduzioni, Prondiamo
Ia formols. (88). § 10

039 cos
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Ia quale osprime, seconds quanto abbismo dimostrato fn-quel paragrafo, che In con-
giungente dus punti corcispondenti M, , ML di 8, .81 tocea in M, la §, ed in M}
dove essere roale.

8
1a 8, e ricordiamo che nel caso nosteo il valore di fg

inmo nel seeondo membro della (1)1l reale dall' imma-
eremo una relazione fra
+ g 6 ol Aimosteeromo che: asta soddisfaria inisialmente per @ =y,
v peceh no visultine pur soddisfatée Infzialments, ¢ quindi pol pragrafo pre-
codents ancho per «, # varinbili, le (48) ¢ le (48%) secondo chp F==v, ovvero
F=a—c

1o eas0: F==¥ (¢ reals). — Ponéndo in evidonsa il reale o I'immaginario
nella (51) abbiamo

=
Jof cosh (y! — )+ i s o cosor wenh(f = ) ~ senbcsonrsenw,]
~ g0)+ 1[senhe cose, — cose sem w SeUN(P — 91)]

e cos e’ oosh (

od, eguazliando & zero Ta paito immaginaria del secondo memboo, otteniamo. Ia. formola
(A) coshe cos v sonh (g — ) = senli & [sen ¢ seq, @, oo’ — coshie Cosw; sen @],
dapo i che a grecedenta si riduco sempliosmente atla formola

i 8

(52) =—ocoshotga’,

Oca supponiamo soltanto 1o (A) soddisfattn inisiaimenfs dalla trasformata
# = w4 iy’ di 0 mediants ln Be: sark pur soddisfutta inizislments Ia (52), & con-
frontando questa colla formola del teorema di permutabilith

no dedugiams.

tgo’ por a=a , f=/p,

ossia
o= — 2

o opEr e, f=p.

Cosh intanto & soddisfatin fufsialmente la prima dollo (48); ma allors basta ricor-
rore alls (32) § 10, prondero I coniugate: délla prima o eonfrontare colla torza per
dedinrne cho sark albrosh inizialmonto 8 = —6;. Dunque le (48) sarsnno soddisfatts
ancho per «,# variabili

¢ gasor r== & — i¥, indi den s = cosh ', cos ¥ == { senh v, — Tn quosto

easo abbiamo

cosh o soul ' sen [ 4 #{gf— g.)] — sonh o cosh o’ san g
‘stalc o0s 0, — seith ¢ 203 [of (¢ — @)
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ed egagliando & zero Ia parto immagivaris, ne deduciamo la

(M%) onahicsenh &*cosh (" — g1} ==senh ¢ [eabl e €06, cose’ |- coshi o' sou @, sena’],
por cuf la precadonto resta

cosh g et

daonl 0 — 0= — 20, clob Gj=n—7. Soddishtta 1n (A*) iisialmente, &
dunqds pur soddisfitta 1a prima delle (48%), dopo di cho, rieorrendo muovaioents
allo (82) § 10, vediamo oho lo steseo valo par Ia soconds dolle (£8%), o vals quindl
anche {n questo. socondo caso 1 proprist enunciats.

Rispiloghiamo i risultati ottennti nella proposizions soguente: Per trasforimare
{a quaderna (8,0, 6, ,0:) relative ad wna doforinata di 1 speeis dell iperboloide
in un'altra (6, 0], 03, 0) delia madesima spesis con wua e, basterd irasformare,
con wna Be, 0 in 6 = w' 09’ in guisa che sino sod la wno o' to altre
delle. condisioni sequenti: 1° sia v reals ¢ i valori fnfsiali di o', @ soddisfing

I (A); 20 siace
4o la (&%),

—i¥', con & reals, od i valori iniziali di w',g' soddi-

§ 18.

I teoremi B) ¢ B) par le deformale df 1* specis dell iperboloida
(con w, v reaii).

1 risulighi superiori provano che tanto nello trstormazioni del primo gruppa come
in quelle dol secondo cntrano due costanti arbitrarie e ciod ln = (ovvero ¥') e uno
dei valori iniziali di o o ¢/, V'altro doducendosenc mediante Ia (A) o la (A*). Ed ora
prendendo la quaderna (S 8)) di superfivic n etrvatnm costante rolativa ud
dolle o* quaderne trasformate (8", 67, 85, 63), In superficie S luoyo del punto d in-
contro delle normali a &', 8, formerh con S, 1o due falde foeali di nza V
Per 1o attuali deforuiate di 1% specie dell ipacbuloide il toorema A) dolla 3
& dunquo. parfottamente stabilito. Non tralasciersmo di ossarvare eho nel seeondo
gruppo delle oo* congruenze W colla prima faldn focale S, assegnata, eorrispondente
alla formola {A*), & compresa la speciale congrusnia W dalla §; o dalla
ficoin & mm o (5d

s

fazio

sua eomplementara §,. Essa corrsponda al caso
ancho ' — —¢) il che ports, par Ia (A*} stes @ =y,
ogsia & =8, udi por lo (32), essando ¢ —r, 8y & parle (48%) 6 —n -8,
#—r+0;. La quadorna (8,8, , 5y, 8;) & cost trasformata nella quaderna stessa,
pormutsta 8 con 8, o 8 con S,
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Veniamo in fine al feorcma B) i permutabilith per le nostro drasformazioni.
Cominglando da quelle del prime grapps, corrispondenti alla formola (A) del para~
gralo precedente, trasformiamo la quadezia (0,6, 8s ,0s) in altre duo (4", 0,8, 6),
(07, 6, 67 , 8%) mediants due trasformaziont Ber, B & costantt o, " rendi ¢ di-
stinte @ per le quali sis soddisfatta 1o (A). Nelle due nuove ‘quadarno avromo, eoms
por Ia prima, ¢he lo coppie (&, 85) , (81, 8) (&7, 6F) , (67, #7) saranno i funzioni
coningate opposte, ciod sussisteranno lo formols

—al.

) B=—8, F——6, 0=t F'=—0,
Ora, pei risultati del § 12, esisterd s quarta quaderna (67, 67", )", 637) porfet-
taments doterminata o legata alla (#°,6;, 6}, 6) da una Bor, alla (8,67, 6]
da una Byr. Noi voglinmo dimostrare che: anche in quests quarla quaderna sa-
ranno &" 0" coniugate opposic, € cost nr’.s;".

nfatti, poiche (6,0, 8", 67), (w,. ") sono due quaderne del teorema
i ilith relative nl'\u By, Ber i le due formole:

Ora s0 cangiamo nells prima 7 in —4, rieordanda oho +', & sono reali el osser-
vando le (y), ne deduciamo

(54)

Ia quale formola confrontata colla seconda delle (53) di subito 7= — ", B simil-

mente s vedrii che #" 8, e.d.d.

Per lo trasformazioni del secondo gruppo si procederd in modo del utte avalogo
ricordando, ehe qui

T=np—¢ , V=mm—v

od invece dolle (7} & hanno 1o altre

b8 ,

B=—t, ,

ciamo nusvamente &
dunque  trovarsi nelle medesime condizioni dalls

A questo punto not abbiamo. oosd. dimaskrate che: per o (rasformasions deile
deformae di 1% specie delliperboloide con w, reali sussistono ¥ leoremi A) ¢ B)
della prefasions.
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Avendo o5si minutaments disousso per questo primo ca
tazions, potremo- procedoro pih speditamente in tubti i sogues
teattagions analoga, e o limiteramo quindi a rilerare i punth principali ¢ lo difforenze
dal primo caso essminato,

1 1 punti della trat-
che eomportans una

§ 19,
Deformate di. 1% specis. dell’iperboloide corrispondenté ad v
peramente immaginars,
In questo easo pontamo
umifatp) v=ila—4p)

& lo (a), (). (@) (A1) § 14 diventoranno:

(38, +8) cosh ¢ A4 8)  1-feoshz
o =) (A‘Jﬁ T Thy M —0)
{m,—e: R R < Ce U L

b6, 1—cosho s — 6) \7(“)"'”;) Lpoosha oo ay)
somho

2% senh o

ey :
f"iﬁ- e L (0 0y)

=
il )
7

Valendo sempre lo formale (40) § 18:

= —0, , b=

& cangiamo nolls (&) (')  in — ¢, dal confronto colls (af), (#7) segno questa volta

1 (mod

indi =0, &
addotto &l prineipio del
quindi supporre sonvltro

1, ovvars s=1, o' = 0. Ma il sacondo easo, per lo vagioni stesse
, non differise sostanzialmente dal primo o possiamo

(55) Bom— 0y, By
Separando il realo dall' immaginario eol porre

(56) bmmwtig , Omay ki oy ig, , =iy,

vediamo oho il sistema (T}, (1) dol § 14 verrd ora sostitaito dall'analogo seguente:

(L) 008 @, 008 @ — 05} & 8§60 oy B8 = O




el

apy | e e £ 5 .en)fiSLn..,w*“"i-Jr“}
‘ Mﬁ — seuh ¢ 860 e, 560 @ senh (g, — )
\7“";") sonl ¢ sen oy sen e souh (g, + ),

Ia relazione (I,) in termini finiti fra o, w, coincidendo al solite colls formeln del
teoroma di permutabilith. Anehe qui il sistema si riduce ad un'unics equazione
derivate parziali del secondo ordine per @, o cied slla seguente:

) %[:i‘il e
i ml/ () -

Supposto nvarsamante che @, 01, @ . soildisfino le equaioni precedontl, per
1a suparficio 8, Tnogo dol punto &'incontro delle normali & 8,8, troviamo, appli-
sando nuoramants 1o rmols dol § 8, | risuliali seguenti. Por a. prima fortoa qos-
dratics fondamentals di 8, & ha

conlto— sénht ¢
tos%en,

s o il
S+t

[senh(y; — ) dee — seub (g, + ) 48],

2ewh3p
= soiho sen

Ne conoludinmo, come al § 15, che 1a 8, & reale ed applicabils sulla regione reale

Por dimostrare poi anche in questo oiso i teoremi A) ¢ B) procadiamo come
al § 16 o sogaenti @ cerchiamo di tensformare, mediante wna By, ln quaderna
! derna yon-

Tt

oppura Ie alteo egualments’ ammissibili
T
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in ambedne i easi aveemo in offetto una delle eercate trasformazioni. Ora moi tro-

viamo (¢f. § 16) che nel seeondo caso deve essere v reale, nel primo inveco

con «' reale. Nel easo di v reale saranno soddisfatio futte e condizion richicsta po-
nondo 0w’ i’ o vinoolando i valori fuisiali di o', (por @, , f—3,)
colla relasione

(B) cosh ¢ cos v senli (g — gry) — senhie [cosli ¢ 50 oy 003 @ — 86117 e08 e s '],

e nel ¢aso v — v coll'altrn

g

(B*) cosh ¢ senh +* cosh (g — gp,) = senh o [cash ' co8 m €08 o - 003h o senw, senw'].

Ed ora, colle considerazioni stasse svolto al § 18, soguono nuovamente i teo-
remi A) B) pir le deformate dell'iperboloide che ors considoriamo. Possiamo ridpi-
logaro i risultati ottennti fin qui concludendo: Per qualsiasi deformata di priva
specic. dell*éperboloide rolondo ad wna falda (con sistema coniugalo perianente
reals) vaigong i teoremi A) ¢ B) deila prefasione.

§ 20.
Formole per le deformate di seconda specie deil'iperboloide.
Passando allo deformate i secanda speoio. dell’ipacboloide, avremo da conside-

rare soltants il easo rappresentato dalle (35*) § 18, cho ciod % , v siano immaginaris
coniigate o 0ol panfamo allora

w=atif , s=a—if,
dove w,f sna i parametri roali delle lino assintotiche. Daopo ¢id, trasformando

1o (a), (B (m), () § 18 in eoordinate e, ricordands ohe si ha sono = oosh ¢,
cos o = ¢ senh ¢, ottonlamo 1o seguenti:

AL I—cmhe L (Gk8) Ioube
3 ‘;\ Ju dsmho X (FJ\' 73 senhio b
U

A —0_ 1omh I

B = tmt e g satee)

W00 1—coho ., 14-ecoshe
e Teoulie (% "’ Tonie %)
e e S

,‘”r"“ LA :;‘::“smm +8,) fu— L son(ea+-8,).

Dalle (36) § 13, essendo attaalmente dit =dv* , do* =dv*, dedusiamo

Con Dy = — o032, oos 2y == — 08 20,




da el

avindo v, ¢ il solito sig

 condizione cho fg =

d
ono 1 segei inferiori, eigd:

Ricatcendoora alle (<), (¥) ¢ confrontando 1o eoningate di queste eolle (i), (67}
troviamo ¢ =¢ (mod 2), onde senia alberare Ia generalith potremo fare & =¢'=0
(of. § 14); avremo cosl:

(57)

Sqpariam il reale dall immagieario penendos

\e

[ 6=
4

—u tig

T—w i B

© sastitiondo. nalle (@), (&) oiteniamo per lo funzioni incogoite w,my @y il
sistema saguonte:
(my seiiw, 08w - coshi o:¢08 i B = 0
(3 cem o, smo =
= T =) = G )
S 3 L g O, N
o Tl S a.cnlmuumm" (9
“""‘ r‘” = soulieonw oosw; ool (P — ) s
}fw.—«l

=== — genh 0 500 o cog o, Sonh gy + ) §

W

di ‘quests la prima relasione (11T} in tarmini finiti fra w @, rappresenta ol solito
1a formola del feorema di permutabilith,
Lieliminazions di g, g, , w, porks anche qui ad un' unica equazione del 2¢ erding

por w che i serive:

(v

e, oosta, 1:._)-__
(e, s ) =L

e dalla quals ¢ cosl 3 dipendere la riserca delle deformate di 2* specie dall'iper-
boloide ad una falda.

/sl
= g @ 008 03 ]
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Verifiche ¢ teoremi A) B) per ls deformate di 2° specia dell'sperboloide.

Dimostriamo ora ¢he 50 @, o, 4p , g soddisfuno il sistema (LI, (IV), la supec-
fee 8, luogo del punto d'incontro delle normali & 8,8, sark una deformata reale
i vesonda speoic delViporboloide. Ricorziamo per cib al solifo alle formole del § 8 nalls
Do — gy, @ ;f-{-m. Caleolando Lo quantity

quali & da farsi, per le (5
A B dalle (26) ibid., trovismo

senay A
A= — 2 (ol g - s
VZsma #+ #)

M85 (ol — £ 5ot p)
wne

indi pal difforenziale ssatto d¥ dalla formols (27) ibid, espresso in coordinate @, §,
abbiamo Tesprossions reals

2 Caenh (1, - ) dt — oouhs (15, — g7) de]

Dapo id 1o formole (28), (20) § & diventano:

cosh® e — senhie sontoy , , ,  dV?
BE O
santen,

s

‘Ilc trasformazioni di quoste doformate, noi dovremo ora cereare di
cangiary con um trasformazions B, di Bicxiunn la quaderna (8,0, ,8,,8) in
nn'aliva (0, 6], 6 , &) por Ja quale siano soddisfatte o lo esndivioni stesse (57)

(58)

appure anehe o alixe

- : T Ty
58% e T e g S SR e
(58%) 3 3

goichd wache fn quasto socondn o1z s Faggiuato pol §
formolo (32) del § 10 dimostrano allors. ripotsnds 1o o

oreagioni e principi

818, cho: nel caso (58) la costaite « deve essors roals  wel caso (58%) r=-

con &' reals.

() Quests usd (6%) earvisponde fnvero per Ia soconds quaderna (¥, , ¥4, 8) & prenfere
nello formolo del § 20 g f'om — 1,

Boorerd o3t X1. Ser. 6, Tom. XIV. 1




e

ors, pr
lo condizioni rieh

o4
tg == dato dall:
g =5 dal

§ 17, si dimostrerd che vengono soddisfatte tutte
do il valora fnfsfale di & in guisa che risulki reals il

¢ pro

valore rmols. (38) § 10. Se in amalogia eolla prima for-

mola (374) por 8, po

Lig,
troviamo oha por = reale In condiiono iniwinlo riohicsta si traduice nolla soguente:
(0)  coshe eos e sanli (g’ — ) == sonie [oush o o0 o o5 o' — sen'e sen a; 008 ']

o qunndo inveeo ¢ =5 — ¢ nallalira:

(C*) coshesonhe’cosh (¢ — ) = s

coslie oo i 00 o - 008l v gett m G ]

Anchio qoi adunqne, eome nol enso dells d

groome W con fulde foeali applics

distinti @ per ciascunn

gruenza dolla spocie
Vale dunque cectamento ancho nel caso dalle deformato di seconda

teorema A). K lo considerazioni stesse svolte al §

strano che sussisto pure il teorema B) di permutabilita.

formata di prima specie, 1s con-
10 in dus grappi
di easi, asssgnata Ia prima falds focals, 51 banno oo* con-

pecie il
dimo-

male rigate dell’ sperboloide ¢ quadersa assosiala
i suerfioic. psewlasferiche.

Per compiere le nostre riecrche sulle trasformasior
sull iperboloide rotondo ad wna falda altro piti now re:
mate di tarza specie, siod delle deformate rigate.

Per quiste ricercho complomentari non potremo pift valorci delle formole rela-
tive alle trasformazioni di Bickruxo delle superficie pseudosforiche, perchd lo ordi-
natia formole suppongono. essenialmenty i duo sistemi di lines di ourvatum
di queste superficio ¢d inveco ne A pub preve-
dersi dal tecroma alls fine del § ulterdh eonfermato dalle ricarshe sa-
guenti. Ma noi potre tutte le de-
formate rigate dell’ iperboloid di LacoErke,
dall ourve di Brarnaxy ohe gola dell iparbaloido
(vol. I, pag.270). Ps ione data i Broous
per queste tigate colla proposiviono seguente: Lu deformate rigats dell iperboloide.
rotondo ad wna falda sano il luogo delle parallels tirate per i punti i wna curva
qualingnie O di BesTrans alis binormali nei punti corrispondenté deila sua curve

ie applicabili
delle defor-

ong; come




¥

contugata G (ohe N a comune con C U normali prinsipati) (C1. vol, IT, pog
Nota ).
Dovremo altrost

#iont, secondo lu

proprieth ta al luogs ora citats Aellb Ze-
i deforimata dell'iperboloide ohe si otti

o O con C & p

dalla

anente u complemontars dulla

costruzions di Bioois seambar
primitiva (o
premesso, cominefamo dal ricarcare 1n maturs. dolle quattro superficle pseudo-
geserali del § 4, formano Ia quaderns assosiata a

ol secando | tisul
dus diformata
della prin. oury

curva O lo golite o

complementari 8,5, dell’fperboloide. Tndichiamo con v Taceo
© di Bergann, contato da un punto fisso, ¢ ritencndo per ln
asioni el eap, 1 doll Lesion, indiohi

Lol
¢

Ia relazione lineare che loga le due curvatare di C, indicando k,c due

1
S
licabile Ia rigata §,, ottennta
8, ottenuts dalla coniugata &),

costanti, 1 semiassi @, & dell iperboloide su eui

da € colla costruzione di Bio
hanno i valori

oHE (b Ta complementan

(50%) a=ksme , b—Fkeose

Siceomno pai i coseni 4, i, ¥ @i direrions della binormale alls coningata C di € sono

dati daile formele

(80)

asme—lessc | ji—fsne—pome

yEne—vcose,

gions di Biocke, un
M, il valore al-
uno M, saranmo date

s por ogni puate M= (e, y,
segmonto MM, mella direvione (%, ;
gebrico di questo segments, le cooedinate ., o, 7, dell’
dallo formole

(1) o=t (wsen ¢ — A cosc), ece.

Queste formale esprimons in fanaiono dei due #, 0 1o cogrdinate del
punta M, mobile s el rigata 8, iperboloide. Formando lo derivate
delle (61) rappocto ad u, v, abbiamo per lo formole di Frexer:

2y

B s —dsc %:u+§£

o = dc® - 2 8o ¢ due dp -;—(

S :)(w

di diresions della pormale alla §,:

wewse . a— koo E 4 wsono. 2

+ eoe,




. dal punto M, fino alls trasfermata ©
1o in M,, L'inviluppo delle cui co® po-
, che riserelismo, avri precisamento
del punto M ove fa detta
(7) del § 8 a dalle prece-

o di generatrice di
mobile col e

+4 1o enordin

(63) [eosa.c— 1% 4 6one. 4],

s e
Naturalments capgiando in queste ¢ in — i si avrebbero

alda 8, del-

colle analoghie per &

1a coordinats ey del punto di contatto della sfora eolla seconds
V' inrviluppo. Ora dalle (63) o dalle (50) seguono le due formole

&=y

M —a)+RG—y+7

(& — 2

riicio § sona rotts isotrops (sppog
partono. dal punto 3 di C e giacoiono

queste ¢i dieono che lo linea
o-all’

latore. delln caniug

nte al circalo immagin
nel piano. oso

azos mells (B3),al, poskd d5 =

Se, por abbro amé 5, 18 nostra

nity dalle formolo

orficio Tigata fsotropa S & i

4@ [conc &« — £ - sen 6, 4],

da cui derivando abbiamo

- 3
2 ose.a— ik s

2 14
St
® pel coseni i direziono della normale X, ¥, % alla 8:

e

k cos wsc

+ D, D, D" della prima e seconda forma quadratica fon-

i valori seguenti:

F=e0se ,

onda segue intanto per 1a curvaturs K di 8

. DY—1"
k=22
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dove & por la soconda delle (59*) & appunto il semi
Toide, Questa & unn conferma dei risuliati gonerali al § 45 ma vi
caleoliamo i raggi principali di curvatura ry , rs troviano

se immaginario: dol) iperbe-
i pil eho 5o

1y = g = B

L superficio (immuginarie) 8,8, hanno dunque, come la sfers, eguali i m«
raggl principali di ourvature o 1o loro inos di curvatara fo ten
cnstiluito da rette isotrope: quests singolari superficie immaginaris, gid fneitote
dol Ssnaer si prescutano qui oome eollegate alle curve di Bxrrraxn colla costru-
sione. geometrica saguente:

Presa wna coppia (C, O) di cwrve coniugate di BENTRND. i eondica per ogni
pusnto di wwa di esse € ¢ nel piano-ossulatore dell'alira © la coppia di rolte iro-
trope. Giasoana di queste relle genora una superficis di curvatura‘eostante nega-
tiva, con raggi prineipali di curvatura squali. fra loro o lineo di curvatura coin-
cidenti el sistema dells generatrici isotrope.

MNotiamo poi che Lo duo superfisie pseudosferiolie contugate Immaginarie cosl ot
tannte sono le due filds dell' inviluppo di sforo col centrl distribubts sulls deformata
rigata S, delliperboloids ottenuta do C oalla costeusione i Bioone, o di ragglo
eauale ol trabto di generatrioe di 8, dal puito ho si considera. (centro della sfera) fino
alls ourra C. Le altro duo superficio psoudosforicho 5, ,8, che complotano con 8,8,
Ia quaderna del teoroma &i permutabilith & ottongono colla. costruzions steseu scamn-

biands 1a curva © calls sua conivgata O

§ 23

Lo trasformasioni di Rarzasoni ¢ DExATREs delle curve di BEntnany,

Raggiungersmo il nostro-soopo di dimostrare anchy per lo deformate rigate del-
Viporboloids il teorema A) della prefazione, od smi perverremo a costruire efetti-
vaments 1o w*® congruenze W che banno por prima falds foeale un’asses;
mata rigata 8, doll iperboloide o la seconda falda fovale della modesima spi
utilizzaudo quelle trasformazioni dello curve di Berrraxn oho furono trovate in un
caso particolare dal Desawriess (1), indi opportunaments goneralizzate dal Ra
Boxt (3).

La costrusione data’dal Razzasont pir dedures da wna curva O di Berzasn
@? ourve della medssima famiglia (cioh coi medesimi paramotri ¢,k nolls rela-
siono. (58) cho vincola le enrvature) & la seguente:

Tutivando_eon @ un angolo arbitrario. costants, si_conduca per ogwi punio
M deila curva C, ¢ nel piano osculatore doila coniugaie C wn sogmeito MM’ di

(1) Comphes Renihus de TAcadémie, 1883,
R DEMARTRRS gesarilisaat; AYSdel Hosla Ltituto Voruto. Auno
1900-1901, ¢, LX, p




i

cos e vd inclinato slla normale principale di O di un tale
la verifieare Feguasions differensiaie (del (ipo di Rrecar):

dy 680

0 o 00 g
o g

s00.6)

Za eurva © luogo dl pieato M

cui coordinate

(64*) 2=z kooso[eoscseng. - coap . | sensaeng. 4], geo.

sard uma owrva di BE di C.

wivn dalia medesima fam

In quests tasformusions ontrano due costanti- arbitwarie, eiod In eostante @ o
quelln proveniente dalla intograzione della (64). In particolare per o==10 si ha la
trasformazione di Deuanrass, nella quale lo- oo! frasformate ¢/ di € sono descritte
sulls superficio canale A1 raggio = £ coll'ssse gur geodatiche i

questa superfisie, o trafottorio def eireoli soblo I'angolo costant

lla citats nota di Razzsnont le
va O tiasformata, il cui arco
della, primitiva C.

indispensabilo pel nostre scopy trascrivers ¢
formolo che danno gl ol

1
della

agli elementi o, 5,4

of = | - 5o & €08 — 6080 SO0 ¢ COS P,
si ba in primo luego
(65%)

indi pei valorl di &

[ 1
: 2 [os o+ senv — sos e cos (005 e0aw 005 g - e sena)].

€08 @ 5a0 (008 o 03 P — senc) . £ |- 008 005 . A

1
- cosa e g {00s 2 00ss 005 p - Ben ¢ 4on 0] e~

(LI A
L Loosar eos g (caser cosip — son ¢ - sen osen v - 606 0)]  E— cosa song. 4
= ¥ )t t
i
W= — = coaofcont send coy g — sonc w50 - cuagr) o+
1
\ < o oo sengplsen o - o) & - seno . 3.

§ 24

1t teorema K) per la rvigats applicabili sul'iperbo

Cib premesso, nol dimostreremo 1a proposivions avguonte che 4 il passagaio
dalle trasformazioni di Razzasoxt-Desartees delle curve di BraTraxp a quelle
dolle rigate spplicabili sul iperboloide, conformements al teorema A) della prefusione:




Siang C, O dut duroe di Bentasw, d
dallialira con wi trasform

jomg di Bazea

v ¢ sian G, 0 le loro rispettive
coigate. S¥ considerian lo du supenficl rigate Sy, 8, applisabils sltiperiboloide,
i eui a priva S, sia ottenida colla eostruzions di Biovie condusends p
della © le paraltide o nel puati corrispondeatt defla_pri
¢ la seeomda 8 similmants conducends pei punti di O s parllels alls bivormali
@6 T le due superficie 85,5 soio {e dus falde focali di una congrusuza W.
Per 1o coordinato
indieando con u il &

o4 1 u punto M, della suporficis 8, sopra dolinita,
tlo 3 M, di generatrice, abbismo:

(67) gy Fpu. b gk sano E ik, o0

o analogomenta per To soordinato =4, 4, 2 di un punto My di 8 abbiamo:

(67 Ly W{sone. o —wse . X), oo0.

dovo & il tratto 3
Da queste formal
delle pormali u 8, ,

M i generatrice.

& e derivasioni, dedueiamo pei cosani di direzione
1o cispettive formole

()
A8 wene . A

por .

O, servendoci dalla (64°) e dello (06). posiamo porre ean fioili trastormazioni
Lo difforonze oz} - — 55 5040 le duo formie equivalenti seguonti, ospri-
una prima volts per gli elomenti w, &2 di €, una sooonds volta per quelli
! di ¢

— iy == [0 o 0080 0m 1p - (008 0o — 0 ). § - 008 sa 0800 9. 4] — ek -
- cosa cosceosgp) . e — eosasen . £ -(os0 sanc cosip —sena cosc). ]

— k[easo ey . o 4 (cosw cos p — wenc) £+ {sene .o —eosc. X)
— u[0a7 03 . o — Coner sen g, ¥ sen . ]

isa ehe sussi-

{70} { Xiiei—

So per ealoolire o prima di 39) o por 1a seconda 1o (09°),
troviamo che esse coincidono nella =0glmnm relazione bilineare fra w, ' (con coefli-
cienti fungiont di u):
(71)  (sencsenc 4- caso cose cosy) 4 - & cos o cos o son g — 1)+

7 case(0ona cos ¢ — sene) = 0.




—
Questa formola (71) stabilisce una tale covrispondenza di punto @ punts fra lo

due suporficio S, , 8} che na risultano soddisfatto lo (70) & per eid il sogmento My M;
sos due ponti corrispands i in M, la 8, in Mj Ia §; dunque
noi dimestrinme

ti My, M} fac:
genurateiel

> & 5ono 1o dus falde focali di una modasima con
chie questa & una congruonza W sempl
== cosk di 8, corrispondono 1o generatrici o = cost. di 5 (1),

o) & stabilita In_ prop wnciata, dalla quale, applicando alla eur
iniziale C di BerTRAND l8 oo* trasformazioni di Razzapoxi, segue il teorema A)
ale ancora per la deformute rigate dell'iperl B dedurre dalle
nostre formols che 1o nuova quaderna formata di
quattro superiicie psoudosfericho rigate isotropo, & legata alla primitiva da una tras-
formagione di Backiuxp. losomma si viens cosl a constatare cho anclie le partieo-
lari superficie pseudosferiche mm‘lm:umm a lineo i curvatura eoincidenti ammettono
ioni di BickLusp, e Le fras 14 s Backruxn di
quests superficie. peeudas rigate isolrope. corvi alls Irasformasioni
di Rarzanomt delle curve df Brammaxn.

Dopo cid @ facile intenders ¢he non solo il teorema A) ma ancho il teorema B)
di permutabilitd vala per 1o trasformasioni delle rigate applicabili sopra I'iperbo-
loide. Mo di quosta come di molte altrs questioni, cho naseano spantaneamento dallo
coso cspoate, non vogliame qui indugiace a tratbare o soltanto osserveremo cho al
dotta teorsma B) corrisponda wn feorema di permutabilits. per ls trasformasiont
Hg cirve di Benrnanp, teoromn che sarebbe facile stabilire direttamente.

In fine notiamo- ohe i risultati ottanuti nel presents pavagrafo conservano Ia foro
validith nel easo particolare che lo-curve di Brrrraxo si riducano a curve di forsions
costante, sunullandosi 1 oostante @ nella formela (59). Vale quindi per le deformate
igate del catencido ordinario (o dell'elicoide rigata ad ares minima) il teorema A)

Ogni- rigata applicabile sul ealenside appartione come prima [falda foe
ngragnse rettitines W la cuf seconda focale & wa rigata dells modesime
spacis. Cost viene anche completat id fatta al § 11 per le deformate
non rigate del eatenoido stosso.

e

ad @' ¢

Posservasione

della rogions
abiolla al § 7.
Dabbiama per

ha infabti in gonoralo: Affuehd
faMs foeal i mmmm o To nssintoticha
dut 4

1 qual ntereativt dalle iyl i sengrui, = o il Tt ety epbieventati
Dunque tusil | sistomi eomiugati #f corspondons o b parti-

e o st A ok ML



b ripe In discassions seiluppata nol § 19 ¢ sy
che nal caso attuale Ta quantits

[
T == cah e cot

presentanc,

)
)

Oalle (72) valgono necessariamente 1= (39) § 18
T e

o —4,

ma ora 1a condiziona ehe stano. puramente fmi

cho inveee degli ofe valgans i segoi suporiri:

come al § 1
i

(74) OB, B

Dopo cid, ricorrendo ancora alle formole (a) , (), (), (b)) di quel par:
5i vede ch le (78) i scindono nei due casi .

{712 =
(72

—t —,

Ma il oaso ( o fatte al
priacipl ol § 14 dimosirersblens dovsrd sopor
1a formola (28) §
tiro, oid cha ¢ m..vmp.m.nlu mh xealith delia S,
78) di u, v coviugati immaginari perchi le consideraziont al principio del §
darebbero miovamente 1o formale

) devo casore asoluso perohé lo consideraziont sto
(mod. 2) nell
1 primo torming
gualmento

selude il

o

Resta dunguo possibile: il salo eass (727) di #, 0 puramente
nismo nuovaments
#=ilatf) , 2=ifc—f)
Procedendo come al § 19 ne dedniamo
(75) 0 =em -8

=m0,




oppiT

o

enl g vonh ), s6n (e 4= ).,

1 feorems di pormn-

finiti fra @, g, @ Ja forma

stema equivalo ancho qui nd un'union cquazione del £ ordine per

Ia funzione g, cho s

(V1) -

i sonl g

- senh g senh gy f/l

dove g si osprimme per g ealla (V).

ove dV @




Per ln's

O 86 pos

il df diventa

i anch
al di Ih dei Timiti.
i

a classo

oni. stogse (75°)
(77}

oppuee anehe 1o alteo

@7 6=% | G=nLF.

1 salito moda,

b o cos T sen (" — o

sonhigg” — cosh ¢ sonh gy cosh ¢’

e senh v cos

ca

gisenhyg'], per et — ir’

uh ¢ [ooslia’ cosh g, eoshi g — eosli &

w1 totte le coudi
mali o 8

muosn quadernn (o

6,0, #) ven




trasio;

In cinseuns dei ¢
arbit

vioni (77), (777) entrano cost dio eask
150 i1 sorema.
nel solito modo, i1 teorema 1)

rie ed abbiamo per
In fing dalle formole (5
permutabilita.

Secondo Tordino stabilito uella
amato (B), i

@ il aoeparei dol-
-

ou 1 qu
a4 costituita ancor
npariia (eal) dol. e 1 applicabilt
1 akic dus 4ipi, sgualmento wpplicablli sulellissoide
noide eco oide iperbolico, oi
B). Vedre

L il semiasse
wsociata ad S,

rann P
0 ¢ minore J 1T

4 il valor

=gt

i di Biexnusn By, By rolative

considorarsi saranno tutte di
ispondente al( n sistema cmuw"\l"

ucnti all

supadicio 5, 0 @ in el qualiingy

By . Df, D sono veali ed invece D, DV, D" puramento imni

i quadration L (Ddut -F 217 dwdo 4 I o)

wza sono reali o distinte le linee int

all dell'equa-

Dy
£(D'du Do)

d manente.
Ripr el § 15, vediauio oho 1

o essere o reali o pura-
1i sviluppi stessi
dosi nogutivo

ohis da

v dicemo por il prime o
termine del s} nella (




Resta dunque soltanta il prime caso: -5 & wo, introduconda al salito
i parametri reali @, § dello, linea assintotiche, portomo

p=atg , v=c—§.

T formols della trasformazione di Bicknomn danno quindis

e +'4mul )

son(é, —0)

QH-HI 1—sng

e oo
G —8 1 -fsmd .
i* T T gen (6, -|- 6} sen(d; + #)

rieovdarsi che o &
o considerazioni st

(i8) (3

=0,¢

1. 11 ssoonio caso pord uon differises dal prim
o (efr. § 14) e possiamo supporro por efd

Ponawe dunque

#0)  o—wtiy 0

— iy Oy — gy, ==k w— iy

reale dall' immagi
soguents :

& sostituondo nelle (¢) (d) ool separare il rio, o dedartemo per

1o favziont incoguite w,m, ¢, gy il sisko

cosh g, cosh g = 0

(Vi) senhg sonhp - 5

sonhg

— o08(, — w)

— cos (o — )

~ Gamg coshigy iy

senhig,

— cos(w; - )

,rl.uﬂ\y

— con s p cost g, som o = @),

A=)

L) oot ot p ool s o o=
y




delle quali equazion
Leliminagiono di w,w;

1 prim:

di per-
i 2° ording

porta all

=emhg cushy, |

intendendo g, ospresso por g colla (VIL)

§ 28.

Verifiche o tooremi A) & B) per

Supponiamo fnve
& dimostriamo che 1 corris
inario (8° tif
ausa delle (30):

sments ol

il sistamna. (VI1), (VIII),
roale dall'e
dobbiamo porre. in

onds 1o qua A, B [(26) § dells (VIH), diventano

A=icwsu

¢ aun S
faw S

o no sogue

81)

(82)

Ora, o causa delle (VII) &

cath®y




3
|
I
|
|
|

T

par i In (81) & uma forma, quodratioa definits positiva. Se poniamo
o8
= el

1a (81) diventn

cos‘o‘— cn’nr i r
o 1) oot

o apprtine sppunts of- § 1) alldlissoid |

dst

- diy

inari0 COM == 0080 b

a il essando 11 <7

In (82) nasi
e

tipo. Tn fina Vessera roale la Fy pir
immaginario & realo.

cereate al salito di trasformars con una
(4,6, 8; ,8i) dolla modesima spesis, por
o quindl verificars, ¢ 1e (7

(88)
oppurd T altro
(85%)

Tonendo presenti le (82) § 10 o ke (=), (8): (=), (F) § 16, troveremo ancho
qui ¢he nel cam (83) deve essere « reale, ndl caso (88%) avremo v
(¢ reale). B, eol solito metodo dei §§ 16, 17, vodiamo ¢he posto #— o |- iy
basta logare i valori fwistali di oo colla relaeiona csprimenta che & nulla la

pat reals i tg i

per spddistare o tatte ls condizioni volute. L'indieata rola-
zione 4 sorivo:

(8) Aoy e )
= ans o [son & oosh py eosh ' — sen e senb g, cnhg'],

(&) son e souls’ son(a’ — w,) =

= tos [oosh " sonli oy o08h g7 — 0t cosl oy sonhf], per €

Codl & dmostrato sho
toorema A).

Composisione di d
por lo superficio a curvatura cosiante positivd.

trasformasions epposte. i Dickevan

Ormai non el resta che I'ultimo caso della tabella al § 7 da trattare, quello
doll'ellissoide schiaceiato. E poich le suporficie 8,8;,8.8, della guaderna asso-
cista ad uma deformata 8, dell'ellicsoide sono n eurvalura costante positiva, e pei




— B —

risultati ol § 402 delle Losiont, To duo rolative trasformazioni di BickLon pos-
sano supporsi & ¢astanti ogruali ed opposte. sark oppartuno ohy sviluppiame wn sistoms
di formolo, eorrispondonti a quolle del § 8, pel easo altuale di K pos

cio, realo ad immaginaria, di enrvabia costante positiva

cha, rifarita alle linee. di curyatura w, v abbi are (vol. 11,

ds? = R (senh

od | raggi principali di eurvatus

7y = Reol

riteniamo poi tutte ls altre notazioni del & 309 dello Lesiond.
dvats da 8 eon

Siano

8,8, due nuove superficie di curvatura K =% i

due trasformazioni di BAckLusn B, B.s a costanti o oppeste, ¢ indichiamo con

5} = R (senk® 6y dut - oosh® 0, = T2 (semh® 8, du® - cosh® 0 dot)

S, fel tostoma i permutabi-

i loro rispattivi clementi lines
lita dopo 8, 8,, 8, avrh Pelemento Jine

e

s} == R (sonh® 0y cn® - cosh®

dot),
dove 0, & determinats dalla formols (vol. 1L, pag. 458)

8

(84)

sgato fra laro dalle cocrispondenti. formole
454, formola (B)):

cash o sonk 4 cosh 6,

— cosh o cash @ senly &, — senh @ seoli @ cosh &,

— souh o 0ash 6 genh 0 - oosh @ senh 6 cosh 6,

== — o0sh @ cosh 8 sonh 6, |- senht & senh 6 eosh fy

—  conlor cosh 8, senh s |- cosh o sonh 6, cosh d

s — sl cosli iy senh 8 — senl o senh 6, eosh O,

= — genh o cosh d; senh 8, -1 cosh & senh 8, eosh 0,

(fa}

= — coshe cash 6, senh 8, - sonh e sonhfy cosh




o

Ora 1o pormali alls S, 5, in punti corcispandanti M, M, s incontrano in un
punto M, che descrive mia supacficie S, applicabilo sopra um quadrica:rotonda Q
11 valore. {algebrieo) el sogmerto, S5, —T & dato da

i

(85) Tnntg'lwmthn’—;a’-:ﬁ.lgh»-?

o lo coordinate o %o di M om0 quindi:

2y = -+ Rrigh o coth

Ora, 58 ponfamo

(0)

(A enh o senh 8 cash £ |- eosh o cosh 6 senh 2
| B == senh o eosh & eosh 2 - cosh & senh 0 zenh @ ,

(87)

dalle formole sviloppats al § 408 dalle Lesfon
mento lincare de, della 8, & dato dalla formola:

(vol. 11, pag. 463) risults che Iele-

(88)

coshw senht 27
dove dV & il differenziale esatto
(89) AV =1 008 ® dil — A sen @'do.

Por Ia seconda forma quadratiea fondamentale Fy di 8, froviamo poi

{90) F, (du® 4= do*).

senly
In fine ricordiamo che il valoro d dal late della solita losanga @ dato qui dalla
formala
i
on ~ wsha

5 80,
Le deformate dell'aliissoide sehiaceiato eorrispondanti ad w, v reali

Suppanismo ors che I superfieio S, ein applicabile sull'sliissoids rotonds sehine-

ginto 0f sominssi @b o focciamo por semplioith b= 1, talché sarh o >1, 0 lo

superfiois 8,8, 8¢, 8, - dolin quadernn nssostata ad 8, ‘aveanno 1 eurvatura §
Dalla formola (91), eonfrontata colla d == fa dolla tabolla al § 7, deduclamo

- ———
oosha

Socrwrd om XL Sor. 8, Tom, XIV. ]




— 85—

& paiohd @ > 1 potratmo porre 2 =
©92) cosla
Lo superficia 8,8, dovands essere immaginaric coniugate, ¢ eash 8y, 8., avromo

le formole:
| sanh*d

98 AR
LD 1 senh? 3, aut

20, i+ coshi 0, do”
senh® 0 dud |- cosh? 6 dv® .

lla deformata S, dell'ellissoide, essendo positiva la curvatura, il
v) mel o alla forma ellisoidica & certa-
deduciamo (ofr. § 18)

(83°) =,

Siccome pai
sistoma confugato permanente (s
menta reale, osservando la

Lo condizioni (93) ei danno

cosh cosh 26, , cosh 2A, == cosh 24, ,

indi:
(94) e

by Oy i Gy
In queste 1'incertozza del segno si foglio osservando ¢he il raggio T della sfora
6 —4

— b — 8,

T = tghe cath 2

S i o B0
halla § 7) e per oid tgh ———" deva essere

deve essere puraments immaginario. (&

soale, tgh =2 puraments tinmanginario, nde wegas oho nells prima dells (94)
wale 11 sogns suparioss, nella seno
(94%) Ini—0,.

ngiando ¢ in — f i primi membrl dells (s), () & cangino
fi), delibono nelle (98%) valere insieme o §

3 distingusrs dus casiz 1° u, o reali
to paragrafo del primo cnsa.
(£) colle (e, (/). od ossarvando
b Temo :

Ed allors, afinchi
{aalvo il seguo) in quelli delle (),
segol superiord o gli inferiori; a
2 u,p purawcats immaginet. O

Ricorrendo nuovamente ol confronta delle (c
lo (92), (84*) sogue £ =21 (mod 2); per

(95) =6 ,

o
(95%) ity , B=—

Ma questo secondo caso & da sarglib

sludersi porchd allora 2=

reale od il primo termine del dg nella (58) avrebbe il valore negative
senh? 2

ot
T

1a 5, non potrebbe dunque essore reale.




R
Cost rosta, il solo easo (95) ehe, per separard il realo dall'inmaginario, eon-

duce a porre:

(98) ¢=atig,b=wm+ig ,
Decomponendo in fina 1o formola (), () valls loro parte realo od inimagivaria,

abbiamo per le fumiont incognite w, w, . (¢ di w0 il sistems segaente:

=ai—otip , h=w—ig.

(IX) osh o, sen p -t e senl vy e08ep = 0
g S dm omcooshe,
e senh e, o o 5 i sy sonh o eos g,
Erecmn sh oy :
()22 = — 2L oo seng o s i iy,

T T B S T
o w cose w s oo e

I fine osserviamo che I'sliminazione di w, ¢, porta all'usica equazione del
0 arding por ¢:

i
e (3 e (3 ) T

dovo @, dove intendorsi esprssi por ¢ colla (IX).

oh oy 3y
SE | sonho ey X

§ 81

Verifiche ¢ prime formols per la trasformasioni.

Supponiamo inversaments cho ., w, , @, ¢, s0ddishino lo squaziont (IX), (X)
o dimstriamo cho Ta corcispondonto superficle 5, ard roala o applicabile sulla
rogiona raalo dell’ellissoide sohiac indi (§ 1) la sua complamentars & sarh
applicabile sulla regione ideale delT'ollissoide stusso.

A causa dello (96), lo quantith £, @ del § 20 bauno i valori

i =
Bt Wit

& per clb Io quantith A, B (ibid) sovo date da

e RO e O ki
coBgp I

da_eui




o dalle

Pel difforensials

av o ey dit - cosh oo g, ],

ey

o8¢ con vy reale, Ia (88) diventa

o 0 ponfamo ¥ = /v

oty —sente ot
. eos ¢ cosh oy ST coshta
o 1a (90) oi I
ocsenio et g,

sy

Goa0oeliing

Or, pondndo 1=

ido rotanda se

0 all'sl

essendo inoltre T, re Di piin siceome #* <

4§ eals 1a supeii

sehingointa Tia logo entro 1 Timiti.
if delle =

inoltre devranno essere $0d
ND:

9 _ genbecoshd senhd - cosivaeih o ooshd
— — cosh cosh @ senh 8 — soahe seuh . oosh ¢’

sanh cosh 8, soh 6, < cosh  sanh 8, cosh 0

shiz cosh 6, senls 6; — séuh ¢ senh 8, o0d

senhr 80sh 8, senh & - cosh ¢ senh fy cosh 8

= — cosh v eoshi 8, kenh & — seub v seah 6, cosh 8

- cosh = senh 8 cosh 6

senh v cosh 6,

il walore puraments innaginaria

riconasen subito che il ds} procedstits appar-

1 {ofe. § 1), 0d

(i . Ja-quaderna (0, 6, 8, , 8,) in wna nuova 6,6,
ila medosia specie. Avremo intanto lo qlattro formole del teoroma




— 60—

Mol vogliamo orn clm delle quattro superfiela. 87, 87,8}, S corrispondenti alla
auova quaderna (&, 6, 6}, 6}) lo dup estremo, coms le medie, siano conivgate jm-
wmaginaria; di pi, per \L ragioni addotts al paragrafo precedonte, una dello dug
quantith

—
2

!

dova essere reale, U'alira puramente immaginaria ('). Ne segue, come al paragrafo
precodente
e

e

corrispondendosi i segni superiort o gl inforiorl. Ma il ciso dei segui superiori si
cselude osservando che pel cangiomento i § in — i debbono la (g) mutarsi nello
{g:); por cit valgano gli inferiori ¢
Wi — 0, |, B=smit,

i di pi & sansa delle (6], (7], (). (/) del § 30 worite por 1o ssconds, quadorua,
dove essore ancora qui ¢ — ¢ 4-1 (mod. 2). Cost avrommo | dus casi

(98)
(as%) Fom— ) | B=micfi,

i—8 B

il seeonda doi quali perd si esclude per Ia medesima ragions che al paragrafo pre-
cedente el ha fatts escludore il caso ( perohd la suporfisie ) ne risulte-
rebba nocessariamente immaginaria per I (

32.
Teoremi A) ¢ B) per queste deformats.
TRidetti cost a1 solo-caso (98), noi eoufiontiamo. s coniugats delle duo prime

(97) eelle dup seconds o na concludiano ches o costante = deve cssere puraments
immaginaria, come @, poniamo

w=iv' (¢ reale).

Tutte 1o condizioni richieste risultano allora soddisfatte assoggettando il valore ini-
i — b

siale di 0 == of -7y o Tendere puramente immagiaria igh , come deve

cangracnae W calle due fade applicabili sia ambedae
ale), sia collo due falde applicabili 1"
de. 3Ma le Hicerche

ehie esistons soltanto congruenze dells seconds specie.

dun sl

uth nol testo dimostrnso




— T
essare per la seconda dello (98). Ma dalls (97)

o quindi

La condiziona richiesta diventa quindi:

(F) senc cos o cos(g’ — i) = 0980 seni” cosh w, cesh ' — son ¢ oo ¢’ Gonh e, Senhw';

4 quests basta ebe soddisfino i valori iniziali di
Si conclude di qui che Ja primitiva
ammetts «? trasformate 8 applicabi Nissaide stesso, cinsouns delle quali
orma con 8, lo due falde fooali di wm W. 8i osservi perd che dalle
(98), confrontats colla (95), r per ln seoonds quaderna fovertito 1 uffiein. dell
a coppie (8, 85) (8 rispetto 8i,8) () Por
mentre 8, o apphnbue sull'ellissoide emtrs ar lmiti, n trasformata 8, & benst
applicabile sull'ellissoide stosso ma fuord dei

Passando in fine al teorema di permistal
quaderna, primitiva (4, 6, , 6, 8}, por Ia qualy

. applicab ellissoide,

supponiamp di avers cang

o,

by

o]

nelle altre dus (8, 6], 67, 63) , (67, 67 67", ) modianke due trasformazioni

& costanti «, " puraments immaginarie differenti ed

(@) =mi—b , ]

del teoroma di permutabilith
o (85,85, 87, 8)) la formola del

& oonsideriamo Ia quarta quaderna
ol § 0. A

(1) Tn particolare fgh 22 b reale, fuveco




!
v
|

T
Cangiindo § in — nella prima di queste, eoll'ssservaro 10 (), (4%) ¢ Valtra
7= ue deduciamo

& quindi 7" ==#}"; similuents i dimostrs oho 6" = s — 6. Dunqus 1 qoarts
quaderon (4" ") si trova nelle medesima eondisiont dolla prima, od il
torsuna B) i porurstalilith & eosh dinostesto.

§ 3.
Lo deformate dell'ellissoids sehiacoiats corvispoudenti ad u, o
puraments immagiuart.
Tratfiamo in fine I ultimo caso di v puramente immaginart o poniamne
Wi v=isi]

o0 #,, v, realic Varsanno sempre 1o formale (84%) § 80

ey i — by

ma, avendosi attualmonto ¥ = —u , 1a- considerasioni stasse &i quel paca-
geaio applieate alle (), (/% (), (f1) del § 20 dimostrano che swri qui ¢ =+«
(tmod. 2). Sarebbeco dunque da distinguorsi i dus casi

o Bem—gy
(99) G i -0,

ni—oy,

perd il primo & da escludersi per 1a wedesima ragione del caso (954) al § 80, ciod
porchi dalla (38) § 29 risultercbbo negativo il primo termine del dsf e lu 5, sa-
robbe immaginaria. Rests dunque il selo easo (09), onde poniamo:

©9%) 0= w-tip . 0, =0, igi o h=mi—w,+ip , O=rid0—ip.

Sostitnendo nelle (¢), (/) § 29, caloolate nei parametri reali .71, ¢ Sepi-
rando il roale dall’ immaginarlo, ottonianio per lo funziont incognite o, wi , 9,91
il seguonte sistemas

o) cas g eoshw, == g ¢ 5en g sonh o,
W smesang Doy nvsoiba)
= BT ity g i
. senlh g
2 ~_—..-2"“"°” senho sy, e wenb gy
am | cosliw, W (s
ooy e sosposhen iy,
W sen &

! ool 08 44




frn ;g coineide coll formola

i w, g, poria anche qui ad wn’wnica equazione del 2° ordine

per g che, analogaments alla (X*) § 80, st serl)
2_[Teosh w, r)
g e ]2 e :
g 2 e ] 2 [ 28] i, crgx

x i e ) - () e [

Tnversamonto supposto cho o , o, ¢, soddishino il sistema precodonte, pre-
nento gome al § 81, si vorifica cho I3 corrispondento superficis 8, ¢ reale ol
eabila sulla regions reale dellellissoids schiacointo.

Passando da ultimo alle teasformagioni di qusta elasso di supstficie. applicabili
snll'ollissoide, dobbiamd mediante una B. cangisre la quaderna (0.4, ,6,,8,) in
una muora (&', 8, 05, 8) che soddisfi alle condiioni stesso della prime. Dovrems
per cid avers, come al § 81

el
app]

U i 8

<of megni in corrispandensa. 11 caso dei segni suporiar st escludo perd per 1 mede-
sima ragione che al § 81 o resta quindi il solo easo

it

i - 6.

Questa volta la soatituzions melle (2), (), (). () dimostra_cho. dove

sssars «’ =22 (mod. 2) & qoindi dapprima i duo casi possibiliz

(100)

Ma il scoondo & da cseludersi perehd §} no:risultarebbe immaginaria o resta. quindi

solo il primo. Allora 1o (87) ei dinosteano cho la eostanto ¢ dora easers puramonte

inaria, poniamo «= ¢v. In fine o solite considerazioni provano che sard rag-

il nastro soopo solo:cha si vinealino 1 valori inisiali di ', ¢ (pasto 6" i)
o

Basta confrontare le for-

glu

in guisa da renders puraments immaginaria. tgh ~—

mole (100) colle (98) § 81 per dedurne che Ia condisione richiesta assuma pracisa-
mente In stessa forma (F) del

Cosh abbiamo dimestrato, anche in questo
deformato. B sl osservi cho il eonfronta dolle (99) colle (100) dimostra ancha qui
invertito I'uffcio dells due eoppie (8", 85) , (S; ) rispetio alle dus primitive (S,8;)
(S:,84), onde consegue che mentra: S, era applicabilo sullellissoido entro af limiti

il teorema (A) por lo nostcs




In trasformata contigua S sark inveoo applicabile sull'llissoide stesso fuori doi
limiti. T fine la dimostrazione dol teoroma B) @i permutabilith si compie in quosto
ultimo easo nel medesimo moda como el ¢asa prevedents al §

E cos), rispilogando i risultati ottenuti pat le supertioie apylical
sahiacoists. abbiumo il toorems A) della prefusiono cosl presisato:

A) Ogni’ superficie reals S, applicabile wulla regions vaals swero sulla re-
dlone ideals deli’eliissoide rotonds sehiaseiato appartion Ida facals
ad =* congruense reali W la eui siconds falda focals, S applisahils vispetti-
vamente sla regione. ideale ovvers suila roals issoide alesso.

Ed in fine ¢i ba ohet Per le trasformasioni dalle superficie applicabili sul-
Telliszoide, la oui esistenta § stabilita dalla proposisions precedente, vele il teo-
rema B) di permutabilita.

i sull'ellissoide

Soaerd oar XL, Ser. 5, Tom. NIV, 10
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