Sulle vatietd a tre dimensioni deformabili entro lo spasie euckiden
a quattro- dimensioni.
Memorin del Socio LUIGI BIANGHL

PREFAZIONE.

E noto cho entra lo spazio eaclideo S, ad a dintensioniy sppénn il numero n
superi il 3, le varioth ad n— 1 dimensioni, o ipersuperficie, pure essendo supposts
non possone in generald’ deformarsi. Esistono per altro ot
ters classi di ipersuperficie deformabili che in casi particolari & facile riconosoere;
ma- il lora studio completo & ben poto inolito fing ad orw. T Tisultati: pile notowoli
- quests rignardo rimangono sempro quelli cho Somor conseg) el 1886 (1) pel
cak partioolare dullo spazis & quattm diménsions, Sensa risolvere' il probloma pro-
pasto; Serure I b trasformato nel seguento, che direme il Problema A): Iropare
yuetle supsrifics dello: sposio ellittivn aire dimomsioni che possona, deformarst ix
madas eomtinio, conservands coniugats un doppie Sstema de linse attualments co-
miughis, Di uni tale: superfioie diremo brovements che s possieds in sislema oo-
wigato persisionte.
Quosto problema; davanti al quale & & allom areedtato lo Sonvm, uen’ & stato,
b o sapyla, ripraee da-ulii; sivchd oo ad ora non' potors ancarn: dird risonoueinta
Uiostensiono delle elassi’ di- bili nell’S,. Ma posse-
diamo uoa:serie di ricerche essurienti sulle superfiele dell'ordinario-gpasio suclidao
dotato diun sistenio) coniugato: parsistente, ol inoltre 1o riedtcht di geantetria infini-
tesimalo. elliticn sono ablnstanes avanzate perchd si posiang riprendere ¢ condurre
in corto modo a termine lo intercsanti riorche di Sove. Questo 4 appunto lo
scopo prineipale delld ricérebe soguentd, 1o quall’ perd Nabmo assubto, dal lato'ana-
litieo, una generalith ed estenzione molio miggiore di quant surabbe stato nossssatio

() Usber die: Paformation- cines drsidimensionalon ftaumes in dingin ebésen- visedimensio-
nalen Ravme (Math. Aunsb, B, 27, pag. $4).
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per la pura questione geometrics. Cost mi & parso convewiente dividere I Memoria
in due parti: 1a prima analitica tratta di corts pmmﬂlan trasformaziont delle equa-

zioni a derivate parziali del tipo di MouTarp (a) ﬁnﬂa. che diciamo fras-

formazioni ortogonali; la seoonda ne studia ln applicazioni geometriche al pro-
blema A) od a varie aliro questioni strettaments collegate con guesta. I1 legame
fra lo due parti apparich dal ropido riassunte che ora dard del eontenuto della
Memorin.

sa che nel caso dello spazio enclideo il problems A) delle suporfieie eon
sistema coniugato persistente i riduce n trovare quelle equazioni (a) di MouTamp
ohe posseggons un grappe di te soluzioni 8, , 8, , O legate dall'identith qusdratica

G+ A=TU+V

essepdo U vna funzione dolla sola w o V una fonrione dells sola v, Ora il pro-
blema A) di Scuvm per lo spasio sllittics & suscattibide, come si vedrd, di una zi-
duziono ualoga: esio equivale alla ricerea dells equazioni (a) di MooTakp con un
gruppo di guatiro soluzioni 8.8y, 8, 6, legate dall'identits analoga

B0 6 B UV,

In generale so un'equazions di Mouramo possiede un certo numero,
i -p 1 di solnzioni 8,8, 0 ... 6 legato dall'identits quadration

(8) z o B 0 6 03 =T 4V,

divemo'con, GUICHARD (1) chio 8y, 8, 8y 0, formano un grippo di n - L solusioni
quadratichs dell'equazions di MooTaxp, L primi studi sulle equazioni di Movraro
con gruppi di solusiont quadratichs sembrano esser quelli conteunti in una mia Me-
woria del 1890 (%) o riguardano il oaso di grappi di tre solurioni quadratiche, Quivi,
partendo da considerazioni geomotrichs, sono giunts & costruire wna teoria delle fras-
formasioni per 1o equazioni di MovTan son grappi di tre soluzioni quadratiche,
dimostrando che ogui  talo. oquazions ne . possieds nna doppia infinlth di contigne,
trasformate di Movrarp dolla primitiva, tali ehe Jo somma doi: guadratl dolle e
soluzioni trasformate eguaglin quells costruita: col quadrati delle primitive. Avendo
ora ‘osservato cho il problema A). si ridoeors alls rioerca delle equasioni di Mouzaro
oon grappi Bi guafire soluzioni quadratiche, era ben naturale di domandsre so anche
per questo caso. esisterano trasformazioni analoghe. In generale be, con una trmsior-
mazions di Mourarp, un certo numero # -1 di. soluzioni delln primitiva, siaso
By, By i By B cmgmno in @ - 1 unove solugioni della trasformata ., @ ... By, in
e

quisa cho sia 3 .~g_u,. direme oche la trasformazione ¢ erdogonale rispeilo
al gruppo di solusiont (8, , 8, ... 8,).

(1) Vot o Memorio di Gurciann citate pii avasti al §1
o aloune wuove classi di superficie & di sistend tripli ortogonali, Aunall A mate-
matica, sorie 2%, T. 18,
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Ta prima parts dolla Mamoria, svilupps appunto una. teoris generals dolle tras-
fomagioni ertogonali delle equagioni di MovTarn. Vi si dimestra in prima Iuogo
cho il grappo dl soluziont (6 , 8, «i. 8), su eui 1a trasformazions. agisee ortogonal-
mente, soddisfa necossariamenta wna relazione della forma (), ciob costituises. un
groppo i solnzion quadratiohe, Tuversaments si dimostra i1 teorema fondamentale:

B) Ogni oquasions di Movrann con wn gruppo i w-~1 solusions quadra-
tiche: possicda oo™ Irasformasioni artogonali wispetio @ quests grupps di eolsiont.

Quanto alln ricsrea. oifettiva di quests con trasformazioni ortogonali; essa dipende
dalla integmeions di i sistema - equazioni ai differoniinli totali per # fanzioni
incognite, Mimitatamenta integrabile, il sistema (A) § 8 dolla Momoria, o s riduco
quindi- alla integrasions A equazioni. difforenziali ordinarie: B, sobbeno i metodi go-
erali mulla i spprendane tisptto alls integrazion effettiva i questo sistema. &
perviens ‘a. stabilirmo. noa - notevole propricth. dipendente dal seguente leorema di
permutabilita:

©) Se di wn'eguasione. B di Movrann, cou, un. grogpe. di: 5~ 1. softsioni

Al il da. drasf artogonali contigne By, B, esiste una
quarta equasions di’ Movrasn B, perfettamionts determinata ¢ contigua alla sua
volta, ‘mer *trasformasioni ortogouati, ‘alle madesime By, By.  Note le equazioni
BB, By ed i corrispondenti gruppi- di solusioni ‘guadratiche, il calcoly della
corvispondente quarta ¢quasions'B & del gruppo-corrispondents di solusiont qua-
dratiche si effetiua in termini finiti.

Da questo tearema si trae poi la conseguenza importants a cul sopra alinde-
vamo, o eloh questu:

8o i wn'equazions B di° Movrain'con'un gruppo di- a1 solusioni’ guat
dratichs si onosoons. tutte la oo® trasformasian oriogonali, anohs per eiasoung
dalie puasioni devivate s conoresranid; sinsa wltri caicoli: d intsgrasione, tutte
14’ o™ trasformats contigus ortoganali.

o, noll'applicasions sucesssiva dalle nostrs traformarioni, basts aver integrato
. prima voltw il sistema (A) perehd visulting integrati anche tutti gli ‘inaloghi
suceesiivi.

T pritan parts temifia’olla’ di ione di un  teorena, a
quallo i permutabilith, dal quily si- rioonosoe Vesistenza di cioli chinsi di 8 ‘squa-
woni di MouTanp, eos) eostituiti ¢ho ciasouns equavione mel ciclo & legata a tre
contigne da tro. teasformaziont ortogonali. Questo teorema si applica alle trasforma-
=loni di Bioxuuxp delle superfiele psendosferiohe, dolle quali si ricanceca 0os) una
1A propriath.

Le applicasioni geometriohe di quosti risultati al problema A) di Scmvn si
prosentano ora immediate, & vengono svolte nella seconds parte della Memoria. In
questa, dopo avers brevemento: dimostrati i risultati di Sowon ehe riducono al pro-
Dblema A) I riceros delle iporsuperiicie deformabili nell' S, si stabiliseo una eoria
delle trasformazioni delle superficie con sistoms coniugnte perdistente dello spazio
ellittieo, affatto analoga o quella gid stabilita dall'sutero per lo spario cuclideo.

8i studia poi una classe particolarments interussante di questo superfioie, quelle
in cui il sistema coningato persistente & formato di linse geodetiche: lo superficie
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4§ ¥ess dallo wpasi’ oNlittics, Tia superfieis polars ¥ di ‘una tale superficie diVoss
& taratterizeata da oid oho sopra di essa’ il wistema coniugato (w, o), corrispondents
al sistema ooningato geodotico della superieio' di Voss, ¥ una rate di Pousnicaik;
eiod di All lemento lingars di X la forma caratierivtion

d4® == d® 2 cos 2 du v - do”.

Gost 1a ricorea della superfielo i Voss dello wpario-elitties oquivala s quells
delle suparicio di questo spanio dotate &i una refo coningaia di Tonpsvensr. Si di-
mostra pol some quest risnltati passons imterprotarsi noll'ordinario spagio eucliden
gineohd, Hota’ iy Euporlioio i Voss dello spazio. liitieo, se we deiuco con quadra-
tiro ma eoppia &1 superfisio applisabili dello spatio suclideo per: In quale il doppio
sistoma @ Tinen che sorbano invarinta la’ féasions <& won rote- di Tomusycuzs; od
invorsamento al ogai tale coppin i superficis applicabili dello- spazlo: euslideo’ car-

ado nia superfisie di Yoss dello spazio ellittico.
Wratto poi i tre- particolari elassi &1 superficie di Voss, dipendonti cisseuns da
dna sole fungioni arbitrarie (1), oho si colleguno, wediante lu twora delle: daforma-
ioni infinitesime, 4} problews dolla: deformazione 4i tro purbicolari superfisie i vo-
taziono dellp spazio euclideo. Ln priwa supeefivie di- rotazions non & altro. ohio uua
saperficio. prendosforian,  In. seconda un shswsouds. dporbolico nel sensa intcodotts sl
s 050 delld mib. Larioni di- geamatria differensials (vol. I delln secouda edizione,
saz. 109) (9, L teoria dolla trasformazioni dells suparficie. pseudasfusiche fa cono-
scors infinite doformate dells suparlieie doi. primi due.tipi e si possono eosteaira lo
formolo per le suporficlo. di Voss corrispondenti dello spacio ellittico. Qui of limi-
tiamo,n sorivers: lo formiole effattivo  per Jo superfisla di- Vosa. del. prime tipo che
jit dirsttamante dorivano dalla onfinarie supecfols psondesferiche.

‘Sacebbe facile ‘sténders in generale olly spasio iperholico tutte lo ricar
apitta per 1o spatio ellittico, Qui trattiamo per brovitd soltants 4
di- Vosa o dollo. sups
costeusady ancho: par quosto caso) unis teotia della trasformasioni. Da wlfinme &l con-
siderana loino olassi parkicolari di quosts superficie che nuovamente si eollagans
il flessiont di -superficis di otuzione  dello. spaxio-anclideo di eui vengeno dotormi-
nafi i diversi-tipi, strettaments connessi oolle suparficis psondosfuriche:

(1) L sisperticle gedseall @i Voss dipaniono da ua'agaacione's derivate parsiall dal 4* ondln
auinill s qastdio Tuifent arkitrarie

(%) Diova insasal clterd il

ibre olla sola fndicarions del volume e defls paghua.
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PARTE PRIMA.

Le equazioni Moutard con grappi di solnzioni quadratiche
e le loro trasformazioni ortogonali (1),

§L

Trasformazioni oriogonali dells equasioni di Movramp.

Consideriamo un'equazions & derivato pavtiali del tipo
a

1y e M

dove M & uns finzione assisgnats dello dua variabili indipendenti u , v. B ben notn
Ia gonerale trasformaxione i Mot () eolla quale, partendo da uns solions
particolare mota R della (1), si passa ad nne equasione contigua:

2)
dovo il nnovo covfficiente M ba il velore
= ¥ (1
it "'“ﬁw(u]'
Da una solusione qualdndie o della (1) s ottione wna solnzions corrispondenta &

della (2) mediants Te formole

[}

@ ;'miymfw :}tu) i

le quali, nota @, fsano congsears  con una quadratnre, o vicaversa. Seriviamo anche
1o (3) sotto la forma equivalente

e
N ()

(8%)

{1) L ricercha di quesia yri i
ealtols, fn una Nota inserita pei Rendicon

(4 CL Danwes,
Lasioni. {veL. 11, yog. 4

Soorerd ey XL, Ser, 8, Tom, XTIL o
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$i osservi poi che, data 8, la solnzione @ della (2) contiene ancora una castante
arbiteacin, il cui valore si intenderd fissato quando si parla della soluzions G oo
spondente a 8.
Consideriamo ora un numero qualunque, sia 1 -- 1, di soluzioni

della (1) 8 siano

1e solusioni corrispondsati dells (2). Proponiamoci 1a quastione preliminare seguente:
Pub ascadsrs chs la trasformasions di Movrans conservé la somma dsi quadrati
dells n -1 splusiont, elho si abbia cine:

B Gt G BB

7

In tal caso divemo che la tmsformazions & orfogonale rispetto alle n -1 soluzioni
#,, 6, ... 6, considerate.
Nell' ipotesi “affermativa poniamo

4)

()

Vangolo o sark reale se intendiamo di operars in un campo resle, como genatal
citerramo.
Por le formole (3*), abbianio per vutti | valorl di ¢ da 0 & n:

Moltiplichiamo questa una prima volta per 6;, una seconds per B ed ambedua lo
volte sommismo, rispetts ad ¢, da O & w; osservando lo (4), (5), obteniamo le dus
squazioni

= | ol — ) ll;’fl'

=—fl —cc-s.r)Llff“.

<he sommate dinno
©) ELERELhy ]

Similmente procedends sulle altro cquazioni

alf— oy 2logR
T s R e

e
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deduciamo lo doe o

oos ) LIEE
—ofL Hoon0) 1K

—ellfos gy 2B

Derivando lo (6} rispetto a o, =
indi g= UV, dove U & funzione dells sola . V della sala ». Dalls (6); (6*)
abbinmo. poi

a1, 1 N,
T

gli apici avendo il solito significato
208 @ I formola

(7 o5 o

che satto lo! forme

dove h indica una costante arbitraria. Gioverd serivars la (7).

Vediamo intanto di qui ehe nell'ipotesi dell'esistenza di una trasformazions ortogoe-
nale per il gruppo (¢, ,6,..8,) di soluzioni dell'equazione di MouTarp, sussiste
ente nna relazione della forma

(t)] Sa=u4v,

cost: Affachd
vispetta al gruppo di

squasioies di MOUTARD. ammettn waa frasformasioue orlogonale
out (8, , 0, ... 02) & mocessaris che questo sia un gruppo

i dimostreranno ehe fale eoudizione necessaria & pur suficiente
¢ ohe; quando essn & soddishabta, csistona oo® trasformaziont ortogonali dells. equa-
siono di MouTarn rispetto 2l gruppo dato di 41 solugioni quudratiche (1),

& salazioni quadratich
o1 orthogonaus et v
1698 et T. XX,
o diverse que
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1t determinants 4 e lo rotasioni.

Per proceder allo nostre ricerche & necessario che promettismo 1a deduzione di
aleune formole fondamentali.

Supposto cha Vequazione (1) i MooTann ammeita un gruppo di s 1 salu-
sioni (8, .0, ... 8) legate dalln relazions quadratica (8), ¢seguinmo nella (1) un oo
giameuto proporcionalo di funzioni incognite, ponendo

8

la (1) 8i trasformerh nell'altrn

(10)

il coefliciente F avendo il valore

=M=

(1)

uv
U+ V)

Indichine om zy &, <& #u Lo soluzioni dells (10} corrispondenti, secondo Ja- (),
4 8,8, ...4,. onde ayremo

¢ quindi

(18)




— 200 —

Costruiamo ora un determinante orfogonale 4 dordine = 1

I oni prima riga si formata colle w'~- 1 soluzioni considerate: e e della
{10) o le ltra con elemonti 2, 2. 22 (heme1,2 . 0) foneioni G1 %, b, soolte
in guisa da formare on 5.7y .. 2 1l quadro di una sostiburione ortogonale o del
resto abitrarie. Por maggiors uniformith indichiamo anche gli elementi della. prima
riga oon @ af? ..o, talche per convenzions = ;. Le candizioni perchd il
determinants o sia. ortoganale si esprimono colle note relazioni

(14) v:\i'x

3

= (i, k=0,1,..5).

essendo
. w0 por foR &, by per i

Lé (14) possono poi serivorsi sotto ln forms equivalente

(14*)

So consideriamo 1s derivate rapports ad . o degli el

A2

in 4, quests potranno esprimersi Hinearments ed omogencaments per gli elementi
della colonna stessa con formsole del tipo seguonte:

o

i eooffcienti
della eolonna, B fnvero so prendiamo p. e, lo 2+ 1 squazioni

ove Uindies £ & tenuto fissa, quaste

P P

n - 1 oquaziont lineari eon determinante o o, risolute rapporto alle p, dauno
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Amalogamonta &i esprimono i aoofioi

ti e, onde abbiamo le formole:

=¥ T 28

f =

2
2

Indichersmo con GuicHann quosti coeflicienti po, 7o ool nome di rofasioni (1)

del doberminants o ed osserveromo ¢he dalle (15) risulta che seambinndo i dus in- |
diei #,4 I robasions cangia segne, & pard sono nulle e rotazioni con indici eguali;

in formole

159 § Pum=—pn . gu=—gn

! qu=0: |

Be seguo

(16)

S (i e —

5 A

+1

2 =y 1
. dapa), k=0.1,..
ma poiché il determinante del cosficienti & f == 1, sogue che vioseuns dolly dette

esprossioni si annulla, Suscistono dungue le

ortogomali in una varictd qual 5, vol, 11, 18
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Queste par ¥ =& si viducono ad identitd, & causa delle (15%) o per fo &

dtane BLED g

volovansi stabilire.

Lo formolo precedenti sussistono per le rotarioni di un dstermiivants orlogonale
gualunguc. Ma nel case nosteo sussistono ancors altre selaziont difforenatali, jmp
tanti pel nostro scopo, @ eui soddisfano Jo rofazioni di cui sia nullo wno degli in-

e, o dipemdent dal fatto cho gli elemonti delln prima. riga in 4 sono soluzion
dalla. equazions (10) di Laptaok. Per trovare quests formols prendiame Lospros-
sione. di pat

orenziali fra la rotasioni, ohe souo appunto quelle che

or-

Do

cha deriva dalla (10) ¢ per l¢ derivate prime i valori dati dalla (1)

otteniamo

Ma si ha

=0

¥ m

i o -
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Del titto similmenta si ealosla la dativata di gor Tapporto; e si hanno cast lo
nuove formole

(1)

che 5om0 1a formo ad per e (),

54

Ricerca dalle trasformasions. ortogonali dells equasions di Mourdro.

ranD possegea il groppo df w1
relaiane (8)

Supponiame ora ehe V'equazions (1)
atiche (8, 6,) Jogato. dalls

BB =U4 Y

onali rispatto
della (1) eor-
8, le solugioni

& cerehiamo tutte lo poseibili trasformazioni di MouTamo della (1
al gruppo (¥ , 8, .. 6,) di soluzioni. Supposto eho R sia la soluzion
ispondente ad una di tali trasformazioni, indichinmo con B, ,&

o, per quanto i b visto al § 1, ponendo

V) cosar,

0T B Bk S B By

sussisteranno por Vangolo o lo formole. (7). (77) § 1
Ors, in armonin colls sostituions

ed avremo

18)

eranno # (unzioni

Ne sega che

2k
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i wy v tali ohe sussistano o n + 1 relasioni

cosa 5 Iy, i 0idin

(19)

o s ab inoltra

(20)

2 =sent e

Ora, ossendo
#,

(E=a

zioni fondamentali (17) =i serivono sotto la forma cquiralente:

L nestea ricerca dolle trasformazic

artogonali dalla equazionl i MouTaRp
teasforma dungue el yroblema seguente: Delerminars da. i1 -funsioni- iteo-
guite 2y o Rdi uv in guisu ol sians soddisfatte la (20) v s (21), ed
inaltre R visult wha solusone dell'sguasione. (1) di Moutars.

Per trovare titte 1o eondizioni & eul dobbiamo assogyettaro lo. incognite,  deri-
viamo rapporto ad i, 1o espressioni (10) delle ndooi delle formola fonda-
montali (1) § 25 otteniamo oost:

) os o
==

& sostitnendo nelle (21), quests diventano:

2

i
50 >
=T Ak (as e 1) S
el

+ Heow g - 1)
(B2 D06 iy 4 (orgo—1) S

[t

Sooumek ore XL Sar. 8%, T
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Cominait

hiamo 1o due

Queste, note che diano 1o, 6 sup)
1o (24), f

2 {1+ wsa)p

.

“ ] o

Quoste eostitaiseono o
ai dij

le i fungioni ineogaite 2, ,

ensialt totali, 1 oui s

ms i ef
Tanzioni

¢ i memhri sono, eome vede.




ticho do oguite 7 A questo sistema bisagna poi aggiungere 'equaziono
termini finiti olie deve snssisters

By

Le eondiz:

& manifestas a via da te-
ema. Dobbiamo in
o simuitaneo (A), (B) per
\Anerda & cercarne 13 pill generalo solnzion

remo ricereare se lo

iy purché soddisting
preso un qualungque sistema u.wml(-
condizions d intagrabilith per e (24)

TakD:

nata verlfica T'eqonsions di e

b

teina (A), (B).

itata: intagrabilits d

considerato, 3 completa-
th somo identicimen

ciamo dal dimostrare

ile, che cie lo sub

Comin:

72

T+ tosg

dol sistoma (A) basterd dimo-
ad w, 1a prima ragporte @ ¢ ©
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embra & onlia a causa
atate, i rovi

?'m} L
)T

sottraendo, 1'espressions che ne. risulta nel secondo
delle (A) stesse. Ora, 58 si ha riguardo alle (25), (2

[(1 o080} por] - 2 [(1 — co8 ) gux) -

w

+2 =

Bostituendo per e derivate defle 4 i valori dati
alle formole (I1), (IT1) per le rotszioni od all
ridutioni:

dalle (A) stosse, avando riguardo
trova dopo aléune facili

2 andyh

a=% 5 (qupa—pstu) b

T
w42
7

+2 pgwdi— D qapals.

Seambinudo nells dus sseonds somme glf indicl di sommazions j, ¢, possiama

bt SN (g —

\
2 RS

5 (e o — g0 2o g

prima chie eorrisponde o
effsttivaments 21— 0 od il sistenin

e 1'ultima somma distragge quella parto del
dopo i che le somue restanti si elidono. €
& dungue illimi integrabile, e.d.d.

Aggreghiamo ora. al sistoma (A) I'equasions in termini

niti (B) fra la 4

dimostriamo ohe le dus equazioni ottenute da questa per derivazione rapporto ad u, v,

ciod le

08
4 cosg 22

w

(27)

sono. conseguenze della (26) o delle (A) stesse. Ma, facendo uso di queste, troviamo

U ese) D puh— > 5

5 o0s {1 o coso) — {1

ARG (Ll —e0s0)

coe a1 —vowm) (1 —cos) 5 gl - oosw 2222

v

UH

T




In clascuno dei seoondi membri la somwa doppis & nulla, come i vede scai-
biando gli indici di sommagione 7, &, ofd oha fa cangiacs di seguo alle rofasioni
secondo o (15%); le somme somplioi s distroggono, onde fn fine per le (23) essi
riducousi idonticamentn a zero.

Dallo proprieth. dimestrate segue appunto che il sistema simultaneo (A), (B) &

istema completo @ nel suo integrale gene quindi 4 — 1 costanti ar-
ciod 1 valord niziall di 4y, 4 la (B).

§ 5

L fuuzione B éo

solusione dell’equasione (1) di Movrin,

Venendo ora alla
strinmo che, seelts 2,

nda parté delle verifiche indicate alla fine del § 8, dimo-
A, in guisa da soddisfare il sistema (A), (B). le dus

A

cquaziond (24), chie danno i valori di o compatibili, o in

secondo luogo cho la funzione R, eost determin
soluzione dell'squazions (1) di MouTax,

Ta prima verifiea ¢ immedinta, ricordando che vale 1 (25) ed ossarvando Uslira
3
Lo
ado le (24) sotto la forma:

w 14 gt e
= L
U+ V) g A

« oon na quadratura, eguaglia una

v

U 14-coso
TV l—maJ

o : R
In prima rispetto & o, “sostitnends per < il valare dato dala so-

conds; troversmo manifestamente un risultato dells forma:
¥R
n e
dove resterh da caloolare il valors del eopfficients N e dimastrare cho coineide eon M.
Ora, facendo uso delle (28), (28), delle formole (111} per lo rotazioni e delle (A),
troviamo:

VR,

M I — B0 o )

Y. esa

THU4

;
N

VI —ese
i




Qi gsserviamo olienel socondo membro: 19 lo dne somme doppie-ove figuran

annullan.

i prodotti di due & si elidono; 2° la parte linears nelle X & pure nully

dosi 1) eocfliciente @i 4y (per 5= 1. won); vesta quind

Ora si ba por le (18)

di per Lo (14°)

o ffa) =

dunqus o fine

o si ap-

Basta

funo s 4 o wnlla affatto &
{4), & 1o (24) darunpo eoun una qua-

soddi

pogginnn slo sulla
dunque obs 4, , 5
drabira nna salb

B, della trasformata.
he ogat equazione i Mo
sformaiont
nna taloe trasfor-
iy ¥ineo-

unti eosi

[
wino- dimeste
quad

secondo

iche possieds delle

muzions fignrano a o
lati dalla (B), @ la o
al teorema B) enunci

ste trasformazioni
su questa i metodi general

.- Sola si pud osservare ohe nel aso #

apprende
blera

2. coreispo

seometrico-di cui & parola nells profuzione, so si pane

4

= sl wseng , by

ST cosg




si ottiena per ¢ i totali, che nell'incognita fg > assumn

la forma

quindi con quadrature, apperna moa uia su
solpion

Ma, pur rimane

que,
ne dol sisten
genomalo dello trasformazioni ortogonali delle oqu
i df g

i plrverto

una proprietd

strando che anche in

matabilits, d

Bsso non & altro ohe 1a genoraliczazions del teoroma di prmut

@ dupprima stabilito per
peandosforiche (1) o pit tardi
ningato permanente (%), i quali
attualo w=2. In fine ho dimos
sussiste el teori
terme (),

o teoria dolle trasformazioni. delle superficie
per le trosformazioni delle superfisie eon sistema eo-

le

i eorrispondono al supporre nella teorin genes
ehe un teorema del takto analogo

0 recentew e

di Darnovx delle superficie iso

generale delle trashormas

Richiaina di wna proprioté gem

ale dolle equasion di Motrain

Por arcivaro all'indieato teorems di permntabilits of conriena riprenders il
sultato genarale, rolativo alle equarioni di Movragn, stabilito al § 247 dolls
completarlo in nn punte. Ivi s & provate cho se s
passa da tin‘oquazione E di MovTann

a due o

E) -

arbitearia ¢ contigun, come I K, alle doe meodesime E

fi Bicklund per ls superficia paowdonferiche (Rendiconti dolla T

geamaetrica: dol beoroma di Movrars (Rondiconti del

Acendomin dei Tinee)




Pill precisamente se si determina eon una g sistema lineare

complatamenta integrabile

I'incognita 4 ds

(2t o )+ 10;(2:)=I\

2 (R) =0,

2w R,

24
(v

3
-4 Tog (i B

le saluzioni R}, RY rispettivaments di B, By che fanno -pussare da queste alla B
sono date dalle formole

(28} Rim=Bed , Bi=R,o.

Sin ora 9 una soluzione qualu
denti. delle rispettive contigue B, , By, ondo 3

ue dells B, @ 8,8, due
no le formole

—paleR_, M0, )2

2 log B, f 3
(6:— 0) "fm—’:u : (8 - 8) -

dimestreremo che: So si pone

(a1)

solusions
ol
provars che 1 fanziane @ definita dalla (31) soddisford alle equaioni
soguenti olie eorrispondono alla (30), (30°):

surd W

¢ precisaments corrispondant,

come 4,

Baste:

Al = 4,) W—8) = dlog By
== = ol ) e

=0
T

Slog

-+ (F—48,)

o G

L e S

3*) alle seguenti:

3 log(R; A)
20

kT

log(R A

T

(83%) -

- (=02

MO-8s)

Caleoliamo ad esompio il primo membro della prima - delle




per B il valore (81) ed osservando le (89), (30%) e la prima della (28); troviamo:

Rt _ (g g BlER
i e

2

L1y 2log B,
o=ty =t =

2log R,

+io— +

"_"‘ iy f Top(H, R - m!ag( )]

T

Ia quale espressione & ido
Del tutto. similments si compions 1o verifiche per
le (38*). onde risults stabilite la proprictd enuneiata.

20) stesse.
delle (83) e per

pents nulla por I prims delle
Ia sec

§7
Enungiato ¢ formale dal teorema di permulabilitd.

Per prooisars il teorema di oul si° trabta introduciamo. un'opporbuns notazione.
quazione B di MouTarn con un gruppo (0, , 8 ... 6, di &
luzioni qumdratiche, o fissato il valore della oustants & nella formoln (7) per coser,
considoriams una qualunque dells cc™ Lrasformazioni ortogonali della E di cui nol
paragrafi precedenti abbiamo dimostrato I'esistenta; una tale trasformuzione indiche-
vomo col simbolo Ty (). Cid promesso, éoeo il preciso enuuciato del teorema di
permutabilit

Se ad

cquasions B di Movrinn, con wa_ gruppo di sl
suno contigne per (rasformasioni differanti.
due alire oyuas By, oaisle wite quarta squasione B.odi Movrano, perfelis
mente delerminate, contigua anchessa alle due medesivie B, By per u-a:,fw-w
siond ortogonaly wsuentite. Quando siano note
cof laro rispeltivi gruppi di- solusioni quadratichs, il ealcolo delia quarta oria.
stons B ¢ del gruppe corrispondents di solusioni quadratiche si compie in ter-
mind finiti.
Essendo (0,0 ..

ni quadratiche

sgonali T , Ty

Ei.

s Th, cotle costaits g, By

6.) il grappo di soluziani quadeatiche della B, indichiamo eon

(8,8

poltiv

i valori delle nd-1

sioni trasformateie 2,

R del § 3 pol pussaggio

b, altrs m—1 costanti arbitrarle | cul walurl nan eesorre per

Wtz i

Sogerk sk XL, Ser. 9%, Tom, XIII
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s E-ad By medianto la Ty, & cut corrispondork un valoe ', dell'angolo o dato
dalls. corrispandente formola. (7)

Similmente indichiamo con

gli elomenti analoghi' pol passaggio da B ad Ey oolla Ty,
Sacondo le formolo (A) § 8, sussistono 1o relasiont:

050

V1—cosa;

FU e )
— 0086 '

L) = (l—co80,) gu— l g A0 —
— 3 —I A
per e,
Le Tormols (19) § 3 dhuno, Sholtes
(85)

Ora, secondo quanto abbiamo dimosérato al puragrafo: precedents, so determiniamo

lo equazioni simultance (29), indi poniamo

la fanlone of in guisa dn soddi
aolle (31)

o — g

(88)

saranno Oy, 0
ipotusi. abbiamo

8, altrettante soluzioni della quarta equazions E ivi considorata: Per

37)

Sy

¢ 50 dimostriamo cha .4 pud seagliers
1a condizions

in guisa da soddisfare 1o (20) ed insfemo

=

sarh dimostrato il teorema di permutabilith, Ma dalle (86), quadrands e sommando




da j=0 & j==u o badando alle (37), deduciamo

UV —S oo

7 +

onda per 4 il valors unico & determinato:

Ora per le (35) 5i ha

L

= +\'J['%a‘ cos

= (U V) ooty | 3 ;60 == (T V) 0865,
7

& per oid 1o formolx procedents per £ diventa

(38)

Cosl 1o formole (36) pel ealoola del grappo delle soluzioni gquadratiche 8, . 5,
della quarta squazions B diventano

©) =

ovyero

()

Non tralaselercing di osservare che il tooroms di pormukabiliéh si pub utilizzare
nel caso dello castanti A . hs veali, ma anohe supponendole compléssa co-
ningate. Allora si potranno prendere per le 47, 0 rispettivamente le quantith eo-
niugata dallo 4,4 alta subito dalla forma della eq i

& 6 sisnlteranno i per le formole (C)

equazione B del feoremn di permutabilitl sarh ancora reals.




it

o/ (a8) 4 4 risultano soddisfatte
spportio ealcolars in prims luogo

29), Per_compiore queste varificks &
dalle (34) lo derivate rapporto ad w, o delis somma > A2 Af, per lo quali troviamo

e el
Tigresm) T 14 oo,

k:A(wﬂ- — cosidy)— 6o, o+ 1§ .

questa ed alle superiori, costrniumo 1 primi membr delle (20)
quolle i coa o, . cosoy; eon
I valore (38) di .

facili riduzioni i trova che essi sono identicamente mull
soddisfa le (29), c.d.d.
Bicoome poi dalle formole (O) risulia

(38%)

0 da By ad B d um T},
to: dal teorema. di permu

asformazione pel passa
e all'omn

eonfarn
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billith In fino sf osserverd che 5o le e
1e (C*) dhuno 8
E

mitiy

anti A, ks s0n0 erusli o quindi eos o, =cas @,
siono B eoinoide in questo caso colla pri-

4 ¢ Jn quacts equ

Dal teoroms di pormutabilith oos) complotaments dimostrato s deducono ora,
siguardo alia applienzions suecessiva. del prooesso di trasformazions, Jo medesime eon-
Geguenze come uei cast analoghi git noti (1) bastord qui rapidamente indiourls. Bsse
§i rinssumono nella. proposizions. seguante:

8¢ i wiegnasione B di Movtano ‘i conosconn tulle le e trasformazioni
ortoyonalé par an: dato suo gruppo di A1 solusiont quadratiche, awche Fer
ciaseuna ‘dolls squasioni di Movran coutigus ad B si avrauno, in termini fuiti,
le o® frasformazioni ortogenals corrispoden

T altro parole basta saperintegrars com; por I prima equazions B
ai MouTarn il sistema delle squasioni di trasformazione (A}, (B) § 8, e risultorsuno
sez'aliro integrati tuldi i sistewi o slla squazioni trasformate, e cost
illimitataments.
I infatti pr

diamo ona qualunge By delle trasformato ortogonali della B, chis
derivi dalla E per meszo di una Ty, @ pelle formole (C*) pensiamo & (00y) fisza
ed hy {0 o5) variabile. Fincht ey, lo (C*) fauno congseere, pel teorema di per-
mutabilith, fults s trasformate ortogonall di E, per modzo i nin i, Per ottaners
aneho tutte le trasformate ortogonali di 1 por mezso delle Ty, busta eso
convenionts passsagio al limite sulle formola stesso (C
variabilo o tandento ad 4. ¢ nello stesso tompo faceinwo convergere AfY, A" ., &
rigpettivaments vorso A, . disponendo doi loro valori iniziali, ohe si as-
sumono come funioni i iy, vidusontist ai valor iniaiali di 4, 20" .. 400 por hy=4y
© dol resto arbitrarie. A1 lmite, por hs = f,, i secondi termini delle formole (0%):

(o030 — ooa ) (8 — 07

(89)

1— toso, cosa, — > AP

si presentane sotto la forma: inde come facilmente si vedo, si wi-
nullauo per fs = d; non solo il numeraiors ed il denominatore di cinseuns ¢spres-
). ma ben anche le Tora derivate prime rapporto wd j,. Seeondo noto re-
gole, i verd pafori di questi mppa , = A #i haono dat quozienti dellé derivaty
sacondo rapporto ail ke, fublori by = hi. Lo formels she cash si otténgono dulla (C*)
sono 1o complemantari domandats, o fanno conoseers 1o trasformate ortogonali della E;
per merwo delle Ty, che Ancora MALCAVAL.

di Bioxuuso il § 88

elle Lasiont (sol. 11, po
feontl idef Liveel (aprile
e delle qua-

ko per o

trformna
diffasaa Momoria: Ricerche sulle supes]
driche (Annall i Matomation; sori %, 1. XI, 190

iz isoterma o sulla

formas




Il tasrema delle 8 eyuazioni- di MovTino ¢ sus applicasions
alle trasformasioni di Bickruvn dalls superfieis pazudssferiohe.

Tn oit che proceds abbiamo esposto 1o eonsoguenzo del toorema di permutabilit
nell'ipotesi che dellaequazione primitive B di Mourarp si conoscano futfe la tras-
formate ortogonali contiguo. Possiamo ora domandars quale vantaggio si pud trarre
dal teorema stesso quando alexne soltanto dells trasformate orfogonali della E sono
note. Se due di queste trasformate dalla E sono note, 11 teorema di permutabilith
ei insognn  costruire nng quarts equazione di MooTaR coa un corrispondents grappo
di soluziont quadratiche. Ci limitoremo qui ad esaminare il case sucoessivo che dalla
equazione E siano note fre trasformazioni ortegonali Ty, , Ty, , Ty, com costants hy, by
diverse fra loro, che cangino B nelle contigus By, By, By. Applicando il tsorema
dipermutabilits, trovaremo in termini finiti:

nmn quarts equazions dopo i) che indicheramo con F
. - (E, B, Ei) . -
. . (E By, ) . .

Ora alle tre terne

(B BY BTy (By B B (B B BT

applicando nuovaments il teorema di parmutabilitd, ofteniamo da clscona nna quarta
squaziona; @ eosl proseguendo sembrerebbe & prima vista che si dovesse trovare un
numero illimitato di nuove equazioni di MovTar, legate per brasformaziont ortogo-
nali alle precedenti. Dimostrevemo invecs

6 18 tre terne nltimamente seritte somo
completate da una sola @ medesima quarta equazions, 1a quale indichersmao con
«d ayremo cosh stabilito 11 teorema soguento:

S di na equasions B di Moutann, con wn gruppo di solusivat quadratiohs,
om0, note tre equasions"contigus By By By, dedotte da T mediante tre (rasfor-
mazioni ortogonali Ty, \Th, . Ta, @ costanti differenti, Uapplicasions dol teorema
dE permutabiliti a quaste fmmm equasiont ol alle suscessive conduce sollanlo o
quattro muove equasioni k queste formanc colls quattro dats un ciclo
KO s U e e
sano cantis citl stesso, mediants tre (rasformasioni
artogonali colle medesime costanti fiy , hy , hy, press iu ordine convenisnte.

P dimostrue il torsmn snunciato proediamo nel modo souste. Tndimo
com (85) j =1, 2...u il grappo di solugioni quadra

cspondonti di Ey , B, By o e06) oo
¢, E,E”. Bia ora E la quarta equagione del teorema di permutabilita dopo
(By, B', B”) e indiehiamo con (3;) il suo grappo eorrispondente di solusioni qua

$5 1

ue tre altre equaziond de

quelli zispettivamento
& E B




i di quantita

onde segue che la stesss equazione 1 complots anohs e altre dus teme
(B, B, E), como si era enunolata. Lo formals (C) of dimoo intanto

{a%)

por j=0,1...5.
Come b &i & osservat collo (88%) § 8, si ha

S gy o

o quindi T (3%) si

(e*}

@) o= T
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al dencmrinatore nel sevando termine dolla (67), troviamo

Vg

Indicands eon 2 il numeratore nel secondo membro, @ ordinando in altro medo
i termini, abbiame
1V —«
&) —aa(l4V—a— ak—

Ve 44

b Vsl —

abbiamo dupprima:

o) (es—e (U4 V—
2

| (te— ) =) (U ¥ — )

in fing, avendo riguardo all’ identiti
B4 (es— o) la— ) (0T —a) = (—a) @ —a) (U V— 2}

o — o) (or— &) (U4 V—a),

abbiamo la formola

) (UEY

&) {&5—e) (U

— o) (e — e} (UH Vo= s —e)

V—a;) 6

auche il numeratore & un'cspressione sim-
mefrica nei tre sistomi di quuntith (67, (87, (6"). onde, per lo ossorvazioni git: fatte
sopra, risulta dimostrato il mostro teare

Tarminiane quos o parte segualania un'applio
roma o dimostrat alla teoria dolle fras/ormasioni di Bic
pseudosferiche, ho ne fa eoNnseors waa proprieti non osserv

e, geometrica. del b
uyn dells superficis
qut. B ban noto che

7 : e z B 20
ad ogpi superficia psondostariea corrisponde un'equiasione i MouTARD ——

=M

i
i te soluzioni quaidatiche 8, , 8 , 6y legale dails relazions
sponde

inversamenta ad ogni tale equaion
Ly teasformazioni

oot




— 289 —

pseudosferiche non souo altro, dall'sttusle punto di vista, che trasformasioni artogo-
unli dell eorvispondenti equazioni di MovTaro. Applicando il teoroma generale del
presente § & questo caso speciale, abbiamo ln propriett in discorso delle trasforma-
zioni di teorema

Se da unz sy pseudosferica 8, mediants tre trasformasions il Bloe
2UND By \ Bay, By @ costanti 0, 05 , @y diffarenti, si daducons tra muave supe

ficie paendosfeviche 8,5, .Sy, ecistons quatira alire tali superfisis 'S, §" 8
Wadducibiti u termind fniti, ehs forvans colls qualtra girssedents in cielo ohidso
di. § superficis prewdosferichs, cos) eosfituite ohe eiascuna delle § superficic ne
Aa tra contigus nel ciclo legate ad ess da tro trasformasioni di Bloxtonn cofls
costanti oy . 0y in ordine (ﬂ-ﬂ.m!fﬂfc.

E ichi 1
tivamente le torne {
mutabilith. Lo tes nuove terns (S,
ta all

;) socondo il toorema di por-

)8, 87, 87) (5. 8,
tro superiicio psendosferiche, diciamo §;

form del nostro tﬂwem generale) hanno in punti corrispondenti r.mnau

oo volta

rallole. Consogiontemente vsso cotucidono
ntrario sarebboro p. es. 5, .5, logato ad §” do due trsformazioni di BRoxLon
colla medesima costante o, ed avrebbero in punti corrispondanti normali paraiele;
cib che & assurdo sa 8, , 8, non coineldano.

clo §; poicht fn caso

3 un' umica supe;

Socrrth per X, Ser, 3%




PARTE SECONDA.

Le ipersuperiicie deformabili nello spazio enclides
e le superficie con sistema eonfugato perman
i curvatura costante.

a quattro dimensioni
nte neghi spazi

510,

Rappresantazions ipersferica dells: congruanse nell'Su.

Ho git indioato nella profuzione lo-applicasiont. goometriche. di cui tratterd
Premetterd aleung ossorvazioni sul risultati di Sowvs, limi-

{andomi per nltro a verificarl nello parti per vl evcensiali
fo che s una variefi Vs o dimonsioni eateo 1o spai 8,
la V; contiene uoa doppia infinitd di rette

inoltre: debbono potersi distribuire in due serio oo! di superfioie sviluppa-
bili, ciod {ali che ciasouna sia formata dalle tangenti di nom ¢urva nello spasio.
Questo sistema * di rette & dunque una comgrusnsa nel senso preciso che Gui-
cuArD sttribuisee a guesto nome nefle ricerche citate.
Indioando ore won X, Xy; Xy Xs 1o eoordinate cartesia
considerinmo in questo | ipersfe

Xi+X
o prendiamo I'immagine a della eongruenea costruita nel modo seguente.
lella congruenza, tiriamo. pel centro dell' iporsfera il raggio
parallelo che ineontrerd 1" iporsfera in un punte P =(z, \ s 33 riguarnderemo
questo punte P come fmmagine del raggio ~ o I'immagine delia congruenza sar
i superficio X innnersa nell’ ipersfera o, 56 si vusle, nello spuzio ellittico 8,

- 1. Assumiamo poi a linge coordinats (u, o) sopra = quelle che
corcisponiono alle sviluppabili della congruensa; esse trasciane sopra X, come ora
si vodrl, un sistena coningato, Consideriamo poi. sopra ogi aggio » i due fuschi
ciod i duo punti di confatto di r eoi dus epigali di rogresso delle svilup-
pabili delin congruenza contenenti v siano Xo, Xi X, 1o coordinato del punto
medio O fra i due fuochi T, , Fs o indichiamo con 2 In distansa focale, Lo caor-
dinate dei due fuochi ssmnno quindi rispottivamento

oo\ Taota

Xoitexg X

per 1'uno e

— @
por Taltre.
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Supposto cho il primo. corrisponda alle sviluppabili v cost, il socondo alls
w= oost, dovremo avero:

Ora, ritenendo per In supaificia = dello spacio slli

dotts al Cap.

(41)

o tutts le potazioni intro-
X1V delle Lesiani (1. pag. 481), s

Derivando Ln seconda delle (40) rapports v, la prima rapporto ad u e 50l

Dovendo questa suss
identith, o sono quind

biamo dunque in primo luogo D'=0. onde il sistema (i, 0) b coniugato sopr
come si era asserito.

colle formole

queata non &

cni goddisfano le eoo

sopra

. deduciamo persiv:

W S g 12

Sortageaie) [2 2okl [T+
12} ;.

+[2 24l le—n |2t ovar

il

e por i =041, 2,8,

1 risolve nocsssuciumants
di &, 2,

nulli separatamente i coeft S
pI’s W

ciamo cho &, ¢ si esprimenn per ¢

secondo. luogo ne

12 \g 12)
)M+:2<(':| i +E |9J

i

mtre ¢ deve essere una soluzione dell'squarione

LR S g by
s litm it sty Caalas TF [e="Y

altro

o Tageiunta dell'equazions di LaPLACE:
e 12y
STRETIE T

12) 2
§7w

inaio di WHIBRSTRASE 2,1, 25 0 W punto variabile
1o (i, v)
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Viceversa, so ¢ b i soluxione: qualunque: della (a), 1o formele

ippabili sono 1e w, v o I cui imima-

(48)

Questo formole, ove m,wyw somo tre veriabill indipendenti definiscono 1a- nostea
ipersuperfieie Vs, della quale sndiamo or o caloolare lo dus farms quadratiols
{48) derivando abbumo per 1o (42):

4~,;,(':|n+f D

i

i< o)

fondamentali {1

+ dXi X}

emento lineare di Vy:
(10 — g} T dut - [F* + Gl - )] de* - o
2L (? — ") — e du dy -+ Zec de o — 28 do do,

del

@

aveudo posto per brevith:

di Vs, dipende
dolla (a) che &

-]z]la seeonda forma fondamentale di =,
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Per caleolara poi i eoefcienti %, della seconda forma quadratica di Vi, bas
ossarvare ohe i cosent di direzione: della mormala all ipersuperficie coincidono con
qualli &, 51, &1, & della uormale & =, onde troviamo:

(Sn=(0—g)D | Bu=
-

e+ D" . Bu=0

=0,

(44)

upponiamo ora cho Ja 3 sin deformabil con conservazions del sistema. conin-
wato (v, o} montre la X a1 deforma Ju Vs conserverd invasiato il suo clomento
lineare; ma cangietanno per le (44) i coficienti 2,, della sua. seconda forun. fon-
damentala insiome con D, 7. Dunque Ja. V, sark deformabile, eome s} volers, cntro
1o spazio onclides, Vieoversa 5o quosto dseade, la suparficie X immagine della rigata Vs
ontro 1o spazio ellitticn S, sard deformabila con conservazione: dol sistema coniugato
(i, %) imngine delle sviluppabili di Va.

81 vedrh fra brove (§ 18) ehe la superficie 3 o possieds unn sola talo defor-
uith con un parametro, na serie ce'. Lo s
vale quindi di ogni ipersuporficic. deformatile nell’S,.

Per citare un csempio semplice di siffatte deformazioni prendiame Telomento
lineare

magzione ovvers e ammokte una conk

dgt o= du? 2 cos g i

dove o & un angolo eostante, che appartiens al piane ordinario, riferito 8 due sistemi
i rette parallele, e corchinmo una superficle X dello spazio ellittico con questo ele-
mento lincare e su eui le Livee (geodetiche) ;v traceino un sistema confugato.

1 simboli di Cumisroryen essendo qui totfi nulli, le equazioni di Copazz,
poichs I¥=0, danno,

piigd

ey
I

e qulla di Gavss

D= — sente (1):
Ooeorre dunque & basta ehe D, D siano costanti di oud il prodotto soltanto @ fssato
—sen’a. La superficio corrispondente non 4 altra che la superficie di Cuirroro
od il sistoma goodetico (w,v) & sopra di essn oon Sistoma coniugato permangute.
dip ricerca delle corrispandanti iper-

T questo caso V'equasions (a) da
supexficie deformabili pell’ S, diventa

+ewse

noto, mediante fonzioni di Besser.
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Farnole velative a dus superficie’ polari wells spasio- ellittico.

Riassuntl brevementa i risultati di Scuuw, veniamo ormai ad ocouparei delle
sparficie = Qello spazio elliftico con sistema contugato permanents, Fondoremo s
nostrn ricsrea sapra aleune rolazioni che nello spazio all 0 Inogo fra una
superfisio X o la sua polars X (superficio parallelo & distanti fra loro di un qua
drante); ¢ oho si riassumono in formole perfettaments angloghe & quelle che nello
gli elementi di wna. suporficis qualmque e della sua

ico h

spatio enolideo suss

immagine sferfea di Gauvss.

ndichiamo eon

de* =B du® 20 dudo+G do®
" = B du* - 2F du do - G do*

{r %
(e

TORFEL

lineari dalle super polari

irsf

costruiti pel ds*, con S quelli del 4s™. Sussistono allora le formole fondamentali

(1, pag. 498)

o lo loro formola polari (o duali):

(11) 3%
e P

g (1) 25
(454 it =
£
= G D
E
Come per la dedusions delle formale di Wemcarrex (1, pag. 150, nota) pren-

diamo le formole

D 320
T W

& 3 36
o a




ot

@ derivinmole cinseunn una volta

etto ad 1, una seconda rispetto & v, osservando

}D+{gu, F'”E] i

1o (45), ( o seguono lo formole stosse di WriNoARTEN:

[ 32 [, ,u, \u, [0 Vi E | 1 ) P

2 L Dty ha® _D‘ =l L S T
29)

F o[ 2 WIEL LB e
"Tfr1\+r"l—|"+12\u
2 12y, {1y

I)A£J‘1 faro|
\1 ‘”’]“‘*’\_[

(1Y
Supponiamo ora che il sistoma (1, v) sia ('alm:-fntq ia]xr'l

{48) { i
i1y
s

! :”!:in'
-8

5 (iquindi anshe sulls
oi. danno fra i sim-

(22}
(Y

{1 iy {22) , (23) _ 2logD”
tm 13t O P Y %
@ 11z D' {11 {12)_ D a2y
¢ (A8 Dale) S T 5
(i D {1g) _ Dby
\ D {2y # DT1Y

Lt g

! 12 5

T

Viceversa se un'squazions di LarrLace

20
b0
2w

T

possicile quattro soluzioni x, v legate dall’identith

interpratando zy, i, 25

v oo eoordinate di WersrstRass di un pun

quunstiea Y ai=1,

mobile

nollo spazio ellittico, questo puntoe: desorivers una superficie = su oni 1o 1inoe w, v

traecieranno un sistema - coniugato.

E infattl por quests superfivie 3 sussistono ad

99 e
it ’|]D

|1.l ha

(22,
(24

]H‘.
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tin tompo 1o equaziont

o sottraendo i ha

f12) a2 2 h
[i|\7] 'T[ﬂz\*”?*”"—r

Dunque quést ultima dov'e

La superficio 3 d
Sulla superfisie 3 {1 slstoma (ic, v) sis cond
equazipni di Copazat

0. Prendiamo la

(47)

P2y
X in guisa che il sistema (u, v) resti
0 dello Lezioni
- s’ =

(1), pag: A1), osserviamo cha dopo- la deformazions © simboli [t por =

prodotts DD” rimanga invariato.

¢ daformare

ity ripetendo L'analisi esposta pel caso cuclideo al §
vostano

gli stessi, mentee en D, D" in

i I
Dungue D, D" diventeras T, essando A ung conve-

niente funzione di , v. Bsprimendo

amente le (47).

ofteniama per 7 lo dno equasiond simultance :
21\ D ey f1 2 _ Dy
)= iih G=8) %= miag (i

Ie quali, introdncends eolle (4) i valori doi simbo
dells X, s serivono:

f“.) :11-‘\( X

i Camistorrss por In polare

21
13z
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Facendo il cambiamento di funzione Incognita

=

ayremo per ln nuva inoguita » il sistemn Vneare:
(48) 8 P

Per la condizione d' integrabilita troviamo

3 (12)

12 _ 3 201212}
ol 2y i1y =

(RRNE-3]

onde abbiamo per » un valore unico o determinato, a menmo che neon =
due relazioni

istano le

ey gy

)
40
) Wt a2 T Mg

Su oib nceads To (48) mmmettono tna soluions can una eostante arbitraria
perd vedinmo ebe: Nedlo gpasio elfittico (some nell'sulideo) so wna superficie 3
ammalte pite di wna deformazioie che conerci. confugato wn sistema atiuimente
coningats, ammielts wna deformasione eontinuc di fals spevie dipendente da wn
parametrs,

Fermandoci a quest'tiltime caso, che & quello per ol interossaate, vodiamo che :
Condisione necesvaria o sufieients afiche sopra wna superfioie 3 deito spasio
ellilticn wn sistema conivgats (u,v) sia persiitents & che swlla sve superficie
polare X il sistema coningato corrispondonte soddish alle condisio

19 (12)
[RREETE

3 (12
bl

3 (12)_
Wiy

(48)

La prima i queste egusglianze osprime. che Vequazions di Lapracs rolativa
al sistema. coningato (i, v) della superficie polare X & ad fuvarianti aguali.

§ 14.

iema wlla ricerca dells cquasions di Movram

con groppi di 4 solusions quadratiche.

Ora non ¢ restache un ultimo passo da compiere per ridurre 1a riserca dalle
superfieis 3 con sisternn coniugato persistents o quella dello equazioni di MobTann
<on gruppi 41 4 soluzioni quairatiohe. Per ¢id osserviamo ohe, o cousa dolla prima




eguaglisnza (49), possiimo p

12
§i2)

{1y

i3 et~

indieando 0on @ una fanzione incogoita, ohe, per la seconda dello (49), deve soddisfare

oquazione

5
2

1 integ

o gonera

essendo U,V due fu
che Tequazion ()
Ia forma

sioi arbitearie, 1a prima di , la seoonda di v. Di qui vediay
LapLack, rolitiva ol sistema coniugato (v, v) di =, ass

Compiendo ora in senso inverso una trasformazions gik esposta al § 2. eangiamo
Ia finsdone incognita & ponendo

4 assumerd la forma di Mov

o Lequaziont p

L
9w

(50%)

. Ora 16 (50*) possederk la quattro soluzioni

UFVews, =1 TV ay,

ohe gono legate dall identith quadratiea

(a1} B+ + 6

Cost dunque ad ogai superficie = dollo spazlo, allittico, con sistema. oo
istente corrispondo wn' cquazione di MoyTARD con un grappo di guattro solu-
quadratiche; questa non & altro che I equazions di L.
eguali, rolativa ol sistoma coniugato sulls superiicio polre, ridatte alla forma nor-
male di MooTano.




Suppongasi inversamente che un'squaziono di MoTany ammelta un gruppo 4
quattro soluzioni. quadratiohe 0,8, 8,6, tali dunque che sussista una relazione

Io somma dei cui quadrati sard = 1. Interpretando e , 2,25 ,ic; coms coordinate
di Waierstaass di un punto P mobile nello spasio- ellittieo, questo punto deseri-
verd; per quanto abbiamo viste alls fine del § 12, una superficie X, sn evi il sistema
(u,7) sar coniugato e, I corrispondents LarLack essendo I (50),
saranno anddisfatto per Felemento lingare di X le condizioni (49). Dungue sulla
superficio X' polare di di X il sistema (u, ¢)

Sinmo cast gitnti al sisultato finale: Ogni
i quattro solusioni quadratiche de
can sistema coningate persistents;
lico con sistema confugalo persistents corrispouds wi'equasione di- Moura
wngruppo di quattro solusioni quadratiche.

E ora evidente come lo tearie svolte nella prima parts della Memoris ncquistano,
nel caso m==4, il significats geometrico i uon teoria dalle trasformazioni dells
superficia con sistama, eoningats persistonte dello. spuzio sllittico, o delle loro palari.
Noi ci fermeremo solo i considerare il caso. di particolars intercsse in cui lo fan-
sioni U,V si riducono ambodue a eostanti.

& 1b.
superficie di Voss dello spasio ol

Httica.

3¢ velle formole del § precedontd supponiamo 17,V eostanti, ne risul

(12} (12
TR (.0

0 0

@ le formule (4) del § 12 ci danng comispondentsmente
{11)
i

Quests esprimona che sulla snperfisio X' le lince coordinate &, » sono geodetiche;
dunque: Quando U,V sono eostants, il sisiema contvgato persiitente (u. v) sulla
superficis. X & formato di lines geodeliehe.

Nollo spazio sulideo 1o superficie con sistema coniugato. geodetics portanc il
wone di superfieis di ¥oss ('); vseremo la medesima denominazione per Jo super-
fizle con sistema coniugato geadetieo nello spazio di curvatara costante,

() Vedi- Lesioni, val. T, vol. 11, pag. 865,




0 —

Ioversamante supponitmo ¢ £ dello spaxio el

o sis uny super-

ficie di Voss col sistema coniugate geodetico (., ¢); sark al
Ly L
A= =8

& quindi per ls (&) § 12
(12
o
{1}

Lequariont (o) § 12 di Larr
i ¥ aveh dungne la forma di M

ok relativa al sistoma coni
ARD

ato sopra I polaro X

Rald

M w

o possedord quattro solus

ol 7y ey )y, £ Togate dall"

Fa+

Sussiste dunque il teorama: Ad ogai superficte di Voss della spasia ellit
carvisponde un'equosions ai Mourinn cow wn gruppo (8,8, e, 8) di quattrs
sotusiont legate dall'identitis 03 -k 041+ 8= 1, ed inversamente.

Constderinmo Ia superficie = polare di una superficie di Voss, o sin

ds* — Bdu® -1 2F du dv + Gdv?

§12)
{2}

0, abbiamo

3B
FT

pui fare Be=1, G==1 g l'slemento linears di 3 assume la forma

indi f 0, ciod

(k). Canginndo § parametri w2, si

(52) d3® = du® 4 2 ooz (26) dudo |-

indicaido con 2 Tangolo delle lines coordinats. Secondd wna dewominazione intro-
dottn al § 379 delle Lesiond (I1, pag. 401), la linee (w, o), dividendo In suparfici
in quadrilatori ad arohi opposti eguali, formano una refe di Teaskrener, Inversa-
ments se uss superficie = possiede wna vote (v, v) di Toasmcury coningata, il

2 sai el sifigle St
o s 1a forma (32), ndi j31=0, Ja{

et Tn polare 3

suo elemontsy 1

a3
(221

ana o B 0, o1 il sistema confugato (a0} sopra ' & quindi di
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Jinoe: geodetiche. Concludinmo dunque: Nella spasio cliltics sopra la superficie
polare di ogni superfieis di Voss e linse cha corrisponddono al sistema: coniugato
geodatico di gnesta [ormano wna refe sontugata di Tcuemyeuer; ed inversaments
la polare di una superficie dotate di wna condugata di Tonsnyerer & wng
superficte di Foss:

La ricerea delle superficie di Voss dello spasio ellittico equivalo dungue per-
fettamente o quells delle superficie di questo spazio dotate di una rete coniugata
& Tousmyouer (1)

§ 16.
L superficie dello spasio, elliltic con rets coniugata di Teumsyouss,
Consideriamo una suporfioie ¥ dello spazio ellitlico con roto coniugatu. di Tore-
svouer. 11 sup clemento lineare rivesta la forma caratteristion (52), e quindi i valori
doi simboli di Onmistovres. sono dati dalle formele:

\}'l';— cob(g) - 2EH) MR o
gy ot am o
124 T (e w1287

Essendo D'm== 0, lo equazioni di Copazz1 (I, pag. 491) diventano

b*

o 3(20) A 1 a(2e)

n

—1 (I, pag: 492) assums 1n forma

[ 3: =) 5 unf]-w]

Affincha 1" olemento lineate (52) appartenga ad nna superficie 3 delly nostra
asse occorrs o busts che =20 sia una tale fumions di w, v du rendere com-
patibili le tre equazioni (58), (54) nells dus ineognite D, D" Di qui si pud faail-

mente veders' che la-ricerca dolle mostre superfisie X dipende, come quella delle

(54)

perficia di Vosa
1L, yag.

traslazine,

1o superfcio can roto eont
4] por quests Tequazions i Lartack rolativa alla rete coninguta di Tommvousr b I
@ '

2= 0, ¢ quindi cissenna delle tra coordinata 2,y ¢ pasts miobils sulla supot-

In somma di due fansioni I'una della sols w, Paltrs della sola vs




suparfioe fsoterme, da un’eqoaziono alle derivate: parziali del 4° ordine, Questo
vodiamo p. es. nel modo: seguonte. Moltiplicando la prima delle (58) per 2D ed
osservando la (54), abbiamo

[r,. \ :.u) ]= o o)
- e

® una fonzione susiliaria @ tale che sia

si pud quindi intro

ovvero

do colla (54) anche D” per @ e sostituendo nella seconda
la Fnr\uor\u. \ma;,mi\ @ Tindicata equazione del 4° ording; ed inversa-
méate ad ogui soluzione di questa corrisponde unn superficie = n roté caningats di
ToHERYCHEF, ovvers una soporficic di Voss dell spazio ellittica.

riviamo orx un sistoma di formole che cf servirk per dedurre dai risultati
genorali dells Parto Prima la teoria delle frasformasioni delle nostra superfiole. Tn
ogni punto dolls superficie = consideriamo un triedro trirattangolo, i eui spigoli siano
ti rispottivamente seeondo la normale & X e secondo le diresioni dells due biset-
triei dell'angolo 2w fra 1o lins coordinate. Tndicheremo al solita edn (5, & & &)
i eoseni di \]\rc‘uam. della normale e con (5,7, , 7a) quelli della prims biset-
trice, ++¢3) quelli della. seeonda. Potremo porre

n (S 80

. = T 008 6 — {; S6lm

=)

1 )y D

=G W b
2008w 2 gen oo

' OB 9 = —— coE

“\\\ew

ot

questo sono le formols domandate.
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§17.

Trasformasions dells superfiois di Voss dallo spasio ellittico.

Applishiamo ora § risultati della Parte Prima relativi alle trasformazion orto-
gonali delle equazioni di Movrano con gruppi i quattro solnzioni quadratiohe,
supponendo U,V eostanti. Ne deduciamo evidentemente nn metodo geometrica di
trasformazioni per le superficie ¥ dello spazio ellittico con rete coningata di Teue-
proner, ovvero (passando alle loro polari) della superficie di Voss.

Lo coordinate ., , 2 » di tn punto mobils sopra X sono solug

della

equazione di MouTarp =i - ¢0s 2w == 0, logato dalla relszion¢ Fof=1. Con

ngismo 1'eqnazions di MovTarn in una eontigua di
rrispondents gruppo di saluzioni quadratiche, legate
. 11 punto (%, % dullo_ spazio
con ot (u, v) eoniugata di Tournvouze,

una trasformazions ortogonale
% 7, il
dungne dalls medestor
ellittieo desorive una sceonda superficie =
oho diremo Ia trasformata di X.
Por serivars Je formola relative alls superficie trasformata ¥ possiamo fare nells
formolo genorall del § 2

=5, =y, A=k i=0.1,2,8),

) eolle formole (15) § 2 che definiscono lo rota-

onds paragonands la superiorl
wioni, troviame:

{o6)

vonviene inoltre ricordare che si ha in generala

Pie=—Ja , quem—ga , =0
Siccome nel caso nostro U, V sono costanti, 1o formola (7) § 1 dimostra cho

Iangolo o ha pure un valore costants (arbiteario). Socondo 1o (19) § 8, I coordi-

nate % del pimta mobile sulls superficle trasformata = sono date dalle formals

(57} #0030 Ay Ei = 2 A b (F=10,1,2,9);

le. funziond 4, , 2, , % dabbano essers determinate in guisa da soddisfars &l corrispen
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dente sistema (A) , (B) § 3, cho pe

valoci (56) delle rofasioni assume qui In forma.

\g_n‘_‘ o w4 4, s Zyconu 4y sene
f W sen Za ¢ 1—cosc &

2, _ % e oy — dseos ;
= sen Za ity 1-Fomo -
D Ay 0080 -

St — (14 eso)eoswf oot -0

2 o

=
(1= 6od ) o0s 1= ‘)70"@

LA

_ ey howetdsme.
R} sen 2o

Possiamo dare @ gueste formole Taspetto triganometrico, esprimendo, secondo T
Az, Jy per due angoli ansigliard 8, g, col porra

==snweost , A

csnogendsng , Jy—snosenfseng.

Cost 11 ststemna (A*) diventa:

08 8 e05{sp — 1)

05 6 005 (i = @)
{58) o :
sitdenlp )y o

5020

. totheos

sen 2w
queste fornia
conferma eon ealoaln diretto osservando lo (83), (54).

86 ora deriviamo lo (57) rapporto ad ‘w, v ed Gsse
troviamo:

jamo 1o (55), nonekd o (A%),

2 b

510 - da seit
oo

1, senw

hE+

Ay sena o ] &
= f—senm, |4
=
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dulle quali fivmole: caleolando il quadrate @ Fdw dell'clemento lineara dell

superficia trasformata ¥, troviamo

23 008" — 35 sont

(59) gt = dlie® -2 I: = con zm] di o - det
Le formole stabilits pongono in evidenza ls seguenti dne proprietd dolla trasforma-
ulone: 1% Dua punti corvispondenti della superficie primitiv S ¢ della trasfor-
mata = 5§ trovano a distansa costante o (*); 2% gl avebi -eorrispondenti dolle
linée w, v costituenti la rate coningata di Tomenveusy hawio equale langhosia.
Osserviamo ancors che da ogni superficie 3 u rete coniugats di TomepycrER
16 nostre trasformazioni fanno” derivare wna fripla infinita di superficie della medo-
sims. specic. Por individuare won trasformate ' di 3 basta Gssave (ad arbitrie) il
panto P della priva che deve corcisponders ad un determinato punto P delln seconds
So in fine applichiamo il teoroms di permutabilith (§ 8). vediamo ehe: Note
tntte b trasformate contigne di wwc dala swperficte X, con vele coningala d
4§ cinscuns superfleie derivala 3 3 conasceranno altresi, in term
finité, tutte le trasformate, ¢ cosi

Tenny

§ 18.

Coppic. di superfivie applicabili dello spazio, euelidea
con voli di TonEsYCuEr di sguale fessione.

Ta teoria dells superficle di Voss nallo. spakio ollittion & sussebtibile di uma
tovols interpretazions goometrion neil’ordinario. spasin euciideo. Bssa oquivale
ollo coppie di suporfieio :lpl»bu:!lu[\ delWordinarin spazio per 1o quali
ate {vol, 1T, ps
formagione la prima curvatum,
Otteninmo quesia nuove interpretuzions appli
Nola inserita nef Rendiconti dei Lincei

alla tooria di

il doppio sistoma di linea cinemat

cho. consersang invaria

o dmm Io d

quella Jine:

BRY.O

¢ format da una rite di
cando il motodo generals esposto in
(gonunio 1904) (*

Prondinme unn superficie ¥ dello spazio elliftico con rets (xv2) coningsta di
Teugnyousr e, mantenendo o notazioni dsl § 16, indichiamo can X, . ¥, %, i para-
di_scorriments destrorsi (1, pag. 450} dells direziona (o, s, 7s , %), con
¥.. %, quelli sinistrorsi; avremo

(EAA|
ol

T el

ga. & quella
supariieia:di- Voss,
licabili,

trasfurmasiont di JAOKLUN,
sfera o le coppis

par L
sl aquis

Tow. XIIL. £




Zs) i parami
fine (X, ¥y o B o
a4 3. Essendo ognl volts

i due determinanti
|.‘(‘ Y, % ‘
‘X, Y.
1% X

1o segnanti

{a)

),\"4( s 5o} Ko,
Senm
n”
(st F3gam)

oho valgono ancora sostituendo alle lettere (X, X) le (Y, Y) e lo Z,%).

¥ E:&su)




Clb posto, 5o consideriamo o tro espressioni differenaiali

(X4 208+ X, 860 o) it - (X, s0n 00— X, cos0) dir
{ (¥, 008 4 Yy 561 ) dlie =k (¥ 000 — Y, c08:a)

(% 00800 -7

senw) du 4 (% sene — 7, cosw) dv

vediamo che, in forza dalle («), sono tro. diffsreniali esatti; o lo stesso aceado ponendo
al posto dei parametri destrorsi X, Y, % 1 sinfsteorsi X, Y, % a causa delle (a”)
Poniamo allora:

740X 208w - X om o)l - (. senw — X, cus o) dv:

(60) yo= | }(¥s o980+ ¥, sems) dit - (Y, senn — ¥, conia)

I

sy [} (0 coner |- B sonw du) - (s somos — 5, cos )l

- e ) dos - (R 5n 0 — X, cos o) dof

k%= !’7:(.\", cose

@0%)  Sg.= (T, cosmf- Vi seno) e (Vs seno — ¥, covia) o)

(:. [0 cosa+- 7, son ) - (7m0 — 24 cogo) o] -

cartestane ortogouali di wn punto P,
come coardinate di un sscondo punto

Riguardando .70 come coardinat
mobile nello spazio euclideo, o codl %, T
P, questi duo punti descriveranno due superficle S, .5, pel cui elementi lineari

dt, , ds, troviamo subits dulle (60) (60%)

(61) =t — 2 eos(2) die do - do®.

Lo due supotfioie S, , 8, sono dungue applicabili o lo linee {1, v) eorrispondenti
alla rets conivgata di Tommnvoner dells superficie ¥ dollo spazio ellittica Grmano
aouer (non conlugata) supplementare dolls

pire sopra 8,8, una wete di D
reto di 3.

Calealinmo ors per 8,8, lo due rispettive seconde forme quadratiche fonda-
mentali

Dy die* +- 2D} dee o 4-Df o, D el - 2D, duc e~ DY dlo™.

Poichd i cosoni di direzione dells normale a 8, sono Xa. Y5, Z, @ cost quelli della
7, dalle ultime (), () o dalla (60), (60*) deducismo

B, sono X,,
| Dy=D

62) |
i [ Dy=D
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appunto (vl 1T, pag. 41) che la-rete di Tousmvonsr (i, )
& cotposta delle lines cinematicamente antoconiugate delle dug stuperfiele applica-
bile 8, B,.

Questi risultati sono poi conformati do e i valori (82) di D, ,==D;, DY
soddisfano alle equazioni pazz1 o Gauss tive allo spaxio euclideo per un
slemento lineare della forma (61). Colle consideraxioni stesse si veds inversments
che ) di superficia applicabili dello spazio euclideo per 1o quali
il sistemma delle lime citematicamente autoconiugats forf una rets di TeHgnYCHER
eriva, nel modo superiore, da una superfisie 3 dello spasio ellittico con rote di
Tonpnvensr. coniugata (supplemontar

Dopo cid & chinro come I

2 delle trasformazioni delle superficie di Voss,
o delle loro polari, nello spazio ollitkics cui ubbiamo trattato al § precedente,
wehe rigunrdarsi come una teoria delle trasformaiont-delle. evppio (3, S,) i
& applicabill dello spazio euslideo con. rete di Tongpyouse di linee oine-
maticamento auloconivgate.

possa. o

superf

§ 10
i superficie di Voss dello spasio ellittica
sioni di superficie di rolasions dally spesis enclided.

Classi
dipendenti dalls

generall di Voss dello spaio elittico dipentono . w'oquatione
4 derivete porsiali del 42 ordine o quindi da gnatiro fanzi arie. Ora. esfetono
tra-classi. partioolari di superficie i’ Voss, dipendenti da dug sols funzion nebitrarie,
o che 51 wllegaio In modo, motevols alla deformazione diversh tipi di super
di gqueste vogliamo ora teattare.

Lo superdioi

1uodo seguente. Considerinmno nello spazio ordinario unn suparficie di rotazione dele-
mento lineare

(63) At =dit et re=g(v)

sua deformata §. Supposta negativa la curvatura

Tatw .=

T rdw »'

ad una gualy

poniamo

KE=—= ., indi L,
L4 (3 i

o sisn0 0 § parsnoti doll lineo asinttiche (ral delle § ichiamo, oon

LY, % i coseni di direzione della normale ulla 8 e poniamo

4

By=10o-X , tim=fg-Y , Gm={o-%




suranno, per lo formole di Letiey
medesima equazione di MouTann

vee (I, pag. 168), 8, ,8,, 8, socluzioni di una

2ih
o —Mp,
YT et

(64)
chie & altrest l'squazions per lo doformazioni infinitesime per I superheie 8 (11, pag. 10).
Dialtronde per la nostra supusticis 8 ln funzione g =+ & la funziono caratteristion
ai W per quella particolare deformazions infinitesima di § che In fa o
sciars sop a (11, pag. 60); ne seguo che

8;,=hr' 1o (h costante arbitraria)

& ung
i abbia

soluzione dell

(64). 8¢ prevd

o 1o superfieie di rotazione in guish

{65)

8- 82 - 61 = p(1

(4 costante),

por In qual ecss basterd assumere per 7 un
(84) di MooTann ayrh le. quatteo soluzioni

ione di w, Tequasione

(R Nl it

BE
In somma del. cui quadrati surd ' unith ed alls suporficic 8, deformata dalla. nostrs
superficie di rotazione, corrisponderh pel § 15 und determinate superiicie = dello
to coningata (e, ) di TonepyouEr o quindi nmn pacticolars

La condizion 35) ci d

eniale per » s pud seriv

ndi

e,
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cid eguivalendo

o vediamo che, seriza altorare la. generality, possiamo fare h

Cosi 1'elemonto lineare della nostra superficic S

& cangiare » in } e pin Av.

assume la

) ds!

— A g,
Tt

assendo {, & dus costanti arbitrarie. Ogoi superficic § di questo clomento lineare fa
na particolare superficio di Voss dello spazio ellittico. Abblamo dunqu
rotazione d'elemento lincare

congscers

ik i,
dlenionto Tineare ((
oni eurva moridiana ha l'oquazione

Ia

0as) anche il problema goomotrico attuals di qu
a collegarsi volla teoria dlla deformazions delle quadriche di rotszione, che. ripe-
tutamente fignrune nolle pitt recenti ricerche sulla teoria dollapplicabilita.

Ma noi, collocandool dal punto di vista reale, vedremo che lo superiie di
cotazione (66) debbono distinguersi in tro-fipi, due def quali i collegano immedia-
tamente alla ordinaria superficis pseudosferiche:

spasiali. superficie di

Distinzions dells euperyicie di rolasions (46) u re tipi.

la classificazions ora neceunats caleolinmo, calle formole generali
emento lineary ds' delln superficle com-

Per. compi
dol § 136* dalle Lesioni (1, pag. 295), I
atare dolla (66). Par cid, ponendo

€)]de’ + o*dei

A" =[1 49"

mo (dalla formola (I*) o6, eit. pag.

{m costante arbitraria)

(67)

@ sard
dgt ¢t dif .

Ma dalla (67) abbiamo

LE

(k=1




{68) ds”* R dg* - o™ dv”.

Ora distinguiame i fre casi

—r ) B> {e)

()

od avremo 1 seguenti risul
Cass (a). Allota

o ponendo g =m m.-uﬂ{{) né segue
25" == du* 4 m? senh? ( )4<

iva

oie di curvatura eostante nage
24),

Questo & L'elomento lnears di wna super

1
KE=—z & pras
goodoticho »—
Caso (%)

ciod lo

aments sppartiens al tipo ellittico (vol I, pag

t escono dn un punto reale & distanzn Anita della supe
> I Poniamo in questo caso m' —A* —{* od avremo

o

o=y ve=;

indi pel meridiano della superfcie di rotasione
— T st (7).

La corrispondente superficie & il sinusside ipe
ca delle stie fesaiont sappiamo ridure alla teoriu dells superfc
alla ivione di due

botico (vol. II, pog.
psoudosferiche,

Caso m > . Poniamo allors m® — P — &* @ 1o’ (68) cf dh:

— 0 Sy gy
£ gt ot

inoaré che coincide col (66). In questo caso adunque la superficic di rota-

alements
zions eoincids colla, propria complementare.
Corrispondentomente abbiamo tre tipi i superficio di Voss dello spazio ellit-
tico, dipondenti ciasenno da. due funzieni arbitracie. 1 due primi tipi dipendono
dalle ordinarie superficio iche @ dalls loro trasformazioni di B, .
Noi qui i limiteremo u sorivere lo. formole per ls superficie di Voss del prime
tipo ohe pit direttamento si collagano alls superficio psoudosfariche e alla loro

eomplementari.




o -superficie di Voss del primo tipo.

Formole relalit

da o suparfiele
ispetto alle. qua

oie di Voss del primo tipo i ot
& Juibe Gut bl oA408 06 gonlath
cie complementare delly psendosfort

Lo supa
vica, fissato sopra. que
dobbiamo assumere la
Prondiamo per semplicith = 1 il raggio dol
minmo & lines condinata le gendatiche v

supetficio camplementare, abbiamo

Indicando con K, == — a curvatura de

tghte.
inee assintatiche sopea S,
le quatdeo cor-

(rol. I, pag. 282
it e
ntotiche sulls comp g

per e, dal tooroma di Harews
Allora 56 si indicano con
alle quali eorrispondono pure le

rispondenti soluzioni 8,8, , 8, , 6, dell'equazions di Mourarn — F Mé, legate

i ottengono, seeondo il § 19, nel modo

dalle. relagiono 8 - 0 -1 65 - 63 =
Seguentes Silm 0, == {/T— ¢ o 8 , 8 , 05 sono propareionsli ai coseni di divesione
XY L2 del ale & §5 dung

05 = tgho &,

[

(7

axdando 0,0y .8y .6 come Lo ecordinate di W
wolly spazio ellittico, questo punto des

8), corrispondenti nlle assintotiche i
Touzsvenee, o nells polars 3 di = abbiumo In richiesta supericia

a in coordinate ourviline qaa-

Trastorninmo facilments lo formals (70) ottonut
Velemenio linears di-8 Ia. fo

i

lunque (4, o), ¢h

\- 8% dn do + Gadv.

coshw & caratferizzata da cit cha deve essore una. solozione

A la funzione @




W (12) 2

®) t2sae

€ deve soddisfare ineltre la condizione
(] AP = —1,

Le formdle (70) diventano

1 =
o1ig

Abbiamo dangue il teorema s

S s = Bin? - 2Fdu do—4-Gdv® & Lelemanto Tinears di una super fleie pstu-
dasferica di raggio —1 ¢ ® wna gualungue delle oo solusiont del sistema () df
Wesaantes o della (0%). be fu date dalle (70%), quando si
introducans nctri @, 8 delle assi werficie psand

danns gualtro solusioni di wa'ejuasions di Movrann:

Pidentith quadratisa 65k 6 401 408 =1
Siamo porvemuti indirettaments & guesto risultato applicando la - teoria dalle
suiporfiels di Voss dello spazio ellittico. Ma sarabbe facile verificarlo per via dirottn
sullo (707} stosse, prondendo per &, v i parametri ., 3 delle assintotiche ; qui omet-
tiamo por brevith talo vorifiza. -

§.22.
Superficie cou sistema coniugats pérsistents én geometria iperbalica.

La teoria delle suporficie dotate di un sistema coningato persistente nello spasio
ollittica, ohe abbiamo svolta dal § 12 in poi, pud fucilmonte estendersi alle super-
ho uello spasio iperbolico, come ora da ultimo dimostreromo in tnita

., XII. 0

Kt XL Ser




— e —

In primo lnogo & necessario di ssservare ohie 1o formole del’ § 12 relative a

dug superficie polari dello spaio ellittioo haono le loro analoghe in goomotria iper-

boliea. Nello spasio iperholico, I oui curvatia K, porcemn per semplicith == —1

cousiderinmo wna superficie qualunque = o, ritanends le nostre solita notazioni (vol, I,

§ 218), indichinmo 09 iy, @, is + 2 10 coordinate di un punto mobile sopra
can &, &, £, & quelle del sub piano tangente, legats 1o prime dalla telazione

le soconde dall'altra

a2+
Ponendo
dart + ] - df — ot 6" - 25+ Qd”
: = Edlu® - 207w do + G

o indicando don ", MR & rispettivi siwboli di CumsvorreL per queste due

forms quadrati wistono ancora 1o (45), (46) § 12 eon quests. sola difforenza
clie welle prime deblono ora cangiarsi di segno wei sccomds membri i cooffi
di a (vol. 1, pag. 480). Valgono danque invarinte le deduzioni dol § 12 e in pir-
ticol ussislono anche qui le farmole (#) § 12

Cib premesso, supponiumo cho sopra la superficie X il sistema delle lineo (i, }
sia conivgato, @ quindi D's=0; allora satanno &, iy, @y @ Eoluzioni doll’ squa-
xione di LapLace

(e}

enti

E) 23z, (123

Seae (1w T {25 T |

& & & solugioni dell'altra

AE (3
Swon (1)

Suppongasi ora di pili-che il sistena (i , v) sia sopr X coniugalo persistents.
Ripetendo il caleslo del § 18, tutto fondato sulle formola (2) § 12, che val-

oo, anche el caso attnale, troviamo ossere par. cib necessario v suflicients che siano

saddisfatta 1o condizionl

3 (7Y 3y
i) 3wl

Di qui segue (§ 14) che Vequaziona (£*) di Lavtack, relativa sl sistema coniv-
gato (u, ) ed alle coordinate mmmu ¥, assumo la forma

2% "
Suw T HUEW + 3 m“‘ E(U \': T

Se limitiamo il campo di variabilith per v in guisa che UV serbi sempre 1o
stasso segno_ e poniamo

=E0+Y) ¢ a=51{T+V)
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ridurremo Vequazione superiore alla forma normale di MovTamn

T

= M¢@ WU

e

& questa ammetterd 1o quattro solusioni @, &, , 0y, 0; logate dall identity quadration

@) 6 6} 6] — O = (T} V).
Vicevers se: un'equamono di MooTAro possieds un gruppo di quattro soluzioni

6,.6,,0,,6, legate dalla {y), ponends & e viguardando &, K. &L E

eyme coordinate di pisno di WrrensTrass nello spasio iperbslioo, quests pimne invi
lupperd . smpefics: o (sala rogione néarns, al'atolut) pioscitor uen super-
ie oon sistema coniugato ;u v) pmimn . i

5 pom. gri i queling orsiont av 81, 80,0,
legati ‘ﬂm‘(u relasions quadratica (y).

mpo generale dells quantith complesss questo & il medesimo problema
abblamo trattats nells Parta P ampo reale quale noi consi-
deriamo I questions & hen difforants, sebbens o priori possa dirsi oha varranno qui
propriets anslitiche affstto analoghe. B oos) noi potremmo stabilire una feoria geno-
sale dslla trasformaziont delle superfisis con sistema coniugato parsistents n goame-
tria iporboliea. Ci Jimitaremo a far quests pel easo pii interessinte in oui U,V
essondo costanti si ha

Nel

{12y
1y

(LT
af=0

o 11 .
o quindi :3’ allora il sistem

eoniugato {u,x) sulla X & di linew geo-

dotiche o la X & una superficie di Woss

§°28,
Trasformasioni delle siupsrfioie eon refe comingata di Topenyener
£ goomeiria iperbotica.

Iusieme o prima delle superficio di ¥oss oonsidorereme quelle superfivie X dello
spazio_iperbalico che posseggono una reta eonfugats Al Torssyonkr. Lo ricercho
delle due classi di superfiele si confondono nello spasio ellittico, ma sono invees
bon distinto (dal pnta di vista realo) nello spasio iperbolico,
pposto ebe 1o X abbia I rets coniugata (v,v) di Towepvomes, abbiamo
pel ¥uo. dst

@ A8 = d? =} 2 00 (2u) d o - d®,




& 1a relativa equasiono () i Laprace prende:la forma: di Movzany ed hala
quattr soluzioni iy, &y, s , s logate dall identith

AF B =
Vicaversa se un’eguazione di MovzaRb possieds tali quattro soluioni, il punto
{z‘ ) nello spazio iperbolics deserivy una suparficie sulla quale il sistema
" ©) & una zota coningata 1 Touvditse,
Por procedars ora alla ricerca delle (rasformasioni dolls attuali superficie,
affatto analoghe & quells del § 17 per 1o spasio’ ellittico, eominciamo’ anche qui
dalln serivere 1o equazioni di Conazar che serbane la medesima forma
a1 3(2e)
w sn(ge) 2w

b,

{72)

son(2e) | son(20) — 1;“'2)

(73) Dp*

Introducends poi anche gui un triedro trirettangolo in ogni punts di 3, come al

sortviamo lo formole corrispondenti alle (55) ibid

yioose & senm oo e — fysene

D D

D"
T Zeose ' 2sene T

~ Zomw

v eosn -}

o os' trasformate 3

Dimostreremo che ogni superfiei = possi
s qualunquo = & e & contante T distaman ¢ o o punio (5,
F od il corrispondente (s, s ciod s Ba (vol. L, pag. 438)

na—
Poniame adunias

(78) T i b o o (28 B -+

dove ., ju, % sono tee Tunzlond incoguite di v legate dalla, relazione

{15} P L,

Dovrome detorminare L, o, ¥ in guisn ohi sussistanc Ts Formla:

@n ’—_"""'Jruﬁm ’J?"" ‘—':Eﬁ=u




ma soluzione dell'squazione (F) di MooTaro (§ 22)

7 IR 3
(78) = Beeste

o la fanzione R risu

« eul soddisfano le 2.
Ora caleolando. effettivamente lo formole , osservando le (74), (75), troviamo
in prima Inogo per detormingre R, note che siao A, g v, 1o formole

2logR
o

= — ool G) (#.cos@ ¥ sena)

(79) R

e
4’—' )[n:acnrufrmsm).

totali:

indi per determivare 4, g, v il sistema di equagioni ai difforen

\:i e n+wun(§)m eosw v o0 w) . 2
'.% T :e‘\:ﬁﬁ;:“l" = +|;m‘\f§) (1t o5 00— v sen @) . A&
(2~ w%;+ 3]‘-3,4-«9111{;) (oot bnw\.:l—cblh(:)mm
[k o Al
Lo =2 (") (uaosi v 500) < ge— tgh(g) .

- %y-ﬁ- coth (g) (1 008 == 3500 ) w— cofh (:] s

u+lgil(§)\'_f s08 s m}l'él:h{%)sellw.

02) PR

‘Penendo conto delle equasioni (72), (78) di CotAzar o di (iauss, si tiscontrane
fusilments 1o proprieti seguenti: 12 il sistoma (D) & di per sb complotaments inte-
o talo rimana agginngendovi Toquuzions in termini fniti (D%); 2° colts pev

una, qualungue delle ot solusioni del sistema (D), (D*), le (79) smo
Ii o danno per R uoa sohwions della (78).

(ot
compai
In fine se calcoliamo Valemento lineare ds dell:

s = du® - Zous 2 dudo - do?,

suporfisio trasformats 3, troviamo

posto

08 2 = B (ue* costwr — »* son'ar) — cos 2

Questa ¢i dimostra che la nostre trasformazioni conservano gli archi delle linee u,v
costituenti 1a rete coningata di Tonsvougr, presisamente come nello spaio ellittioo.
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§24.

Trasfarmasioni dells superficia di Voss in geometria iperbolica.

Sia ora ¥ una superficis di Voss dallo spasio iperbolico eol sistema confugato
geodatica (i, £). In questo caso & la tersa forms quadratioa fondamentslo di

A" = df} - - d

ohe assumo la forma di TonEsyoHEF

—az,

ds

du - Bos (2o} die dp - ot

@ o, 5 0, & sono soluzioni dell'equazione di Mourarp

80, 2 e tn =0,
(80) Sy HEes2a=0

Le equazioni di Copazzi e di Gavss diventano ora rispettivamente :

) S2a) o, 3D 138
81, 20, U gabi = T NGy
(BL) W =] e sem(2e) W
5 3 ) 1 2(20Y
(82) = r’n(?mj[ﬁd(}m)T 2.
AL sistema di formole (74) i sostituised poi nel caso attuale il seguento:
oy U T L D S = 000
W Zewe ' Zaene C T T Zoe ™
M ooiltsae necosw — L senm
MW
= D 2, D
B s iy Dl 1 A e e DAL 54 )
R b bl PR e 10000 — G e T g

20, D’ w
@ = === e - ey =
T R S e G T S0

Ora dimostreromo che 1. superficis di Voss 3 pub trsformavsi in 5" modi in
un'altra superficie di Voss 3'in guisa che i pisni tangenti (5, & £0. 55). (50 5,80 B)
in punti corrispondenti di X, 3 facsiano fra loro un angolo costante o. Poniamo
por cid

(84) = Fieona - sena (e + py vl
dove A, ;v somo tre funzioni facognite di w,p legate dalls relazions

(85) et it




— 19—
con ¢id appunto avremo

A4 E4+R—R=1
Basterh determinare 4. ,7 of und quaria funzione incognita B in guisa eho sus-
sistano 1o formole di MouTazp

& X F— & 1
oy MR g SR g i)y g 2R g,

od R risulti una soluzione della (80), eiod sia

2

i + Rcos 20 =0.

Caloolando colle formolo procedenti i primi membri della (86), ed eguaglisndo
# zero ordinatamento i coeflicienti di &, &, o 41 otteniamo in primo Iuoge:

')lq b3
‘ =

2 hwn
[pas

— ot § uossa - fen)
(87)
tg F (woosin v sena):

& in secondo Iuogo il sistema di equaziont ai differeniali totali per 2, !

I‘(‘z—lm Pk 7 i S0 D oot G onw - senw) . 4

son 2u

24 it seuw — v cose
"w e —|g2(umm—uunw) i
0

H‘w » -+ oot S (e casa -  sona). p—cot § ease

W Ecu:w

—ﬁgiﬁnmg—\'mnm)._u+tg§mw

\%= ﬂs:m 7i;h}cu;‘!(,gmstryaanm).u_an:Esanu
|2 L J.+ % o — b J (1 coso —v senw) v — g S sena,

| 1530 = Zaeno
al quale occorre aggregare L'equazione (85) in termind finiti
(E*) a2 =1

Le propriett di questo sistama sono 1o stessa come pel sistema (D), (D) del § pre-
codente & non oceorrs ripsterne Tenunciato, S trova inoltre

AL 5} - dF — a5 =t - 2 o8 28 du do |- d*,
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posto
208 2i = 3 (u? 005*w — »" 560" ) — co8 2.

dimostrata, cos Uesistonsa. dalle co? trasformasioni di upa superficie di. Voss,
serveremo ancorn m so nella farmola superiori cangiamo da per tutto @, 4,
fn o/ =1,Af/—1,uf/—1L.v/—1, 1o formole si preseutano nuovaments sotto
forma reals. Cosd 1o indium trasformagioni dello. superficie di Voss wello spazio
iperbolio passons distingusrsi in due elassi; essoudo por 1 une ranlo per lo altrs
puramente immaginario Vangolo costante ¢ fra duo plani tungenti corrispindenti,
il che siguifioa che per lo prime questi dua pinni si taglimno afettivamente, per le
seconde mon. &' incontrano.

§ 25.
Superficle di Voss dipendanti dalle flessioni di ordinarie superficie df rotasione.
Tstanderemo nncors alle snperficie di Voss dello spazio iperbolico le ricerche
A6 §§ 19, 20 relative a qualle speoiali superiicia di Yose dello spacio ellittieo che
abbiam visto collsgarsi alle. doformazioni di tre diversi tiph di superfieie di rota-

zione dello s enelideo.
Riprendiamo per oib la notagioni o la dissussions del § 19 o ponendo

Xie . Yie . @

corshiamo di determinare » in funzione di & in guisa cha si abbia

e , a=hr't's (hcostante)

(88) -G 0 — 0} = 0% (b costante).
[ 0 )
Allora_poneado ;,="f E=T m=t =2 arumo qusttro solu
zioni di una medesima equazione di MouTarp legate dalla relazicne

o il piano (B, &, &, &) invilupperd nello spazio iperbolioo una corrispondente
snperficié di Voss. La condizione (88) di
(L — %)

avvers, postol m = 4%

— B =

Una prima intograsions porge

Btk —— (i costante) ,

da eni




re 1n generalith possiamo fare
la curva meridinns della superficie

0, 2)

P caso w44 =0. 8i ha

| meridiane & quindi 1a curva logaritn
20 cao w4 0. Poniamo m* -}

ed avremo

b (Z).

cast

seguenti:

one & il catenoide or

i)

Quosta & Ta: nedosiny supertioie i rotazione: incontra o giod 11 sinusoide
P

vede, abbiamo nelly spazin iperbelico editgus diversi tipi di supert

pendenti dulle fessioni di ordin . Le deformate
di tutte queste superficic di robazioms, e do allungato, s
ano - alle teoria - delle supecficle pssudosfer . B invero le deform
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dolia superficie logoritmicn di rotazions sono le complementari delle superiicie pseu-
dosferiche rispetto nl sistema i geodetiche normali ad nna geodetica fssa (vol. 11,
Dog. 428); 1o deformate del cutanoide oxlinario sono le erelute dslle pseudosferiche;
in fine quells de) catonoide accorciato o del sinusoide iporbolico i oftengono me-
diante composizions di due trasformazioni di Bickiusp Ba, Do, opposte di nna
superficio pseudosferica, essendo  reals nel primo coso, puraments immaginario nel
seoondo (vol. 11, page. 482 & 451).

§ 26.

Superficie di Voss dipendenti dalla superficie logaritmica
i rotasione ¢ dul catonside.

Seriviomo da ultimo lo formole che danno le superficie di Voss dello spasio
iperbolice, corrispondenti alla superficie logaritmica di rotazione ed al eatonoide, che
pili da vieino si collegano alle superfivie peeudosferiche,

Por quelle dol primo tipo basta ripeters 1 calcoli del § 21 sostituendo alla
forma ollittica (69) dell'elemento lineare di 8 la iperbolica ds® = do® - cosh®w du?.
Allora basta assoclare alle equazioni (C) di WEINGARTEN (§ 20) in luogo dells
(C*) Falira

AP =01,

& 1o medesime formole (70*) daranno quattro ‘soluzioni 8y, @ . #y, 6, di una mede-
simn equazions di Mourarn logate dalla relazions o1 -6 -6} — ti=1.

Passando ora al caso delle deformats del catenoide, supponiamo dapprimi che
1a deformata in considsrazione non-sia vigata & #ia guindi Fovoluta di una super-
ficie pseudosferiea, il cui mggio R foremo =1. Riferondo la § alle sue lince di
curvaturs (u, #); abbiosi

ds® = san*tl du® - eost du?

o valgano quind 1o formole del § 373 dolle Lasioni (vol. 1, pag. 881). Considerando
allora 1a wrima falda dell'evoluta e applicands i uostri risultati generali, troviamio
cho: Le quattre funsioni:

h=tgd, H=

Y.
R Tl
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cxpresse por 4 paramstri a= datis linee assintotiche di 8, sod-

disfans. ad wda medesima. equasiond di Movrinn = ME, essendo legale

M
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dalla refasions H-+ 8+ BE—f=1.
ifica diretta si desume facilmente dalle citate formole delle Lés
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cho le quattro soluzioni ;, 6, 8y, 6, dall Mo sono
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date nel caso attuale dalle formole
by=tgr , O —=catgr—% , G=flgr—y , O, —yigr—{
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Ed in offetto sl verifics immediataments che por ciascuns
sf ha

queste guattio 6, legate

lla solita idonti

1o poi- da osservarsi ¢he
riduge i una eurva ideals, cio
(8,0, 5, 85) & wna curva esterna all'assoluta




