Sui fondamenti della teoria delle equazioni differenziali lineari.
Memoria del prof. VITO VOLTERRA.

INTRODUZIONE.

Questa seconds. pacts (1) & dedicata allo stadio dells sostithzioni funzio
riabili complesse.

Non tutte lo quostioni di oni «i fu cenno in questa paris, vengono svolte com-
plotamento; aloune per osempio sono emunciate soltanto (vedi il § 5).

Cid valga a ritenere questo studio come un saggio dol genere di ricerche che
vi sono iniziate.

Nei primi paragrafi vengono® estose le operazioni di derivasione e di integrazione
gt considerate por le sostituzioni fungioni di variabili reali. Nel § 8 si trova wma
estensiono del noto teorema di Caueuy ai residul delle sostituzioni, ¢ nel § 4 vi &
tno studio sulle singolarith delle sostituzioni

Un semplice confronto dei résultati trovati a quosto viguardo eon quelli ben noti
snlle equaziont differeniali lincari dovuti al Fycus, ne mostrano 1" analogia o rivalano
il nuovo significato che scquistano i teoremi gid conescinti sulle equazioni differen-
ziali lineari.

Fanno seguite alcuni paragrail ovo viene principiato lo studio delle sostifunion
che ho chiamate adeliane psr 1 loro analogia colle fingioni absliane. In questa parte
sono considerate. pid spocialments la proprieth relative alle costanti delle sostituzioni
abelians od i casi in cui lo sostifuzioni stesse sono esprimibili por integrali abeliani.
Nella parte che fark seguito alla presents verrame continuate le ricarohe sullo
sostituioni algebriche ed abeliane partendo da un altro punto di vists, @ verranno
inoltce considerate aloune classi particolari di esse.

va-

(1) La prima parte di questa Memoria. (1856) & inserita. nol tomo VI (serlo 8%) dolla Socicta
Ttaiana. dolle Seionzo. Questa soconda parts ora ultimats mella priuavers dol 1687 o gran parte
i vesultati, senen dimostrazioni, farono pubbliesti nel rondiconti del Circolo matematico di Pa-
tormo. (Marzo 1858).




Preliminari.

Sopra le ioni ili eon una data

L. Avremo sposso bisogno in questa parte dsl nostro lavero di dover determi-
nare le sostituzioni ili con una data sostituzione. Tncomi pereid da
tale rigerea.

2. Premetteremo aleune notazioni oltre quello di cui abbiamo gid fatto uso nel
eorso dells prima parte del presents lavoro.

8i rappresenti con Ay, la sostituzione

[8)]

Denoteremo eon

Au A
gl Au  Auy

{Ami s Ay

Is sostitnzione di ordine s 1 quale si ottiene sostituendo in luogo delle Ay, § grappi
di lettere ad esso corrispondenti. In alirl termini so N==wm.n, avromo

‘ibn + by,
8 by,

s
ove, e

AE—1) <<k, w(h—1) <o < nb
J—nlk—1)=i , 0 —n(k—1)=s
avreins
Bjo= apth,
b! inoltre i col zimbolo 0 la ituzi di eui tutti

gli elementi sano nulli, ¢ col simbolo 1 la sostituzione identica. Analogamente se



con M denoteremo un insieme di lottere disposte in A, colonne e in A, linee, indi-
cheremo con

1a sostituzione di ording &, = s -+ Ay , 18 qualo si obtiens sorivendo in luoge
di ciaseuna My, nella espressione precedente il gruppo che essa rappresenta.

So a tutt le lettere che entrano in My, daremo il valoro zero, rappresentaremo M,,
eol simbolo 0.

Cid posto results immedistaments la seguente proprieta:

Lemma 1% — 8¢ s Ay o le By sono futte sostitusions dello stesso ordine.
avremo

A A, BB W e
Koy Raniy Buits B Ii,..e S

(o

=S san

i

3. Bi consideri wna sostituzione di ordine n

IR
TR

Ia quale gis permutabile colla sostituzione
o0

Bt

L

bom

di oui Ia lines == o Ia colonna &= hamno tatti gli- elomenti nulli, al pii ec-
cettuato quello situato sulla diagonale. Dovremo avers

et n i =
Z‘. @ b 2_‘ an b 2|_ bns aw - %, s G

50 ’ heed ki



S ey
No sogue:

Lomma 2°. — Fe dus sostitusioni che si ottengono da S ¢ da T togliondo
la linea i ¢ la eolonna =% souo fra lovo permutabili. Ta proprietd reciproca
alla precedento vale evidentements, vale & dire, se dus sostitusioni Soio permutabili
sard sempre possibils aggiungore all'una ¢ all altra wna linea od wna colonna
avents tulli gli elementi nuili, meno guelli swlla diagonale, in modo ¢he le due
soatitusioni che i ottengomo siano fra loro permutabili,

4. Oltre ai precedenti stabiliremo ancora altri lemmi.

Lemma 8. — Se

§=T8,T

B=TR,T-
& condizione mecessaria ¢ sufficients affinchd 8 o R signo fra loro permutabili ¢
che siano fra loro permutabili 8, e Bi.

Lomma 4% — Tutte lo sostitusioni permutabili con

( CIL e

S:Fa..a.

(it T=1)

8 ax=k 0, hamo ta forma

@)

dovremo avere

6«, i+ @ b1 = 1 brins
1 By~ @ Byaos - a3 b

by taybatc - aalia
da oni si deduce, supponendo a; =0 5

biy=10.

in = Bips =

Analogamente si trova
Birtieer = bic,

onde K dovrd assumere la forma (2) della T.




Lemma 5. — S 5i ha
® TS =TT
& se le equasion caratterisiiche relativa a § ¢ a U fon hanno messwna radice @
comuns & nocessario che sia
Ll

Posti infatti § ¢ U sotto la forma normale aveemo

P R i R
&, m,0

S:K"S;B:H"?O 1Ea sy

ove aloune dslle o potranno casere eguali fra loro, come pure alcune delle 4, ma
nessumn G sard oguale ad una g 1o « o lo y saranno eguali a 00 a 1.
L (3) diviene
TE-8, B= V=1, VT

ovvero
VIR, =T, VIR
Posto
avremo
T8 =UT
@ quindi

Cop(lp— B) = iy i — Girsr ¢

du cni resulta che le o sono tutte nulle; pereid saranno tobti mulli anche gli ele- .
menti della sostituzione T.




Lemma 6. — Se

) (@i ordine )

) (di ordine m < u)

.0
. ") Gk a)
e

TS = WT
(M, o
~(5")
con M permutabile con U; mentre se
ST —TW

0.0
i (M .a)'
Lo dimostrazions di questo lemma i oltiona

soguite per dimestrare il lemma procedente.
Lemma 7% — Abbiasi uia sostitusione

Al
[ -0
0,0 vy,
0 e I Ay As, ... Au 5000 sostitusions (& ondini eguali o diffarenti) 2 cui equa-

“ioni caratleristicha wow hanno nessune radice @ vomune. Se R o permutabile
oon 8, & necossario ¢ suficients oho si abbia

avretio

avreno

eon un processo simile @ quello




g
o M; dovré: essere wna sostitusions dello stesso ording di. A o permutabils oo sssa.
Si formino infatti le sostituzioni

ave

i
radici delle equazioni caraiteristicho delle A,. Oltre & eid gli ord
aioni A] resultino tutti eguali fra loro.

modo ¢he dus qualunque 5”&, siano fra loro differcnti ‘e siano differenti dalle
delle sostitu-

AL i)

ovo 1o M, sono sostituzioni dollo stasso ordine delle A7, e supponendo ' pormuta-
bile cou 8, avremo, applicando il lemma 19,

ML AL = A

Ne sogue che My smrd permutabilo con Af, ¢ poiché lo equazioni caratteristiche
di A7 o A non possone avers nessuna tadice 2 comuns, per il lemma 5° avremo

ides

M=

Applicando il lomma 2° enunciato nel
immediatamente quanto ui voleva dimostrare.
Lemma 8. — Sia

3 ed il suo reciproco, si oftiens quindi

(di ordine m)

& & wianers my dacrescano coll aumentare dell’ indico i.

Sooterd vmt XI, Ser. 3%, Tom. XIL 2
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Tutte le sostitugions permutabili con
A, 0,

| 0 L As ]
| 10200 e e
| saranno date da
My Mis oo Moy
R.:(M,. May oo Mo
\ Moy Mg, - - - Moan

ove il grugpo di lettore My ha m, linee o w colonne, date so i <8, (m=>m.) da
(A e \

R e B S )
KoL 60
o)

Bk

)

()

mentre s¢ 15, (mi<<ms) My @ dato da
B0 0 050, =

e e el R R )

M= o b

(ma)

Questo lemma si dimostra facilmente. Pongasi




e

in mods che dug quslunque A, 4 siano fra loro diverse e difforenti auche da a;
si abbia inoltre che lo A”; siano tutte dello stesso ordine.
Si formi

AL 0 0 L0,
05 A0 -
0,0 4.

M, Mo

ave lo M, sono sostituzioni dello stoseo ordine delle A'i. Volendo che R e §' siano
fra loro permutabili basterd serivere

MiAG = AL MG
M A= Al M
4 cui, applicando i Tommi 6¢ e 2°, ségue immediatamente il resultato enw
5. 1 precedent

s o

iato,
ti lemmi oi forniscono la regola generale per trovare tutte lo
P 0 Una ituzi data. 8§ riduca la sostifusions alla
forma normale (vedi § 2 dei Preliminari, Parte 1)
(T Fale
1 Al
@ 8 prendann le sostitusioni B permutabili con
L

per messo dolla regola data uel lemma 8. Le sostilusions

=i hw e
)
saranng permutabili con la sostitusione date ¢ in lal modo si olterramns tuite
Is sostitusions pevmistabili richicste.
6. Dalla rogols precodonts si deduce la seguente proposizione:
Tuorems. — La condisione aecessaria ¢ sufficiente affinche le sostilusioni
permatabili con una sostitusione data siano permutabili fra loro, & ohe i divisori
elementari della sostitusione data siano potense di basi tutte differenti fra. loro.



SdfR
1°) 1a condizione & suffeiente,
Tufatti so essa @ soddisfatta, la sostifuzione data §, posta sotto la forma nor-
male, diverri

i Frs !
- ST
ove
4,0 ,....0,0
a0,0
........ ¢ (i ordine %)
1,4

¢ due qualunque a; saramno diverse fra loro. Tatto lo sestituzioni permutabili con S
avranno quindi la forma

H (di ording %)

quindi per § lemmi 62 ¢ 7% avremo che tutte le sostitusioni K sarame parmutabili
fra lovo.
2°) la cond
Infatti se la sostitus
forma normale diverrd

8=11 f 1, 5
£l
dove alcuno delle r, dovranno esser diverse dall’ unita. Rasterd quindi por i lemmi 3°

i
e

ve n sono due non permutabili fra loro. Questo resulta immedistamente ponendo
mente al resultato trovato nel lemma 80

Una sostituzione i cui divisori elomentari saranno potenze di basi butte diverse
fra loto si dirh elementare.



S
7. Consideriamo in particolare lo sostituzioni del secondo ordine.
Distingniamo tre casi: la sostituzione ba ciod mna delle formo seguenti quando
& posta sotto la forma canomica.

¥ a‘ll) 3 .

1%) & (o,b 8 as b
o (300 o

24) 8 (;J_ﬂ)b b0

5 L)
oo - (U.I =\
Tutta lo sostituziont parmutabili oslla 1* avsanno I forma

# (G
(e

tutte lo possibili sostifuzioni saranme permutabili colla 32

quelle permutabili colla. 2%,
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PARTE SECONDA.

Sostituzioni funzioni di variabili complesse.

§ L. — Sostituzioni complesse funsioni di variabili reali.

1. Se una sostituzione S, i owi alementi sono aumeri complossi, pub porsi sotto
1a forma

s
ant b MR
o s pyensdrhoan

¢ il modulo di tulle ls cr & rivare di v, divemo che 1a sostitusione & inferiore ad =

Se due sestituzioni S, o S, dello stesso ordine hanno gli elementi corrispondenti
tali che i moduli delle loro differenze sono inferiori ad =, diremo che lo sostituzioni
differiscono fra lore meno di .

So, prosa nna sostituione variabila 8 in un dato intervallo, si trova che tutti
i valori ohe la sostituzione ha nell’ intervallo diffeciscono fra loro meno di «. diremo
che la oscillasione della sostitusions ¢ minore di &.

Considoriamo tutti i valori di £, ai quali la oscillazione della sostituzione 8 &
inferiore. 1 Timite inforiore dei valori di e si dicd 1a oscillasione della sostituzions S.

9. B evidente che la derivazione di una sostituzions, potra estendersi al caso di
una sostituzione variabile, § cni clementi sono mumeré complassi, purché i suppongs -
che la variabile indipendente si conservi roale.

La integrazione pure potrd estendersi al caso in cui gli olementi della sostitu-
sione siane quantith omplesse ¢ la variabile indipendente sin roalo; solamente,
difforenza di quanto fu inteso mella prima parte, dovremo riteners per oseillazione di
una sostituzione cid che i & ora definite nell'art. 1 di questo paragrafo.

Fatta questa osservazions, potremo senz’ alivo estendere alls soalilusioni com-
plosse, ma funsioni di variabili reali, tulli ¢ resullali che abbiamo ollenulo nelle
prima parte di questo studio.

§ 9 — Sustitusioni funsioni di variabili complosse.

1. Abbiasi una sostituzione § i cui elomenti siano funioni di una variabile com-
plossa # (fansioni monogene); diromo S vna sostituzione funsione della variabile com-
plessa. z, 0 anche una sostituzions monogena.




R

Posto 2= - iy, potremo considerare In S oome una wstitwions funaione dello
due vaciabili  ed @ i cul elementi sono numeri complessi. Se supponiamo dst S=1,
o eostruiamo Lo due sostituzioni derivate

avremo che gl slementi della seconda sostituzione si otterrauno dai eorrispondenti
dells prima moltiplicandoli per ¢ il che potremo rappresentase simbolicamente,
serivendo

38
() =

Analogamente i otterrebbe
()

Reciprocamente resulta subito oho s sarh soddisfaita una dello due relasioni (1) 0 (2)
Ia sostituzione § avrd tutti gli elementi funzioni monsgene della variabile complessa &
Infatti, posto

avremo per le (1)

=l

Ma gli elementi di T, si ottengono derivasdo quelli di 8 rispetto ad 2, o quelli
& T, darivando gli stessi elementi rispatto ad y. Duvque la relazione procedente
dimostra cho gli elementi & § souo funsiont menogenc.

Chimoromo sissouna delle dus sostitusioni oguali (2) la derivate dustra di S
rispetto 8 5 o cissousa dolla dus sostitusioni eguali (1) 1a derivala sinistra &1 Se
seriveremo 3

28



La sostituzions infinitesima
Ly dz, v i

as = onds L

s

sl chiamerd il differensiale sinistro Ui §, o I sostituzions

d
8d = S'E.d:

si chiamerd il differensiale dostro.
Avremo poi immedistamente se

A, iz
s @

i 3 By

iz
Le regole della derivations doi prodotti di sostitusioni date nella prima parte
i questo studio, ‘come pure gli altri teoromi del § 1 (parto prima) somo immediata-
mente applicabili alle sostituzioni. fanaion di variabili oomplesse,
2. Abbiasi ora una sostituziono

@ s

L

s+ G

i eui elementi a;, sono funzioni di una variabile complessa 5= -y Si formi

L PR

dip=T\der. Tody.




=y

86 prendiamo a considerarc le condizioni date nei §§ 3, 7 dolla prima parte,
affinchd una espressione differenziale di due variabili sin un differenziale esatto tanto
sinistro, quanto destro, si vede ehe per la espressione differenziale precedentemente
seritta csso sono verificate; si ha ciod

Sl Dian =10

(T, Ta)yr

AT )y =0

Proso nel eampo di variabilitd dolla = una linea ¢ aperta o chinsa qualunque,
lungo 1 quale 14 sostitusions T &1 conserva finita o gemerlments contimua, chin-
meremo

| mas
I' integrale del differenziale esatto T,dx . Tady estoso lungo la linea &, ciod
[z mag.
Tn tal modo potremo intendere per

5 J"r 4s

b che segue. Divisa la linea 5 in w parti hy,hs,...h. a partire da an
estremo di s & chiamato A3, le differonsa degli éndici degli estrems dellinteroatis by,
& costruison il prodotto di sostitusioni
w (L@ andsy, . ... cwds
'( feik l.".’;ln.«"“n)‘
Si faceiang impiccolire indefinitamente gis intgrvalli T, baseensho; 8 sara il
limite verso cui tende
Poiché abbiamo esservato che tutto cid che frovammo relativaments alle sosti:
i alle sostitwrioni complesso e funzioni
i eni parlammo nel § 1, art. 1,
cos) potremo enuneiare relativamente agli integrali curvilinei di varisbile complessa
wari fooremi cho si otterranno immediatamente.
5. Teorema L — L'intgrals di wna sostitusions (som0) sard sempre
@ (det 1),
Teorema Il — ¢ la linea s lungo la quale s esequisee ba integrasione
s divids in die parti 5 ¢ s, avremo

[ mas= _L"m fm

Tem, XIL 3

Socierk oEr XL Her. 3
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Teorema NI — Se gli estremi della linse s somo & punté A o B, avremo

Jmas = ( [xas)™.
o
Teorema IV. — 8¢ & ¢ wna linea chivsa ¢ s ha la relasione

J’:Trl.'

suppouendo di principiare la integrasions da un punts dolla lina ¢ (ritornando poi
al punto stesso), o slossa relasione sussisterd cominciando. lg integrasione da wr
altro punto di 8.

Sia infatti A il punto da cui si comineia la integrazione la prima volts, o suppo-
niamo & eseguire una seconda volta la integrazione lungo s stessa linea cominciando

1

da un altro punta B ¢ percorrendo la s nello stesso sonso in cui si & percorse la
prima volta (che & quello indicalo colla freccia nella figura). Avromo che i due in-
tegrali che dovromo considerare saranno
Tds, |Tdz

i

anoa

e
fo=d S,

Jamea Frea” Jane

0 S R

& per il teorema prima

quindi




T

Ora so
Tds—1
aBcA

dalle (1) resulta immediatamente

fra—
o

Teorema V. — Se si considera I integrals di una sostituzione (som 0) S
signe di wna variakile complessa esteso lungn una linca chivsa quanda i eonsincia
Ia ntegrasione da un certo pun'o dolla eurva, e I'integrale della stessa sostitu-
zions esteso lungo la medesima linea nello stesso senso. ma contiueiands la inte-
grasions da wn’aliro punto della curva, avremo che il seeoudo inlegrale sara
una frasformata del primo.

Questo toorema rosulta immediatamenta dalla formula (1) che abbiamo stabilita
por dimostrare il teorema precedents.

Data ung. lines chiusa s nel campo di variabilith della = o una sostituzione T
(som 0) e fissato il senso in cui deve percorrersi la @, esistaranno infiniti valori S

per I'integrale di T lungo ¢ e cio dipendentemento dal punto di & da cui si prin-
cipia la integrazions. Presi due qualungue

(TN TP By Bu o

[ T o Be=| tn - ban

di queste sostituzioni integrali, esse saranne a det 1, e per il teorema 5, avremo che
esse potranna porsi sempre sotto la forma

8 =1,80"
valo u dire

by —w, by
o Deif 4=

avianno i medesimi divisori elementari (vedi Preliminari premessi alla Parte prims,
§ 2), onde, posti $, ‘e 8, satto la forma eanoniea, avramo

t

Sume Va5 [ v




o in generale

si chiamers la sostitusions caratteristica sinistra dolla linea s relativamente alls
sostituzione T e alla_dicezione scelta per la linea s. In particolaro so lo radici
@y g 1.y dolla oquazione

By — 0, iz i

an V@

L sty
saranno tutte diverse fra loro, avremo

CI B

WO .

0 L0
4. It inutile osservare che possono enunciarsi immediatamente i teoremi correla-
tii dei procedenti rispetto agli integrali dostri. Cerchitmo piuttosto il valore della
sostitusione earatteristica destra medianto quello della sostituzions caratteristica. si-
nistra, relativa alla stossa direzione.
So esoguiamo Ia integrazione & destra lungo la linea s, avromo intanta per
resultato ;

Py
?’_1(

essondo T a det == 1. Ora, se si ha

g, 0

posto




avremo

onde

Poniamo ora

:’-‘] = Il .r.', H, E"“;M‘

avzemo quindi

d
'y

ove V & a det=1. Onde la saraiterisiica destra sard

i dire che la caralteristica destra si ottiens da quella sinisira scam-

Pus:

amo.

bianda, dappertutto le w nelle .,.l

Se si inverte la diresiono nella s & eridente che le caratferistichs destra o si-
nistra si scambiano fra {oro.

§ 8. — JI teorema di Conchy relativo alle sostitusiond.

. Sia T una sostituzione della variabile complessa # i cui elementi siano fun-
aioni nlnmnrlc di z entro un campo o limitalo da una o pit linee eontorno ¢; diremo
eho T & una sostitusione olomorfa della variabile complessa £ entro il campo o.



Ly
Si supponga il campo o semplicoments connesso o che Ia somma doi termini in
diagonale mella T sia nulla.
Posto
Tdr=T,ds.Tydy
avremo che
ATy Ty Yy =0
Inoltre si aved cho gli clementi delle sostitusioni T, , T, saranno fiiti insieme lle
loro derivate; quindi applicando un teorema dell'art. 4, § 6, della prima parte,
avemo che, presa entro @ una linen s ohiusa qualungue, | Tate sarh eguale alla
identitd, onde il teoroma: =5

Toorema I — Se T(wm0) ¢ wna sostitusione  alomorfa di & entro wn
campo semplicements connesso ¢, ¢ 3 4 una linea chivsa entro @, avremo
Jme=1.

2. Du questo teorema i deduce immodiatamoute come eonseguenza ohe prese
entro @ duo lineo qualunquo s, ,5, che partano da:uno stesso punto A o terminino
in uno stesso punto B, i due integrali

f T, f Tdr

saranno eguali fra loro, ondo il feorema:
Teorema IL. — Ss T (som 0) & alomor/as entro 'area o semplivemsute. connassa,
[ mae.

finehé s 0 interno a o, non dipenderd che dagli estremi di s.
8. Ammesse sempro verifieate lo condizioni posto nel teorema precedente, vi-
diamo quali propristh ha la sestituzions

—J:Td:

in.cui Ia linea 2 senza escire da & va da un punto fisso A ad un punto varisbile
di indice z. Posto

Tds=T,d. Tydy,

avremo che T, si ottorrh da T, moltiplicandone tutti
piegando il noto simbolo, avreme

i olomenti per ¢, quindi im-

Questo dimostra (vedi § 2, ark. 1) che 8 & una sostitusions monsgens.




—
Dal foorema TI resulta immediatamente che essa & anche monodroma (ad un
sol valoro) e finalmente essa doved essere sempre finita. Potromo quindi snunoiare
il toorema. seguente:
Teorema II. — 8¢ la sostitusione T(som 0) 3 una sostitusione wlomorfa
di 3 in un campo semplicomente connesso .

= [ Ta,

sard wng sostitusione pure olomorfa di z (det1) o sard
a8
&=
Gon [ ai intends un intagrads esteso it wna. i qualungue. entro 1 2N dal
A
punto A va al pusto s.
4. Considoriamo ora un campo doppiamente connesso o limitato da duo linee
f e &. Eotro o sia T (som 0) olomorfa. Si uniseano lo dus linoe # © f mediante

Fua. 2
1na lined 7, longo T quale’si Gseguinca un taglio: 1a o cosl serionats ai chiami ,;
i due orli del taglio si donoting con 4, 6 /, (). Quasto campo sard semplicomente
eonuesso; quindi pel toorema 1, avremo

_L:Tds. [:Td: [‘:'rfl,;,‘J:'m:

[ 2as f"mflw:ﬁ( ["Ma)"

in oui gli integrali sono eseguiti lungo lo, divorse linea nel senso indicato dalla freck
nellz fig. 2.

onde.

1) Nella figura por
Ara Joro; ma essi si debbong

giior clsrezza & dono disemati | dus orli del taghio alquanto staceati

maginare coineidenti. Quests osservaziona valga per Io figure sucesssive.




Si ponga ora

avremo

Supponendn di esegnire lungo le lineo &, e & le integrazioni nel senso indicato
dalle freccio nella fig. 2, avremo quindi

n—l._j;'rn.n';f‘m.—

ave i duc iatograli [ o | vanno respattivaments sseguit 3 cominriare dai. puat
AeB

Ricordando ‘quindi il tsorema V del § 2 o quanto fu_ dstto alla fine dell'art. 3
nello stesso paragrafo, si giungerd al teorema:

Teoromn IV. — Se dus lines chiuse s, & 5 limitana wn campo. fnilo, due
volta connesso, entro il quale wna sostitusions T (som 0) & olomorfa, avremo cho
ls caratteristichs dalle duc linee 5 e 5 relativamente alla sostitusione T saravo
equali fru loro, salo & dire che eseguends nelio ‘stosso sanso la integrasione di T
{wngo Lo dua lines i ofterranng sostitusiont, ciaseuna deils quali & la trasformata
dell’ altra.

5. Consideriamo ora un ¢ampo n volte connesso o con n Tines contorni e si ese-
gruiseano 5 — 1 togli normali ohe 1o trasformino in un campo semplicemente connesso o'
Sia T (som 0) una sostituzione olomorfa entro o, avremo che




Y
sard pure olomorfa enfro o' ¢ applicando il teorema V dol § 6 dolla prima
parte avremo ohe dei valori dalls die parti di wio Stesso taglia Fwne si ollerra
dall’ alire moltiplicandolo per wna. sostitusione costante fungo il taglio.

Abbiamo quindi il modo di eomportarsi delle sostifusions polidrome otfenute
come integrali di sostitusioni olomor(e enir cawpi pinc voile connessi.

Questa proprietd i sard utile in seguito per stabilire il legame che passa fra

i iona delle ituzioni @ la i ione delle equazioni diffe iali lineari.

6. Abbiasi ora una sostituzione T olomorfs in un dato camps, eselusi un eorto
numers di punti. Se & conducono due lines qualungue, fra le quali non i trova aleun
punta singolare, le caratteristicho delle due lineo saranno eguali, e se si conduee nna
linea qualunque entro la quale non si trova nessun punto singolare, ln sus caratie-
ristica sark 1 identiti.

Tuite lo linee lo quali racchiudono nel loro interno uno ed un solo punto sin-
golars, hanno eguali caratteristichs; questa caratteristica commune si chiamerd
residuo della sostituzione T in quel punto.

7. Comingiamo dal inare il residun di sostituzioni. del secondo ording per
considerare da principio il caso pin semplice.

Ammettiamo da prima che gli elomenti della sostitmione divengano infiniti del
primo ordine in un punte 2= z,. Sis

con A, B, €, D eostanti e
A4+D=0 m@)-Fm@H—=0.

Supporremo @(2), welz) & an(s) olomorfo nel punto z,.
Avremo:

P ORIt
+ ma(z)

2 z

ms(““) — Trasformata di
= \F 4,

essendo 5 una curva hinsa che racehiudo nol suo interno il unto z, @ nossun altro
pusto i singolarith. Prendiamo per & un cerchio eol contro in 5, o col raggio 73
avremo

s —gy==re®  dz—ire® de

quindi

SGd)ee

J‘“(Aa‘+ﬂu‘m" s Bick i)
o \Gifmy ire® | Di-fw, ine®
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e e
Ora sia M un numere superiors al massimo modulo delle funzioni o, , @y, @0y @y
negli intorni di 5, avremo che 1o due sostituzioni

(u.a (Ai-}-w,u-e‘ H|+rd,w|')
e, D) \Ci g fre® | Di -, ire®

differitanne. fra loro meno di Mr, onde
AT, B (G oy re® | Bif e
i (c.*.ns)“’ TGS e e l‘w”)“
Jifferiranmo. fra loro tante pooo guanto sk vuole coll’impiecalire convenientemente

(vedi § 2, Teoroma XII, Parto 1%).
Avremo quindi

s :)-mmmm aif (‘” AT

Ore sl ha (Parte 1% § 1, Act. 9), lmpponnllh AD—BC=0
(CRRR L
2= ,/——

cssendo S o S, due sostituzioni costanti a det =1, I'nltima. delle quali arbitraria,
quindi (Parte 1% § 2, Teorema Vi)

[ R LA L L G R B
()= ()

A={AD—BOC.
So s avasss inveco AD —BC =0, si potrebbe porro (Parte 1% § 1, Ark. 9)

(o) =ot=(1) )

Ci, i,
essendo’ S ¢ 8, due sostituzioni costanti o dsterminaute 1. Quindi

I et

onde

1,0
o s



e imm
8i ha dunque eche i residni dipendono soltanto dai. coeflicienti dei tormini

finito.
6. Passiamo ora a considerare il caso generals in cui la sostituziono sia di or-
dine » @ gli olemanti divongano tutti infiniti del primo ordine in un punto 5=z,

+ minf2)

T T
+ aianf2)

+ wu(s), .

Sia la sostituzions (som = 0}
Aot

(o
T:(an.
iy + G+
=

ove le Ay, sono eostanti @ la my,(z) sono funzioni olomorfe negli intorni di 5, @ si ha

+ waf3),. e

5—1,

;lmu'_ﬁ.

Per determinars il residuo di T nel punio &, costruiamo eol eentro in questo
s di raggio r; avremo

e

punto un covchi

Jras

& con un ragionamento analogo a quello fatto presedentomente

S

sotto 1a forma canonica. Si offerrd in tal modo

(LT
tho s




SR
¢ wiediants 1o integrazioni (v. § 8, Parte 1%)

_J Tds— Trasformata di | fr, Ji, s:”s
. j

5% =

sotto la forma canonica, si frova

W utovie|
hi

arremo quindi

La determinazions del residuo si ofticne quindi dalla risoluzione di una equazione
di grado i cui coofficienti sono dipendenti soltanto dai termini 4'infinito degli cle-
monti della sostituzione T.

9. Si consideri om una sostituzlona olomorfa entro un certo Campo o semplice-
wmonte connesso limitato da un contorno s o sia

@, »
(- ) e
Wai(2) 1+ o )




s
Si prenda un punto 5, qualunguo eniro o e si denoti con @S, il valore di way
por s==g3,. 8i formi poi la sostituzione

ave la oy 5000 costanti @ ¢, = om
Tevrema V. — 8¢ poniamo

questo integrale a mena di- sostitusioni trasformatrici now dipenders che dai va-
lori delle costanti cw ¢ delle wy, nel punto s =5, .

Questo teorema perfettamenta analogo al noto teorema di Cavcny i permetterd
di estendere il teorema stesso di Cavony alle equazioni diferenziali li

§ 4. — Punti singolari dells sostitusions.

1. Una sostituzione venne chiamata olomorfa in un punto s le funzioni che
e costituivano gli elementi erano olomorfo in quel punto (vedi paragrafo prcadente).
Se uma sostituzions in un punto non & olomorfs, chismeremo il punte un punto
singolars.

Distingueremo i punti singolari in duo entegorie secondochd ssi sono punti di
diramasione della sostituzione oppure non sene tali.

2. Se un punto singolare ¥ di diramazione per una certa sostituzione (det= 1),
ma non ¢ di diramurions per la derivata sinistra (o destra) della sostituzions, 1o i
chismerd un punto. di diramasisne aboliano sinistro (0 destro). In questo caso la
proprieti del punto di diramaziono consiste in questo: che girndo intorno ad esso,
la sostituzions data viene meltiplicats a destra (o a sinistm) per una sostituzione
costante (dot=1) che ehismeromo il modulo del punto di diramazions o che non
& altro che una trasformata del residuo della derivata in quel punto.

Sia C la sostituziono costanto corrispondente ad un punto di diramazione abe-
liano sinistro 5, di una sostituzions 8, B facile dimostrare che pud sempre pors

§==8,8,

ove 8, now ha diramasione in 5 ed Bx non dipende che da C o pub dsterminarsi
sensa difficolta.




i

Infatti C. pobrd porsi softo la forma canonica

avremo che la sostituzione (vedi paragr. prec.)

Poniamo

U= Jr, ity 17




L avremo

.0 .0 el
~5o)" log(s — 2,) e — ) .0 )

P Dog(s — )} o (s — m)slog(s — ) (5 — o)™, ... 0

EP=| ()
"(z771}(1—t») "{log(s—z.) ] i |

Potrd quindi trovarsi una sostituzione costante N, tale che

—s")i[logle—ra)%*] , ... (30}

S,='Nf'i;r.b Kely
i

abbia per modulo nel punto di diramazione 5, la sostituzione C. Ne: segue che
B8t =8,
non avrh pit diramazione in 2=, e quindi
§=8,8,.
8i ottiene quindi il resultato enunciato precedentomente.
Analogamente si avrebbe nel caso di un punto di dirsmazione. abeliano. destro.
8. I punti di singolarith di una sostituzione, che non sone punti di diramazione,
si diranno goli di prima specis o semplicemente poli, sa in essi tutti gli clementi
hanno soltanto dei poli mel senso ordinario che si di a questa demominazione nella
teoria. dalle funzioni.

So una sostituzione (dst=1) ha un punto di singolarith non di diramazione,
che non & un polo di prima specie, ma che & perd un polo di prima specie per la
sua derivata sinistra (o destrs), il punto singolare si chismerd un polo di seconda
specie sinistro (o desiro).

Cosi pure un punto di diramazione di una sostituzione (det=1) tale cho in
esso la derivata sinistra (0 destra) ha semplicemente un polo di prima speoie si dird
un punto di diremazione polare sinistro (o dostro).




— =
1 facile riconoscero la csistenaa di poli di seconda spoeie. Codl la sostituzione

s=( ‘-°_¢)
38 8 *

ha per = 0 un polo di seconda specie che mon & un palo di seconda specie destro.
Tnfatti

1

s-“——(_" .0)

Frad Y 1
(R

4. 1t facile dimostraro i tooremi ssmenti:

Teorema I. — Le derivate (destra o sinistra) dé wna. sostitusions (dot = 1)
in un punto ous questa ka un polo df prima specie hamne purs ded pali di prima

e

Toorema IL — S si moltiplica @ destra wna sostitusions che ha in wi
dato punto un polo di sseonda specie sinisiro per wna sostitusione oh & quel
punts & olomorfa o ha al pit us polo di prime speeis, it prodotis avrd in guel
punto wn polo di scconda speoie sinistro (vedi wnohe il teorema correlativ).

Teoroma TIL. — Se i moftiplica a destra ung sostitusions ehe ha in un daln
punta wna divamasione polare sinistra, per una sostitusione che in quel pusfo ¢
olomarfa, o ha al pit un polo di prima specie, il prodotlo vrd pure in quel
punto una diramasione polare sinisira.

Teorema IV. — S si moltiplice & destra o a sinisira o da ambo le parti
wna sostitusione S che ha én un dato punto wn polo di seeonda specie (destro o
sinistro) o una diramasione polare, per una Sostitusione costante, il prodatio avri
sempre in punto una singolarilh avents lo steso mome & quells posscduta da 8.

Teorama V. — S¢ una sostitusions ha in un punis wn polo di seconda
spasia sintsira o wna diramasions palare (o % generale abeliana) sinistra, Ia sua
Inodrsa, avrd invece wna singolarite dello stesso noms destra.

T teoremi precedonti si dimostrana senza difficolth applicando i teoremi dati nella
prima parte per le derivate dei prodotti di sostituzioni.

§ 5. — Sostitusioni algebriche e sosiitusiont abeliane.

1. Abbiasi ums sostitwsione i cui elomenti siano funzioni mencdrome definite
sopra wna superficie di Riswaxw; dicemo la sostifusions snonodroma sulls superficie



— AR
@i Rissaxs. () Se olira ad essaco monpdromi, gli elementi della sostituzione sono
regolari (2) sopra 1a superficie di Rixsax, diremo ohe la sostituzions & una sos/i-
tusione regolare su quella superjicie di RisMaxy o anche cho & una sostitusione
algebrica.

Ogni polo di un elemento della sostituziono sard un polo della sostituzione.

8o la sostituziono algebrica aon o essa deve una costanls.

Se il genere della superficie di Rremawy & p, eseguendo successivamente Sp—1
sistami di tagli (i tagli normali) la superficio di Riewany potrd ridursi ad essero
semplicemento connessa (ofr. NEUMANN, op. ¢it., pag. 182).

2. Distinguiamo i poli di una sestituzione (som==0) in duo categorie: quelli
per i quali il residuo dolla sostituzione & diverso dalla identith (poli aventi residua)
e quelli per i quali il residuo & I'identith (polé sensa residuo).

Escludiamo cinscun polo avente rosidus mediante un piceolo contorno ehitso ed
eseguiamo ulla superficio di Rimaxy tanti tagli che da questi punti vadavo ad
tino_ stesso punto situato lungo una riva di uno dei tagli normali precedemtemente
considerati. La superficie di Hiesaxy K dopo eseguiti i tagli normali e questi ul-
timi tagli, si chiami R'; essa sard semplicementa connossa.

Prendismo sopra B un punto qualunque 2, e denotiamo con T (s0m 0) la sosti-
tuzione algebrica: avremo che

s m_j:_'-ra:

sard monodroma sulla superficie sozionata. Bssa si chiamerd una sostitusione abeliana
sindstra. Toveos
B 'm.»f'

si dird una sostitusione abeliana destre.

Per distinguorle da altre classi cho consideremo in seguito chizmeremo queste
due classi di sostituzioni, sastitusioni abeliane semplici. Tatendaremo dunque respet-
tivamenta per sostifusione abeliana destra o sinisira, una sostituzione la eui deri-
vata destra o sinistm & algebrica.

Lo sostituziont abeliane semplici che si conserveranno sempre finite lo chinme-
ramo i prima spesid; e saramno infinite in qualohe punto senza che ln T possegga
poli aventi residuo, si diranno di seconda specic; 5o la T possiedo poli aventi. residio
i diranno i feria specie. In altri termini wnae sostitusione abeliana di sseonda
specis aon potra avere cho dei pnh di prima o di seconda specie, mentro wna
sostitusions abeliana di tersa specie poskiederd dei punti di diramasione polars.

(%) Uns funzione monodroma sopra wna superficie di Rupsaws cha possiede deb poli o' det
ith cssonzinli vénne ehimmats da Avpruy (Acta Moth. T. 1) una funsions di wn
itica, quindi si potrebbe auche chiamave per smalogis sostitusions funsions di wn punto
anaiics wns sostituzione monodsuma sepra wns superficie di Rmaxn.
(%) Una funziono regolars sopra nna superficia di Rimwas non ammotts alire singolarith che
i poli. Vedi Vorlesungen aber Riemzan's Theorie der Abel'schen Integrals vou De. C. Nvuase
pag. 1170

Socteva vex XL, Ser. 3%, Tom. XIIL 5
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3. Teorema L — Se si considera wi taglio della superficie di Riemann
o wna porsions di taglio compresa fra due nodi consocutios, i valors di wna sosti-
tusione wbéliana sinistra sopra wne delle rive del taglio swramns eynali oi valori
sull’ alira riva moltiplicati a destra per una sostitusione costante.
Prendiamo infatti lo due coppie di punti opposti lungo una
stessn rive Ay, @15 A, @a- Avromo se T @ algebrica (som 0)

s fras
8. =j:"m:. 5,
_J:'Td’s. S,
fl:'m— :J:‘u:

=5,

Ma

quindi

come & voleva dimostrare.

Teorema I — Se wn taglio a si dirama in due tagli b e ¢, la sostitu-
sione costante relative al taglio a ¢ uquale al prodatto dslle sostitusioni costanti
relative ai due tagli b ¢ o

Considerando infatti il nodo efy ¢ denotando con A , B, C respettivamente lo tre

sostituzioni eostanti relative ai tagli a, b, ¢ di una sestituziono abelinua sinista 8,
avrema

a8, = (82 8)(8' 8
vale u dire
A=B.C
coma volevasi dimostrare.
Teovema I1I. — Se si ha una superfieic di Riemann e una sostitusione
@ det =0 tals che sulla superficis di Riemann (dopo averla convenientemente se-
sionata) i conserva monodroma ¢ ¢ valori hungo una riva di un taglio sono eguals




=
ai valort fungo la viva opposti moltiplicati a desira per wna soslitusione costante
lfungo tuito 1l taglio o la porsions di taglio compresa [ra due nods consecutivi ed
altre a cid non possicds che def poli di prima specie o di secouda specie sinisiri
ed i punti di diramasions sono tulti polari sinistri; la sostifuzione sark abeliana
sinistra.

Tnfatti pel teorema 1, § 1, Parto prima, avremo che la derivata sinistra dalla
sostituzione sard monodroma su tutta la superficié di BiEMANN mon sezionate; oltre
@ cid (vedi paragr. pree.) non avek che dei punti di singolarita polari, o quindi sark

algebrica.
Come conseguenza di questo teorema si ottiens subito T altro:
Toorema IV. — So si moltiplica a sinistra wna sostitusioue abeliana si-

wistra per wia sostitusious algebrica (det 1), il prodotto sard wng wwava Sostitu-
sione aboliana sinistra avents lo medesime costanti lungo gli stessi tagli (vedi para-
grafo prec., teorema II).

8i ha poi il

Teorema V. — Se due sostituzioni abeliane sinistre definite sopra wng me-
desima superfieis di Riemaun, hanno lungo gli stessi tagli le medesime sostitu-
siond costants, una di esse sard eguals all altra woltiplicate a siwisira per wia
sostitusione monodroma sulla superficte di Riemann. ¥

Infaiti se le due sostituzioni considerate saranno S o §,, avremo che 8, S-! dovri
resultare monodroms sulls superficie di Risaeaxs non sezionata.

In particolare se ledue sostituzioni sbeliano saranno di prima specie, la sosti-
tazione 8, 8~ dovrd conservarsi sempre finits, quindi dovrd resultare costants. No
segue il

Toorema V. — Due sostitusioni abeliane sinistre di prima specic definite
sulla stessa superficie di Riemann ¢ aveati ungo gli stessi tagli le medssime co-
stanti st otterranno I una dall’ altra mediante la moltiplicasions a sinistra per
wna sostitusions costante. -

In altri fermini:

Uua sostitusions abeliana sinistra di prima specie, sari definita @ meno. di
una sostitusions moltiplicativa costante a sinistra, quando se ne convscerantto tulte
le sostitusions. costanti doi tagli.

Teorema VI — S0 due sostitusioni abeliane sinistre corrispondono ad
und stessa sostitusione algebrica, lo sostitusioni costanti lungo i tagli dell una
somo Lo trasformate delle sostitusioni costanii dell altra.

Infatti siano § & §' due sostituzioni aboliane sinistre corrispondenti alla stessa

g sostituzione algebrica T. Avremo

a
byt B
Quindi
5=5C
essendo C una sostituzions costante. Abbiasi ora alle due rive 4 ¢ ¢ di wn taglio
qualungue

H=5A

*;—




essoudlo A eostants, Avremo
850 =§{CA
quindi
3=, (CAC-)

il che dimostra. il teorema.

Presa una certa sostituzions algebrica T (som @) definita sopra wna superficie
di Biemaxy B od esoguiti i tagli nel modo indicato noll ark. 2, si eostruiscano tutte
sostitazioni abeliane semplici cha si passono obteners integrando & sinistra
Ia T. Esso avranno lungo gli stessi tagli delle sostitnzioni costanti che sarauno le
une lo trasformate delle altre. Quando esse si vidurranno alla forma canonica (Fre-
liminari, § 2, Parte prima) pobranno considerarsi tutte come le trasformata delle
medesime sostituzioni canoniche. Queste potranno chinmarsi lo sostitusioni caratle-
ristiche sinistre di eiascun taglio.

4. Relativamente alle sostituzioni abeliane destro potremo enunciare i feoremi
corelativi di quelli dimostrati precodentoments. Avremo poi il

Teorema VIL. — La sostilusions inversa di wa integrals abeliano sinisire
& wn integrate abeliano destro e reciprocamente.

Questo teorema si dimostra, sia osscrvando che Jo sostituziona invarss ha la
propristd che i valori che essa proade su di una riva di un taglio si ottengono da
quelli sull’altra riva doli a sindstra per una sostituzione costante ¢ tenendo
conto del teorems V del paragrafa pracedents; sin applicando quanto fu dimosirato
nel § 1 (Parte prima), teorema VIL

Sarebbe facile estendere lo stesso eonsiderazioni futts ora relativamente alla sosti-
tugiont absliane, alle sostituzioni ottenute i d ahe
avossera delle singolariti essenziali. Cosi per esempio se nel teorema I mon & pone
nessuna condizione relativamente alle singolarity della funzione che si considera, si
potrd modificare il toorema dicendo che la sostitusions stessa deve avers una deri-
vata sinistrs monodroma sopre lo. superficle di RiEMANN.

5. B evidente I'analogia che presentano lo sostituzioni abeliane semplici cogli
integrali abeliani; perd le sostituzioni abeliane dinno lnogo ad altre olassi di sosti-
tazioni i ‘eui 1o coreispondenti non esistono per gli integrali abeliani; o almeno &
confondono colle fanzioni algebriche o cogli integrali abeliani. stessi. Dimostreromo
percit i seguenti teoremi

Teorama VIIL — S¢ si frasforma wna sostitusions wonodroma Sopra wia
super ficie di Rismann per messo di una sostitusions abeliana sinistra, si oftions
wna sostitusions ¢ cui valori alle dus rive di ciascun laglio sono ylé wai le tras-
formate degli altri, mediants la sostitusione costante (della sostitusionc abeliana)
relativa a quel tagito.

Infatti se 8 & una sostitnziono abelisoa sinistra ¢ T & monodroma, si ponga

=8~ 'T8.

3
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A Sed e sono duo pund situati alle due sive di uno. dei taghi,
——%  avremo

=54

57t A1 55

essendo A la sostituzione costants relativa o quel faglio o a quella porzions che st
eonsiders. Quindi

S S = A (87 T, §)A

vale a dire
B Al A,
il che dimostra il teorema.

Teorema IX. — 8¢ si moltiplica a sinistra una sostitusione abeliana sinistra
per una sostitusions abeliana desira, avente costanti diverss, ma definita sulla stessa
superficie i Rismann cogli stessi tagli, il prodallo avrd la proprietd che i
uoi valori dn una parte di ciaseun taglio $5 olterranno da guelli dall’ altra parte
moltiplicandoli @ destra ¢ a sinistra per delle sostitusions costants lunge ciascun
taglio o ciascuna porsione di taghio compresa fra dus nedi conseewtivi.

Questo teorema si dimostra fmmedistamente, I due teoremi VIIL e 1X ci mostrano
In esistenza di altre olassi di sostituzioni abeliane oltro allo sostituzioni abeliane
semplici considerate precedentemente.

Chiameremo sostitusioni abelians doppis quello i ovi valori alle rive di eiaseun
taglio i oftengono gli nni dagli aliri mediante la moltiplicazione a destra e & si-
mistre per sostituzioni costanii (a det= 1) lungo tuito il taglio 0 1a porddono di taglio
compresa fra due nodi consecutivi. Nel caso in cui i valori lungo una riva si otter-
rano da quelli sull’ altra riva esoguendo una trasformazions modianto una sostituzions
costante (a det = 1) lungo tuito il taglio (0 la perzione di taglio compresa fra due
nodi la ituzi si dirk nna tone abeliana (rasfarmante.

6. Teorema X. — La derivata di wna sostitusione abeliana doppia (deb==1)
@ wia sostitusions (rasformante.

Sia 8 una sostitnzione abeliana doppia (det = 1); alle dus rive & ¢ ¢ & uno
stesso taglio, avremo

S=ABB
casendo A ¢ B duo sostituzioni costanti lungo tutto il taglio o la porzione di taglio

compresa fra due nodi consecutivi.
Derivando u sinisira avremo (vedi Parte 1% §'1)

4% =
A
Posto quindi
B _p
a=1
ayremo
Ty = AT, A~

il che dimostra che la sostitugione T & trasformante.
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Teoorema XL — Gl integrali sinistro e destro df waa sostitusione. frasfor-
mante (som = 0) souo_ sosfitusioni abeliane doppie.
tiamo con T Ia (som — 0). Si
prendano due coppie di punti (&, e1), (£ e:) alle due rive di uwno
s taglio (n di una stossa porzione di tagli copresa fra due nodi conseeutivi). Avremo

Ty = A-1TA

essendo A una sostiturions costanto Tungo il taglio (o Ia porziono ai taglic). Si ponga
5— f'u:

essando 5, un punto acbitracio, o supponendo che il cammine &' integrazione Bon esca
dalla superficie di Ripsaxs. Ayromo

s, [ mass,

s, J;"-r,':: i

_j:'ndx:j:'@--;-,mm

@ per il teorema VIL della Parte 1% §2
NG (j:"l.‘,d:) A

5, = A—l(_J:'T,da)A,s.‘.

Quindi

Ma.
e,
_J; T ds—8,, .85
quindi
S, = 57 A8, .
Supponiamo 3 varishile & 4, fisso; posto
S;0AS, =1
avremo che B sarh costante, gquindi
8, = A~1 8, B
il che dimostra che 8 & una sostituzions abeliana doppis.

La stessa dimostrazione varrebbe anche per provare che 1 integrale destro di T &
pure un integralo abeliano doppio.

Teovema XII — S¢ T ¢ wna sostitusions trasformante ¢ se le sostitusioni
costanti dei tagli sono eguali a quelle df wna sostitusione abeliana sinistra 8 si
dovra avere che T & la trasformata di uma sosiitusions monodroma mediante lo
sostétusione {rasformatrics 5.

|
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Teorema XIL — Se 8 & wna sostitnsione abeliana doppia ¢ le sue covtanti
di sinistra sono equali alle inverse dells costants dé una cerla sostitusions abaliana
sinistra X o in gencrals di ana sostitusions 3 olténuta integrands una sostitusions
menadroma, avrema

S=3-3,

essenda X una sostitusione la eui derévate & monodroma sulla superficie di Riemann.

Toorema XIV. — La sostitusions inversa di una sostilnsione trasformants
¢ uia wuova sostifusione {rasformante avents le medesime costanti dei tagli.

Toorema XV. — JI pradotte di pin sostitusioni trasformanti aventi I me-
desime costanti dei lagli ¢ una wuove sostitusione trasformants colis stesse costants
dei tagli.

Teoremy XVL. — Tiutle le sostitusioni abeliane doppie oflente integrando
a sinisira una stessa sostitusione trasformants (som = 0) hanno le sostitusions
costanti di sinistra eguali fra loro ed equals alle inverse deile sostituzions costanti
della sostitusione trasformante; le sostitusioni vostanti di destra si otterranmp ie
une daile alfre mediante {rasformasione.

Questi ultimi teoremi si dimostrano immediatamente.

7. Restano ora da risolvere le seguenti question, che sono evidentemente im-
portanti nella presente teoria:

12) Doty una sostitusions abaliana doppia sard sempre possibils' désowporia
nel prodotto di due itusioni ollenute f i i a destra ¢ a
sinisira due sostitusioni monsdrome sopra la superficie di Riemann ? Quando ¢ che
sard possibile decomporla nel prodotio di una sostitusione abeliana sinistra mol-
tiplicata @ sinistra per wna soslitusione abeliane destra?

2%) Sa questo & possibile, esequire la decomposizione della sostitusions abe-
liana doppic uella maniera fndicata.

Supporremo sempre la sostituzione abeliana doppia col doterminante eguale al-
L' unikil. Mediante i teoremi X, XI, XIII, XV la precedonti questioni si possono ri-
durre alle segnenti:

1%) Date una sostitusione trasformants (som == 0) saré sempra possibile ot~
tensrla mediante i ions di wna Huai per mezwo di
una sostitusione formata inlegrands a sinistra wna sostitnzions monodroma?

2%) e cid & possibile, essguire la decomsposisions della soslstusione trasfar-
mants neila maniera éndicata.

Olire a cid il seguente toorema ei indica wna via per risolvere le altre questioni
‘proposteci.

Teorema XVIL — Se wn integrale abeliano doppio @ ottenato moltipiicando
@ sinistra un integrale abelians sinisiro per un integrale abelians destro, le de-
rivale saramus sostit i ottenuts itusiont alge-
briche mediante sostitusioni abeliane sinistre; ¢ reciprocamente se una sosti-
tusione abeliana (rasformante ¢ offenuta trasformands wna sostitusions algebrica
(som O) mediante una sostitusione abeliana sinistra, § suoi integrals saranno prodotti
i sostitusioni abeliane semplici.
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Infatti se § ¢ abelinna destra o 8y ¢ abeliana sinistra, avremo (Parta 1%, § 1)

)

Ma 5 +28 & ua owtitumions algebriea s 55 pud considerarst come una sosti-

siong abelians sinivtes; la prima parto del teoroma resulta. quindi dimostrata,
Bia 8, ua sestiturione abeliaua sinistrs o 7' (som 0) s algebrica. Si pouga

ffars
f‘:(r—%)d;-:s..

s = 871 8, (81)imms, -

avremo

TS, ds.

Onde posto

avremo (Parto 1%, § 2)

La derivata sinistra di
Su(8))ims, =

[ras—=
come volevasi dimostrare. Ll
Lo due questioni di vedors quands una sostitusione abetiann doppia pud porsi
sotto I forma del prodotto di dus sostitusioni abeliane semplici o & verificare
quands une sostitusione trasformante & la trasformata df una sostitusione alge-
brica mediante une sostitusione abeliana Siafsira, rientrano quindi una nell’ altra,
Senza cercare di risolvere lo varis ‘uestioni. enanciate alla fine di questo para-
grafo, pure nel paragrafy seguents accenneremo ad aloune ricercho o eui hanno data
origing i precedenti problemi.

& algebrica, quindi

§ 6. — Sostitusions algebriche ¢ Sostitusiont abelians.
{Soguita).
1. Ricordiamo ehio s si ha una sostituzione

T LT L
(a:“ﬂ-- el
Bty lng 1o




T
il primo membro delln equasione

G — @, Gy
L o —
T > thnz
fu. chiamato il i della pereid

1" equazione precedente ln eqwasione caratteristion della sostitusione.

Teorema I — Se T ¢ wna soststusions algebrica o trasformante rispelto ad
wna corta superficie B di Riemann I equasione relativa alla sostitusione avrd
i coefficienti moundromi sopra la superficie di Riemann. Nel primo caso questi
coeficienti saranno algebrici.

1L teorema & evidente nel easo in eui T sia algebrica; per dimostrarlo nel caso
in cui la sostituzione sia trasformanto, psserviamo che se =i parts da un punto qua-
Tunque della superficie di RimMans ¢, dopo aver percorso un cammino qualungue,
& torna al punto iniziale, la sostituzione T riprenderd il valore iniziale, o tornerd
trasformata. Ne segue (v. Parte 1% Preliminari, § 2) che ls equazione caralteristica
dolla sostituzions (quando si tornerd al punto iniziale), fornerd ad avere lo stesse
radici che aveva inizislmente. Cid dimostra il teorema.

2. Presa una sostituzione algebrica o trasformante nel caso in cui i coeflicienti
della equazions caratteristica siano elgebrici, si considering le radici dell’ equazione
stessa che indichoremo com @y , @ , . .. . @, . Siccome i coeflicienti dell’ squazione sono.
regolari sulla soperficie di Rirmax, cost considarando le @, , @y, . - - . wa come fan-
zioni dei punti della superficio di MiEMAxN, avremo che porcorrendo un cammino
chiuso qualsiasi sulla superficie di RiEMANN, 1 @, @, ... v torneranno in loro
stosso o subiranno fra loro una permutazione. B evidents ehe le permutazioni non
avranno luoge altro che quando il cammino chiuso aved nel suo interno mno o pilt
puoti in cui il disoriminante della. sostituzione si amoulla (i di diramazions).

So la équazione sar irridubtibile, 18 w,, ey ... . @, potranno riguardarsi come
gli # rami di una funzione ad's valori sulla superticie di RizMaxN. Tmmaginando
distesa sulla superficie di Rigwany finora eonsiderats una nuova suporficio di Rusmanx
ad n fogli relativamente alla prima o la cui dirsmazions (sempre relativamente alla
prima) sia quella della fanzione di cui lo o, o .. -y SON0 i Fami, avremo cho
una fale fongziono potrd riguardarsi come menodroma sepra la nuova superficie di
HigMasN costruita ().

8o I squazione istioa della sostituzione mon sard irriduttibile, le sue #
radici potrunno distinguorsi in » gruppi
Wy Oy e Or, 5 We  Wg e e Dk § e BN By e By e Wy e B,

Haw

) 11 genere di questa 2 saperficle 3 Brmass non dipende altro che dal geners dolla prims
o dalla dirsmazions della seconda relativaments alla. prima superficie. Vedi nofa a quosts paragrafo
alla fine.

Socrevi wet XL, Serie 3%, Tom. XII = ]
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tali che lo radiei appartensnti ad nno stesso gruppo potranno considerarsi como rami di
una famzione & pid valori sulla superfioie di Riesaxy. Tn questo easo potranno disten-
dersi sopra I superficie di Riemaxx » nnove superficie di Riemany Ry, Ry, ... R, (le
quali ayranno rispetto alla prima k. oK Ky fogli) sopra le quali le funzioni i
eui rami sono i diversi gruppi i di radici resul

3. Por_sompliciti supporromo sempre in tutto cid ch sogua cho § discriminanti
detls equasioni. relative alle i che s siano
muelli. 1n tale ipotesi il mumero dei punti in cni il it eyt
finito, e quindi sark pure finito il mumero dei punti in eui lo radioi della equazione
diverranno eguali fra loro.

4. Si consideri I sostituzione algebrica

@i By s

L

211

[

In un punto nen di diramazione siano le radiei

@,y o,

distinte nei » gruppi considerati precedentoments.
Potremo porre

ove

| (et 1).

Avremo (v. Parte 1% Proliminari, § 1)

= 2w My o,

sssendo M, 1" elemento reciproco & g -




L
Maltiplicando per - ¢ sommando rispetto ad i, si otterrd
Dk G My = Wy
Si ba quindi per ogni valore di r il sistema di » equazioni lineari omogence

s (1,0 — mp) by~ s Wi 4o G P =0
| s +(4l.l'_"r)mv. & +ﬂl‘ﬂ’%—- =0
( Gy i +amfm k= +(a~.-_-»}&n-°~

Le M1, Mira y e o« » Bips S0m0 determinate a meno di un fattore comune per tutte.
Sia w, appartenente al grappo di radici
gy Bnw g o Onay
fra loro permutabili, alle quali corrisponds la superficie di Riswanx By distesa
aulla superficie data B e convenintoments diramata ; § rapporti T2z Pea | Peo
e Miri e

saranno monodromi sopra By o ad ogni punto di R corrisponderanno A sorie di va-
lori per i rapporti procedonti che potremo denotars con

(WY

lo quali saranno fra loro pernutabili o saranno diramato come lo w,. Se scriviamo

|~ G

() "‘“'( . (;'., i Eﬂ
w»(%,:)w ) ().,

avremo che muovendoci sopra I superficie di Ressaxs B e partendo da un punto
por ritornare al punto iniziale, eiasewns delle linee della tabells precedente tornerh
in s stessa o si scambiery con un’altra linea.
Lo stesso vals per ogni altro gruppe. di radiei sppartenenti alla equazione (1).
Consideriamo ora. gli elementi reciproci M, ; delle mry mel determinante della so-
stituzions M; & evidento che anche la fabella seguente

{on G Gk G
o () ) ),




gy
godra della identica proprietd della tabella (). Se quindi osserviamo che

o)

)T‘,m,,. Meg=1 (

avremo che anche la tabella

/
o et (- b Ao (05 S

ain Y e o1 B oo e M G Mo

(s (e Miiding s oo o (e Mg o+ oo (1mrig Mrhs +

godei, por tutti 1 valori possibili di ¢ ed £, delln stessa proprietd delle due tabella
procedenti.

5. Gib premesso si pud passare alla questione: Data wna sostitusione algebrica
(rovare ls sostitusioni algebriche (o pit in generale monodrome sulla stessa Su-
perfivie di Riemayn) ls quali sono permultabili oon essa.

Sia T 1a sostituzions algebrica data; se § sard permutabilo con T dovrd essere
@) ST—TS.

Si ponga ora T (la cui equazione si suppone avere il diseriminante non idonti-
camente nullo) sotlo la forma canonica. A¥remo

M. (detM=1)

& 1o wy 10y, .o 0y polzanno
Ora la (2) pud soriversi

oy, 0 e
SH"(O 50y,
0,0,

dn oui si deduce

MSM

Porcid (v. Preliminari)

msw=(f"."
0




Se poniamo

avremo

L

i 5 a..:ZuuMun.-

i, o 1oy TabEino e Dy sopra, la stesss superficie di Rismaxy R

' sulla quale & monodroma ln T, sark necessarso o suficients cho lo
s B

siano funzioni definito sopra lo B in modo cho ahbiano la stessa diramaions delle

@y, ....0,. Abbiamo guindi che la questione propostaci pud ritencrsi risoluta.
Basterd prenders tults le possibili funsioni

i gty
| 3 chs si pernutano fra loro come ie

C
¥ e cosiruends
y
s=n-
) it
j} 4 avremo tutle lo sostitusioni monodrome su B permutabili con la sostitusions data T

So le @y, @, oy saranno regolari, tale resulterd anche S.
6. Passiamo ora alla questione: Date dus sostitusioni regolari sulla stessa
auperficie di Riemann riconosesre s esse possona trasformarsi I'una mell’ altra
5 T mediante waa sostitusions pure regolare sulla stessa :upgrﬁtu & avente il detormi-
nante eguale ad 1.

Aceenncremo soltanto il easo in cui si tratti di sostituzioni dnl secondo ording,
Siano le due sostituzioni date

i =), me(n
i dovremo avere, come & noto (v. Introd. Parte 1%)

@) afd=u4d, Domad—be=D, = adh—bcy.
Allora esisterd nna sestituzione

1 T=(::§) (dot—1)

i tale che

i 8 TS —§,

1 : vale a dire

] ada— afe 4 rib— pyd—m
i — ayat ot — b aydm=ic,
o fda—plet dtb— pod—b,

— yBa e — ydb - add—d,




e
donde
[ g yb— wa, 4 fo, =X
| bat3 X
| eyl
{ Bot-dd—yb, 402, —U.
Quando sono soddisfatte due di queste equazioni insieme alle condizioni (3) lo
altre due resultano come conseguenza. Potromo prendera quindi a considerare le dus
prime o le dne ultime oquazioni.
Supponiamo &4 0. Dalle due prime i dediios :

o poichi
@ —gr—1,
cos) dovreme avers
(5) BXE—XV (0, —d) — e ¥ =Dk
®) BB — U (0 —di) — U =— Dye.
Aftinch dunque le dus sestituzioni § e 5, si possano I'uoa nell' altra

nel modo voluln sark necessario ¢ sufficionte ehe si possuno determinare duo fun-
sioni XY regolari sulla superficie i Rigmayx sulla quale sono definite 1o S ¢ 8,
le quali soddisfino ulla condizione (5). B evidente che baster trovare le due fun-
zioni X, ¥ perché possano dedursi immediatamente lo due funzioni Z o U pure
regolari le quali soddisfano alla (6).
11 problema & quindi ridoito ad una questione-algebrica di analisi i
Vedremo (§ 9) come nn‘altra questione possa ricondursi o questo stesso problema algebrica.
Se uno degli elementi & o ¢ fosse nullo, allora la radici dell’ equazions

ra,u—un W by

=0
Jeitoud idi—n]

dovrelibero essere rispettivamente eguali ad « e d. Ora mediante due sostituzioni
aventi il dotorminante egunle ad 1 e regolari sulla superfioio di Rgsanx in oui
sono definite le soslituzioni date potrebbers respettivamente trasformarsi § e 8,

1}
in (:‘;n & quindi ¥ una nell’ léea nells maniers voluta.

7. Consideriamo ora 1o sostituzioni abeliane trasformanti
I facile dimostrare por primo il teorema: Se wan sastitusions trasformante ¢
definita sopro. wia superficie di Riemann esisteranno sowpes infinite soslitusioni




=
monodrome sulle superfieis di Rismanw, da cui o sostitusione dala si ottiens
mediante trasformasione. (Ammetteremo sempre ohe il discriminante della equazione
relativa alla sostituzione mon sia identicamente nullo).

Sia la sostituzione daia

1" equazione caratteristica ad essa relativa sark

=0, 0 B an

@i cou—n

= (—1) (@At | A=t - A =0

. BT ST P

® le A; saranno tutto monodrome sulla superficie di Riemans ove & definita la T.
8i formi ora la sestitmzione menodroma

— A — Ay, — A=Ay, — A
A 0 0

s it (i
0 0, 0 2 o
o Py Sl

e sviluppandola avremo

(— 1)" (@ + Aot - At

A=

Ne segue che le due sostibuzioni T o ¢ sono 'una la trasformata dell'altra. Esiste
dunque una sostituri i cni wna @la In-
fatti entro ogni campo preso sulla superficie di Risuaxs dovranno trovarsi dei punti
ove la equaziono (7) nen possiede radici eguali. Dalla esistenza di wna sostituzione
monodroma che gode dells voluta proprieti segue ln esistenza di altro infinite aventi
Ia proprietd stessa.

8. Relativamente alla questions di determinare tutte le sostitusioni trasfor-
manti permutabiti con una dafw sostitusisne trasformante, si vede facilmente come
essn pud risolversi in modo perfottamente analogo alla quostione trattata nell'art. 5
i questo parageafo. K si ginnge pure ad un analogo resultato, ciod, s6 o 0 4. 0. o




ST
son0 To radici della equazione relativa alla sostituzione trasformanta dats ed essa
pud porsi sotto 1a forma

tutto le sostituzioni permutabili potranno porsi sotte la forma

@ .
o] S
{ s

ove le ay o <, 50n0 funzioni diramate come lo @y, ey, ...
9. Passiamo finalmento alla questions. {v. parsgraft proc. di detarmizars la con-

dizioni affinehd una sostituzione trasformante possa eonsiderarsi come la trasformata,

di una sostituzione algobrica per mezzo di una sestituzione abeliana somplice.
Accenneramo soltanto al easo in eui si tratti di una sostituzione del 2 ordine.
Sia la sostituzione trasformante dais

4 "(ﬁ: ‘4)
o suppotikmo ohe i Gosse poees
= LG

s(:’:;‘) (et —1)

con

abeliana sininistra. Avremo

( ma, e, = am—bp
g i o iy
) pay - g6y — em +-dp

pby = gdy = en +dg

donde si veda ¢ho si pud prendere, supposts b= 0

8
(0] { P = wlay —a) - e,
¢ = aby - Aldi— ).

Se 8 deve essero abeliana sinistra dovremo avero che

4 1 '
wis )

dz
m’.u‘}(m.x)"
¥ \pg

dovri essero regolare, Orn




Ga= D7)

bl - He:
b B8

quindi

ro per o (8)

e[y + (ay — a) ga] +BLei 2]

e+ ELbg -+ (i —a)gs]

(@ —a) &+ af +ods —d) + 8 =albgps— (@ —a) g ]+ E[—wuei]

bt (o — o) Bt (@ — &) = o[ — b ] + b — (4 — @) 9] -

lliminando o , & si ottiene, se D ==ad — bz,

) [2bgps () g — ¥ ]+ b+ [—Badg (5 — D) gy —Boa (2 — Y]] +
+ B2 —(@—a) g —F]+-cbf =0

af b [20,A-(d—a) g — 0] 80] +

+Eidi[2bgi(d—a)gi—0 I b+ —2abgr+-(a'— D) go—Feprf-(ab'—a'B) =0

o finzlmente eliminando « ¢ 8, ¢ ponendo

26y, - (:lTa\y,fb' L

— by, A (o — D) gy — bgs fab —db g
b

i trova
Seriviamo

dd = Vi =P, a-dy =,
osservando che a,d, — bye, D, 1 equazicne precedents di

DX Y -8 XY DX 8, Y+ Py =0.

Ora i coofficienti sono tutti mofi @ algebrici, come pure debbono resultars
algebrici X ed ¥. La questione propostaci & quindi ridotin ad wna questions ana-
loga a quells & cui siamo pervenuti nell'art. 6.

10. Buunceremo finalmente wn teorema ohe avcy applicazions in seguito (§ 7).
le radici della equasione istice relative ad una sosti o=
wadroma sopra wna superficie di Réemann sono costanty, lu sostitusions stessa potri:
porsi sotte la forma deila frasformata di wna sostitusione costante per meszo di
i gostitusions wonsdroma sopra la superfieis di Riemann

Sia infatti S una sostituzione qualunque funzione di 5 Ia oni equazions earat-
teristica abbia radici costanti; avremo che i divisori elementari di 8 saranno indi-
pendenti da 5, quindi 8 potrd porsi sotto la forma normale

S=T-8&T

in oni S, & una sostituzione costante. Ora gli clementi di T potranno dedursi du
quelli di 8 e di 8, mediante operasioni razionali, o percid T potrh prendersi come
una sostituzions monodroma sulla superficio di Rigsaxy sulla quale'S & monodroma.

SoctzTh DRt XL, Serie 3%, Tom. XIL i
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Se la sostitusions monodroma data saré algebrica la sostitusione trasforma-
trice polra pure preadersi algsbrica.

§ 7. — Sostitusioni abelians essenziali ¢ sostitusioni abeliane apparenti.

1. Gome vedremo in seguito & utile fare una distinzione fra le sostituzioni abe-
liané semplici in essensiali ed apparonti.

S¢ una sostituzione i cui elomenti sono funzioni di & variabili . ga,... .4,
¥ tale che, s¢ si prondono per zi, s, .. .. ys dogli integrali abeliani gualunque cor-
rispondenti ad una stessa superficie di Riesaxy, Io sostitugione resulia sempre una
sogtituzione abeliana semplieo destra o sinistra su quella superflcio di Rizsaxs, di-
remo che la sostituzione abeliana & apparente; ogni sostituzions aheliana semplice
definits sopra una superficie di Rismans cho non pub fars rientrare in una elasse
di sostitnzioni abeliane apparenti la diremo una sosti

Cosi le sostituzioni del secondo ordine

L= i) m=(T)

somo sostituzioni abeliune apparenti, perchi: se si prende per y un iniegrals abeliane
gqualungne o sostituzioni resultano sempre abeliane sinistre.

Dimostreremo in seguito ehe tutte le sostituzioni ab
secondo ordine hanno wna delle due forme

S,Ty8; . 5, T:8;

one aboliana essensiale.

i@ apparenti sinistro del

essendo 8, o 8, delle sostituzioni costanti: Ne segue che, se per esempio, fra le fr
funzioni. monodrome ¢, gy . s definite sopra ung stessa superficie di Rimwaxs non
passa. nessuna. relaziono lineare,

At At A ga=0
con Ay, A, Ay costanti, avremo che
(F10 0o 4
J" (vv Sl
sark una sostituzione abeliaua esssusiale.

2. 11 problema di determinare tutts lo sostitusioni abeiane apparenti di un
eerlo ording si pub evidentomonte far dipendere dall’ sltro: determinare tutte le sosti-
tusioni di wn certo ordine funsioni di ke variabili yi gsy...-yu, lali che s
st aumentans in wa mods gralingue gueste variabili di a, ,as,. ... oy ln sostitu-
séons piene moltiplicata @ destra o @ sinistra )m una sostitusiona. che non dipende
altro ohe da questo ultime quantiti e, ,«,,

La_ risoluzione di questo problema non pmecnu difficolta.




=5

Sia infatti 8 (dot = 1) la sostituzione fanzione di g, ya, -+~ - a eho gode della
o proprioth. Ciod si abbia

(0t 1 Y s Yo ) =8 P2 Ol )

Si ponga

vol

a8
Ay

avremo:

Ti(pF s pnt ey i) =Ty 2oy 00)

Ora questa relazions non & possibile, qualungue siano «; , @ ax, @ meno elie

non si abbin T indipendente d8 yy yay- .- -
Potremo dunque enunciare il
Teorema 1. — Tutte le sostitusions abelianc sintsire apperenti (det==1)

saranne dale da

[ 2010 dye

ove le T sono sostitusioni ~ostanti (som = 0).
Analogamonte si vedrabbe che le sostitusioni abaliane apparents desire sarauio

dats da
B ’
T ziy.)J :

8. Le sostituzioni T; non possono essere fra loro indipendenti giacchi

x
I T dy:

deve resultare wn differonzicle ecatto. Lo econdizioni & cui dovrunno soddisfare si
dedurraono dalle regole date nel § 3 o nel § 8, Art. 4 della prima parte, come pure
potremo ricavare dalle regole ivi esposto il modo di eseguire la integrazione e di
determinare quindi la forma generale delle sostituzioni abeliane apparenti.

Valgono a tal fine i Jommi seguenti:

Lemma L — L4 condisiohe nscessaria ¢ suficients afinché

x
Ty dy;
sia un differensiale osatlo, se {e sostitusioni Ty sono costanti, & che es3s siano [ra
loro permutabili.
Infatti serivendo 1o condizioni generali i integrabilith sotto Ta forma nello guali
farono poste nella Nota al § 3, Art. 7 e al §8, Art. 4 della prima parte avremo

(L), — (T, + T Ty — T T = (T, T, = 0




s
Ora nel nostro caso, siccome Lo sostituzioni T; somo costanti, queste oquazioni
divengomo
T =TT,
come si doveva dimostrara.
Lemma 1L — Sl Ty souo costants ¢ fra loro permutabili, avremo

. .
rlll'.dy. — W8(y).C
i 7

¢ C ¢ una sostitusions costante.
Infaiti posto

®
8.0

avremo, poichd le g, sono fra loro indipendenti (v. § 1. Parte 1%)

= (B ()

Ora, per essere lo T fra loro permutabili,

(1)

T=T,"T T,

o per essere lo y fra Joro indipendenti (v. § 2, Parte 1)

% 5,
T dye =T,"( [T, 15y¢) T,
ot

T5'Si Ty

onde

e per la (1)

il ehe dimostra il teorema.

La cuetnm-mn di sostitnzion. abeliano apparenti non presents diflicolth, la que-
stione dolle costanti fra loro permutabili, que-
stiono che & stata gza trattate nei preliminari proposti a questa seconda parte.




ZEpputs
+. Dimostriamo ora il seguenta teoroma.
Teorema IL — St ai ha

ds o
“=M'j{1ﬂ M

®.0 L0

ove M ¢ costants ¢

o[ 97 #” L0

oo g o
o SRl S

2amglP=

& le ¢ sono funsioni algebriche, avremo che S sard wma sostitusione abeliana
apparente.
Tnfatti potremo perre

| . §= M- 8M
in oui
o
=i mT
| dz (e ¢

o potremo soddisiire alla pracedente equazions prendendo

| s.=§1:'r, sf%
oro
1% 0

o
P =

s

A A o,
Oz

-5

i ]

LD AP

| 8P =




e
oon
o
@ Samap =0, 1oL
Abbiamo inolfre
ove
£l S )
w0
gro [t di =
LT 1
Quindi si dovrd avers
® 3 anam—gm.
Derivando le (2) rispetto alle A, si ottiene facilmente
4E VA%
e
quindi
:
; S amap
1 sard un differenziale esato.
L Dalle (2) si deduce pure
]

A =g liie 28

PR PR

| & quindi
| L T
| 1
‘ $ g — SRR ;
i T | FIE R R

‘ P
|
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da cui segue facilmente 4
PO
22
P Tl

LS og T
S it

.
22,
20

1(/!

Por quello che fu detto prosedentements, il secondo membro dovrd essere un
o

difforenziale esatto: ma esso & razionale ed intero rispotin alle (). )‘ guindi inte-

grando ofterremo un polinomio rispetto a questi rapporti, o pereid

2 o
- Ai] .< ASdiE,

o

lz,,,fq,x,f.w,p(i_ﬁ___
= i

Orm 6 ha
i
1:*' 7
quindi
PO
Ponendo
fowdz=g,
avremo
B i
1;"‘, [%- i ,,(;.;uﬂ-v. L1 "—:(_'. ,y"Ury"‘

ediante 1a 3 1o quali non sono altro

Si ofttengono quindi tutte 1o 25 espresse

che integrali abeliani.
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5. Diamo fitalmente un teorema di cul avromo vade volte occasione di fare ap-

plicazioni :
Teorema III. Se la derivata sinisira (r) drﬂfﬂ!} i una sastitusions zz-ﬁxi'uma
sinistra (o destra) & permintabile con una (vedi i 1,

art. 6) costants, la sostitusione sard abeliana apparente.
Bia infatti 8 una sostituzione abeliana sinistra la oui derivata sinistra & permu-
fabile con una sostituzioue costante C. Posta

dovrome avere
TC=0T.

Serivendo C wotto la forma canonica avremo

ove
(w52 = i)
quindi (vedi Lewmi 4° ¢ 7° dei Preliminari)
T M- 3
sssendo
00 O
poo[6m ame o
a..m, N iGiiaw

© lo af*" souo funzioni algebriche. A vagions del Teorema II sarh dunque § abeliana
apparente.

Dal teorema precedente i deduce facilmente 1'altro:

Teorema IV. — Fra le sostitusioni abelians won of sono che guelle appa-
renti ls guali trasformano wn grupps di sostitusioni costanti (det 1), frale guaii
8t frove waa sostitusions elementare, in us gruppo isomorfo formats da sostits-
Stont pure costanti.

Infaiti sia S abeliana sinistra ¢ pormutabile con un grappo di sostituzioni eostanti.
Se € e C; sono due sostitnzioni dei gruppi & C & elementare dovremo avere

() Sies=0;
ovvern
=8,



A e
o derivando rispetto alla variabile indipendents &

Ora por 1a {3) C e C debbono avere gli stessi divisori elementari, quindi C,
carh una sostitazions elempntare, onds pel teorema precedento S & abeliana apparoute.

Reciprocamente abbiame il

Taorema V. — Presa una sostitusione abeliauns apparente, i giofranno sem-
pre trovars dus gruppi isomorfi dil sostitusioni costanti trasformabili mediante
esza uno nell’ aliro.

Sia infatti una sostitwzione abeliana apparente (sinistra) 8, potremo sempre porre
x
dS = I, Ty dyt
'
ove le T; sono sostituzioni pormutabili fra loo.
Se la sostituzione costante P & p con tutte 1o sostituzioni T., aveemo
evidentemente
a8 diy
dz~ dw

ovvero se il det P=1,

Integranda otterremo

essendo Q costantz. Quindi

81 P3=Q

mostra il teorema.

So due sostitusioni T, o Ty (som = 0) funsioni di z sono
fra loro perutabili quabinque siano & valori {auche fra loro diveri) he of aliri:
buiscons ad z in Ty o Tu, avremo che

Tyder . s._r‘[:'r,az

saranto fra laro permulabili, coms pire quests sostitusioni suranno. permulabili
rispettivaments con Ty ¢ Ty,
Infatti da

7T,
si deduce, supponendo (AetT, 4 0)
T, =T,
Poniamo in T, in ducgo i @ 1a yy o in Ty in lnogo di =, #, @ considerinmo
4 & 4 come variabili indipondeuti. Aveemo integrando
J;"l'.dy="‘ Prudy. 1,

Socierh per XL, Serie 6%, Tom. XIL.

T,Ts




onde
Baly) = Tr" Sly) . Tu
oiod
=8N T 57w,
o intogrando
I‘T‘ de— S,(y!l T, ds . S;y)
avvero

8,(s) = Buly) 8i(2) 57 () b
81(2) Saly) = 5ul) 8i()
il che dimostra il lomma.
Cid premesso dimostriamo il
Teorema VL — Se s ha wna sostitusions adeliana apparente qualungue
W Yas oo )
avrema
“) Wl s pase - 0) W(0,0,....0) Wiaw,aas-0oc )=
=W tata, e patm-

Consideriamo infatti ys,gs,....yx come funzioni
fanzioni di &. Supponiame inoltre che per &=z, 6 ¥
gono rispottivamento eguali alle 2, 55,.... 5. Posto W(gs, gas----#8) = Wi,
Wiz 5.+ 5) = W, , avremo (supponendo per fissara le ideo la sostitozione abe-
liana. sinistra)

W,

essendo C costante, ovvero, se

_f’rm e

si avrh
W, Wi=8, 8§

Ora T & T somo fra loro permutabili, quindi, per il lemma prosedents, saranno
puro permutabili 8, ¢ S,; ¢ per conseguenza

Differenziando si offerrh
A(W, W,

—=87'(d8, . (dS,)") S
e per la permutabilith

d(W, Wit) = dS,(d8,)~ .




Ora
@8, = 1T dy
x
Sy = I, T, ds;

| ove le Ty sono costanti, quindi

»
AW, Wi) = I d(y: — 5) = dWs

Wa= Wl — 51 a—5rane o )
Tntegrando ofterremo

W, W

Wil G
essendo €, costante. E facendo y: = 5

W(0,0,.... 0).€=1
onde

W0, 0,
2= Wn—an

.0)

Wi s - a) W
Ponendo in Tuogo di yy,---yas lo yi-bais

.,0).

a—n) W0,

< yrb 5y avremo

I

i (6) Wit ase--- gt =W, ....90 WO, .o 0) Wz, -nm)
¥ Dalla formula (5) si deducono lo seguenti:

:

[‘ @) Wi as-e 90 W' a1 e d) = Wi — 50— 2 W0,

{ (M W(—gi.—ps,-

: La formula (6) d& luogo al
4 Teorema VIL — Se g & & sono integrali abeliant avents 1o stysse sostanti
dei tagli, la sostitusione

DW=y oo 40) WO

Wi sy
sard monodroma.

7. Possiamo dare un'alira dimostrazione pit semplice del teorema VI deducen-
dola dirsttaments dlla proprietd stabilita al prineipio dell Art. 2. Abbiamo ciod se 8
& upa sostituzione abeliana apparcnte

Bl s gt s oe e s ) = B 3 48) Oy e on )

o favendo y, = ga— - =g =10

Beey , ey o) =8(0,0....0) Clery, erg ;... 1)
A’ onde
() Clewr stz yovee i) =570, 0o 0y Slery, @,

=



et
da oui segue

@B+ o st e, cyn @) =80 5.
che non & altro che la formola (4).

Se noi poniamo
(@) Sy @y ) S0, 0,.0...0) = Cileti y s oo )
avremo, seambisodo nella (4) lo g eolle o,

(10) S(:+ aus Yoty .-t ) = Cifar s ra g ) Blirs oo s o ne )
che pud assumersi come ls proprieth caratlaristica dells sostituzioni belianc appa-
Tenti destre (cfr. Att. 2). Possiamo quindi enunciare il

Teorema VIIL — Ogai intsgrals abelians apparente desir & anche un in-
tagrale abelians apparante sinistro ¢ viceversa.

Questo taorema rende dungue inutile la distinzione fra integrale abeliano appa-
rente deatro o sinistro, Se consideriamo perd uno stesso integrale abeliano apparents
come destro o sinistro, le costanti dei tagli non resultano le stesss. Supponiamo in-
fatti che lungo un taglio le y,.s,....4n 5i acoroseano delle quantifh costanti
<y allora Ia costante dol taglio, considerando S come wna sostituzions
abeliana sinistra sarh Clay @ , . - .« @), mentre ¢ la consideriamo come una sostituzions
aheliana destra la costants del taglio sad Cufw, e,....@). Dalle (8) e (9) segue

1)8(0,0

Cy=5(0,0....0) C80,0,....0)
4’ onde
Teorems IX. — Ls dostants relative ad uio stasso taglic di un integrale ap-
parents, H i riy i coms abeli destro o sinisiro si oltengono I’ wna

dalll altra mediants trasformagions per messo di wnn stessa sostituzions costante.
Sa nella (10) in Tnogo di g, ya x, sostituiamo g+ L i+, -t
@ ponigmo e, - 84 @y Frem gy e Sy =i, aveemo
S(yidrs s Ve re s oo k) = Ouler @ 4o ) S0 s Hay v 90) CO8 By e 1)
il ¢ho of dimostra che ogni integrale sbeliano apparents pud considerarsi auche
come un integrale abeliano doppio.
E facile ottencre la relazione cho passa fra la derivata destra o la dorivata si-
nistra di un integrale aheliano apparente.
Considerando ¥y , s ..~ ya come funzioni di 2, dalle formule procedenti risulta
subito

8
80,0 .‘u)j 4_;5("'“"""”'

2. Prendiumo una sostituzione abeliana apparents Wiy, #s ...« ) Noi po-
tremo chiamars 1o gy, ya -« o gl elementi fondamentali della sostitnzione appa-
onte. Tn eonsegnenza del feorema I avremo che se i porr in lnogo delle variabili
1y ¥y <o oo yx dogli integrali di funzioni monodroms sopra una stessa superficle di
Rusyany, ofterremo per W una sostituzione la oni derivata & monodroma sopra la
suporficie stessa di Rieyaxs.

Potremo partendo da questa osservazione estendere facilmente il teorema IT1 ot-
tenendo la seguents proposizions:
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Meorema X, — Se una sostitusions monodroma sopra una duperficic di
Riemann (som 0) ¢ permutabile con wnd sostituzsione olementare costante, gli inte-
gralf destro o siwistro della sostitusione 8 otterranns sostituenda agli elementi
fondamentali di wna sostitusione dpparemle deglé integrali di funsioui monodrome
sulla superficie di Rtiomanun.

8. Congideriamo in particolare le sostituzioni del secondo ordine.

Un grappo di sostituzioni fra loro pormutabili (som 0) avrd una delle due forme:

L A LI (A B S
w0 () G

Quindi i differongiali di tuito lo sostituzioni abolians apparenii avianno una
delle due formo seguonti:

)

o (a(. 0

4 i 2

1) s fdn (50 anfs=av
b0 e

25) 8 %'x" (bi ] gdyusfww

or0 16 g sono integrali aboliani.

Por conssguenza

5 AW _ o (9, O)\g

i ar (A

" AW o 0, 0)

o) =g (v ' o)E

denotando con o upa funzions algebrica, o percid

a) ey Gt}

1) W — 5~ (0 _c_y)s\

2 (0 D

ove y & un integrale abelinno o 10 sostituzioni 8 e S, sono costanki.

§ 8. — Rolasioni fra lc costanti dei tagli di una sostitusione abeliana.

L. Si consideri unn sostituzione sboliana semplice dofinita su wna superfisie R
di Rumwans di genere p-

Fsoguiamo sulla supesficio i tagli normali, Rignardo al modo di eseguire quecti
tagli oi rifeciremo all’opera gih sitata di 0. Nuoaanx ().

Esegiremo tro sistemi di tagli; 1 tagli a, 4 o oi- Questi ulfimi o difforenza
i quanto fa il Neupians, 1i faremo pertire da un punto O delia superficio di Rimaaxx

(1) Veli Neouans, op. it pag: 175 migg.
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fino @ ginngere ai tagli o Finolments eseguiremo un faglio ¢ il guale partendo
da O attraversi tutti i punii singolari della sostituzione abeliana e non tolga la con-
nossiono alla superficie di Rummawy gid sezionats medianto i tagli o, by, o0 Sola
sostituzione abeliana sark di prima specie potremo fare a meno di esoguire il taglio ¢
(vedi § 5.
Ginsoun taglio b, wvr nn nodo; ciascun
—y taglio a; aved due nodi; questi due nodi di-
videranno il taglio in due parti distinte. Se-
guiteromo & chiamare I'nna a, denotorenmo
T altra eon a5

La fig. 5 oi di la disposizione dei tagli.
Lo rive destre dei tagli sono diseguate con
lines pilt sottili dolle rive sinistre.

La sostituzione costante por eui devesi
moltiplicars i valori della sostifuzione abaliana.
Jungo 1a riva sinistra di un taglio (o porsione
i taglio) por otteners i valori alla riva op-
postas (destra), denotiamola colla stessa lot-
tera (maiuseols) con eui vemne indicato il
(o porziona di taglio) ¢ con gli stessi
ed ind

ap
(i promesso esaminiamo uno dei nodi

— formate dall'incontrs di un taglio @ con un
[ taglio & e sonsidoriamo i quattro punti (vedi
Fio. 5. fiz. 5) 1, 2, 8 4 corcispondenti al uodo.

Chiamiamo W Ia sostituziens abeliana, cho ammetieromo essere aboliana sinistrs
ed indichiamo eon Wi® , Wio , WiP, Wi® i valori di W nei quatiro punti. considorati
gel nodo (a, b). Avremo

W = Wi A}

Wi = WOB

WP = WA,

W = W, B
No sogue che

Wi = Wi Bid!

WP — WPAB,

B AL = AB:
n Aj=B7' A Bi.
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Consideriamo ora il nodo formato da un taglio ¢ con un taglio ¢ & chiamizmo
W, WET WE 5 valori di W nei tro punti 1,2,3 corrispondenti al nodo (& e).

Avromo
Wi = WA

Wi == WAL

Wi =WEe

onda
Wi = Wi AL C

© por conseguenza

vale a di

m

B A

Ci— A A= B!
Nel punto O che & il nodo ove si incontrano tatti i p tagli o ed il taglio I;
denotando eon Wi, Wa Wa.... Wy, § valorl di W nel punti 1,2,....51 cor-
rispondenti al nodo. aveemo
Wa = WG
Wy = Wil

Wi = Wy G

Quindi

»
(ny L=0C\Cy.+ Cp-
B facile vedere che sa W invece di essere abeliana sinistra fosse abeliana destra,
si sarebbe avato invese delle relazioni (1), (TT) & (I11), 1s altrs
@ A=BAIB;
(1) Ci=A AT =57 A/ BiAT
) L=0;0,", .... 0,

Se ne deducono i teorem

Teorema L. — Fra la costants dei tagli ¢ porzioni di fagli di wna sostitu-
sione abeliana semplice passano le relazioni seguenti:

1° Delle due sostitusiond eostanti  ecorrispoude

Vuna ¢ la trasformata dell altra mediants la sostil

i ad uno stesso taglio m,
ons costante del taglio b .
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2¢ La sostitusions costants corrispondente ad wn taglio ¢ & i prodotto
della sostitusions costants corrispondents ad una porsions del taglio a;, moltipli-
eata per Iz inverse della sostitusions costante corrispondents all’altra porsions
dello stesso taglio a;.

8° La aostitusione costante corrispondente af faglio | adigcenie ad O 2 4l
prodotts dells sostitusions eostanti: def tagli o

Toorema Il — Se la sastitusions aheliana o di prima specis, il prodatto
delle sostitusioni costanti dei tagli oy 8 I identitie.

Teoroma L. — Se ¢ sostitusioni dei lagli a;, b sono fra lore permulabili
le sostitusioni dei fagli e sono idenfitd.

2. Veniamo ora ad una proprieth relativa alle sostituzioui costanti dei tagli di una
sostituziona abeliana, che ha molia importana por cid che seguirh.

Teorema LV. — Se wna sostilusions costants (detw=1) & permutabile colle
castanti dei tagli di wna sostitusions abelicaa d§ prima speeie, esisterd wna sosti-
tusions castanis che sard permutabils colln sostitusions algebriva derivata -della
sostitusions abeliona.

Sia W ln sostituzione abolinn (che supporremo essers abeliana sinistra) o deno-
tiamo con S una sostituzione costante permutabile colle costanti dai tagli di W. Sia ¢
un taglio qualunque della suporiicie di Rismann o T la sostitazione costants ad esso
relativa. Se indichiamo eon ¢ o A rispettivaments la riva destea o sinistra di 4,
avremo

We=W>.T
& por la permutabilita di § o T
ST =18
ossia
T—518.
Consideriamo ora 1a sostituziono
W= WS.

Lungo le dus rive del taglio ¢ avremo

onde
W, = W TS = W 8T8 = W}T.
Avremo dunque che anche W’ sarh ubelisna ¢ avrd lo costanti dei tagli eguali

a qualle corrispondanti di W.
Por il tooroma V' del § 5 segue quindi

W —PW,

essendo P costante, ovvero
WS=PW.



Derivando avremo

Ll
(77

il che dimostra il teorema.

Dal teorema T1I del § precedente ¢ osservando che 8 e P debbono avere gli
stessi divisori elementari, risulta quindi

Teorema V. — S una sostitusions costants elementare (dotw=1) ¢ permu-
tabile colle eostanti dei tagli di wia sostitusions abeliane semplice, di prima specie,
guesta dovri essere una sostitusione abeliaw apparoute.

8. Passiamo ora ad estendere le considorazioni preoedenti al caso di sostituzio:
abelians di seconda @ di terza spocie.

Teorema VI. — Se¢ le eostants des tagli di una sostitusions abeliana ds se-
conda o di lersa spacie saranns permustabili con una siessa sostitusions elementare,
la sostitnzione abeliana si olferrd moltipticando. wna sostitusione monodroma per
una ottenuta sosli agli elementi i df una sostitusione apparente
degli integrali di funsisni monsdrome sulla superficie di Riemann.

Infatti sia W la sostituzione abeliana (sinistra) o S la sostituzione elementare.
Lungo lo due rive &, ¢ di une stesso taglio, avremo

W, = W.T
essendo T costante lungo il taglio.
Posto
W — WS
avremo faeilments
W= WAT.

Ne segue eho W e W' avranno lo stesse eostanti dei tagli, e quindi
WW-' =P
essondo P monodroma (vedi teorema V, § 5).
Ta equazione precedente pud seriversi
WSW-' =P
quindi § 5, art. 10, avremo
P—R-ICR
ove C & costants ed I & monodroma, onds
WSW-' — B CR
RWS = CRW
¢ € avrh gli stessi divisori elementari di 8, quindi sard una sostituzione elementare.
Derivando s otterrd ;
ERW) _ (ABW)
dz
Soctsr w1 XL. Sorie 8%, Tom. XIL o
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S dRW { -
Ora & facilo riconoscera che ——— sari monodroma e poichd d permutabile con

una sostituzions olomentare G, avromo pel teorema VIIL del § precedents che V = RW

sl otterri agli elomenti fondsmontali di una sostituzions apparents gli in-
tegrali di fanzioni monodrome, onde essondo
W=VE"

il teorema resta dimostrato.

NOTA AL § 6, ART. 2.

1. Supponiamo di avere uns superficie chiusa R T ¢ok (secondo KLEDN)
una superficie ri i

esista nossun punto di diramazione fra i fogli, come potrk darsi inveoe che vi siano
piit punti di diramazione. Cominciamo dal primo easo. 1 fucila eapire come sia pos-
sibile la. connsssions fra i diversi fogli, bonehd manching i punti di diramazione.
Sia infatti M, wn manico, sarh evidentemente possibile che duo fogli si attraversino

lungo 1'intera Yinea A, B, €, D;; cost un foglio & connesso con I'altro senza la. esi-
stonza di punti di diramazione. Questo stabilisoe una difforenza cssousiale fra To su-




ST
parficie distese sopra una sfera o quelle distese invece sopra una superficio chinsa. pii
volto connessa. Cerchiamo ora di determinare il genere o della superficie R distosa
sopra la superficic .

Poreid supponiamo disposti tutti i manichi sopra un pian meridiano K della
sfera. Traceismo sulla sfora il punto P o poi eseguiamo due tagli in tuttd i v fogliz
uno PEF ed un seoonds simmetrico rispetto al piano meridiano K. Avremo cost ese-
guito 1 (Quersahuitt) o 2x— 1 (Ruckerschnitta) (1).

Eseguismo ors. un taglio in ogni manico cho attraversi tutti 1 fogli. Avremo

. coad eseguito pr . In ogoi manieo M, facciamo i tagli LH;, L, e
i simmetrici rispetto al piano K in tutti § fogli. Faromo com 4pr tagh. Tn tutto,
non tenondo eonto doi tagli rientranti, avremo cseguito w — 4p» - 1 tagli non rien-
tranti. Ta superficie B’ resulta spezzata in

y= @+
ponzi semplicements connessi. Quindi il genere cercato di R sark

_e—gtl. (D)@t Dl
o gt =

—(p—1r+1.

Se dunque la superficie R & di geners 1, anche la superficie B’ sard pure di
genere 1 qualunque sia il valore di ». Cid resulta anche immediatamento osservando
oho se &i ha una curva rientrante qualungue C la quale taglia pin volte sb stessa,
come nelln fig. 7, o si prende come la direttrios di un certo
cilindro CD si ottiene una guperficia connessa. Questa superficie
si pud piegare in modo da far eoinciders fa loro le due eurve
CeD.

Si ottiene allora una superficie chiusa connossa R la. quale
pud disporsi sopra.un toro B in modo che resultin sovrapposti
v strati so ¥ —1 & il numero dei nodi della curva C (v — 8
nella figura). Inoltrs maneano i punti di dirsmasione. E evidente
ora che con dup tagli si ridues subito ln supecficie ad essere
formata. da wn pezeo solo semplicamenta eonneseo. Tnfatti con un
primo taglio la superfisie K si pud ridurre al cilindro CD ¢ eon
1 secondo taglio lungo una genoratrice AB o dopa aver svolto
il cilindro si pud ridurre ad un rettangolo.

3. Consideriamo ora il secondo caso; ciod supponiamo che
i giano dei punti di diramazione. Siano essi in numero di ! e
suppaniame ohe in essi i seambino respettivamento my . my ... 7
fogli.. Potremo sempro supporre che non si trovino mai due punt
a ione I'uno sull’ altro. iamo gih eseguiti i tagli
fatti nel cuso precodente (vedi fig. 6). Sari sempre possibile medianto altri £ faghi o
forma di o (sigmafirmige Quersshuitte) eseguiti in tutti i » fogli o che non si in-

1) Cfr. N

s, op. it pag. 148, 108
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contrino fra loro separare dal resto della superficie i punti di diramazione. In tal
modo la superficie viene spezzata in
¥ =y 20— miA-1)
parti semplicemente connesse. Mentrs il mumere folale dei tagli eseguiti (esclusi i
tagli rientranti) sarh
F=rlr.
11 genere cercato della superficia sard quindi

an 7 L P P )

ove

=
2

|
=2 (m—1).
:

La formola (IT) comprends Ia (I). Essa ci di il genero di una superficie di
Rigaanx distesa sopra uw’altra. superficie di Rigsany in funzione del genere di
questa dol numers dei fogli o dei punti di diramazione. Nel caso in cui si faccia
=1 essa si riduce alla formula nota relativa al gonere di una superficia di Kisiaxs
distesa sopra wna sfera (7).

NOTA AI 8§ 5, 6, 7, 8.

La Memoria precedents & la riproduzione integrale di quanto avevo seritto nel
1887. Nel pubblicare un breve estratts di essa senza dimostrazioni nel 1888 nei
Rendiconti del Circolo matematico di Pulermo, hio fatto per brevith una modificazione
ulla defisizions di sostituzions abeliana semplice, ehiamando sostitusione abelinna
semplice 1" integrale (destro o sinictro) di wnn sostituzione monodroma sapra una su-
perficie di Rigsaxs, anzicht di una sostituzione algebrica.

Ho preferito nello stampare ora la Memoria completa i conservare la primitiva
definizione di sostiturione abeliann, o ogni volta che ho parlato di sostituzione inte-
gral i una sostituzions monodroma sopra una superfisia di Risstaxy b detto
esplicitamente.

B corto ehe colla definizions adoperata nella Nota del Cireolo di Palermo molte
proposizion scquistano wna forma pil semplice ¢ sl abbraceia in molti casi con un
solo enunciato dells proprietd comuni alle dus elassi di sostituzioni; ma per molte
altre ragioni di eui il lottore si convincerd facilmente, & da prefurirsi la definizione
che ho eonservata.

() Ofr. Zoathen, Math. Aunalen, B, TIL




