—g =

Sui gruppi continui di movimenti in una varietd qualunque
a tre dimensioni.
Memoria del prof. G. RICCI

(prosentats dal Socio Crmmuti, npprocats dal Socip Biancm)

PREFAZIONE.

T1 prof. Braxosi in una sus recente Momoria (') ha determinato lo forme ti-
piche degli elementi lineari di quegli spasi a tre dimensioni, che ammettono un
gruppo continuo di trasformagioni in loro stessi, od ba indicato por ogni tipe lo tra-
sformazioni infinitesime generatriei del gruppo. corrispondente. Se poi un tale elo-
meato lineare ¢ & dato in coordinate gonerali, per giovarsi dei risultati del Braou
onds inare lo fine da esso ammesse, couviene procedere
come segue. Si riconoseans con operazioni algebriche o di derivazione il numero dei pa-
rametri, da cui dipende il groppo G. di ¢ui si tratta, Jo sua composizione o la sna
transitivith od intransitivith. Nello tabelle costruite dal Brawemn si troverd uno ed
un solo geuppo G sirilo G &0y & 1 elemento lineare, che ammette il gruppo &,
ta forma di quadraticn g S e A e por G in @
rimarri poi da determinare la sostituzione, per la qualo i si eambia in g, la quale,
si noti, nella sua forma pi generale dipenderd da tanti parametei, da quanti di-
pende il gruppo G

To mi sono proposta di pervenire direttsmente alla soluzions di yuest’ ultimo pro-
blema, applicando i miei motodi di caleolo differenziale assolute. Percid, partondo
dalle formole fondamentali di Killing, eseguisco appunto quoi calooli algobrici e di
derivazions, che sono richiesti ancha dal metodo accennato sepra, ma che applicati
ad un elemento lincare qualunque dinno per ogni easo ed espresse softo forma fnva-
rinntiva le condizioni necessarie o suficienti per lu esistenza di un grappo G e lo
sue equazioni di definizione. Quelle esprimono dello notevoli proprieti degli spai,

(1) Sugli spast @ tre dimensions che ummetlona un grugpo cantinug i movimenti (Tomo X1
(1898) dalle Momorie dalla Societs Talians. dells scionze)
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che ammetteno dsi grappi co i movimenti rigidi, ed applicate ai tipi del
Buancm porgerebbero dei facili critert per ricanoscore a quale tra questi sia riduci-
bile un elemento lineare ternario comungue dato. Le seconde, 1a cui integrazione pre-
senta le stesso difficolth che quelle, a cui si & condotti col metodo del Braxomr, per-
mettono di riconoscere la propricth caratteristiche del groppo da esse definito.

Quands il gruppo G & intransitivo, 1o sue cquazioni di definizione determinano
o le traiettorie percorse dai singoli punti dello spazio nel moto rigido corrispondente ;
ovvero un sistema semplicementa infinito di superficie tali, che per effetto d2l moto
stesso ogni punto dello spazio rimane sempre in una dolarminata tra queste. Cosl,
por id che riguarda i grappi intransitivi, il problema si riconduce ad uno doi due
seguenti: 19) data in una variotd qualunque a tre dimeusioni una congruenza di linee,
determinare le condizioni necessario o sufficienti perché esse siano lo traicltorie per-
corse dai diversi punti della varietd in un moto rigido di questa; 2¢) dato nells
stesen varietd un sistoma semplicemente infinito di superficie, riconoscers se in essa
sono possibili dei moti rigidi, pei quali ogni suo punto non esea mai da una doter-
minata superficie del sistema. Ho premessa la risoluziono di questi problemi. parti-
colari a quella dol problema generale; ed il prime ho anzi risoluto per wna variets
i quante si vogliano dimensioni.

Esanrito il caso dei gruppi intransitivi, che si presenta ripetutamente nello
studio del problema genersle, & poi facile risolvers quest'ultimo per cid che riguarda
§ gruppi transitivi. [ risultati, & cul si @ condotti fn questo easo, sono interessaati,
in quanto si presentano como ua maturale estensione del feorema notissimo, che
rignards ln proprioth geometrica caratteristica degli spasl @ tro dimensioni, che am-
mettono un gruppo continuo a sel parametri di movimenti rigidi. Tale estensione &
fondata sopra una opportunn espressione della curvatura di Rizaan caleolats in un
punto qualungus di una varieth a tre dimensioni e per una superficie geodstica nor-
male ad wna direzions comungue data.

Nella Introduzione ho stabilite appunto la espressione, di eui & tratta, ¢ ne ho
dedotte alenne importanti conseguenze. Di pidt ho richiamati brevemenie i concetii
od i risultati fondamentali contenuti nolla mia Memoria: Dei sistemi di congruense
ortagonali in una varield qualungue, dei quall quests ricarche possono. rignardarsi
in gran parta como una applicazione. Mentra poi ho creduto di potermi disponsare
dal ritornare sui metodi o sulle notazioni del Caleolo differensiale assoluto da me
ripetutamente esposti in altri miei scritti, ho dati nella Introduziene alonsi nuovi
teoremi relativi al ecaleolo stesso, che saranmo invoeati nel seguito di questo lavoro.

(1) Reale Aceadomin dei Lineei, Momorio dolla Classo di Scienae ftiche, matomatiche o -
tarali, seria 5%, vol, I, Scluta & giugno 1895,




INTRODUZIONE

1. Siano

a8 =3, g dr, dry=g

la espressione del quadrato dell’clemento lineare di uno spazio S qualo
dimensioni; 4 & A% (r=1,2,..x) gli elementi di due sistomi semplioi

f6h) AR =

Le equazioni

a5 _ g
d.'s_l

definiscono nello spazio S una i Tinee, che chi i
Se poii n istemi rispettivamente di elementi 2y , day, . Ay s0ddisfinno alle squazioni

M DA b (Bk=1,2, %)

(indicandosi con £, T'unitd o lo zero, secondo che gli indici & ¢ £ sono identiei o
distintd), le congruenze A, , s, .., % sono tali ehe in ogni punto dello spazio lo lines
di due qualunque di csso si tagliano sotto angolo retto; in altri formini esse costi-
tuiscono wn sistema w7 ortogonale.

Si indichino con Zay. gli elementi dol primo sistema derivato covariantaments
secondo o da quello di elomenti Ay, o si facciano la posiioni

D APAP L

2) Inij
ovvero
@) At Ln you dne Fage +

GH invarianti yag sono legati fra di loro dalle re

doni

Iwij =0
od hanno i signifieati ginematiol seguenti. Si consideri, come & sempre pormesse, lo
spazio § eomeo immerso in uno spugio piano X dotato di un numero sufficients m i
dimensioni, ¢ per ogni suo punto P si conducano in = lo tangenti alle linee dells
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congrnenze Ay, Ax  Tudicando con (hi%) una gqualimque disposizione semplice
a tre & tro dogli indiei 1,2,.m, 8 comsiderl lo spazio piane o tre dimensioni,
et appartaogono le tangenti in P alle lineo dello cangrenid Tas A, b 0 su di esso
si proiettino lo lineo stesse. Il triedro cosfituito da questa tangenti, che indicheremo
rispetiivaments con (R} (2) o (k) per uno spostamcnty infinitesimo del suo vertice
lungo une qualunque () dei auoi spigoli hisce nna |rotazione, di emi yw; & la com-
‘pongnte secondo lo_ spigolo (%), sompré elio i1 senso positivo dello retazioni intorno a
questo vada dullo spigolo (%) allo spigolo ®-

Dota una congruenza qualunque 3, si pongs br= Au ¢ siano i gyt S
sltre #_ 1 congruenzs formanti con essa un sistema A% ortogonale. Le condizioni
Sotessaric o suffcionti perch? ls lingo della congruenza X siano geodetiche sono
espressa dalle equazioni

@) fam=0 (E=1,1,n—1)

Se queste condizioni non sono wddisfatts, si ponga

¢, assunto per y il suo valore positivo,

@ 7= Sr b

Yo & soddi do alla equazione (1), definiscono una cong 2. Per ogui punto P
i S chiamo curvatura geodelica della congruenza # in quel punts un vettore eon-
dotto in X di langhesaa y o 1a cui dirszione coineida con quella della tangento in P
alla linoa dells congruenta 4.

Lo condizioni neesssarie e suficienti perchd la eongruenzs A iy normals sono
invecs mppresentate dalle equazioni

®) Fooex = T

in ewi k¢ & assumono futti i valori 1,2, n—1. Verificate queste condiziol
perchie le variaid ad a—1 di ioni tagliata te dalla
costituiscano un sistema isolermo & ancora necessario e sufficiente che, posto

it 21 Pin e

(8)

1o i siano lo derivate & wna fungone o rispetto alle -
S 1o n congruente: Ay, dns vy b 1 qui comsiderste godono dells ‘proprieth rap-
presentata dalle equazioni

yom o = 0

o cu, essendo k=, B e k assumono dal resto futtl 1 valord 1,2
dice ch 16 Cingruonse i s ;s dny coulituisoona un sistema caRIRICO ortoganale
rispotto alla eongruenza A ¢ si ha il teorema:
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Per ogni congrusss ¢ ssmpre possibile in wno o pid madi delerminaris
alire n— 1, che costituiscano rispetlo ad cssa um sistema orlogonals canonico,
Se la spasio 8 & piano ¢ la congruensa 1 @ normals ad un sistema di superficie o,
le congrusnse, che appariengono ad un sistema ortogonale canonico rispetto a )
sono tutte e soltanto quelle. che sono costituite dalle lines di curvatura delle su-
perfisie o.

2. §i supponga che una congruenza nenvale A risolti di Tines geodotiche. Sa-
ranno ingiome soddisfatte le equazioni (3) e lo (5), dalle quali & facile concluders
chio 1a ., sono simmetricke, ciod ¢he lo 4 sono 1o derivato di una funzione rispotio
alle .. Mo seguo oho lo 4, si possono metiere, in w0 o pit modi, softo 1a forma
canonica

Ay

Dara el

to+ 7o o i i xeali 6 35, 2 1., 21, » congruenze pure reall ¢ cotitienti

um sistema ortogonale. Le identitd

2 A ke

che seguono dalle, (1), assumono la forma

5.-"““ o T_ A= 0 (k=1

ed oquivalgono alle

e DA R, =0 (h=1.2,..7).

Poichi il determinante (s ) & eguale & 14, (a essendo il discriminants
dolla forma positiva g) mon powono essere simullancaments soddisfutte fuite lo
equazioni

@ 227 R =0,

o peid aleune delle y debbono essers mullo, Supponiamo ohe fiei . Fior, Yo siano

4 eguali @ 0, @y 7y oot diverso da 0. Le cquazioni (7) saranuo soddisfatte per
B=1,2 1o congruenzs, sy o ey - ¥ potranno scegliersi comunquo, puech
ortogonali fra di loro od alle &y, s, - dsj talehd si potr prendere 1a congruenza &

come congruenza V.. Conoludiamo che :
S una congrusnsa dofnita dalle equasiont

Az,
S A
= A

& normale ¢ risulta di line¢ qeodetiche, gi elementi A, del primo sistema. derivalo
Soctwri va1 X1, Serie 3%, Tom. XII. 10
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covariantements seoodo g da qusllo di elements 1. possons ssprimersi sotto ia
forma

nt
Doy 2 b s

le congrugnss 4, |}
gouas.

3. Siano ancora by 4y, .. % # congrusnze di lines eostituenti un sistoma s
ortogonalo qualunque, si mantengano le notuzioni stabilite sopra, o si ponga di pia

ds formands colla congrusisa & wn sistoma 5 orto-

drur

4
® =" ;,—': 25w e — ) + 3 G vom — via 10)

dosignando in gonerals con ds, 1'elemento d'arco dells linca dalla cangrucnia 2
passante pel punto (&, 74, .. ) qualungus. Si aveanno le ideatith

T = Forw == 0y Faius - iy =0
Di pid tra gli invarianti yyw o i cooficienti .. dolla nota forma covariants qua-

drilineare, il cui annullarsi rappresenta la condizione necessarin e sufficients perchd
1o spazio $ sia piano, hanno Tuogo Lo relazioni

Pawn =2 g 7 A7 A7 2

dalle quali o dalle note proprioth dei. coolicianti 2y, seguono pure 1o

Tra == Faru
({U] Yuirs = Yo = = 0.

Nel caso di =3 & oppartuno considarare come equivalonti gli indici congrui
sispetts al modulo 3. Con tale convengiono, posto

(10 a. o

Breirenainens
a1 Tk = Yherhet,hrtia s

il sistoma di elementi «® & controvarianto, ¢ tra questi o gli invariauti yy, hatno
Taogo le relazioni .

(12) Pie= D Ly
da cui seguono 1o
e = s
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4.-8i abbiano nello spazio 8 duo eongruenze i linee # e ¢ siindichi con B

la curvatura totale della superficie geodetica condotta per un punto qualunqua P di

8 tagenzialmenta alle linee di quelle dus congrusnze, con & 1'angolo, sotto cni

quesie si incontrano. L& espressione data por R da Rigmany colle nostre notazioni
assume la forma

SO0 R 3 ot (0 19— 9 400) (0 80 i 0y

Se, suppasto che lo spazio 8 sia u tre dimensioni, st introducono i coofisionti e
in veos degli tuss © si indica con 2 la congrucnza normale alle dus s ¢ ¥, In
espressione sopra. riportata per R equivalo ulla seguento

(15 B=D a .,

Potemo percid dirs che questa ione di B 1a curvatura
41 8 nolla direaione 2, ehiamando cos) quella della tangento in un punts qualungue P
alla linea della congraenza 1 passante por questo punto. Confrontando poi Ja espres-
sione stessa con quelle date dalle (12) per lo yus, vediame che dquesti. invarianti
rappresentano lo curvature riemanniane dello spazio S nell direzioni 4, .

Poichd il sistema di elemouti «, & simmetrico, per teoremi o, esistons nello
spazio 8 almono tre eongruenze ortogonali 4, 4,4, per 1o quali risulta

Sren k2 40 =0 (h=1,2,8).

Ogui congruenza. appartenente ad un sistomn, triplo dotato di questa propriota si diry
CONJTUSAIA prinetpale, ® DT ogi punto P di 8 si dirauno diresions principali
quelle dello tapgenti in P allo lins dalle congruente principal, o curnaturs rio-
maiiuiane principali quolle corrispondenti alle diresioni prineipali. Se 4, , 4, , 4,
sono tre ongruenze principali ortogonali fra di loro ed w, , s , s, le corrispondenti
cmrvataro riomanniane principali, si hanno por le o, la espressioni

:
4 dra = Do Ty s

per 1o quali la (18) assume 1a forma

R= D meontay,
T

indicando con’ e, , ey, vy i ango, sotto cui in un punto qualunqué: di 8 la linea
della congruenzn 4 incontea rispettivamente quelle dello congruenze principali 4, , 4y, 4o,

Suppongasi oru che lo spasio & tre dimensioni 8 fin qui considerato sia conte.
nulo in ubo spazio piano & quattro dimensioni 3; o lo sl riguardi appunto come una
superficie appartencnto a questo spazio. Se

w=3, b, dz,dz,




S
ae & 14 seoonda forma fondamentdle, si hanno Jo- relazioni

(1s) . @ = Beyier brerser — Brorses Breneer -

Tndicando poi con &y, 4sy 4 fre congraense ortogonali di linee di ¢arvatura, con ¢y ¢,s
To invarse dei corrispondenti raggi principali di curvatura si hanno ls identits
(16) b
Nel caso di u—38 dalle (T) o dalle

== 20 A e

oo i bue

che ad sssa equivalgono, s ricara facilmento cho i duo determinanti i slementl 1y,
o A sono rispettivamento eguali & ¥ e ad 1:y@ o tali di pia che il complemento
algebrieo di ciasoun slomente doll ano divise pel deterninants, a cui esto appartiens,
& egualo all’olemonto corrispondents dellaltro. Tenondo eonto di questa ossorvazions
si sostituiscane nelle (15) alle &, 1o esprossioni date dallo (16), @ si perverrh alle
equazioni

= 3 g i MO
T
A queste equivalgono 1o reciproche
2
= 24 Quon Bie Bis

lo quali confrontate calle (16) ci dicono che :
Se una. superficie @ ire divensioni & contenula in uno spazio piano @ qualtr
ioni, le cong: principali coinsidono com quolls dalls linge di curvatura,
¢ la curvatura riswanmiana in wna qualinqus diresions principale, colla inversa
del prodotto. dei vaggi principal di curvatura corrispondenti a due déiresioni
formanti con essa wie LErag oriogonale.

5. Si convenga che i simboli &, .ry. in oui ciascuno degli indiet pud sssu-
tmere tutti i valori 1,2, 3, .., rapprasentino lo zero, se gli indioi stessi non sono
4utti distinti, © che nel caso opposto essi rappresenting il numero (— 1y 4a, e
sendo » un numero pari o dispari assiome alla clusse della sostituzione

™ T Ty
(1 Al
mentre il segmo di /@ fissalo arbitrarismente por un cerlo sistema di variab
Ly ix 2 o £ DEC ORI ltro SISLEMA 1, ¥y, oY C4DIA 0 Mon cumbia, seoando cho
1 acobiane dello variabili ¥ rispetto alle z & negutivo o positivo. Si hauno i teoremi
souenti, Tn eui dimostrazione dipende da facili verifiche:
15, IL sistema di olamenti & ry..ry & covariante.
. II sistema derivato da esso covariantemente secondo 1a forma fondamen-
talo @ identicamento nullo. .
g0, Gli elomenti £¥7s=" del suo sistema reciproco sono eguali a (—1y:1a
ovvera & soro, secondo che gl indici .7 S010 0 non sono- tubti distinti.
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Yiquazioni generali del problema per una varietd qualungue,

6. Sia ancora
a5 =3 s e dis =g
?

la copressione del quadrato del)’ elemento lineare di wno spario qualungue ad n di-
mengioni in eoordinate generali, ¢ &i supponga che per nu cerlo movimento infinite-
simo ogui stio punto di coordinate &y, &, #a Assuma la posizioue doberminats
dalle coordinate oy - 7, 2y 5 T Lo EV L EN L 3 saranne 1 fan-
i infinitesime di a2y , e, - S costituenti un sistems controvariante; ed il mo-
vimento, di cui si tralts, si dird rigido se per esso la distanza di due punti qua-
lunque dello spazio rimane inlterata; o, in aliri termini, se la forma ¢ non si al-
tera por effetto della trasformazione infinitosima

ot

T A

Si dird in questo esso che la forma ¢ ammetie In frasformariono infinitesima. X();
o 1o cquazioni, cui debbono soddisfare ¥7 , 5, ... 5 perehd il eorrispondente mo-
vimento sia rigido, &i otterranno cguagliando identicamente & zero la variazione Jg.

che @ subisce per effobto di detts trasformazione.

Ora si ha
= e (222 50 4 0, )
¢, ponando
o =% e,
day | duy o
Rs = e Tz ey’
se ne trae
Y
ovvers

i, (Eys - Fur) e it -
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Parchib dunque la forma g ammetts la sostituzions infinitesima X(7) & neosssario o
snfficiente che siano soddisfatte le cquazioni

() fE =

che sono le mote equazioni di KiLrive seritte eolle notazioni del Caleolo Differenziale
Assoluto, & che ho ereduto di stabilico qui di nuove con metodo diretto in causa
della Ioro importansa fondamentale.

si indica con A una qualunque congruenza di linse tracciate mello spazio di
elemsnto linearo y/F, lo stesse equazioni rappresantano lo condizioni noeossarie e
sufficienti perché ln squazions

sia un integrale primo per fa equaziona delle goodetiche nello spazio stasso. i per-
viens eos) direttamente al nolo toorems, seconda il quale in une spaxio qualungne
ad ogai integrale primo della equazione delle goodetiche corrisponde und trasforma-
#ione infinitesima ammesea dall’slomento lineara dello spazio stesso o reciprocamenta.
Da questo teorema seende poi 1l seente corollario:

Lo parists wd'n—1 dimeusioni di wa sistema o' contenuto in uno spasio
od s distensioni s fra di loro parallete, se U elemento linsare & quost’ wltimo

ammotte n— 1 (rasformazioni i ehe lasolans inalterata
ogni variels del sistema.
In vero, se

X =34k p=1,2,.n—1)

sono 1o trasformazioni infinitesime, di cui i tratta, e A &)a congruenza delle traiot-
forie ortogonali del sistems, varranmo le equazioni

S AN =0,
lo quali ci dicono appunto che le traietiorie stesso sono geodetiche.
7. Si ponga ora
b=eti,
indicando con 4 la congruenza delle traisttorie di un moto rigide nello spazio di slemente
lingare 1. Le equazioni fondsmentali (A) assumeranuo la forma
W ke Yy =2y - A
Ponjamo ancora A.==1., ¢, indicando con 4,4y, ... 40, #—1 congrucnze, cho
colla 1, formino sisten 2™ orfogonale, richiamiamo le posizioni (2) dells In-
troduzione. Le (A) equivarmanno alle

Vod ok ke > v (i Ry s )<
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Se queste si moltiplicano per 27 1% ¢ & sommano tutte qualle, che so ne olien-
gono dando ad 7 © ad s tutti i valori da 1 fino ad n, si ha la

2y d=0.

‘Tenendo poi conto di questa ¢ sommando analogamente dopo avere moltiplicato 1o
precedenti per 27 4§ (con & o & designando uno qualunque degli indici 1,2, ...n — 1)
si ottengono le

(Ay) yur - ron=0 (A, k=1,2,..n—1).
In fine moltiplicande sempre lo stesse equazioni per 4 o sommando dopo avers
dato all'indice 5 tutti i valori da 1 fino ad # si ottengono lo

(As)

ed & fasile riconoscere ehe la (A,) e le (A,) insieme ecquivalgono ancora alle (A).
Le (Ay) si soindono in due gruppi corrispondentemante ai casi di b= 4 ¢ di A =+ &,
o per quelle dol primo gruppo le espressioni dells v, date dalle (A.) coincidono con
quelle date dalle (5) della Introduzione. Ricordando pord quanto fu detto nel § 1 si
ha il seguente teorema:

Data in wno spasio qualinque ad » dimensioni una congruessa di linee, perché
osista un mofo rigido, pel quals i punti di 8 percorrana queste lines & necessario
¢ basia

8) Che n—1 congrusnse di linee costituenti colla dala wn sistema w"®
ortogonals qualwique coslituiscano. per la congrusnza stessa wn sistenia ortogonale
canonico.

b) Ghe ogni congruensa wormale alls data sig geodetica o tale che Iz sua
curvatura geodelica risulti in ogni punio normale alla linea di quest’ altima pas-
sante pel punto stess

©) Che la congruensa data risulti deils traiettoric ortogonals ad un sistema
isolermo di parieth ad n—1 dimensioni.

Per n= 2 Ia condizione (a) & identicamente soddisfatta; In (b) non pub essere
soddisfatta aléfimenti ohe risuliando la congruenza data di lince parallele, poiche, se
lo traiottorio ortogonali non sono geodetiche, la loro curvatura geodetica & necessa-
riamente tangente alle lince della congruenza daia. Tenendo conto anche dolla con-
dizione (c), si ha dunque il teoroma nolissimo relativo alle superficie, sulle quali
‘possono aver luogo movimenti rigidi.
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1.

Bquazion generali del problema per uno Spazlo
a tre dimensioni.

8. Veniamo ora a consideraro il caso degli spazi o tre dimensioni, pel quale
consorveromo la notazioni stabilito nel caso goverale. Introducendo il sistema triplo
sovarinate di slsmnki e, del quale & stata fita parola nolla Tatroduzione, ed un
sistema. semplice controvariants, i oni elomentd i7" &0 riguarderanno. come indoter-
minati, le equazioni fondamentali (4) potranns in questo easo mettersi sotto la forma

(As) = Dt

Siano 4, , 4y, 45 tro congruenze costituenti un sistoma triplo Ulwgonalﬁ o ¢l facciano

le posizioni

0} S a=3un by (=129,

che equivalgono alle

® = Fannn o= 3 0k 12,80

Dall (1) per derivazions covarianta secondo 1a forma fondamentale & s traggoud lo
S, IS

o questa, per o (1), per 1o (&) o per o (2) dalla Introdusions, 5t trasformano nelle

Ak Fiah T T -

i =
@ e = 23 % 2o hi A et
Se st sviluppa 1a prim sommatoria o si tien confo delle relazioni, che passano tra
gli elemonti 24y @ 47, che sone gih stats indicate nella Introduzione, le (2) si
ridueono fucilments alla forma.
.
[eN] o = Fror s — ot S
o alla equivalonte, cho egue, nella qualo oon dsy, s o di si designeranno rispet-
nte gli elementi d'areo dello lineo appartencuti alle congruense A,y ket

1,
et

tivan

=2 uyui

: L/ i P
() i o= S mies ot Fres
d :
| Fo= s vuam— Fins
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Lo (A7) od (A%) tengono il posto delle (A); o dobbismo stabilire le equasioni, cui
dobbono seddisfire 1¢ indeterminate &, , 9, , &, sostituita colle (1) alle pf®, w0, pée,
perchi Lo 7.y, date dalle (A') siano effettivamonte le derivate di tre funzioni yy,7s, %
rupawb ad 2y . &y, @

. Deriviamo percid le (A) od osserviamo che le

e (£,8,1

T

cquivalgono alle

B =T W s (00

Le equazioni, che si tratta di stabilire, si presentano pereid dapprima sotto la forma

APy oo s,
. + s NN o T

g

dy dya
B o g — e o iy — 0] sl — o)
ds 1y
* wikh — Fies > * 4
D lronss — Fiomd 3 v (o 52— By G2E)
essendo oy == 1, #ayey = 2ip0e = 0. Queste equazioni si semplificans grandemante
50 si introducono i simbali yyi e per le derivate delle 7 si pongono le espressioni
date dalle (A,). Ponendo dapprima b — i1, k=i+2 si ottengono eosl la
A A - 3
ECON a.x:.T' --;,-,.r.‘,.,....—(y.(."-.+yu-,1.,1 Freer
Ie guali equivalgone, come & facile riconoscere, alle
a4
dsg
Ponendovi in vecs k—i--2, k
tivamente lo

e P i—Viretn Has,

Crige iea T = rine #4)

; ovvero h— i, k—i-1 si ottengono rispet-

i, -
s )

a0y

dsi
In conclusione la derivasione delle (A') ¢ Ta successiva eliminazione delle derivate
prime o secondo di 7y, 7,7 canduee alle equasion

a9,
Cds,’:._amz-uq'ri—/_;\n»,l’n (j=1,2,3)

=3, raun ik 2, reuidi.

ovvaro, sott’altra forma, alle

Bur =2y de X i (raries o+ rug B 5

o anche, per le (1) della Introduzione,

B S 3 (S r v — gt ) G r=1,3,5)
Queste debbono essere soddisfatte assieme alle (A').
Soaerd per XL, Serie 3% Tom. XIL 11
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Del gruppi continui non transitivi di movimenti.

a di procedere oltre nella ricerea genorals intrapresa & opportuno csaurire
6, in cof il grppo di movimenti continui ammessi dallo spazio, che
si considora, & intransitive. Cid pud avvenire fn due modi, secondo ohe ogni punts
dello spazio & costretts @ rimanere sopra una deferminata linea, ovvero sopra tma
determinata superficie. Nel primo easo la nostra Analisi ci condurch a determinare
lo traicttorie dsl movimento, ed il problema. potrd. Figuardarsi come risoluto per ua
teorema genarale del § L Nel secondo caso I Analisi stessa detarmineri in vooe un
sistema mnphumﬂlte infinito i superfisie, eiaseuna delle quali risulta per ogni
movimento rigido dello spazio trasformata in s stessa. Per risolvere in questo se-
condo easo il problema generale propostoci dobbiamo quindi risolvere o risolveremo
ora il soguents problema:

Dato wn sistema o=',8, di superjiciz in uno spasio qualungue a fre dincksions
risonaseere Se quésto ammstte un gruppa continus di movimenti rigidi, pei guali
ogni superficie dsl sistema risulti trasformata in s essa.

Si indichi con 2, o con 4, Ia eongraenza delle traiettorie ortogonali alle super-
ficie dol sistema 8, eon A, e Ay altre dio congruenze, ohe con essa formino un sistema
triplo ortogonale. Per il dato del problema dovrk assere

(e8) Sl =

o 1o squazioni (A'), por ¢ = 8, assumeranno la forma

Sarmm=0
@ 3= Diruam: Sr=—yaim.

Seo In prima di quoste non & identicamants soddisfatta, essa determing il FAppOFto 7,9y
o, ricardando 1a (1) del § T1, anche i rapporti dolle & o quindi le traiettorio del
movimento continue, ehe costituisee cosl un gruppo a un sole parametro. Lasciande
perd da pario questo caso gid considerato, dovranuo  essere soddisfatie 1o condizioni

@) Fors = pa =0,

lo quali ci dicono che la congruenza 2, & geodetiea. Abbiamo dunque il teorema:
Dato un sistema o\, S, di superficie in wno spaséo qualungue a tre dimensions,
pereké questo ammetia wi grappo contineo o pi di wa parametro di movimenti



SEp i

rigidi, pei quali ogni superfieie del ema 8 risulti frasformala in s¢ slessa, ¢
nocessaria che le superficie di 8 siano fra di loro parallele.

11 Supposte soddisfatte 1o (3), ln congruenza % & insieme normialo ¢ geodetica
o perd (n.* 2) lo congruenze A, ¢ A; si possone scegliere in modo che le espressioni
delle A, assumano la forma

A= 20 e e

11 confronto di quests eolle (2) della Tntroduzione ci di le identith
) Yo =Fin =0
@) rm=n, rm=r:
per lo quali le (2) assumono 1a forma
(=) h=nm, Hh=

Per queste o per la (1) rimongeno incognite le sole fanzioni 7, , s ¢ 5, delle quali
le (A) ¢ le (B) ci dinno le derivate prime espresso per lo funzioni stesse o per le
varlabili indipondenti. Si pud quindi asserire che

1 gruppo continno dei movimenti rigidi, che trasformano in 80 stessa oyn
superficie di un sistema o', ¢ al pit @ ire parametri.

12, Dobbinme ora sostitnire ls csprassioni di &, e 9, date dalle () nelle equa-
zioni (B) e in quelle tra le (A';) che corrispondono ai valori 1 e 2 dell'indice 4,
@ cid avendo sempre presente la (1). Nel caleolaro dalle («) le espressioni delle
‘% o 2 da confrontare con guelle dato dalls (B) giova poi avers present I identith

: g
Zamy aﬁ, S0 0

Perveniamo cos) alle. equazioni

@ =2 (Lrmm+9)=0

@) 5 ;‘"“". 0,

nelle guali, come i fark in seguito, & stato seritte 9 in vece di &,.

) Par dimostrare questa identith busta osservare che

. .
e Y amide %
S g

faz-fel

dove ¥ rappresenta una fansione qualungas.
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ora dalla i che la 4 essendo insieme normale
e geodetica, le /4, sono le derivate di una fanzione A rispetto alle ., talchd la (1)
equirale alla

o it
® X g
(8) b2

Per conseguenza affinchd le (#) ¢ (#) non introducano alouna nuova miova relazione
tra le fanzioni incoguite & necessario e basta: 1°) che sia y, — i3 2°) che il valore
commne di 7, © 7, sia funziono soltants di 4. Poniamo
@ n=n=r,
o ealoolinmo le espressioni 7, 71e , yen definito dalle (8) od (1) della Tntroduzione.

Avendo prosenti le (3). (4), (5) e (6) troveremo

s

(8 =0, yimpa=—r—2k.

La prima di questa of diea ohe 1o eongrriense 4, o 4, si possono seegliers commnque
purche normali fra di loro ed alla congrucnsa 2. Potromo seogliore Ja 4, in modo
da soddisfure alle equazioni

li,).i”h:u

z«.\ A9 0, 0,

o dsulterd
(@) ra=20.

Le oquazioni (A%) corrispondenti ai valori 1 o 2 dell'indice 4, e la (B) corrispon-
denti al valore 3 dello stesso indice assumono poi la forma

\ Thir i;im 0 A Flage s de

©y s 3
f e =2, 3 Yo o — St pia b
(D) Gy (7 = ras) (2 2 dap) - yos th B s

o perchd il gruppo di movimenti, di cui ci ocoupiamo, sia & tre paramotri, sarh ancors
necessario ¢ sufliciento che il sistems di equazioni, che comprende lo (C) ¢ s (D)
sia completo; per il che poi & richiede soltanto eho la derivazions delle (D) e ln
sucsessiva eliminazions dello derivate seconde di & uon eonduea ad alewna nuova
cquasione, o, in altr termini, che le cquazioni

o "0 g, o 11
34T, zﬂx 10 9,
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divengano: identitd, tenuto conto delle (C). Posto
e—7r" +rsm,

© ricordando che, per essere le superficio 4 parallele,  dA =ds,, lo equazioni, di
cui 5l tratts, assumono ln forma

s
{10} }‘_,;"‘{i 0

(1) v.%f: in(h- n..+2r9+:§)

(E) o (‘h”" +gi +29r) — Fan Yuse Y -

Perchd poi quests non stabiliscano aleuna nuova relazione tra le funzioni incognite
&l richiede: 1°) che ¢ sia una funsione dolla sols 1, che soddisfi alla equazione

5‘-‘:5&‘1.— —y; 2°) che sia

(12) Fia=0.

Avendo ora presenti assiome a questa le (7), (8) e (9), concludiamo che vale il teorema
soguon

Sia 8 un sistema oo di superfivie conteuula in uno spazio X a (re dimension,
it quale ammelte un grappo contimen a {ro pavametri di movimonti rigidi' tais,
che per essi rimane inalterala ciascuna superficie del sistema 8. Lo diresioni
principali di X in ogni sus pnto P sono quelle langenti alia super ficie del sistema S,
che passa per P & la normale alla superficie stessa in quests punto; ¢ le curva-
ture priveipali, di oui dus sono necessariaments eguali fra di lore, variano sol-
tanto de wne superficie all’altrg dal sistema S.

13. Sempre nella ipotesi che lo equazioni (4) e (#) siano identicaments sod-
disfatte, tonuto conto dells (1), o cost puce le (10) ed (1) (poiché nel caso opposto
il gruppo di movimenti sarebbe al pit o un sol parameteo), supponiamo che fn (E)
stabilisea una nuova relazione tra le fonzioni incogmite. In questo caso ¢ sard fun-
ione della sola 4 e saranno soddisfatte’ le- cquazio

de

+ yae yan - Zer

Ta (E) poi sssumerd la forma
:

(E) d=—3 itun—mn

sy

e il gruppo di movimenti rigidi della matura considerata sark al pil a due para-
motri. Per eid sarh poi ancora necessario e sufficionto eho la esprossione di & data
dalla (E;) cambii lo (D) in identith, poichd in tal saso le (C), nelle quali la stassa
sostituzione s intanderd eseguitn, costituiranno un sistema completo, la cui integra-
aione ¢i fornirh le duo’ incognite 7 od 7 éspresse per le varinbili indipendenti o per
duo costanti arbitrarie; mentre la (1), le () e la (E) ci damanno %, %, e 9.
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14. Se le equazioni (#) stabilissero tra la funzioni incognite delle nuave rela-
sioni, il gruppo di movimenti rigidi, che carchiamo, sarebb al pid a un uol para-
metro. Percid ci rimane da consideraro il caso in eni 3, © 7, sono due distinte fun-
zioni della sola k. In questo caso ln (8) ci d

@) F=d =3,

© rimangono incoguite soltanto le funzioni 7, ed g, delle quali lo (A’) of danno le
derivate prime espresse por le funzioni stesse o per le variabili indipendenti, sempre
che per &, , ¥, @ ¥, s intandano poste 1o lore espressioni date dallo () o dalla (#,)
@ per g3 1o 0. TI grappa risalterd quindi ol pin a due parametri, o per cib sard
nogessarlo o sufficionte che, tenuto conto delle (A"), il valora di 9, dato dalla (3,)
soddishi identicament slle equazioni (B) corrispondenti al valore 8 dall’indice 7.
£ poichd lu derivazione della (8,). tenendo conto assieme alle (A") delle (8) ed (11)
ione, conduce alle

; :
B3 I S i s T — st

e dal confronto di queste colle (B) seendono le

concludiamo che vale il teorema :

Sia 8 wu sistoma o' di superficic parallele contenwis in uno spasio = @ tre
dimensioni, % la distansa di wna qualunque superficic 8 da wna superfieis fisse
del sistema ¢ por le 3, si abbians le espressioui canoniohs

=3

Se yu ¢ 75 vono distints fra di love, il grappo dei movimenti rigidi detl spasio 3,
pei quali rimane inalterata ogni superficie del sistema 8 & al piv a due para-
metri, essendo per cid necessario o suficiente che le rolasions ¥y ¥s, Yan Yin s Fins
siano funzions della sola 1. Verificate queste condisions, per ottensre il gruppo, di
oui si tratta, basta integrare il sistema complelo

& e e

diy d dy

;;E ——rtahs Yo, ;1: N trnt
doy g 5 :
g:_-; = Jurth, Es':_ —rmm, Gl==nie +raa .

Per cid che riguarda i gruppi intransitivi'e pil parametri faceiamo ancora una
osservazions. Quando i parametri sono tre, rimangono arbitrari i valori iali di
Tyt @ By, ciod dells componenti della traslazione sul piano tangente alla soper-
ficie, mella quale aviene il movimenta, & quello della rotazione intorno alls normale
alla superficie st6ssa; se i parametri sono due, rimangone arbitrart soltanto i valori
inigiali di 7 ed 75
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Dei gruppi transitivi di movimenti,

Riprondiamo ora T Analisi interrotta alla fine del § 11 per veders quali muove
cyuarioni si ottengono derivando lo (B). eliminando tra le cquazioni oftenute lo de-
rivate seconde delle & e poi eliminando ancora lo derivats prime dolle 7 ¢ dello 3
mediante le (A) @ 1o (B). Tutte lo volte eho quests Analisi i condurra & determi-
uare o lo traiettorie del movimonto, o un sistera oo di superfisie, che non si alte-
rano pel movimento stesso, il problema sarit ricondotto a ; talehd
imarmanne da studiare in questo paragrafo i casi, in cui il g‘mppn dei movimenti
rigidi ammessi da uno spazio & tre dimensioni ¢ transitivo.

Assumiamo como congruenza &, 4y .2, tro congmenze principali dello spario
considerato; e siano @, , o , s 16 corrispondenti curvature Jprincipali riemanninne:
Avremo

(1) T Fiber = Yibea =
® lo equazioni (B), posto

@ By=3 Yoy O,
assumeranno la forma

(Bs)

= _3:.. B dip - @ (irn disne — ior Ha) -
Lo oquazioni

S = Py
=3 A

e oseguite le el joni indieate, setondo ohe & h=1, i+ 1 od i--2, si pre-
sentano dapprima. sotto la forms

equivalgono alle
\ A 2i2e 9,

S0 s —ains) L o )3 b
AP

)r',rfu(r,‘..,.—-w-.z) D
RIVN ERACHEE PR

3 iy,
2ol —pee) et —

i (B S a7 ) b s 1t - X v 1) -
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Derivands 1o (2) @ sostituendo poi alle dorivate dello  le espressioni date dalle (B),
troviamo lo

- dBiey

T O (e i) -

s dg;
iyt - 22— 2

oo St s — s (Praa - Zavien ) s

3 Burmer—rred o oot Sh s T -Bins (P 2k o) -

Poniamo

ST
=T Dl — ) fan
o per le procedenti la equazioni, ohe si trattara di stabilire, assumoranne la forma

dan
=

(s — 06y) (B Da Fianions Tn) = Tiaz #io

(@t — 0102) (P b 2n Fiosvema ) = o Yion o

Quaste, so non sono identi adisfatte, sono da aggi alle (A7) & (B).
Da ssse sogguono lo

Niwt Fivz == Giat Vier s
o perd, porchd il gruppo sia teansitivo, dopranno prima. di tutto esseco identicumente
soddisfatte le cquazioni ve= 0, ciod ls

@ e 3 o — ) ron =

Verificate queste, rimangono ancors da soddisfare lo equazioni

(Cs) (10 — 2} (1

Dalle prime ricaviame i seguenti teoremi:

1% Se uno spasio @ tre dimensioni ammetic s grupps di moviments rigidi
@ i di wis paromates, le sue curoaturs Tiemanniane priscipalt $9R0 invariants
rispetto al gruppo.

20, Se questo gruppo ¢ transitivo, s’ earvature principali. riemannians dsllo
spasio sono eostanti.

Poichd moi ci oceupiamo ora esclusivamente dei gruppi transibivi, possiamo
Aunque supporre Lo @, costanti, nella. quale ipotesi lo (F) assumono Ia forma

(Fa) (80— @ias) Trcrrien = (Wieg — 00) Fibanion»

ne & quoste rimangono pol da considerare soltanto lo equazioni (Co).
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16. L equazioni (Fe) & (C,) si riducono ad identits, se lo tro curvafure prin-
cipali, oltro ad essere costanti, sono tutte eguali fra di lore. Posto
@ m= =K
giamo allorn nel caso degli spazi a curvatura costante K. Per questi lo sei traafor-
mazioni infinitesime indipendenti generateiel del gruppo di moti rigidi & sei para-
metri, che loro compete, sono definite dalle oquasioni (A”) & (By), nolle quali alle B
ed alle w; dovranno, sostituirsi le espressioni date dalle (2) e dalle (3), o che costi-
tuiscono un sistoma completo.
Si derivino lo espressioni delle . date dulle (1) del § 1I e si sostituiscano per
te delle & lo espressioni date dalle (B). i perviene cosh & dolle oquazioni,
nte si riducono alla forma

(4) M =KD g 7

le quali confrontate colle (A) ci dicono che lo equagioni di dofinizions delle trasfor-
mazioni infinitesime generatriel dol gruppo dei movimenti ngidi in uno spazic a
ourvatura costante K == 0 sono simmetriche rispetto ai due sistemi di incognite I,
o pp:PE. Le identith

Hra e =0,

che seguono dalle (4) cf dicono anche che lo s soddisfanno ally equazioni fonda-
mentali (A). Percid, chiamando cosfieienti covarianté di troslesions e rispetiiva-
mente di rotasione lo L, e lo pr abbiamo il teorema:

Negli. spast o curvatura costante 1 sistema dei cosficieati covariants di ro-
tasione por un dato movimento rigido 8 aughe il sistema dei caeficienti covarianti
di traslasione per wi altro mavimenlo dolle slesss watura.

17. Prima di procedere ad esaminare altri casi & epportuno trasformare ancora
le equazioni (B,), le quali equivalgono alle

(B') Bior - @1
) % = Pites = @ Biei +

Poniamo

®) B aPierien Tt W

Avremo,

d% &

dign

dve

a
=3, R

Ty TR s F 2 L =+ S

Sommri wm XL. Ser. 8%, Tom. XIL 12
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ovvero, ricordando le (A'). le (8) el (11) della Introduzione, le

¥ S i dnany s
= -;+E+Z»5" }'[,Tri-i—),unﬂh-kwuw‘.;mumd»

- Fersieies Whei — Fiezini o Yhess

Dal confronto di queste colle (). avendo presenti lo (1), seguono le

eairigen Wirs — Firaeragon Y }:,, Ying \f'»—}::, g %’i"i'
1e quali equivalgono alle (B).

18. Cid premesso, supponiamo in secondo luogo
) iy =g, 0y o
Le equazioni (F,) assumeranuo la forma
(7)
¢ lo (Co) equivarmano ally

o,

2,, Fian iy o= raia h,

06, confrontando 1o (5), alls = 1, — 0. Ponends ancora ¥, = ed avendo
presenti le (F)), lo (B,) assumono Ta forma

‘E’E_N\ ;mdr---

ds,
I R
# Tt S
|44 ot e

— Gt rm) =3, i

3 dm. drin
9 =y g 5 o
@) .y =2_F o

Supponiamo 1o equni»‘ni (7) identicamenta soddisfatte, ciod chb assiema alle (6)
ol all (F,) si abbiano anche le identith .

(6) Nan=0, ymn=

ossendo ¢ oostante.

11 gruppo dei movimenti rigidi dello spazio dipenderd allora da quattro parametri o
l trasformuzioni infinitesime, cha lo gancrano, saranno dafinite dal sistema completo
che risulta delle (A7), in cui per le & siano posti i valori dati dalle (5), fattovi
v W, =y —0, ¢ delle (4). In questo sistema le fanzioni incognite sano
\Tas 7 © W, OVvers &, e perd i parametri del gruppo si possono determinar in
R companenti della traslazione e quella della rotazione scondo la tan-
gente alla linoa della congruonza 4, assumano valori inixiali arbitrar.
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Riassumendo, eoll’avero presonti le equazioni (F.) (8) ¢ (6,) possiamo conclu-
dere che:

Sona dotati di grapp di mavimenti rigidi @ quatire parometri gli spasi @
tre dimensioni, che, olre ad avere eostanti le Ioro curvelure riemaonnione priv-
cipali, godons delle proprieth sequenti:

8) Fadicandn con @, , 6y, vy queste cervaiure ¢ w = tag, @ = Wy,

b) La congruensa grincipale determinate dalle curvatura w, & geodetica ¢
normale aile curvature gesdetichs delle lines di curvatura ad essa normals.

¢) Le rotasioni yus ¢ vis hauno valors costanti opposti ¢ perd due con-
gruenze qualungue normali fra di loro ed alla congruenz principale determinatn
dalle curvatura w, cosliluiscono vispelto & questa un sistema ortogonale canonico.

19. Si supponga ora che, essendo soddisfatte la (6) e la (F,), non lo siano
1o (6,). Le equazioni (7) equivalgono alle

e e
@) ) % £

> 0 L(rm ) + 4l

) Wbt it = 3 e i e risd o, g i)

Le (7,) ci dicono che affinohd lo spazio considerato sin dotato di wn gruppo transi-
tivo di movimenti rigidi & necessario che siano spddisfatte lo condisioni espresse
dalle oquazioni

(8) (st ) +4da=¢", nm—nn=

o8 C essando duo costanti. Posto poi

Ty =csme, pmthm=cwsa,
1o (74), 6 sono soddisfutte 1o (8), asswmono la forma

de i da

o st etk
S da quests espressione di ¢ 1o (8) risultano identicaments soddisfatts, lo equa-
ioni fondamentali (A7) (§ II), in cui per &, % ¢ & siano poste lo espressioni
date dalle (5); fattovi ¥, — ¥a =0, e postovi per v, il valore di y date dalla (9),
costituiranno un sistema comploto, che definird per mezzo delle sostibuzioni infinite-
sime generatrici i i rigidi ammessi in questo caso dallo spatio con-
siderato. Tale gruppo sard quindi a tre parametri, o questi potranno determinarsi
inmedo da dare valori arbitrari iniziali alle tre componenti di traslazione. Anche in
questo caso lo spazio gode delle proprieth (a) e (4) del easo eonsiderato sopra.

20. i n cui le fre curvature riemanniane prin-
to caso 1o equazioni (Fy)
notevoli, cho legano fra di loro le curvature pricipali ¢ le

danno delle relazio;
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proiazioni delle curvature goodetiche delle congruenze principali. sulle tangenti alle
Tinee, ohe lo costituisoono, Lo equazioni (C,) ci diono poi per lo & dei valeri, che
coiincidona con quelli dati dalle (5), so in queste si pons

10y Yr=ds=g=0.

Lo equazioni (By) asswmeno quindi in questo caso la forma

i,;mé!{i:f‘l_u .

22,8

Dunguo:

Affinche uno. variets @ tre dimensioni, le cut curvature priacipali ricmanniane
sono costanti ¢ distinte, ammélta wn grappo {ransilive di movimenti rigidi & ne-
cessaria e basta che § nave cod feienti di votasions relativi alle tre congruonse prin-
oipali siano costanti. Verificate queste condizioni, il gruppo sard @ Ire paramelri
o ritulterd definito per messo delle trasformazioni infinitesime, che lo generano,
dalle equasioni (A'), in cui per le & siano posti i valori dati dalle (5), tenuto
conto deile (10).

Poichl 1o fungioni incognite del sistema sono 7 .7, s, i parametri del gruppo
potranno anche in questo caso finarsi in modo che le ti di trasla-

wione assumano valori iniziali arbitrari.




