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Sull integrazione delle equazioni della propagazione del calore.
Memoria del prof. G. LAURICELLA
(presontata dal Socio V, Vorrmmms, approvata dal Socio V. CerruTi).

INTRODUZIONE.

1. 1l Porscari nella sua celébre Memoria: Sur les équations de la physigus
matkématigne (), dopo 8 aver fabta silevare In perfotta analogia di varie quistioni,
che i presentano nells Fisica-motematica, eon quella relativa ograzione delle
equazioni della prapagazione dol ealore, fa uno studio molto approfondito di quoste
equazioni, dando in pari tempo un metodo per dimostmre V'esistenza dei loro inte-
grali rogolari.

Lz Memoria del Poixoané ha dato luogo a varie alire pubblicazioni, quali
principalmente quelle del Le Bov (%) ¢ dello Stextors (). L luvori del Le Roy
mirano specialmente ad estendere il noto metodo del alayage, dello stesso PoiNcarE,
allo equagioni della propagaziona del ealore ed @ costruire a posteriori lo espressioni
analitiche dolle soluzioni di queste equazioni I lavori dello SterLoFF mimne alla
sviluppabilith di upa funzione arbitraria in serie di soluzioni eceezionali, analoghe
alle serie di Fowrier. Anche io ebbi ad ocenparmi altra volta della integraziona
dolls equazioni dells propagazione del calore in due Note: nella prima, Swlle fem-
peraturs stasionaris (9, viprendends i risultati dol Porxoanss, mi proponevo di com-
pletare 1o studio delle equazioni in suporficie dolle temperatars stazionaric; nella
seconds, Sulla propgusiovs dol calore (), basandomi &ul risultats ottennto molla

) Bendiconti el Cireolo. Matematico di Palermo, amno 1304,
) Sur. Dintégration. dev épuations de la chaleur. Thise prosentie d In Faculld des scioaces

Sur 1o développement - d'une fonction duands suivant les fonctions harmoniques. Thi
naio 1899, — Sur Deristenca des fonstions fondamentales. Thid., 27 mareo 1808:

el Cireola Matematica di Palermo, anno 1897,

{*) Atti della R. Ace. delle Se. di Toring, 19 i 8¢
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prima Nota ¢ sui risultati del Porxcamd, dimostravo la sviluppabilith di una fun-
zione arbitraria in serie di soluzioni eccevionali ¢ 1 esistenza dell’ integrale regolare
dells equazioni dol raffreddamento dei corpi.

Riprendendo lo studio delle oquasioni della propagazione del ealoro, ho  dovate
riscontrare cho I dimostrazione da me data nella Not lle temperature stasio-
naris, non b rigorosaments esutta (1) ; che in vart lavori di questo gonere si appli-
poteninli i superiicie e di doppio strato.
sensn avers riguardo alle condizioni & eui deve soddisfare 1a densith; & cho quasi
sempre 1o difficolth cho si incontrano in questi studi dipendono dall'uso dello dori-
vate dalla funsione df Green o di funzioni snaloghe. Tnolire il procedimento stesso
@i Nevwaxw per risolvero il problema derivato di Dirichiet, riportato dal Porscart:
nella sus citata Memoria (§ VILI) o nel suo libro: Théorie du poteutiel newtonien
(§§ 157, .. ) richieda in qualche punto una pit rigida trattazione ().

(*) Velendo dimostraro, appunto come mi proponeve di fare in quella Nots, che Ia funzione v
determinats dalla serie:
R R O

dove ©, in goverals 8 una fonsione non armonica o dove vy, 6,7, ... sono fanzioni armosiche
nel campo 8, detorminate eon 1o condizioni nei. punt della superfieia limito a:
bl

® B po—0, (i—1.2,3,

soddisfa alle cqmasioni in suparficio el ealaro, basta applicars sea’altr i1 seguento tearema. del
Vourkrra: s si ha un qruppo i funzioni armoniche. in wno spasio S ¢ se a serie u dei-valori
che quaste funsiont prendona nei pusti di o 2 convergete in uguel grado su a, Iz serie U di
queste funzioni armeniche nei punti di 8 dord convergente in ugual grada, reppresenterd wna
funzions armonica ¢ nei punts i coinciderd con la seric .

Tnfatti dallo (2) 51 ha nei puoti di o2

L . . -——
0] AR (oo At )= —
& siceoma I sexie al secondo membro & eonvergents in ngual grado da par tutto, cost lu sérieal primo

Sabco aich oriarngnta oy CEgcks 18 maval gEads dalt Dilo Basiout sﬂa.”' »

¥
.
sona, come e ok, w0, o0,
teorema del Voremna, In seric

» famsioni armoniche nel exmpo §; quindi, in rem dollenonciato

3 LT
PR

sach convergents in ngual grado uei punti &i 8 (i punti di o compresi) o nei punii eolnei-

&rd. com 1a aerle 4l prise msmbro dalla (gh Cib dimostm sppunts che da ?l; 2 (atn  oontinios.
anche quando dai punti dell'interno 4 8 & va wi punti di @ o che nei ponti di ¢ la v seddisfa
all’ equazione:

2w,
n + o= cdd.

(%) Analogn csservarions va. fatta rigaardo alla wis Nota: Sull integrazions dells’ equasioni
dellaquilibrio elastico (Annali 4 Mab pars ed appl, anno 1895). Debbo par altro motare che la
Liove medificazione da me apportsts nel preseate lavaro al metodo di NEsAsy & extende sens'alto
ai caleoli di questa min citata Nota.
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Per altro il metodo di Porscantt & sempre quello oo maggiormente interessa;
perchi oltre ad essore semplice o diretto, offre il vantaggio, convenientemente ado-
perato, di daroi ogni volts i risultati espressi per mozzo di funzionl potenzial
messa 4 sola eontinuita delle funzioni date sd arbitrio nel punti della superficie
Timite.

Volendo rifare Ia via tenuta dal Porxéai#, b necessario wizitulto di fissare
senza ambiguith o di semplificars, finché & possibile, lo condizioni a cui deve sed-
disfare 1a densitd nelle fanzioni potenziali di superfivie & di doppio strato, per es-
sere sicuri della validita dei relativi teoremi fondamentali. Appunto questo & 1o soopo
dolla mia Nota: Intorna alle derivate normals della fuusions poteusicls di super-
fieio () o dell’ Appendice alls mia Mamoria: Su df wna classe di oquasions alle
derivats parsiali del sscondo ordine (). Le altre difficolth, come mi propongo di
mostrare nel presents lavoro, s superano facilmente introducendo, invecs della fun-
sione di Green e delle fanzloni analoghe, la serée di Newmann relativa al problenia
di Diricklel o quelle analoghe che ne risultano, e che si esprimono sempre per
mozzo di fanzioni potenzinli di superficie e di doppio strata.

1 nota la geniale estensione, fatta dal Porsoart (), del matods di Newmann
ai corpl semplicements connessi; & noto aneors como questa estensions possa farsi
senza supporre conoseiuio il principia df Dirichlet (*). In tal modo I utilita di avera
ogni volta 1n coluzione del problsma di Dirichlet espressn por {unzioni potenaiali
di superficie @ di doppio strato conforma sempre piu Timportanza del metodo di
Newnann; e quasntungue, per amore di brevith o anche perché I estensiona del
Porscar non ha raggiunte ancors un conveniente grado di semplicith, consideri nel
presonte lavoro solamente corpi limitati da superficie convesse; pure i miei ealooli
valgono sen’ ultro ancho nel caso di corpi limitati da superficio di qualsiasi natura.

2. Le equusioni a cui dove soddisfare la temperatura & di wn corpo isotropo
o omogenco S, nell'interno del quale ¢ & una sorgente di calore costante rispetio
al tempo, & che alls superficie limite @ trovas a contatto di un ambiente, il quale
nei punti di ¢ ha la temperaturs &' costants rispetto al tempo, sono:

— K9 fg, (nei punti di o) ::=a(:»ﬁu')_
w,

() (nei punti di 8)

dove A= : ¢ indica il tempo variobile; n la normale nei punti
i @ pella direzione che entra in §; K una costante proporzionale al coefficients di
canducibiliti interna; & una costante proporzionale al potere emissivo; g una fun-

(1) Attl della B. Ave. dolle Se. di
(%) A Mat. purs ed appl, Ser
) Acta Mathematica, t. XX. — Cfr. pare Le Roy, =
{9 SrekLosy, Sur ies problémes fondamentauz de la physigus mathénatique. Comptes rendus,
@ marzo 1899, — Sur a méthode de Newmans o lc probléme du|Divichler, Tbid., 12 fobbr. 1900.
Lex methodes genérales pour résoudre les problémes foudomentas de la physique mathdmatiqus,
Aniales da 1a Facoltd dos Scioncos de Tonlouse, 2° 8, 1L — Kons, Lehrbuch der Potentialthesrie.
Berlino, 1540,

11 febbiraio 1900,
W, T, 0
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siona dei punti di 8, eho diponds dalle sorgente di calore @ ehe, nel caso in eni il
campo § @ indefinito, si mantione diversa da zero soltanto in una regions anche
eomunque grands, ma finita, di §; # wna funzione dei punti di 8, ehe rappresenta
1a temporatura iniziale del corpo 8 ¢ che nei punti di o soddisfs, come la #, alla
equazione:

.

m

B — &)

Sia ; 1integrale rogolare delle equazionis

(8)  (neipuntidi8) o=K49, +¢, (ne puntidic) 33—; B — &),

o dy Iintegrale regolars delle equazioni:

el g ot SUBIARIE- - Ol

« (nei punti di 8] i K49, (nei punti di o) S Ry,
(Fafims = — .

Si verifica immediatamente che 1'esprossione:

&= P
& 1" integrale rogolars dolla equazioni (). Adunguo I*inéegrasione delle equasiont («)
si pud ridurre all inlegrasions deils equasions pie semplici (8), (=Y.

Ora indichiamo con p un punto gualsiasi del campo S e con 7 il vettors chie,
partendo da p, va ad wo altro punto qualsiasi dello spazio; suppaniamo che la fau-
zione ¢ sia finita ¢ continua insieme alle suo derivate prime in tutto il campo 8,
i punti di o al pin esclusi per queste derivate, o poniamo:

L (g
4.7x.£ il

11 teorema di Poisson i dd:
(nei punti di 8) o=KL +tg.

(b promesso, sia 97 1'integrale regolare dello equazioni =

(#)  (noi punti di 8) o—*3Y, (el punti di ) —kao[‘+(&$:—ﬁ0'—i),

297 i
p am
£ ehinro allora che T esprossiona:

H—= 9]

rappresenter 'integrale regolare delle equazioni (3); sicchd ¢*integrasions deile
equasioni (§) s pub ridurre a quella dells equazions ()

In conelusione abbiamo che ¢ éntegrasions delle epnazions (a) dipendo dall’éa-
tegrasione delle equasioni (a) , (AY.
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Lo equagioni () somo della forma:

(@  (usi punti di §) L=

(aci puoti @i @) 22 = ho -/

o b Tappn I tazionaria del corpo S, corri al caso in eni
la tomperatura doll'ambiente, nol quale si trova §, & data nei punti di @ dalla

esprassione £ o

Lo squagioni () sono della forma:

@) (eipntid® Z=Kao, (ool putidic) 2 o,

con f funsiono nota dei punti di 8, la quale nei punti di o soddisfa alla condizione:
A
55 k.

1 intograle rogolare & di. queste equazioni rappresenta la temperatura al tampo £,
corvispondente alla temperstara inigiale f, dei puati del corpo 8, il quale & trova
immerso in un ambicnte la oui temperatura nei punti di @ ¥ uguale allo sero.

To dimosteerd qui, nel modo dotto al § 1, I csistenza dell integrale regolare
della equazioni (), tanto nel caso di un campo finito 8, quanto in quello di wn
campo § indefinito. Dimostrerd ancors esistonza. dell'integrale rogolare dello ¢qua-
siom (), limitandomi al caso in ewi il campo S & fimito. A dir vero la maggior
parta dei miei ealooli 8 cstendo sens’altro a1 easo di campi indefiniti; ma il lpmma
el Poincard (1. 0. § H), che io qui ciporto ¢ ¢he & fondamentale in questo studio,
almeno o8l come sta, non vale ehe per i soli campi i

3. Aleuni casi semplici, come ad esempio quello di un parallelepipedo rettan-
golo, di un cilindro circolare retts, eoe., sfuggono alla rattasions generale; ¢ quindi
ho ereduto opportuno di ccouparmi in un ultimo capitolo degli sviluppi in serie di
coluzioni sccezionali. della. propagazione del ¢alore nei casi in cui il eampo & formato
di un segmento o di un rebtangolo. Questa tratiazione b guida sufliciente por la rat-
fazione dei casi dal parallalepipedo rottangolo, del cilindro cireolate retto ¢ di altri
analoghi.

T metodo che o temuto in tale studio & quello chassieo di Caveny, modificato
in modo da uniformarlo, per quanto fosse convemiento ¢ possibile, alla trattazionc
generale. Lo sviluppo dello funzioni nel ense i un campo rettangolare & stato qui
ottenuto per dus vie: sia, oiob, applicando sucoessivamenta gli sviluppi in soris delle
fanzioni di una variabile, come suole ordinari fansi; sia i
il metodo tenuto in questi stessi sviluppi.

In ultimo, inveco di applicars questi risultati al probloma del raffreddamento
dei corpi, come avrei potuto pur faro, li ho applicati alla risoluzions del problema

(3] Nel casa della fimpermeabilith parfutta. (h=0) si deve svoro, come  nota, 3—;-_ .
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delle temperature stazionaric nel easo del rettangolo, mostrando in tal mode che il
problema dogli sviluppi in serie di soluzioni eecezionali e quello delle temperature
stazionarie possono essere 1'uno all'altro di swssidio.

CAPITOLO L.

Integrazione delle equazioni del tipo (d).

1. Sia 8 un campo finito & tre dimension, limitato da una superficie convessa o,
1 quale abbia in ogui suo punte il piano tangento dsterminato o la eurvatura finits
@ continua; sia §' 1o spazio estorno & @ el w(m) una funzions finita e continna dei
punti m di o. Tndichiamo eon  la distanza di un punto p di 8 o di un punte 7'
di § da un altro punto qualsiasi, eon / ln distanza di un punto s di o da un altro
punto qualsiasi, o con @ la normale o o nella direziono che entra in 8.

Posto:

2l
U= zﬁfu{m) —4«. u\(s)sszﬂ_}:m_’m.)gdﬂ

si ha, eomo & moto,
Tim Uy(p) = i) 4-ufs),  lim Uy(p) = () — n(s) »
pme g

intondonds cho i punti p e g i evvicinino al punto s con uny legge qualsiasi o
mantenendosi il punto p sempro nell'interno di 8, il punto p sempre nell’ interno
d4i §; e si ho inoltro che la w,(s) & nna fanzione finita o continua dai puntis di o,
che noi indicheremo con uy(m).

Similmente, posto :

1

21

1 ¥
—_;"j;u,(ml 7 da.,

ET_ Uslp) = wafs) -+ mfs) m Us{ p) == uy(s) — wa(8);

risultera :

@ cosh in generale all’ 455 oporazians, posta s

l 1
Iy Swac m}-
sard:
@) I;I_nn U} = tfs) - a5 Jim UL = w(e) — s (5)

qualunque sia il valore intero ¢ positivo dellindice i
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Come & uoto poi, 5o My, My, My, ... Mo, iy s 2o 000 rispettivamente i
massimi ¢ i minimi delle funzioni finite o continue w(m) , k() , wa(m) , ... su tutts
la superfisio o, si potrh sorivero:

(8) My =Miy M=, Mi—m= oMo —m),
con ¢ quantits positiva inferiore all'unitd; ed inoltce si aved:
@ Lim () = Lim M = Jim s = C,
=5 sy =
con O guaniith costante indipendente dal punto s di o.
2. Ora si supponga che, per una ragions qualsiasi, 1a costaute C sin mulla. Tn
questa ipotesi si avrd:
i = lim M; = lij =03
w Inniinii=lnn,

allora, avuto riguardo alla seconda delle (3), risulters che lo m; sono tuite negative
o mille; e quindi, avate riguardo alla torza dello (), potremo scriver:

@) My = My — m; = ¢ (Ma — o)
Cib posto, i consideri la serie:

(5) g(m) == () +u,(m) +- wa(m) -+
Poicht & ha:
)" Judm)| = M =o' (Mo —mi),  (e<1)

avremo che la serio (5) & convergente in ugual grade su futta la superficio @3 o
quindi 1" integrale :
o

1 ft.o(w!) = do

sarh una fungiono finita e continua dei punti di 8 o di §, secondo che il raggio
vottore r parte dal punto p o dal punto p, o =i mantiene tale anche quando i
punti p o ¢’ si avvicinano indofinitaments & o. Bssa poi @ armonica tanto nello

)

spazio §, quanto nello nallo spazio §7; o all'infinito si amolla come .
Supposta che si trakti del punto ' di &', si avd, analogamente alla seconda
delle (2),

o fw M—v(ﬂ‘

i ® ()

Sourea pa1 XL, Ser. 8%, Tam. XIL 17
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ossia, integrando. par seris (1) & facendo uso della (5),
,l.','l'. D(p) = m(8) +1als) 4 — () - wale) 4 wesls) oo
= —ufs).

Finalmente, so i ammetts che la fonzione data a(m) & fale che esistano e siano
determinati, finiti ¢ contimui i due limiti:

(o]

Tim 2, gi 20
m' g
risultard ancora (%) :
lim 20 0,
e
2
) T

3. Premessi questi
delle equazioni:

sultati, proponismoci la ricorca di un integrale regolare

©) A'p=o (nei punti di 8, _?5‘:=,r(m) (noi punti &i @)

con f(m) funzione arbitraris, che perd soddisfa alla condiziona:

o) S rimyda=o

ed & finita e continua su tutta la superficie o.
Intanta, posto:

0 [

si avrd, in forra della continuih di f(m) ¢ delle cvnlli’liuni geometriche poste per

cik Jim 39 yon6 fanzioni finite o continus
I’ o I

1a superficie o (*), cho le espressioni lim
pimo

dei punti § di o, e noltro :

(12) lim =% “Q hm =1
e
3

3
=
() Quastunqeo e fanzions = divonga infinita nel punto s & @, pura il tearoma doll'inte-
grazions per soric in quosto easo & valovole (efr. i ,1 caso degli integrali semplici: Dist, Fon-
damenti per la teorica delle funsion
(%) Cfr. 'ppondice della miu cit.
() Cfr. mia cit. Nota doll'Ace. delle Se. i

Tariuo, Art. IL
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 noto poi che, se esiste un integrale rogolare » delle (9), ne esisteranno. infi-
niti altri, § quali s possono obteners sggiungendo alla funzions v nna costante; o
che 12 condizione (10) & necossaria por I'esistenza di mn integralo rogolare v delle
equazion (9).
4. Supponiamwo ora che la fonzions u(m), introdotta al § 1, sia ln funzione:

Q- (U,

[E

dove bisogna avvertice cho la variabile m, la qualé comparisce ssplisitamente sotto
integrale. & bila di intograzione. In questo caso la costante € & offettivamente
olla.

Per dimostrarlo osserviamo angituito che Ta funzione u(m) @ tale che esistano &
sono determinati, finiti e continui i dus limiti:

Infatti si ha:

(neipunti di8) Q@

vl ) L[ (im22) %
n ‘*"74:“],(!: ,.n) "

1
- g 1 o N s
(nel punti A1 §)) —Q:I;‘[a(m);-.:c 4-£(,'H ‘\3)‘:,
donde:
1 1
(s punki i) 0, =5 J u(m) =L o

(noi punki di §) Uy = fu(:u)—de— 2Q+Mj(“ “n) T»

@ di qui apparisee appunto 1 esistenza o 1 ngunglionza dei due limiti sopra seritti.

Cid promesso, sia P una fangione armonica in tutés lo spuzio, che mei punti
di o prende il valore A costante e diverso s zero. La P nei punti di 8 sars
certamente uguale ad A: nei punti di'S' esistord o, dovendosi annullare all'infinito,
non sard eostante; di modo che lo dorivate prime di P saranno nulle net punti di 8
o generalments diverse da zero nei punti di §. Ta P poi all infinito si sonulle

1 ot iy
come _, lo wuo derivate primo come 3 sicchd, posto:




il lemma dé Green ci dari:

J‘wdo fp mr——”( ( (—)gds+u.

*
(18) f_ g0
Posto: e
T=ImT;,  U=lmUi,
=0 =

sarh:

¢ quindi:

Ora si hat

e al;
0 :Aj da f (e
o, applicando il lemma di Grees,
0 P
Jip s (WA

i u.ij da =10,

siochd avramo:

o dalla seconda delle (2):
fu[—~dn= me 2 s

qualongue sia 1'indice 7. Adunque st s, avuto riguario alla (4),

3 Bl B b v B
Jrotm2E o= [y 2B o= - = [ ) 3% dr = —cf[ R
Di qui, rammontando che si & posto:

Q(m) = u(m)



PR,
o facendo uso del lemma di Green, risnlterd:

= B, oo 2 Tgnag
o[ 3% e [ a3 de = [ im 33 e [(1im S,

¢ dalla (12):
2P im 22 go —A [ 150 2 do —
cj M‘ta?AJ:-l':z'M dcr_A‘J:l:\?“_m do A.J:,f(;»)da.
Ore In funzions @ nel campo § @ armoniea; per eui si ha:

_J:limﬂdt‘l:i];

oo

in questo modo, facendo uso della (L0), avzemo:
o240,
o, avito riguardo alla (18), risulterd:
C=0.
5. Cid posio, si consideri la funzione:
14 T—@4Q.
Poichd Q ¢ @ sono armoniche in 8 ed in 8, lo stesso sard di T. 8i ha poi

dalla (7):
Jug o) ==a)=— Q) ;

risulterd quing
T{p) = 0.

i

e 1
Le funzioni Q o @ si aumillao all'infinito rispettivaments come - o Fl por

cui la funzione T si annullera all’ infinito ¢, in conseguenza della formola pracedente,
& aveh identicamente in tutie lo spazio 8:

Ta=0 (%);

e quindi ancora:

Questa formola, insieme alle (8), (12), ei dark finalmente:

TP o L+ ( L T ) 2Q Sy
L i 2L Jimae e (Hm 2T jim 2 1 ~lim 22 = 79)-
i Tt 2 (s 32t ) 4 (3 —m )= )

(1) Questo risultato i dice cho una famsione potemsinle di superficie G, A1 cui Ia donsith sork-
disfa alla condiziono (10), =i pud semjre trasformare mei punti dol campo 8" in una funelone. po-
tengiale i doppin strato — .
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Adunque la fensions T, data dalla formola (14), & arnonics in tutte o spusio S
¢ lo sua derivata normale tende verso i valori arbitrariamente dati [(m), guands
dat punti dell'interns di 8 ci si avoicina indefinilamente ai punti i o; quindi
essa. risolve lo equazioni (9).
. Senza fare aleuna supposizione sul valors della costante €, si consideri

gulm) = fulm) — () | + Jaralm) —wslm) |+ -
[t(m) — e () | == My — ey = My — i = of (M —ma)

quindi la serie gy(m) converge in ugual grado su tutta la superfieio . Allora, posto:

1
S
1 r
®Y @, =ﬁf”w,(m)3; da,

risultera @, funzione finita ¢ continua dei punti di 8 o dei punti di &, auche quando
i punti p o o si avvicinano indefinitamente & o.

Supposto che si tratti dol punto p di S, si avrd, snalogamente alla prima
elle (2):

1 2
1im @) =5 [ ) L e 9.0

ossia, integrando per serie o facendo uso dalla (5),

- Fim“ﬂ"(nhlmi-!) — @) () ()|t L) — (e} Hale) — ()
@ —-u(s)—C.

Tnoltre, se si ammotte anche qui che la funziona w(m) & tale che esistano o
siano determinati, finili o continui su ¢ i due limiti:

i 20 g
i ST
risulferk
@y lim%‘,‘ —im 2 g

2 W eo

La @, poi, come risalta dalla (8°), @ armonica in tutte § ed in tutto &, all'i
finito diviene infinitesima wmcrl, ¢ le sue derivate primo divengono infinitesime

1
come .

3V, Premessi quoati. risultati, proponiamoci 1a rieore di un integrale rogolare
dolle equazioni:

oy Ay =0 (nei punti di §), ::—i:=[(m) (nei punti i o)

con f{m) funzione arbitraria, finita ¢ continna su tutta la superficie o.
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La coudizione (10) in questo easo, como si #a, 0N & necessaria; e, sé si ri-
chiele che Vintegralo o delle (4] si annulli all'infnito come L, osso Intograle sarh

unico.
Posta anche qui:

: [,
aiy Q=L [l

s aved, come al § 8,

o 3 —,!3?;2—%=r(=)=

o, o si suppone che la famsione u(m) del § 25 sia 1a funzions:
Q=g [0 g,

avremo, come al § 4, che questa
determinati, finiti o continui i dug

nzione a(m) & tale appunto che ecsistono o sono

Y. 8i considori ora la funziono:
4y Ty = — Q.
Essa & armonica in tutto 5 o in futte 8 come le fumioni Q, ¢ @, ed all'in-

finito diviene infinitesima come 7 mentre lo sue derivats prime divengono infinite-

sime come ;, Si ha poi dalla (7):
Emnw.(r)= ) —C=Qi(s) — C;
risulterd quindi: ¥

Tim T(p) = —
Tim T(7)

Segue di qui che la fanziona T, & uguale & — G in tutte il eampo 8 (*}; 0 cosi
sarh:

i

Avromo dunquo, fasendo uso della (8)' e dalla (12),

W D)
A im !
P p, o )
.,.gmn —l:\l:jﬁ'; £(9).

(1) Questo risultat cf dice che una fanzions potcuziale di superficie @, & densit arbitraris,
i pud sempre trasformare nei punti del eampo S i una fami
(Cfr. per il risultato inverso 1a nota (%) in fando all’ Ap

tenziale di doppio strato.
tice dolla min cit. Mem.).
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Adungue la funsions T, , data dalla formola (14)', ¢ armonica in futlo lo
spasio §, all’ infinito divieno infinitesima come % suantre le.suc derivate prime
divengono infinitesime come % ¢ la sua derivata normale, eol tendare dei punti p'
di § ai punti di @, tende verss § valord arbitreriamento dati di f(m); ossa quindi
rappresenta 1'intograle regolare dello equazioni (9)'.

. Stabilicemo in questo paragrafo aleune formole, relative al problems del § 8,
ci saranno uiili in seguito, Auzituite s osserviche la funzione /() & suppesta

ta; per cui sard:
|fom}| <1

con s quantitd finita, che si pud fissare. Si osservi poi che I'integrale f;% & una

funziono finita e contina dei punti di futto lo spazio; per oni si pud serivere:

con T quantits finita dipendente da . In questo modo avremo :

(15) Q] =1
per conseguenza:
My — my < 2Lt
& in forza dolla (3)7,
] = ¢* (Mo — 1) < 2Dp g’y
dondo:

(16) gl =it A2 -~ o] <

Ora si ha:

3l
1—e”

1
tin Tlim @ Him Q5 [ g(m) L B P
Ll &t =l e tela) Q0] v (8)F1aa(s) g (s) Huls)
=2(s) 3
s poichi il massimo valora ‘ohe pub prandero la fanzions armonica T & su o, £l avrd
in forza della (16):

17

Si determini la costants A in modo che sia:

[ +ado=o.
Poich T'esprassione T+ A deve annullarsi slmeno in wn punto di o, avromo
dalla (17):

an A} AL

a




e quindi, posto:
(14)

sard T I'integrale rogolare delle cquarioni (9) tale che

@8 7 do=0;

& ingltre si avrd:

a7 7| <Hg,

con T quantith finita, dipendente dulla sola naturs della suparficio @ eoma ls quan-
tita L o ¢.

6%, Tn quosto paragrafo stabiliremo alcune formole analoghe allo precedenti e
rolative al problema del § 3%, Posto anche qui:

)l <<u,

dalla formola:
|4 — g | = 0" (Mo — ia) << 2Lpeg®,

risulterd:
(16 |l =IJm— | i — f | < 2Ln (1 + e et -
o poichd:
20
lim T, — lim &, — lim _'[;.,,{w) \; dos — g,(5) — Quls) =

—20,(s) —

Jin(e) — wla) =+ hsls) w()] - - — gals) — e}

L%

sard
. [0l< Ly,

od in § (i punti di @ comprosi):
a7y < T

& quindi, posto:

si potch serivere:
(17Ya |Ta|<<Hip o

con H, quanitd finits, dipendents soltanto dally natura di o come le quantith L o e.
7. Proponiamoei ora la ricerea dell’ integrale regolare dalle cquazioni:
(19) So=0 (nci punti di 8), ;‘:ﬁnu - f(m) (nei punti di o)

por qualungue valore finito ¢ positivo di & o per /(m) fanziono finita ¢ continua
qualsiasi del punti di a.
Socerh pwr XL. Ser. 3% Tom. XIL 18
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Si supponga dapprima che la funzione f(m) soddish alla condizione:

[ fim) doa=0.
Gib poste, st sonsiderine Jo eqagioni:

Aoy =0 (nei punti di §),

= f(m) (e

Indicando rispottivaments con g%, A, , », le espressioni analoghe alls s, A LT
del § 6, si aved dallo (6), (11), (14). (14),, (18):

punti & ).

1

L
S 1 v 1. (opim) )
L fwm—.m 4.1*4;{{ 0 4o+ Aus -L‘v.dd_—ij‘

e nei punki di §':

1
- ar
i SR O e sl L (fm)
@ e lle e
Risulta poi. dalle (16), (17), (17)s:

22) lp<5

indicando anche qui con pr il massimo valore assoluto di f(m).
Analagumente st considerino lo equazioniz

4L
Aol <=, ool <Hp,

Ao =0 (se punki i 8). 2 pu(on) (nei punti di o)

e si introducano i simboli ¢, A, o, analoghi ai precedenti ¢'®, A, v,. 8i avra:
| i
L e Loy Bty
e m=g [eoTa— b [Punpn, [

@ nei punti di 8':

1
o U ;
(21) p i 1;5;“ T;da ! [

“Aulder

@ si avranne ancora le disuguaglianze:

2L
1—e

L
@ el e, A<, i<

Soguitands indefinitamonte nells stessa guisa, ofterremo trs serie di espressioni :
0 N
tali che per la teron generica ¢© , A, , o si avrh:
w0,

=0 (oo punti di 8), 2%y (m) (nei punti di o)

20y -




(noi punti di §)

1
o 1 n\‘ oy 1
oy omg e e g,

(221 fy“‘\(mll‘u. A< i% Hip, o] <H+p
8. Ora si considerino lo tre serie:
\ o =wy+ vk vk o

P e g b R e
A=A Ah 4 Akt

(23)

In forza dolle (22), (22),, (22), per tutfi i valori positivi di 4 inferiori
ad é. la prima di quoste saris convergo in ugual grado in tutto S (I punti di &
compresi), la seconda converge in ugual grado su tutta la superficie o, la terza &
una serie pure convergente; e porcid per questi valod di £ la o sard cortamento

una funzione finitz e continua dei punti di 8 (i punti di o compresi), la ¢ sara
IIA funzione finita & continua dei punti di @, la A tna quantita deter-

lutcgmnia per serie, risulterd poi dalle (20), (20)., (20):

L
S

J_'f.;—..'.:f fr"{'”m,;-gl
Mf .Ja-p-mgn

do i

(24)

(25)
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Dalla continniti della espressiono 4o nei punti di o segue:

@) lm **f[—v—ﬂcw—hm =1 &Udv#_4n(,r+ﬁu)h
dovo & & un punto arbitrario di o, p ¢ # sono dus punti rispetiivamente di § o
Inoltre In funzione @, che comparises nelle formolo (24), (25), & quolls, ana-

loga alla ¢ dei §§ 2, 6, che si otterrebbo partendo, invece ohe dalla /(m), dal-
T'altra espressione /- hv; per cui si aved, como al § 2,
1

L
) S
@7 1:"'.,‘.1:‘.,[“' Al
Dalla (25) risulta che le derivate prime dell’ esprossiono al primo membro
dolla (25) stessa sono nulle in tubti i punti di §; per eui sard:

1
B
L ah'

g [+ ho E=
gt hnjzrx\ e b il
Questa insiomo alla prima dolle (24) ed alle (26), (27) ci db fnkmente, essendo A
quantits costante,
1

o=
gsn LT e

3

T 28] TR I S 0]

_,}ﬁwizn.ﬁw Dndu_énj; - ""’}*
=i

T
pe=0 BN pemo

)

3
4,, (,‘—« Bt

1
— E%_ Al o)y =/ -+ o).

(1) 8i pud unche ragionare mel soguents modo: Dalla (25) si ricava:
1
Jim Jq,"m Ly ffi;.‘!,k
Quests formola ¢i dico he I'espressions al primo membro esisto od  fnita v continua su

= Frmodn,
mode chie esistari o sarh finita o continua su o [efr. In nota (%) in fonda all'Appendice della.
cit. Mem. degli Anmali di Mat] anche Valtra esprosuione:

tim L J‘wara-
pest 30 W

& comsoguentemente dalla tearia dolls fangioni patenziali di doppio strato sb aved la (27).



— 141 —

Di qui risults che la funsions armonica, determinate dalls prima dells
serie (28), ¢ Uintegrale regolare dolle eynasions (19) per quoluugue valore posi-

tivo di B inferiore od -
9. Ora si fissi un valoro pasitivo 4, del parametro A iuferioro il ;. Bisaudo
Ia quantita jo costants, s (19) ci darauno per &=yt

d'(u-{-g—.):(). A’(u—i):o (uei punti di §)
i Jul
w—ﬁ»(a-}-i)_f—pﬁﬂ. -"(uT—)fm(ufi-:)=t+ﬂzo

(nsi. punti di o)

& quali ultimo & possono ancora. sorivere:

it

(28) L”:;@ = i:..(v +1 o (v-— nﬁ) (nei punti di ).

Di qui segue eho 1 espressione u+£ non pud mai ossere negativa. Infatti se
divenisse negativa in un punto qualsiasi di S o di o, dovrebbe in wn cerio punto
di o avere un minimo negative, e cosi la derivata normale in questo punto dovrebbe
essaro positiva o nulla, contrariamente alla prima delle (28). Similmente Ia espres-
f nen pud mai essere positiv; di guisa che in un punto qualsiasi di §
(i punti di ¢ compresi) si avrd sempre:

sione v —

(29) lel<4:-

La funzions ¢ che comparisce nella formola (24) & quella che, come & stato
osservato procodantemente, si obterrebbe partendo dall esprossiono Ao~ /, invecs che
dall'altra f(m); o poiehd per A== f, si hn:

(o) lhw + f1<220,

o) avremo, analogamente alla (16) per h == hs:

(81)
o analogunente alla (17):

(32) 0.

 ancors ragionare nel seguonts modo:

() Tn velazions alla nata (1) del paragrafo precedente
Puichi por h<<gr osiste Tintegralo vogylare delle equasion (19), che & sucho naico,  ehisro che,
partando dalla funzione f+Ae ¢ adoperando il procedimonto doi 85 2, 5 ¢ 6, ¢l devono frovare




— 42 —

10. Promesso questo disnguaglianze, 1o ultime due dolle quali potrebbero anche
ottenersi dalla seronda o dalla torza della serie (28) sotto una forma un po diversa,
si considerino gli integrali wg , @y 5 s , - dalle oguenti equazioni:

(nei punti di 8) we=0, S A, =0, Mgy
(aei punti di o) 220 — By -, 24 b ey by e

Indieando daceapo con g , ', g® .. lo espressiont analogho alla p dol § 8
o con Aoy Ay, Ao 1o costanti analoghs alla costanto A dello stasso paragrafo, cor-
rispondenti rispettivamento agli integrali w, , , ,10y ... dello equazioni procodenti,
avremo dalle (24):

[l [wde=o,

1

L
L o A
s 2«.[," o
e o kb
[0t dg— e [ty 4, [ wda =0,

P owdy

o dalle (20), (31), (32):
ol < Bl < o bl <

4L, 4L
B |y o<1

(a4 le®l<y—

sr.p

18,/ <7 Al <

L r 1 Bty
[y Lae—o [ L=,

1

5L
I,J” ar T L [(wazthown
wmhe® " 4mr i o

i carta funzioue @, analoga alls @ ol § % & una certa costants A, analoga-alla A del § 6,
tali che

S .
£ rfp—'d.. A M’n'u—l—\‘ L...rv::n‘

=2, i s

kd —‘m(”h j-i 82 g0 (e panti 41 8,
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11. €ib posto, si considerino le tre sorio:
w=ws +wih waht -
(36) 3 G - OR e OR -

A=A, +AR AR -
con & parametro positive.
Dalle disuguaglian;

34) seguo che, per futti i valori positivi di A inferiori
ad iy, 1a prima di queste serie converge in ugual grado in tutte § (i punti di «
compresi), 1a sconda converge in ugual grado su tutta I superficie o, la tersa &
pure convergente; e percid, per questi valorl di &, la w rappresenta certamente una.
fanzione finita o eontinua dei punti di 8 (i punti di o compresi), la g rappresenta
um funzione finita o contimua dei punti di ¢, Ja A ¢ una quantith determinata ¢
finita.

Integrando per serie, risultord dalle (33):

1
3L
" Lol
lochto e e
1
2
: hoite
I e S
(37) 4 =
A

5 > .
L g s o
+‘<2n..[ﬁ“ Gibmreed

i

I‘wdu=ﬂ_

e dalle (35) si avrd nei punti di §:
1

P e LT PR

e ? 2 Ity

38)

erh,.m,ﬂ;h,*

Dalla continuith nei punti di o dell’espressione /- (h 4 ho)w segue:
(59) tim 2 [ LEAERIe b g, v,J [t b
pr=a Via » S Wite

g} (B R




— =
dove s & un punto whitraria i @ ¢ p,p sono due pmi rispetizaments A 8 o
3 € Inoltre la funsione g, ohe eomparizce nelle formola (37). (98), & guella,
analoga alla g def S8 2, 0, eho si attorrebbe partondo dall espressione /- (4 - AeJer
invecs che dalla f(m) di quel paragrafi; per oni si avrd, come al § 2,

1 1
Rl »L
i JJ‘ S T Ldg=0{
(89) ,].iﬂzn..’ - da ,l-im j;g; _Mdd o)

Oca dulls (38) sisulta che 1o derivate prime doll"espressione al primo mentbro
ol1a (35) skosoo sono mulle in butti § punti dol campo §; per ouf sark:

L
e Lot

lim
s

o cost avromo dalla prima dalle (37) e dalle (39), (80):

1

S
1 T A (ftGtke, )
Tjumwdd drla r d‘i

tim 22
peco 1
S22
NS e T
,l.'“fnng‘m I At v d”;
1 1
EE e
2l (T | 1f St
= hﬂnni“’ e '“}
A-leim A fl'—‘f'—“’- (LD LV T ifii——f* ""‘“a;:
Tot Lpuco n " it oo 3

—— L[tk | =l Gt ok

Di qui risulta che la funsions armonion, daterminats dalla prima delle
seris (38) por h<Zhy, & Lintograla regolare dolle epuasionit

(40) =0 (el punti di ), 35— (hF-h)wt (ol puaki di ).

12, Ora il valaro di & st pub prondore vicino quanto si vuole ad Ay, coel come e
si pud prenders vicino quanto si voole & = ; di maniera che bastord seegliere by
suffctontemento vicino ad ., perchd anche J si passa pronier viooo ad X tao

quanto si vuolo. Tn conclusione la # rappresents Vintegralo regolare dello equi-
ad o6 tanto quanto si

sioni {40) per b By inforiore al valore 33 e anche viel
vaole; ossia w rapprosenta 1'integralo regolaro dalle equazioni (19) por. qualungue
wvalore positivo del parametro & inferiore 8 i

(1) Cir. 1a nota ') del §8
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Seguitando sompra nella stessa guisa, dopo ¢ operazioni arriversmo alla detor-
minazione dell’ integrale regolare delle equazioni (19) per m<§ i modo che con
questo procedimento & pud arrivare olla doterminaziono dellfnfogralo regolaze dalle
oquazioni (19) per un valors positivo prestabilite qualsiasi del parametra A.

13, Rammentiamo che per dimostrare 1 esistenza dell’ integrale regolara delle
equazioni (19) per qua valora positivo del parametro A, abbiamo fin da prin-
cipio suppesta soddisfaita la condizione :

_[:fd'n‘ 0.

Nel casoin oui 1a £{m) non soddisfa a quests condizione, si. ponga:

J:fd!as Ba,

dove a & V'area della superficie o, B una oostante cortamente finita; o si consideri
Ia funzione: =

f'=f—B.

_j:,"dv=.£fdﬂ—wEBdﬂ

o quindi siamo sicuri doll'esistenza dell’intograle regolace o' dolle oquasioni:

Bi avrh:

WA £ (ndi punti di a)

A =0 (nei punti di §), 93-;

per qualunque valore positive del paramoiro . Posto adunque:

aveemo:
Ap—0 (nei punti i §), :—’;:m-ﬁr (ool punti di o)

o cost risulia dimostrate Uesiclensa doll’ infegrale rogolars delle equasioni (19)
qualunque sia la fuasious finita ¢ coutina f(m).

7% Gi si proponga ora. la ricorea dell' integrale rogolaxe delle equazion
;: — kot f{m) (aei punti di @)
per qualungue valore finito o positivo di A o per f(m} fumiono finita ¢ continua
qualsinsi dei punti di a.

Per questo incominciame & considarare o squazioniz
—/f(m) (nei punti i o).

(19y  4*»=0 (nei punti di §),

gy =0 (uoi punti di §,

m

Tndisands con g , s, Cy rispettivamento le espressioni analoghe alle ¢y, T, ¢
Al paragrafo 65, si avrd dallo (6)', (1Y, (14) :

(@2o0y i[‘,'ﬂ:ﬂ de,

Socterh oer XL,
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o nei punti di 8:

1
L
1 o 1 [ f(m)
= [t et [ L e
Risulta poi dalle (15)' 75, (175
(oY lpol<iZo i, (G L, (o] < pHy,

l—e

indicando, come al solito, con il massimo valore assoluto di f(m)-
Analogamenta si considerin lo- equazi

Wn

A7p, =0 (nei punki di §), =, (nei punti & o)

o si introducano i simboli g, v, C; analoghi ai precedenti g, vy, Gy i avrd:

1
S0
. ik ot 1 [in
(@00 L znj.- Lt +-lrr.£ v

o nei punti di 8t
=z fw"’—da+hf-rta.

@1,

& si avranno ancors 1o disuguaglianze:
2L

(22)s le <7 H, [Ci|<LpH, [o]<aH.

finitamente nella stessa guisa, si otterranno tre serie di espressioni:
HI O P o M S
tali che per la terna generica ¢, vy, C; si avr:

Seguitando

g g

A= 0 (noi punti & 5'). 2 — oy (nei punti di o)
(20Y¢ o= fgs*"fa-pu_j-"“’
@1y —Ci=y ! f(,p"'—da +4“f ot gy (nei punti di §)
(22) |90 < o e, (O] <TpHi, ol < .

I—¢

8. Om si considerino lo tro serie:

v=uy vk Aot oy
B e O
C=0s 4Gk +CN +

@y
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In forza delle (32), (22)5, (22)y, per tutti i valori positivi di & inferiori
ad -, la prim di questo serio convorge in ugual grado in futto §' (i punti di @
compresi), la seconda convere in ugual grado su futta la superficis , 1a terss & pure
convergents; e cost per questi stossi valori di A la o sk cerfaments una fanzione
finita. & continua dei punti di §' (i punti di o compresi), Ia g sarh certaments una
fungione finita e continua dei punti di o, ls € una quantitd deferminata e finita.

Tntegrando per sorie, risulterh poi dalle (20), (20); , (20:

1 1
L o ao k[P s L (o i L [ Lao)
L
+3%J;w1—:w+:;.£%wgh+ -

+22.,fw"‘

o dalle (21), (21), (21); & avrh nei punti di 8

24y

1

_n'ﬂ+ ;'dﬂ}ﬁ‘+w-u‘

L L :
ottt [ anf L o tasy L[ Laol
1

<0
@5y +% 2 fgm {4.:+4 "'dc}»&-{-
F +¥%f¢m—m+mf”“dagm c.
; Dalls continuitd nei punti di o della esprossiono /- hp tisulta:
4
: [i LT ,:j: LG
@y lm = do I::B do == — dav(f + ho)y,

dove s & un punto arhitrario di @, p ¢ 7 sono due prnti rispettivamenta di $ o di .

Inolfre la funziong g, che comparisce nelle formole (24Y, (25), & quells, ana-
loge alla @, dei §§ 259, 649, che si ofterrebba partendo, invece cho dalla /(m)
di quei paragrafl, dall'altrs f-Aw; per cui si aved, come al § 25,

@7

Dalla (25) poi segue che le derivate prime dell’ espressione al primo membro

A ) Cfr. la nota () dol § 8.




T
dolla stessa (25) sono identicamente nulle in tutti i punti di 8; per cui si potrd
serivero:
S
Rt (L _‘.I'M gs
}','_'ﬁmgﬂuj.“’ W 'i"'*"-m. S i [

Questa insieme alla (24 od alle (26), (27)' ci da finalmente:

1
foi :
{ifionmany it [ ar—

2

1
L
_»lilj_t Lo i)
lim ), f e ) ae

pe=n 2 { m

1 1
2 & iy
e L2 ettt ot del—
7_2xi:,‘$'m.£w o ST wJ:"’ ¥
A (b, g, DR )
—4n:,1,_...m.£ ol P "nm.l: " dﬂg (g

Di qui risulta che s funsions armonica, detormivata dalla prima delle (23Y,
& Pintegrale regolars dsils equasioni (19)' per qualunque valors positivo di I infe-

riore ad o
g%, Fissato un valoro positive , infriore ai 3, avremo, come al § 9, per

h=hy:

@y jl<gy eotri<am, gl

-n, [Cl<2Lp.

1085, Premesse queste disuguaglianzs, §i considerino gli intograli regolari delle
soguonti equazioni s

(nei punti di §) Awa=0, A =0, Loy =0, ...
O 3w, 2wy oy
{nei punti di 0) wata + S Bty 100 o }T=kgw. w0,

Indicando wiohs qui con’ g, g, @M, ... €y, 0y, Oy, 1. 1o Geprssioni, ana-
Toghe alle g, C dei §§ 8%, 9%, corrispandenti rispottivamente agli integrali w, ,
10 116s s ... delle oquazioni precedenti, avremo dalla (24):

1
2L
A R it & i oo
= [y _md'w-}—‘ﬁj: A g,

o9y

" Wyt Ay
=Eer

1
AL

S ey e 1

| ‘”'_2:'.[,’ i)
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o dalle (29

fooal <A <% Jtes] < 5

L
wr el IsI<TEg b eIy
(Gl<ple,  joi<enE, lol<ali

Dalla (25) risulterd poi nei punti di 8:

1
ik
1w T L Bawe S0
ZmL"‘ TR e S e
(8sy oL
1 i 1
a0 Sl

fotbn g,

118, Cid posto, si eonsiderino le tra serie:

i w=we Fwh Fuwh® -
o 3 ey s
C=Cy +Cih 40l |-
X con b parametro positive
Dalle disuguaglianze (34) segue che, per tutdi i valori di A positivi o infarlori
& ad By, la prima di queste serio convengo in ugual grado in ftuito 8 (i punti di o
compresi), 1a seconda eonverge in ugul grado su tutta la superficie- o, Ia terza & pure
o percit, per questi. stessi valori , 1a i rappresenta certamento nna
ita o continua dei punti di § (i punti di o compresi), la @ rapprosenta
1 ona funzione finita o continua d&i punti o, la C una quantitd determinata e finita.
j Integrando per serie, risulterd poi dalle (33):
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& dalle (35) si avrd nei punti i S

wl.

1
L
T R e el e LD L PO
. dﬂ+4m£ r do=

'.!1

:%%.):w- _]:’;—. dar- "!l:r.J:d-'f‘ﬂdﬂg+

1
S
1 ¥ o 1 (et
+§R£¢“’aﬂ"* sl “3"+
1

B e

(a8y

W
Dalla continuith della espressiono f-i-(h - As)w nei punti di o segue:

o f L—_I;M_;r-ﬂlw dr—tim, :,J c’:@l’ do—— e} (oo,

dove 5 & un punto arbitrario di @, e p, 7 souo due punti rispettivamento di 8, 8.

Tuoltre Ta funzione g, che comparisce nelle formola (37), (38Y, & quells, ana-
loga alla g, dei §§ 29, 6%, oho i otterrobhe partendo dall’ espressions / + (A~ ko,
inyece che dalla /(m) di quei paragrafi; per cui si aved, come al § 2%

1 1
i1 F-om
] !‘ 7 3 j‘ r
D (pLits—tim> [ p—Sdr=0()
oSl emrde Janl) png =00
Ora dalla (38) sisulta che l derivate prime dsll' espressions al primo membro
olla (38)' stessa sono mullo in tabti i punti dol campo S per cui sed:
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o cost avremo dallo (87), (39, (39),:
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Di qui risults cho fa funsione w, determinata della prima delle serie (36)

per A< by, & Uiutsgrals regolare delle equasioni:

(40 Aw=0 (nel punti di §), %":(a-‘- o) 4/ (nel punti di o) .
129, Ripetendo i ragionamonti del § 12 si dimostra che w rappreseata I'in-

tegrale regolare delle equasioni (19) per qualungus valore positiva del parametro h

inferiore @ o, & che, adoperando 10 stesso procedimento un certo mumero di volte,

i pubd arrivare alla determinazione dell’ integraie regolare deils (19) per un valore

positive prestabilite qualsiasi del parameira k.
CAPTTOLO 1L
Integrazione delle equazioni del tipo (3).

1. 8i considering le equazioni:
(1) (nei punti di 8) ' =

b
(uei punti di @) 22— o,

dove w & una funzione finita o continua dei punti dello spazio finito 8, insiemo alle
suo derivate prime, i punti di @ al pini eselusi per queste derivate; una costanto
posil &

Questo equazioni appartengono al tipo delle equazioni (g) dellintroduzione, 1a
cui integrasions, como si & visto, dipende dalla integraziono delle equazioni dol
tipo (). Per trovare una espressione analitica dell'integrale regolare delle equa-
zioni (1), si pubd procedere nel seguento modo.

Si ponga:

@ s

@ si considering le equazioni

=B

1y (vei punti di 8) A% f =0,  (nei punti di o) %

nelle quali # indica T'area dells superficio .
Si ponge ancora:
4 f“i ds:
r
20y o, M
=2

{==0.  (usi puati di @) =2

@ o

® si considerino le alire equazioni:

(1Y, (uei punti di 8} o

i ho infanto dalla (3) che #i & fanzione finita e continua insieme alle sue
Qerivato prime e seconds in futto il camipe §, i puntl di @ al pil esclusi por queste
derivate seconde; ¢ dal feorema del Poisson risulta:

(1) (uei punti di 8) A% =— 1




Abbiamo poi:
[ersas [ e

3 ““'+ gazer=o;

ossia:

per cui sarh:

s quindi osistesd 1 integrala rogolaro dells equazioni (1), o si pokek serivere, sacondo
il risultato del § 5 (Cap. 1),

1
{ =
yd e ;m M)rlﬂ
i "“""Q:zn["nu +4rr 13 " ad
2k
1 r 1 v, do M de
*a?f,?ﬁ"*‘nfmr Tmaler '
dove:
® p=utumfunt

con u = Q fanzione nota dei punti di ¢, e con th, ¥, ... funzioni ¢ho sappiamo
costruire (§ 1, Cap. 1) e per le quali si ha:
(6) || = ¢! (M — ).«

L oostante ¢ & minore dell'unitd e lo costanti My , m Sono rispettivamente il
massimo ¢ il minimo di w.

Posto poi:
4] of =+ 0%,
S avrd che la of, come le 2,2} da oul dipende, mppresenta uma funzione finita o
continua insleme alle sue darivate normali in tutto § (i punti & o inclusi), le sue
dorivate parsiali di primo o secondo ordine sono finite o continue in tuttl i punti
dell'interno di 8. Dalle (1), (1) risulta inoltro:

(nei punti di §) o7 ! — A0} A

- : & ' wh M
(nei. punti & o) SE= 0=

Quindi In fungione ¢, data dalla formola (7), rappresenta. 1'integrale regolare delle
oquaziont (1Y (1)
() Quanda & A==0, 1a y; como sisulta dolls equazioni (1), deve soddisfaze alla condisione s

jwhu:

od allora of 3 proprio Uintegrale regolare delle squazioni ().
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Ora si considerino 1o equazioni:

(1) (nei punti di8) #'" =0,  (nei punti di o) % " - bl — :?‘
Poiohd I'esprossiono fir” :‘ & una fanzions finita o continua dei punti di o,

risulta ohe esista 1'intagrale regolara delle equazioni precedenti, ciod esisto una fn-
siono finita ¢ continna insieme alle sue derivate normali in tutto S (i punti di o
compresi), di oui lo dorivate parziali prime o seconde sono finite e contioue in tutti
3 punti dell’interno di 8, o che soddisfa alle equazioni (1)".
Finalmente, 5o si pone:
vt 40,

avremo che v & wma funsione finita ¢ coutinuz insiems alle sue derivate normali
in tutto il camps 8 (i punts di o comprosi), ¢ lo sus derivate parsiali prime o
saconds sonn finite o continue nei punti dell’tnterno di S. 8e si fa uso delle equa-
zoni (1, (1)" risulta ancora:
(noi punti di ) Sv== o | S =—g,
W W

7 S bl
(nei punti di o) W -+ =

quindi a funsions v, data della formola (8), rappreseata Uintegrule regolare
detls squtiont (1).

tegralo v della (1) si pud esprimere in altea maniera. Infatti dalla. for-
mala 4 Green si b, facondo w0 delle (1),

1
;
I RN e e
1 1

e}
it mr e B

Convorrh aneora modificara I'esprossions di Q. che concorre a formare I espres-
sione di v, trovata mel paragrafo precedente. Per questo si osservi che circa alla o]
si ha dalla formola di Green:

2 )
5
m T, ]

donds in forsa della (3)

Socrewd pae XL, Ser. 3%, Tom. XIT. 20
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& quindi:

3. Dalle (2), (3) s ricava:

@ pii= |/ s [Lwas,

@y
Ora si ha:

in questo modo, indicando con K, il limite superiore dei valori sempre finiti che
assumo I"esprossione:

4
¢
risulterd :
My — iy 2K, f:
o dalla (6): sy
(®y < 2K, ¢ [/)(_ whdS.

Avremo quindi:
Il =k <20 e ) [

allora sard:

1
s Tt e
4y ol él;!.jvln;:T;W# 1Ql= ljé‘v 'Kl)i, j‘ 4"‘!55&‘?::!/[. T,

& PEr conSeguenza:

@ 17| = [l +-[=il

[ampl Lves.

Indicato con s il massimo valore assoluto doll’aspressione ny'_-i‘:-, i e

=t+y/

(efc. § 9, eap. 1) per Vintegrale regolare delle (1)":

<R
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Ora si ha dalla (7)' o dalla (2):

b=l = el i+ T 1y T ]y vm

Der cui si poted sorivers:

G L= M Ry o

¢ Malmente, indisands con K il Bumite superiors doi valori senupro i (1) oho

assume 1 espressioite :
¢, /T &
T—¢T I..- (T"Kr)";‘

st T+ b+

risulterd dalla procedents disuguagliania o dalle (), (7) (1)

=

()" ol = fo'] -+ "] = K ]/f_v'd;

con K eostante finita, indipondente dalls funzione w o dipondents soltanto dalls pa
tura della superficio « o dal valore del parametro 4.

Circa alle derivato prime di o dalla (8) i ha, derivando sotto il segmo di in-
tegrazione in un punto qualsiasi (#1:30,5) di 8, ehe non sia su o,
1

Lfg)mdrr»

W\ on

© 60 si indica eon ¥, il massimo valore assoluts iy, con &, il massime valore
assoluto di v, risulte

oy

4. Sin V una funsione doi punti del campo fnito S, finita o coptinua insisme
alle sue derivate normali, al suo ' ¢ alle sue derivate parsiali del primo ording,
1 punti di g al pit esclusi per queste derivate pavsiali. Si ponga:

— 0 [ E.‘f) L") (l)'g g 2
sefve o= (GG + (D )e. o [ra;

) 10 valors Timite &= non escluso.
) T waloro limite =0 non wselnso s infatti si rammenti cho por A ==0 & e o’
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o si osservi che 1'esprossione B ha un significato anche quando non si sappia nulla
delle derivato parziali del primo ordine nei punti di o

Supposto che la funzione V soddisfi alla condizione:

Cem0,
B

proponiamoci di trovare wna. disugusglianza cui soddisfa 1 espressiono .

ndichiumo una prima volta con z,y,# lo coordinate dei punti del campo 8
o con d$ un suo elemento; una seconda volla con ',y ,& le eoordinate dei punti
del medesimo campo 8 e con dS" nn suo elemento. Tndichiamo poi con V' Ia fun-
zione V. quando viene considerats come fanzione dei punti o, ,# di 8.

Posto:
1= flas=[ a5, .«vs(%)'.;.(%‘yf '+ ()
s v :
BT f. AV dS /(K a§ = fJV dSds,

AT .—-_J @ =fv' dSds’ fv'nz
0= f Vs .' 48 =J|' YV s dS';

o guindi:

dS == | V" dS dS',

AT -_—_Jiv — V) dSas.

Nel precedente integrale I integraziono va estesa n tuite lo eoppic di elementi
48, dS del campo 8; in modo che wno stesso elemento £ di § va eonsiderato una
volta come elemento dS, un'altra volta come elomento as’.

5. 8i facoia il cambismento di variabili:

Jesemd cosp, & =E-fo sené omg
i-+o s seng, y-fo send seng
—ecosd, = oosb.

naw g

a) 5
Applicando Ia. rogols di trasformazione degli integrali multipli, 1 integrale:
a1 fr.fs!zs'
s trasforma nell'sltro:
iy fl’(, — ¢')* sen cos 6 do dg’ d¥ dy 6 dg .
Dato un sistems di valori per =,y ,%, &,y 7, il corrispondonts sistema di
valori §,4,¢,¢ %, 5i pud determinare nel soguents mod 2, 4,9,

M (g o ), s consideri Ia refta MAL ed il punto N= (1, ) d'interscaiono
di questa refta col piano §=0;'si ponga:

=, n—p. e=NM, o =NM;
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si diano 4 ¢ ¢ ¢ xispottivaments i segui di 5 ¢ &5 & faccia 6 uguale al minimo
angolo che In retta MM’ fa con Vasso z; ¢ si prenda ¢ vguale all'angolo che deve
percorrers il piano della reita MM, perpendicolare al piano 5= 0, por sovmpporsi
al piano y = 0, muovendosi nella dirwzions secondo cui si muovo la diresione posi-
tiva dell'assa  per sovrapporsi alla diresions positiva dell'asse &

Vieeversa dati i valori di &,7,0.¢ 0, ¢, i valod di z,y,5, 4/, 9/,3 s
possono doterminare nel seguente modo: si eonsideri il punto N o= (£, 1) del piano
4—0; si spicchi dl punto N lu relts corrispondente agli angoli polari 0 ¢ 9, o
si segnin su questa retta due punti M , M’ al di sapra o al di sotto del piano =0,
secondo che g © ¢ hanno il segno positivo o il negativo, o tali che i abbia p=NM,
¢ — NM'. Lo sei coordinate cartesians dei punti 3, M’ ei dinno appuato i valori
Zyyas, & g4 cercati i

Ko poi come si pud eseguire I integrazione (11, Volondo comineinre o fare
Y integrazione’ rispetto u @ o a ¢, bisogua supporre &4, 0, g costanti. Ad ogni
sistema. di valori per le £,7, 6 ¢ corrisponde nollo spazio una rotta MM, la quale
tagliord 1a superficie convessa o in die puoti My, M,. Allora, posto:

e=NMy; ¢i=NM;.

dove g, & ¢ hanno anchie un segno in conformild dolla eonvenzione precadente, o
supposto:

2 <@
si estondano lo integrazioni rispetto a o o rispotto a ¢” dn go a g Tn seguito, sup-
poste @ o g costanti, si facein 1'integrazione rispotto a & ,7 estendondo I'integraions
al campo determinato dall intersexione del piano s=0 col cilindro tangente alla
superficie o o le cui generatrici sono parallelo alla divezione fissa 6, . In fine si

eseguiscano le integrazioni rispetto a 8 da 0 a 5, rispeito a ¢ da 0 a Zm.

6. Posto:
40 = sen 8 cos 6 45 dy d0 dy,
o
b {2 (?7) {e— @) dede,
20 [(V—V)* ¢ — )" de de’
risulterd: 3
BT = fad2, AT
Si ha poi:

LAY p)d v S 8
('5 - (ﬂ send sang - sen  seng - cos a) =
¥

,(“)'seu‘e m’w+---+a§ R na o

» 7
o poichi:
IE '.\V)' - 5 2¥ 3V
W 0 VN ant0 st g = 2 2 2 gen1a s :
(m)musm ep+(_w son*d 3en'y =2 7 S sen'd seng 008y
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avremo ancora’:
IV ELAN
a2 {3!;-’) 541(§) sentteasty oo < 93( 2
8i ha ineltre:

VemViz,g.0=V(e.58.0: 0,0, V=V@&.y )=V 571,99

per oui, seritta la variabile & in luogo di g o di ¢, risulterd:

F?Y a9
o W

Ora, supposto ¢ < ¢ o chiamate «, # due costanti reali qualsiasi, si ha:

| '(« —;‘; 4a) dg =t I;E‘(;—::)',.z.u + 268 (Y — V) B — )

; EIAY
e E].{; (1_3) Fry

Gl elementi doll' integrale 2a possomo ripartirsi in tre grappiz quelli per i
quali ¢ =g, quelli per i quali @ =>¢', auelli per i quali ¢ —¢'. Gli clomenti di
quest' ultimo gruppe uon hanoo aleuna influonza sull’integrale. Siccome poi I'into-
grazione rispetto a g va fatta mello stesso modo dell’integrazione rispetto a ¢, @
sicoomo la quantith sotto il segno d'integrale & tale che non muta seambiando ¢
con @, cosi I'integrale esteso agli elomenti del primo gruppo sard uguale all'inte-
grrale esteso agli elementi del secondo groppo; e gquindi =i pud serivere:

am [V V) (¢ — o) do e’

o quindi:
(18) V=

limitando I'integrazions agli elomenti del primo gruppo.
La precodento cf di, in forza della (13),

a= l(e —eJ”( )deﬁe'fm

nel quale integrale i limiti 4 integrazions sono definiti dalle disuguaglianze :
a<e<v e <a-
1 (Y
>3 f( )(a-v)’d:-de
10 precedents intogralo si pud speazare in due parti: wna pacte 2 estesa agli
olementi del primo gruppo (¢ = ¢), una: parte #" estesn ugli clementi del soconds
gruppo (¢ = ¢). Cambinndo nella prima parte ¢ in 3, si ha:
=B e—ermu:  @<o<i<n

Dalla (12) si ha:

cambiando nella soconda parte ¢ in ¥, ¢ in g, &i ha:

=) o—rard;  @<e<s<a




risulta quindi:

bW A

U( Ve — oy e .m+f (

(e<e<<#<e' <o)

)’(u — o) dgdd.

2

7. 8i ha:
&) o, 3 e — el — (o —#F — (#—o
“:.L.”["AE e —e "‘2=LT_("

p=
& quindi:

=R r—nk,

o

S = o4 f oo — e de =12
a E_I:'a {%)’d-) . "’>~i:"‘ (;‘—D“m !

Lo espressioni @ o # dipendono da %; e per & —2 j’““ I’ espressione «

pronde il suo valore massimo che &

(er—e

64°
1 espressione # prende il suo valore minimo cho &

(o —e)" 31

Adunque si avra:
£ 16 1 ’
« 2 e —eo)'’

e s¢ { @ la massima dimensione del campo §, si avrk ancora:

Risulta quindi:

@ per conseguenza:

B fhde_ 16 1

AT fade- 27

8. Sin 2 una data quantith positiva. Si indichi con ¢ il lato di un cubo capace

di contenere il campo § nel suo interno; eon ¢ il minimo numere intero fale che
367

81 £

Si seomponga il cubo di lafo ¢ in ¢* cubi nguali. Ognuno di questi cubi aved

il lato uguale a '7 & la nassima dimonsione’ (diagonale) uguals o —;— V3. I piani
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ohe scompangono 1 oubo di lato ¢, seomporranno il campo S in p—1 campi

8,84, w8y . Sark poi:
P—1=9%

© 1a massima dimensione & di 8; soddisferi alla condiziono:

L
=—¥3.
7 ¥
9. Si abbiano p fanzioni g, , gy« ¢p analogho alla V del § 4; si indichin
oon @yt .ty P costanti du doterminarsi convenientemente; ¢ si pongas
Ve=op - ag 4t o e,
gl 'DV)‘
= X =
a=[vas, n=[ (3}

J ids‘ rms. =12,
i s

i dotormining 18 @, @, ... % in modo da soddisfar alle p —1 equazioni

Tingari omogeneo:
Gy =0

C=0. C

Allora s aved, come fu dimostrato al § 7,

B 18 L 16",
AT é

o quindi:
B BibBik B,
AT KA b T

Adinque, daf wia quantits position qualsiasi 1, 3i possano determinars wm mi-
oy in mioddo che i corrispon-

mero inlero finilo p ¢ p quantits costanti @y, s,
dente rapporto ~- a maggiore di A
10. Passiamo ora allo studio delle cquazioni:

(mei punti di 8) v ko

> P w
ot a) S =R
o (uei punki @i o) Z==ho

con 4 funzione doi punti dol campo S finita o continua fnsiemo alle suo derivate
prime, i punti della superficio limite o al pift eselusi per queste dorivate.
Per questo si considering 1o equazioni :
(nei punti &i §) v, v

, Aedn=0,..
(14 st m_
{ (el punti di o) 2= don, o=y
Queste equasioni sono tutte della natura dolls equazioni (1) del § 15 per cui
i loro integrali v, vy, . saranno fanzioni dei punti dol corpo 8 finite o continue
insieme alle loro darivate normali & alle loro derivate parziali del primo ¢ secondo
ordine, i punti di @ al pil esclusi por queste derivate parsial
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Similmente, indicate con
(15) Yot
dolle fangioni analoghe alla W, si considering lo equazioni:

nei punti di 8) v -y —0, If'm“' BP0 =0, ...
\ M

a4y | (el punti di o) 2257 0,

analoghe alle (14); ed ancora, posto:
Y=yt aaPat o oy,

€O @ , & , .. @, quankiti costanti da determinarsi convenientomente in numero od
in valore, i considerino lo equazioni:

(nci punti di 8) A"sf- 9 =0, £, oy =0,
(1 | (nei punti di a) %ﬁ—:nz/.. “j’;;-‘ =

Risulta intanto:
(16) V= ey 20 ey 5P e o,

e le vy, come lo 5, ', . p® saraono fonzioni dei punti di § finite & con-
tinpe insiome alls loro derivate normali ¢ allo loro derivato parziali, ece.

11. 5i consideri lo spazio 8 interno ad 8 o limitate da una superficio o viei-
a & o o discosta da essa. Dalla formola di Green o dalle (14)" si ha:

" (3, A W | e
.L-(.\: 7 ooy )y+ %

2, "’—J e = [‘a',. ol I

- —j o 'y dS —

anly
W w
si va nel punti di @; por eui, facendo avvieinare indefinitaments o’ & o, s avrd:

, 7)” .jm
= v,

Lo funsioni ofy vy, tfa oo\ somo finite o cantinue anche quands

o e, s

« quindi dalla precedenta:

oy eIt 20 30
e e v aa)"’g

=) Lo St

Jvedas

Sociera vEr XL &

2
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Allora, posto:

AodS, a8tk [ v, vl de,
A

" (33 | 20,y
.(n.x M+)y ay+w W

risulterd dalla precedente o dalle (14)" per 8 > 0:

a8 ‘»'. Wier g o
J 58 s

———— SR -)asﬂj; AT P

8,9

w'.,,uj;v" 'fﬂ”"*j‘: ( 2

T ‘)‘”"'{"""‘:’i"“”’
= [ sty 8 = W

Di qui risulta che lo esprossioni W's.¢, V', dipendono soltanto dalla somma s~
Qei or indici; ed inoltre, se si pone:

W= Wi, Vi

risulta ancora:
W=V

Osserviamo finalments ohe le W' ¢ V' ad indice pari sono fuite positive; ¢
poich’ una, W’ ad indice dispari & uguale ad una V' ad indice pari, usa V' ad in-
dice dispadi & uguale ad una W' ad indico pari, avremo sncora che tatte lo W' o
tutte lo V' sono positive.

12. Tndicando con w o # duo costanti qualsiasi, si ha:

[ (et ) 5 = W 2 Wi 7" W -

Sicoomo le funzioni s, s, om0 finite e continue, nel caso del segno inferiore
si dovrd avers in tutto il campo 8:
o A
a
o quindi:

W, W= — L Wi,

donde:

Nel caso del segno superiore si ha invesa:

Was W,

Wi >0,




osgia:

sicché abbiamo in ogni caso:

a7 =
qualungue sin I indice 5.

Similmente, indicando con 8" lo spazio interno ud § ¢ Limitato dalla solita su-
perficia o’, si avri:

”';.l“ (n—"‘ﬂ_\"'_l) +(¢A+# au’.ﬂ) (“__H, “”"‘)'?qu—

i [ (ot sy '

& uel caso dol segno inferiore si dovrd avers:

(nei punti di §) e —

(neil punti & o) o= — g B i

) ) e ’ds-u.f '.{r,_ﬁ[ oy \.; S igg+}.[ d’v‘,,.dv"]
‘r(_c Tl ;d5+kl i, ‘M_f"’D;‘(”f”‘) ;dS+}EJ;»'}".da’];
o per conseguanza :

] st [ o, Vi 20 ﬁ( . ) i f o o
ﬁ(%) =

g ar:’m

§ﬁ+hfef Voo

+- ¢s+nf e
Nel caso del seguo superiore si hia ‘inveca:
e dasta e[S i ar

-“—x‘)' +- ;riS+U:u:' do _'['_g%%_;_mg¢s+rff;'»',p',,w’

sicehd in ogni caso, comunque ¢’ sia vicino & o, si avrd:

[(tde (ALY i o, a0

B e

(s ')'—|+ S'Iq+'.‘

3z

&

JE) +-fmsn
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Facendo avvicinare indefinitamente la superficie ¢’ a o, risulterd al limite:

_(?"‘“""'Jr lostnfvnvmar  [HC%) 4 dasaf o

T

)' +m§d3+hj'rﬂ, do 7‘['

v de

T m’m+ g,,_-;.i.;tjsm "t'-d .

OY¥ero ancora:

qualunque sia 1'indice 5.

Questa, insieme alla (17), ci di in conclusione:
W'
Wea

(18

15. Data umn quantity positiva ad arbitrio A, si detormini, secondo i caleoli
del § 8, il corrispondente mumero intero p, e si supponga cho il numero delle fun-
zioni (15) coincida appunto eon questo mumero p.
8i ha intanto:
SETAY EhA
wo_ v, J2E) Erafater
W Jv:: 43
Inoltre s possono determinare, conformemente al risultato del § 9, le p costanti
che entrano nell espressiona (16) di o/, in modo cho risulfiz

a,
( ‘st 4, ossia: EL’:-‘>A

In questo modo si avra-dalle (18):¢

Wk Wi
{18y W w S S

Indichiame con d, I insieme doi sistemi di valori che si possono dare alle
@ @y iy in moido che si abbiano Jo (18). Cambiando » in r -1, aveomo:

i W _ W, Wi
a8y - =

W W
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o si avriL ancora un insieme Jy., di sistemi di valori delle ey, ;... iy tals che
si avramno lo (18)". Ora le (18)" dhnne come conseguenza le (185 sicohd 1 in-
sieme d,.,, dove casero contonuts nell’ insieme d,.

Seguitando indefinitamente nelln stessa guisa, ofterrame una serio
() drsdeifeiais) MM
tale che ogni insieme & contenuto in tutti i precedenti; di modo che esisterd vn in-
siemo d, ¢ha pud ridursi anche ad un solo sistema &i valori per 1o w, ey, . ap,

il quale sark comuno & futti gli insiemi della serie (19). Per uno qualungue dei
sistemi dell’insieme & ¢f avra:

(asy” Lk

Di qui risulta che le ospressioni positive ¢ crescenti o fisse {g,‘-.w’

mettono un lmite finito o positiva ¢ minore od uguals ad ;
4. Premesso questo risultato, si consideri la sarie a cocffeienti eostanti:
(20) W= W &3 W a7 Wi -

ordinata secondo lo potenze erescenti e positivo del paramotro % Per il raggio ¢
del corehiio di eonvergenza di quests serie si ha

¢ = lim ‘Iw“;_’“’ H /e Wy _ 2

Si considering ancora lo seri
o=y f vk b ok
l mfu+ W’.!:+

EEN

@1 {

Applicando la (8)” del § 3 ed avendo rignardo alle equazioni (14)", si ha:
@ Wil =K [/ [rias = xyW;
@ quindi dalle (9) del § 3 risulterd per un punto qualsiasi dell’interno di S:

1
2

)|

KI”\ e l‘

o8




— 166 —
La (8)", ei dico intanto che la prima dello serie (21) & cerl.unmnm convergonte
in ugual grado in tatto il campo S (i punti di o inelusi) per n—[<7.. per eui la

fimzions v, determinate da questa serie, rapprosenta per [if < — nua funzions finite

o continu in tutlo il campo’S (i punti di o inclusi).

Ora i cousideri il solito campo ' interno ad 8, la eui superiicie o sia discosta
da ¢ o comungu vicing ad essa. Finchd col pumio (& , g ,4) non si va sl di faori
del campo S, lo sspressioni, che nells formole (9), #i prosentano eome coeficientd
delle quantta /W, ¥/ Wiies, sumetleranio. ciaseuso un limite superiore finito;
o oos), indicndo piit grande di questt due limiti superiori, &i avrd in
ogni. punto (21, g . 51) 4 S {i punti di ¢* inelosi):

s.(wvf.ﬂfﬁ..}

() 5%

Di qui risulia che le tre nitime dolle serie (21) per "‘J<’:" Bon cectaionts

convergenti in ugual grado in tublo 8 (i punti di o compresi); o poreid rappresen-
L

o
tano rispettivamenta le tra derivate {;‘ i

In conclusione abbiamo che la fursione o, determinata daila prima delle
serie (21) par k| < : , ¢ finita ¢ continux insieme alle swe dsrivate prim= che
i possona ottenere derivanda per serie, in tutlo 31 campa 8, i punté di ¢ al piv
ssclusi por queste derivats.

15. Applicando la (3)' del § 2, avremo dalle (14)" in un punio p qualsiasi del

campo S:
1

el
o . 1. (s 1 r B\, f
& i = [ B [ (S5 E e

¢ quindi, integrando per seria ('), si aved nel punta p:
1

1y h
e _y_‘)v'dn:
Sk
8! ‘ L3
(22 ﬁ[.;,, [¥ s+ (4 L) vpee |

[ La+ i
Sy

(1 Cfr. per ghi integrali sempliciz Dix, 1. e,

(3.,.;)”-,“ i
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Ora 1 espressione ¥/ - k', como la serio of, per [:.\\ - & finita ¢ continua

in tutto il dampo § insieme alle sue derivate prime, i punti &eon pit esclusi per
queste derivate: per conseguensa nei punti dell interno di S le dorivate seconde
di o saranno finite ¢ continue o dul leorema di Poisson si

1
; . A=

| vm [ [t L [ ]
2 R

Come & noto, &i ha in un punts ' dello’ spaio indefinite 87, limitato dalla
superfisio @,

o f

Ay

s+ -

oBsia:
5L
1 (2 1 7 & L
o=l F i =)
& quindi, integrando per serie, si aved nel punto p:
1 '+ deo
e ol
3
22y LS o 1 £ 1 &
[ fmei s
1
1 o s 1 #7hY
| tlarl Se (e 7)ok

Indicando con s un punto qualsiasi di . &f ha:

2 (W (il g

o Mty

e

=
8 ha ancors dalls feorin delle funzioni potenziali di superficie:

——ds-—n-— B g aeh.l(s).
% Wil T

B gy i 2
s




| — 168 —
| Questa formola oi dice cho 1" ospressions :

Ty gl

P MLty

esiste od & finita e continua su ; di modo che esisterd o sard finita o continna su o
anche Valtra espressions ():
‘l

,‘:“:‘».:fﬁff“

o si avrik dalla teorin delle funzioni potenziali di doppio strato:

1
e =
ne 3T
hmﬁj - otder = i, MJ:M'»M.
| Questa. formola. & 16 dne apaloghe precadenti ei dhuso, insisms alla (22), (22) :
1
|

i E a5 (-0

e 0 o | dm
(o [ (2=

e [4 T

Adunqus [a funsione v per ]kl(% ammatts ancora le derivats mormali

24

le derivate pavsiali del secondo ordine, ¢ queste derivate sono. finite o continwe in
tutto il campo S, i punti di @ al pin esclusi ger le devivale parsiii. Essa poi,
| come risulta dalle (23), (24), saddisfa alle equasion

(25)  (nof punti di 8) % o' 4 @' =0, (noi punti di0) S5

16. In particolare si faccia:

=y, Yi=mv. (i=2,3,..p)

| (1) Cfe. Ia nota (*) in fonds sl Appendies della mis oit. Memoria degli Annali di Matematica.

i : Avesmo
| P e ap  agvy ot - G
| ! (1sy ¥y = @0 = athrer = Gallprs + - Gplirep13
Il
i | © lo equazioni (25) divermnno:
| (nei punti di 8) 7 4 Fv - @t A ity = G =0
| (@) Pee nid 2L
E I | (nei punti a5 @) == = Re'.
i
|
|
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Si avrd poi dalle (14). applicando la (8) del § 2,
1

2 [ B

8y Vi =i

Finalments, 50 i pone:

(26)
¥ m m iy
By —k PO 0
P L G R R
Oes 0 0...1 —k
¢ @ si osserva che ©f & derivabilo rispetto 3 & per serie o fino ad un ordine qualsiasi,
risultora, per |k§<%. che P ¢ wna funsione finita ¢ continua i tulls § (i punti

di o inclusi) insieme alle sue devivate vispitto a k fino ad un ordine qualsiasy,
17. Lvidentementa 1a P si pud ancora porre sotto la seguento forma:

1
1
1 (¥tm 1 s
EL;E_5+E£(§_r)fw SN iy
1

1
O
1 Vp=s 1 r
] o i
B [k a4 apy F ot e O s @ o G )
L =k 0.0 0 bt
=1 [ & + n— ko, 1—k..0 o, 1 /% )
Al | Wl .r+4=..(3~_rpm
4+ Bpa—kBps 0 0.1 —k

1
=L ferren B L (e

Socwerd v XL, Sor, 8, Tom, XIL
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ha intanto che le funsione P ammette le derivate prime rispetto
che saranno cortamente finite ¢ continue nei punti dellinterno di 8,
£ punti di @ eiod al piv esclusi. Queste derivate si possono otteners derivando soito
il segno d'integrale in ambiduo i termini al secondn membro della formola precodente.
Fd allora, poichd I'espressione AP . D ha lo derivate prime rispotto ad =,y ,z
finite o continue nei punti dell interno di 8, avremo ancora che la [uizione P an-
metls le derivate seconds rispotto ad z.y,z, che saranno finite ¢ continue in
tutto 8, § punti di ¢ al pitc esclusi.

Dal faorema di Poissow e dalle (14), (25) risults poi che o P saddisfa alic
equasioni:

0,
CAR R
R = O 0f g
(noi punti di o §£= ma. e T T

(vei punti di §) 4P iP - yD
]m'

28)

Iw,.. 0 ...1 —k
18. Dalla (27) si hs, derivando sotto il segno ' integrale,

1

SL
5 D SPA 1) R 3‘-‘1’ n'u@ i ¥P
oy = (3 W)r+n_.(3.——)w""

AP P ‘ Sl Rony
@ siccome le fonzioni S e Yo finite e eontinue in tutto S, i punti di o in-
olusi, 008t avremo clio le derivate di P di wiz ovding qualsiasi rispetto @ k, hanno
le derivate prime rispetto ad .y .: finite ¢ continus in tutto it campo S, i
punti di o al pit esclusi. Ba num. poichd 1" espressiono:
ELE »D
+ i T Y S
ba le derivate prime rispetto ad =,y , = finite ¢ continue nei punti dell’ interno di 8,
avremo che lo derivats di P, di wn ordine qualsiasi rispetlo a k. hanno ls deri-
vate ssconds rispetts ad x.y 2 finile ¢ contivue nei punti dell’ inferno di 8.
Dal teorema di Possson si ricava:

»P 2D\ dS W e

e == (i) ‘,J (———,) e |~
2P zf—u’ w a5 e ey
? _.43[4"” T ] ficr= ﬁ)'

Come ¢ noto, in forza della prima delle cquazioni (28) si ha in wn punto '
dello spazio indefinite 87, limitato dalla superficie o,

S 4
7

1 a8 1
V=g P ( =

1P

) e




— 171 —
ossia, facendo uso della scconda delle (28),
1
JCER G P
o quindi, derivando sotto il segno di inkegrat,

1

2L

. 1 A e 1‘D a8 1 7
o 4;.( T TS lmjg‘()n_

Indicando con s un punto qualsiasi di @, si ha:

i o DY a8 2 ZAEiE Lo n
b ( o *“’ﬁm.ﬂ"w et
Si ha aucora dalla teoria delle funzioni potenziali di superfisie:

2w
! Dalla (27)" risulta poi: :
1
O
=2 g b 2
@ I“" }n o M e h.!—no . (
Fhm2 2R A

AT A
Questa formola oi dice cho I'esprossione:

I 2
5 oo M 34‘ 2
esiste ed & fnits o continua su @; di modo clie esisterd o sard finits o continga
su o anche I'alfra espressione:
1
s
e L AT el
o . w25
.. o si avrd dalla tooria dells mnzwn: potenziali di dvppin strato:

S
Gy )‘ a‘r
i au s o wd‘:'"mﬁ T 3
Questa formola ¢ lo due analoghe procedonti ei diuno, insioms alle @70, 27y,
o P
o

e ¢ =tim & (6!

I
i
[& [ w,,ﬁw::f)%n—;s:(;: é)""d«] g

oa)
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Adunque Ie derivate di P, di un ordine qualsiasi. rispetlo @ k, ammsttano
le derivate normali, che si mantengono finite e continuc anche nei punti di o.
Bsse poi, come risulta dalle (28),, (38)s, soddisfano alls eyuasions:

(R e e D
bhgen i punti 8 4 SE 4 TR ey
{ (usi punti @t ) 2 2E y2F

a3

19, 11 polinomio D & di grado p— L per oni 1 equaione:
(29) D=0
ammottord p— 1 rudici.

Indicando eon & wna radice di questa equarione multipla dell’ordize ¢ 1
(£2=0), avrémo per k= &':
epaeane D,
teD=E W

e, suppost ] <. sestituendo nalle (28), (28, sisultard:

I (uei punti di 8): (nel punti di #):
- VP ®_
AP K 0, = =hP,
Al e e
o 1= e e e I e 2k 3k
RO SR e
JM_-{-K W’+2Jf£su' Sy ﬂ:ﬂ:"
BT T R0 e
£135HESE = o T A RE
Ora, quantunque non i sappia nulla di cid che acoaids dello dorivats prime
7
& P‘:ﬁ—.;; .. riepstta 4 z.y .5 nel punti i o, pure por il fatto che le de-

rivate normali di queste funzioni sono finite e continue anche nei punti di o', abbiamo
che o questo medesime funzioni si pud applicare il frarema di Groen, il qualo of da:

0 0 et ) 4 I e
D_.f('ak‘fu‘-' e Z w)ds"'. ..(ak‘ M2
Di qui, facendn uso successivamente delle (30), si otterrd:

W
o quindi si avrd in tutto 8:
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1n conelusione abbiamo ¢ho se & & radice multipla dell’ordine ¢+ 1 delloqua-

zione (29) e & ¢ di modulo inferiore @ ! , 5i pud serivere:

(1) D

# =Ry, P=E—8.P,

con D, polinomio di grade p—¢—2 in &, che non si amnulla per £= £ e con
P, funzious finita » continua insieme allo derivato prime o seconde rispetto ad 2.,y
in tutto S, i punti di.c al piu esclusi per questo derivate, o tale ohe lo sue deri-
vate normali sono finite ¢ eontinue anche nei puuti di .

20. Se
dallo (28) per k=K

per k=& non @ identicamento nnlls in tutto il campo 8, si avrd

T e S e
30y (uei yunt di §) ASE+# T =0, (e gt i) ST =S
o dalla seconda. delle (31):

P
(32) (3%) (2] (B
:
Dimostriamo ors che, nel easo in cui ‘5— won ¢ identicamente nalla, la
Y

vadice & dell eguasiane (29) ¢ reale e positiva.
‘Supposta infabti dapprima & reale o negativa, risulta dallo (30Y, integrando

¢
por parti- o avendo riguardo al fatto che lo dorivato nonmali. di ;T;.P sono finite &
coutinne anchs nei punti di @,
S (e o (S S i
"7»[ i Lotk w)d‘g )"s_
(5 ity (RIS 1 W (e 32) .
5+ (5, 58) + B2y ar:

o quosta oi di ovviaments in tutte S:

P
(ﬁ)...-*"‘
contrariamente all’ipotesi fatta.
Supposta &’ complessa e posto:

o e (BN, o)
=R R, (w.“)._.«—""'"”'
con K, diversa dallo zero, si ha dalle (80 :

(nei punti &i 8) v, Koo — Favs

(G O
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& quindi, intogrando por parti,

0 [or ot voatin) o+ o) s = ({024t a5

donde risulta in tutto S:

contrariamenta all'ipotesi. fatta.

Questo risultato si pud ancora interprotare dicendo cho per & costants negatioa
o complessa won possono esistere integrali regolari dells oquasiont s
(30)"  (uei punid di 8) o 4 Kp' =0, (nel punti di o) -?;=ap'.

21. Cid premesso, si ponga:

b3
(33) =g

Da tutto oid cho precede risulta che fa fionsions w0 per |£] < : & finita ¢ con-

tinua in tutto 8 iusieme alle suo dorivate prime e seconds rispetto ad @y, 3, i
punti di o al pi esclust per quesie derivate, éd ammette le derivale normali,
¢he si wantengous fivite ¢ continue auche quando dai punti dell'internn di S si
va ai punti di o, Segue inoltre, avuto anche riguardo alla forma stessa di w che sssa
pub avers per singolarits, per k| << j dei. poli semplici. saltanto corrispondenti
@ guei valord reali ¢ positivi di k, in numaro finito, che sono radici doll’ squa-
stone (29). Dalle (28) risulta poi ohe lu fiensione w, por ¢ valori di fe per § quals
non diviens infinita, soddisfi alls equasioni :

(34)  (nei punti di 8) 4% + kw4 w=0, (nei punti di o)

Per i valori ¥ poli di w i ha dalla (81), (32):

w
35— ho.

lim (¥ — k) 0

o dalle (30)':

(80)"  (nei punti di 8) £ &' =0,  (nei punti di o) L =iy .
Abbiamo dunque: il rosiduo 3 dalla funsione w in un polo ¢ rappresentate
da una funsione finita o continua insiemie, oeo., come la 1 stessa, & soddisfu alls

equazioni (80)".

7
e

Finalmente se si osserva che la quantith — & superiore o almeno uguale a 2.

oho % si pud prendere comunque grande, che il corrispondents numero intero p &
sampre finito e che per conseguanza i poli della corrispondonte fnzione w non pos-
sono essere cho in numero finito, risulter che esiste una funsione w dei punti di S




T
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(¢ punti di o dnclusi) ¢ deila variabile complessa. &, {a quals, considerata in fuita
Ueslensions del piana k, & finita o continua insieme alle.sus devivale prims o so-
conils rispetto ad @,y =, # purti di o ol pi ssoluss per quests derivate. ad am-
matts lo derivate normali, ohe si mantengon finits o continue anche quands dai
Punts di 8 5i va ai punti di 6. Fssa pud avere solamente wna serie finita o in-
Fnsta di poli semplici, corvispondenti ad waa seric finita od infinita di valors
reali e pasitivi di k, la quale. nel caso che ¢ infinita, ha per valore limite 1l va-
lore &k — co. Questa funsione w, par i valori di k per i quali 3 puit, soddisfa
alle equasioii (34); per ¢ valori di k per i quali divieus infinita, i rorrispon-
deats residui sono integrali regolari, delle stessa natwra della funsione w, delle
equasioni (30)" .
22. Riprondiamo lo equasioni (14), i eni integrali si possono esprimers modianto
1a. formola (8)”, o introduciamo lo eapressioni:

\v‘,.é[:u,.a-(as. V. i(% e

o ds 4 A‘L v, vy

Ragionando como ai §§ 11, 12, 14, risulta:

Wi Wi = Voras
Wi _ W, W,
(85) w,o W,
(86) [P | = K/ Wi,
{ [ = & (/.
(37) g

delle quali formle 1o (37) valgono per i punti del campo S, i ewi  parola al § 14,
Ora 1a. (36) cf da:
v, € KWy
o quinis
War <KWy [ a8
Dialira parte si ha dalle (85)
Wh i = Wes Wi

per ou, posto:
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qualungue sia 1'indico r. Onde avremo:
o e W
o A

sosta dallo zero.

con ¢, quantith finita, positiva e dis
23,

(38) v vy - Gk S 9

Ragionando come ai §§ 14, 15 e sarvendosi dolle (35), (35F, (36), (37), ri-

sulta ¢ho la funsions v, determinala dalla serie (38) per [M(;’ , ¢ finita & con-
'

considori la serie:

tinua in tutto il campo S insieme aile sus devivate prime o seconde rispelio ad
oy 22, § punti di o gl piv esclusi per queste derivale; ed ammelte le derivate
noruali. che i mantengono finile o coutinus anche quands dag punti di S si va
ai punti di a.

Por altro {a serie (38) in wn punto almno del campo 8 ¢ divergents

1 1

por k>

Infatii si osservi anzitutte che dalla formola :

I_e
ﬂ|>l

Jim=e
e W,
risulta che la serie:
W Wik Wit -
per k=:—. & divetgento. Allora, data unn quantith positiva A comungue grande o
]
indicato con B il prodetto del velume dello spazio § per il massimo valore assoluto
dolla funzions #,, si potrd determinare un numero intaro ¢ falo ¢he si abbia
1 $
par k=t
W+ Wik - Wi 4+ Wik > ALB,

ossin:

_l:z-;ds +kj:p,u,.w+k‘_j:u,u.¢s+ "-{—L‘.[;‘,y.dSs

£vu(u.+rl.k+r:.k‘+ <L pk)dS>A.B.
In questo modo si dovrd avere in un punts almeno di 8
o 180 b vi = v e ok > A
son A arbitrariamente grando. Questo risultato oi dice appunto cho lu serio (38) &

divergente i un punto almno del campo § por k== . Aduique la sorie o por
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1 3 3 - Y
|A\); ROR pul Tappreseatare Sempre wne f(unsione finita e conlinue i futto i

campa 8.
24. Om supponiame che la quantity arbitearia 4, introdotta al § 18, sia su-

periore ad t] - Dotarminato il corcispondents numero intero p, si considerino la  sorie:

okt 4
S e
by AU

VP = Uy O - Gy -
Questo serie, appuste come 13 sorio (38), sono convergenti in ugual grado in
ttto 8 (i punti di o fnelusi) por m|<c“: por o s pud serivere, facondo uso
dalla (16 30l § 16,

@ g™ o g

B e B Y B B s Y LT ey Ty

(e e -o a1 ) ey Fapst L) k(e oy my
-

Bomp — B by o D
In conclusions si pud sorivere per \,a-g{cl;
@0 gt g p ) 5Dy

P oty
PO

D=0 — i

@ di qui, servendoci delle (26), avzemo:

(38)° ot —

Adunque per |#£] < é‘| Ia funzione », determinata dalla serie (38), coincide con
la funzions w, determinata dalls formola (33).

Risulta intanto di qui che la furzione w per r:;(_é non b poli; per evi i
valors &, di & corrispondente al primo polo di w, se pure &'6, deve essere su-

periore od wgnale ad €l
3

Sooreri pre XL, Ser. 5+ Tomo XTL. 23
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5. Se V'equaziona (29) ha delle radiei di modulo inferiore 3 #; (el easo che
esiste nn primo polo ; inforiore a 2 della funzions i) o & & (el caso contrario),
1 ospressione (33) di w per |£] < ks o por [&£] << 2, secondo che osists o o il polo &y,
si deve potere mobtero sotio la forma:

gl P
dove Dy ¢ un polinomio in & oche non si annulla per valori di £ inforiori a &, o
@ 4, secondo i casi; o dove Py & come P, una funziono finite o continua in tutte 8
(i punti di o inclusi) insieme alls sue derivate di un ordine qualsiasi rispotto a &
per [#{<Ci. Allom la @ si pud sviluppare in serfe di Maclaurin per [#|< i o
per |k[<C &, secondo che esiste o no il polo &3 di modo che potremo serivere:
00— sok - w0kt - - 5

& poich por [H < = 1a 1 coineids con la v, ooed dovremo avere:
|

Wo==1lo; WH==0, Wy==y,

& per conseguenza Io. sviluppo precedonts di 1o, che & valevole per [£]<Z4; o per
|| << 4. secondo che esista o 1o il polo k,, si pud ancora serivers nel seguents mo

(88 w1, vk ok

Ora questa. serfo non & che la sorie (58), 1a quals, coma si & visto, nmon pud

sampro. rappeosentare una. funsione fnita o continua in tutto S por [5]> L; di modo

<che, essendo 5(1. dovremo necessariamento avere:
A

=i
L
Adunque la funsione w deve avere un primo polo per k=i, =-}

miamo gy il residoo della funzione w per k==4#,. Si pud scrivere:

5 P
(38) wm Bl
50w ha un swoondo polo £ supariors o Ay o inferiors a 4, I fanzione ! ard re-
golare o sviluppabile in serve di Maslawrin por %] << ke nel caso contrario la fun-
gione ¢ sarh regolare o sviluppabilo in serie di Maclawrin per |£[<<1; per eui
avremo per [£|<< & o per |£| <4, secondo che esiste o uo il polo ks,

(89) Eom e b e e

Questa ci dd insieme allo (38Y, (38)":

(40) o ="+i‘~:--‘
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@ poichd si ha per'la py (§ 21):
(30" (uoi punti i 8) iy + opi=0, (oo punti di ) g,
tonuto eonto dello equasioni (14), di eni le w sono inbegrali, avremo per i coallic
cionti dello sviluppo (39) le seguenti cquazioni :
{ (ool ponki i 8) L4 —p =0, bl

4)" | (aei punti di oy 202 e
| (el punti i o) e iy, =
Questo equasioni sono perfoltamente analoghe alle (14); siechi partendo da esso
© ripetondo i ragionamenti dei §§ 22, 28 si dimostra che la sarie (39) per |&| <;l'
v

dove o, & una quantiti finita, positiva o discosts dallo zoro, ruppresenta una fi-
sfone finita ¢ confinua in tutlo il campo S (i punti di o compresi); menire now
Pug. sempre rappresentars wuna funsions finila e continus in tuilo il campo 8

 ;
por P>

Intanto deve essere i = k. Tnolitre posstamo supparea di avera fissata Ta qua

arbitraria 2 superiore alla quantits determinata ¢ fnita : +'o llora, paichd To. ar
X
Tuppo (39) & valevole solo por |¢;<£— & nom por m|>cl. sk
. .
oL
L
Quindi la funsions 1w devs avere wu secondo polo per k—kgfgi.
.
Chiamands p,

residuo dolla funzine w nel polo & = ks, 5i avri:
e LTS P PR :
i N

© se w ha un torzo polo &, superiore a k. o inferiore o A, la funzione m sark re-

golare solo por |£| << ka3 nel caso contrario sari cerbaments regolare per-|k| < 4.
Arrivati a questo punto & facile capire che, seguitandn & ragionar sempre nells

stossa. guisa, si dimostra che o funsions w ka offsttivanients wna serie fluila o in-

fnita di poli semplici corrispondanti ad we gruppo C di valori reali, positivi o

ereseenti

“1) oy feyy deay

della variabile k. B evidente poi che questa gruppo C, nel caso che & infinito, ha
per valore limite 1l valore fe='; @ cho i residui

(42) Prafis s Pioen
dalla funsions w0 nei poli by ke by e 0u0 Sntegrali regolari delle equasioni :
(B0)™  (nei punti di 8) pkpi=0,  (nei punti di o) ?‘E':hp‘.
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27. Nel camo in eni Ia funzions ¥, che comparisce nelle equazioni (34), soddisf
alla cond

(43) (nei punti di ¢) %:my‘
pud darsi ke, dopo di avero ripotuta 1" aperasione el paragrfo’ preosdente » volte,

risulti identicaments in tutts il eampo 8:

PP =D
allora. i aved:
v=pitpt At

@ il corrispondente gruppo C dei valori (41) sari finite. In quslunque alire casp
I operazions del paragrafo precedente si pud certamente seguitare indefinitamente, e
il gruppo C sarh infinito.

Un valore &, per il quale esiste un integralo regolare ' dolle equasioni (30)",
lo diremo vafore cecesionals, la corrispondente funsiono 3 la diremo solusione eo-
cezionale; o cost possiamo emuncinre il seguente risultato: data una funsione gual-
siasi W, le quale sia finita ¢ continna in {ulto él campo 8 fasieme aile sue deri-
vate parsiali del primo ordine, i punti di o al pit esclusi per queste deiivale,
esiste sempre wia corrispondents serie finita o infinite (42) di solusiont ceces
nali. Nel caso in cui la sorie dei valori cocogionali (A1), ¢ percia anche gquella
delle eorrispondenti solusions eccesionali (42), sono finile, 5 ha

(44) p= )Tiﬁ‘ 5
98, I valori eccenionali del grappo C ¢ lo corrispondenti soluzioni eecerionali
si possono definire ancora nel soguente modo.
Tnoomineiamo dall’ oseervare che per || </ si ha:
lim () — 0.

Similmente si ba per [£]<< fs:
|

n ([iA) =0,

& in particolaro:
tim (4 5) =0

In questo modo si aved dalla (40):
(45) lim (ﬂ,.{‘.:):f;-’ ;

montre por k> & si ha generalments nel campo 8 (ossia esclusi al pitt alcuni
suoi punti)

Tim (pif) == oo
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Adunque il primo valore' escesionalo 4 del grappo © pud definirsi come guel
valaro reals o positivo di &, por oui il limite di v per i=—co & determinato,
finito e generalmente diverso da gero in S. La corrispondente soluzione eoeozionals
viene doterminata dulla (45).

Similmente il seeondo valors eccezionale £, del grappo C pub definirsi coma quel
valore reale o positivo di &, per cui il limile di L& por f=co & detorminata,
finito ¢ generalmente diverso da zero in 5. La eorrispondente soluzione cecerionale
viena deforminata dalla formola:

me
tn =B

Lo stesso =i pud ripetere per gli altri valori eecezionali di © o por le corrispon-
soluzioni eccezionali
. Osserviamo che i valori eccezionali (41) non sons in generale i soli valori
nali cho possono csistere relativamente al campo dato 8. Dal fakto cho, quando
In fumsione 4 nei punti di @ non soddisf alla condiziono (45), 1 valori cecoxionali
del gruppe O sono infiniti, risalia intanto che esistows cortaments fafinili valori
sccezionati. B poi wvidente ohe it groppo G di questi infiniti valori eccesionali &
indipendonte dalla funsions W mentre che i gruppa €, come si & visto, dipends
dalla funsione Y.

Ora vogliamo dimostrars cho il grppo G ha il solo valore limito &

oo

@, Per

questa basterd provars cho in un intervallo quilsiasi dell’ asse roale e positive della
variabile £, di cui mn estremo sia sempre I'origine, nmon ei pud essere eho un nu-

mostreremo che data unn quantith J positiva e comunque grande, e trovato il cor-
rispondente numero intero p, fra o & A non ci possono essere pit di p—1 valori
occoazionali.
Suppasto
deriamono p

fatti ohe fra o o 4 of siano pid di p— 1 valori cecesionali, consi-
isposti. per ording crescento:

Ry Ky e iy
& fidichiamo com
PiBay By

lo corrispondenti soluzioni eccezionali.
Faceiamo nelle equazioni (14):

(46) Y=p+ gt g

Si avri:
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quindi, in conformita del risnltato dol paragrafo precodents, il valors &, @i & sard il
primo valors eccezionale dol gruppo @ corrispondente alla funzione (46) ¢ p, sard Ia
corrispondents solnzione: eecezionale. In questo modo la fanzions ¥ — p, ohe compa-
risce nolle equaziont (14)”, diversh quosta volta g, +-ps—} = pp; di guisa che
avremo :

e
ml =5

@ oos) il valoro A, di & sarh il secondo valore ecoozionale del gruppo C corrispon-
dente. alls funzions (46) o p, sard la corrispondents soluzione cecezionale.

Seguitando nella medesima. maniera, risulta ohe il gruppo €, corrispondents alla
fanziong (46), ha fra o e 4 i p valori eccosionali ky, &z, ... ky. Ora i valori ecce-
sionali Ky, &z,.. R sono anche i poli della funzione w corrispondente alla me-
a funzione (46); per cui abbiamo che la fanzions w corrispondento alla fun-
ione (46), dolla quale si & dimostrata Vesistanza al § 21, ammotte p poli fra o o 4.

Intanto la funzions w pud anehe esprimorsi mediante la formola (33), nella quala
P & funziono regolaro in tutto S per [4{<<2 o D & un polinomio di grado p—1; di
modo che w non pud avers pit dip—1 p tx o 0 A, confrariaments al risultato
testd ottenuto. Quests discordanza di risultati dipende appunte dall’ avers ammessa
Vesistenza i pii di p— 1 valori eccezionali del gruppo G fra o o 2.

30. Dimostriamo ora, a memnnm del risnitato del § 21, che Fintegrals re-
golars 1w dells equasions (34) & wnico per qualuuqus valore di k, cho won fa parts
del gruppo .

Tufafti supponiamo che pol valore & di 4 che non fa parte dol grappo @, si
siano due integeali rogolari ¢ distinti w, , w, delle equagioni (34).

Posta:

W= —
sisulterd da quosts equazioni =
(nei punti di 8) 7w+ Ku

. s oy i
(usi punti di o) 22— b

oo & fungione rogolace; o poiehd & non fa parte dol gruppo G deve essere identi-
camente
=0

in tutto il cxmpo 8, contrariamento all’ipotesi fatta.
1. Le soluzioni eccazionali- godono della seguenti proprieth:

() Jrrako. [wpras—

o,

dove @', " sono sispettivamente
afoni ecoesionali) corcispondenti
pazametro #.

intograli regolari delle equagioni (30)" (solu-
alart Ceosozionali) ¢ , &, diversi tea di loro, dol
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La prima. di queste formole & evidonte. Per dimastrare Ia sscond si conyiderino
la equazioni :

(mei punti di 8) o7 Ky —

(nei punti i ¢) %"

€ @t

L T E

ricava, integrando per parti,

= (i [ ()
& poi
B kT,
risultori s
f /5 8 = 0.

92. Supponiamo ohe In funzions y sia fnita e continua in tutto il campo §
(i punti i & inolusi) insiemo alle sue derivate parsiali dei primi tre onlini; che
i puti di @ soddisfi alla eondisione (43); o che Ia. cormispondonts sorie (42) &
soluzioni eccozionali sin indéfinita,
Sapponiame ancora di avera detsrmuinato la prino ¢ solugiont ceoezionali:

ProPrs s,

0 zichiamiamo il procedimento cho & deve teners, sooondo i ealsclj precedonti, per
determittare n (¥ 4 1)@= soluziono eccezionalo,
osto :

i, considerino 1o equazioni:

| (nei punti di 8) oty e,

A b =0, Ay 4oy,

IR RLL 5 ity dits i
f (nei punti di o) S = fats, S =, Ty,

@ si osstruisoano, modianto i loro integeall regolari, o sprossioni

(e
W

Vo= [wnas, v, [f2 kTR

L";J@-{hlru,u,:iﬂ‘
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Si avrd, come & noto,
W= Wi = Wi =
1

dovo Fiuy & T (5 1) valore eceezionale; la serie :
10wty el ek
Der [k < kysy rappresonteri una fnziouo finit o continua insiems, eco.; e, cost come
la w===n, i cui coofficienti sono gli integrali regolart delle equazioni (14), soddisfa
por |k} < &, alle oquazioni (34), questa w per || < ke soddisferd allo equazioni :
(34),  (nci punti di 8) % bwfu =0,  (noi puntidia) "'“ = .
11 residao dolla funzione  nel polo semplice jr=/i..; sark appunta Jﬂ (G 1
seluzione ceeceionale piv, .
Posto poi :
.

(s fn),

avremo ancora dalle (30} ¢ dalla (43):

(14),  (nei punti di 8) %, =0, (nel punti di o)
38. Ora si considering lo aspressioni:

(B e e wf v, W fa s,
Va j.g( )! + (%“j—‘-)’-. {m‘") "xs-nj W da, \vu.ffu:,ds
kg s ;;‘)..rs-r AI wdo, W= [

ey las i [ s, Wi [utaas.

W=V,




HRk-
34, Pawsiamo ora a trasformare I'esprossione di V_y. Intogrando per parfi o fa-
cendo uso dalle equationi (30)” e dolle (47), si ottiene:

e [ (s

S (e ta e

L (RO st ot

(g 3p | AT LW Ip % 4
+2‘.’ Wl M+ W ay+ £ m+2u‘:£””’“"”)%

+2‘H=(I"H£-{,‘—‘+§’;;5&-3?;?;9«3“]}.». o) —
uj" M ( (2 E¢9+nf(4-wl'.:¢+
pIL: ,!'p ds+ga‘|‘»wws;+s) ke fﬂ,pnis,

,j j(mw)_;.(w ) ( 4*.,-) E”’“"_[l"vﬂ'fiﬂr

+3‘,‘4‘, fr,ds+?-’c‘ fprl‘wdsf
(e=bty o, te=1,8).09)

(49) i

Posto:
d o =k,

avremo dalle (54),, (14, per |k < kui:
(noi punti di §) A% ko = — sy, (26l puntidi o) ;L;‘; —
Allora possiamo serivere in particolare per & ==& (r = 1):
S v —vrpyiz— f( 4;»‘”)4«-0
ossin:
: 4 )
= [prwsis= [ty ait [ 5 b8 = [ prvist [ s
o quindi: !
fp.a':;uts:—k, [p:ds.
Sostituendo nalla (49), avremo Bnalmente:
A A P A i - T
SRy S

24

Sociera pE1 XL Ber. 8% Tom. XIL
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5. Da. questa formola risulta che I espressions sempre positiva V_, deoresoe
al crescore dell’indice 7, mantenendosi inferiore alla quantitd costante:

SN +C5+ 5 st o

‘Ora al crescere dell’indice ¢ il parametro k., cresee indefinitamente, di modo
che per i abbastanza grande si pub renderlo superiore a qualsiasi grandersn asse-
guabile; ¢ eos) avromo dalla (48), passando al limite,

(50) lim W =0.

Applieando Ia formola (8)" del § 3. risulta dalle equazioni (14), per un punto
qualsissi di S (i punti di o compres):

lsl= K[/ [, 8 = Ky

lim ey ==,

& quindi dalla (50):

ossia:
e 20

dove la serie al secondo membro & convergents in ugusl grado in tutto S (i punti
di o compresi). Abbiamo dunque che quands la funzions Y ¢ finita o contiwua iv-
sieme ¢lle sue derivate parsiali dei primi tre ordini in tutlo il campo 8 (i punti
di @ inclust) ¢ nei punti di @ soddisfa alla coudizione (48), ¢ sempre uguale alls
semma della seriz finita (§ 27) od infiaita delle corrispandents solusioni sccesionali.

Osserviamo cho ln condizione, che le derivate prime di ¥ siano finite o eon-
timue anche nel punti di o o che  ammetts ancors le derivate dol secondo o del
terzo ondine finite ¢ continue in tatto il campo S (i punti di o inelusi), & stata in-
trodotta. solamente per il caso in cui la serie della eorrispondenti soluzioni ceoezio-
nali fosse infinita; mentre che per il easo in oui questa serie & finita gueste condi-
zioni non sono richiesto tutte.

6. Ora vogliamo dimostraro che, guando wna funsions Y @ sviluppabils in
serie finita od infinita ¢ convergente in ugual grado in tutls il campo 8 (£ punti
di @ compresi) di solusioni eccezionali, ¢ sviluppabile in un sol modo. Supponiamo
infatti ehe, oltre allo sviluppo:

(1) = %, qur
si abbia 1'alire:
(s1y =3 g

V0 g1\ Gy i 22 a2 e BOBO Soluzioni eccozionli, ossia integrali regolari dello




e
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equazioni (30)"; o che le sario che compariscono melle (51), (51)' siano convergenti
in ugual grado in tutto S (i punti di o compresi).

S 1a soluzione eccerionalo g enkra uello sviluppo (51) ed il suo corrispondente
valore eocozionale & diverse dai valori eosezionali corrispondenti alle soluzioui ecoe-
sionali ohe entrano nello sviluppo (51), risulterd dalle (31), (51) stesse e dallo (47),
integrando. par sorie,

fmuzss (g2 a8 0,
J:qrwdsi 2 ,_[q'x;‘rd3=0:
per cui fale ipotesi & inammissibilo,

Supponiamo allora che le g, ,g'r, oho eutrano  rispottivaments negli sviluppi
(51), (1) © eho corrispondono allo stesso valoro cooerionale, non siano identicho.
Dalle (51), (51)° risulta, intogrando per serie

Igrwds"_f'i:ds Joawaeds.

_ffrv'dﬁ=jwrf,ﬁ=

_[:wrffri'ds= 0;

@ per eonsegnenza dovrd aversi da per tatto, contrariamente all'ipotesi fatta,
fr=qr

87. Supponiamo ora che, indipendentemente da tutto cid che precede, si sappia
in un modo qualsiasi che una funzione & sviluppabile. in serie di soluzioni ecce-
sionali dolle equazioni del ealore; o supponiame ancora che, senza conoscero lo svi-
luppo di w, si eonosca invece una serie finita od infinita di soluzioni eccezionali,
determinate futte a meno di cocfficionti costanti e corrispondenti a valori eccezionali
differenti tra di loro, la quale contenga in & la serie finita od infinita che deve en-
teare nello sviluppo di .

So gy, g¢s -~ & 1 serie di solusioni eocosionali ohe si conosce, patremo serivere,
in forza del teorema procedente,

TR ALY
dova alouni dei coeflicicuti costanti A, possono essore anche mulli e dove lu serie al
sseondo membro & convergonte in ugual grado da per tutto, se pure non si riduce

ad na gomma di un numere finito di termini.

() 1) Giso in eai In serie s nrvesta al termine i, corrisponde n quests formols & fare:

Giar = fora == 0.
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Ora si moltiplichine ambo i membri della precedente formola per g, ¢ si in-

togri o tutto il campo S. i aved, integrando por serio o facendo uso delle (47),
j Vg dS= 3, A, [ggeas=A, rqiu‘s 3
donde:

fous

A,
S

B chiaro eho la fanzione g non enteerd nello svilappo di w, quande si avr:

g dS == 0.

Posto poi =
Pe=Aufss

Io sviluppo di % si pud sempre porre sotto la forma:

38, Prendiamo ora a considerare le equazioni (2) dell” introdugione; o suppeniamo
oho la fanzione £, ehe enfra in queste cquazioni o cha per ipotesi nei punti di o
soddisfa all’ equazione (43), sia finita e continua d per tutto insiema alle sue deri-
vate parziali doi primi tra ardini, o per lo meno si sappia che & sviluppabile in
sere di solugioni ececzionali. Si poted serivors:

(52) [l gy =ptpatpaty

dove la somma pud anche arrestarsi ad un certo punto.
8i considerin le funzioni:

et g pe i, w =gt
nelle quali %, A . &, .. sono i valori eecezionali eorrispondenti alle soluzioni ecce-
giomali py, . s, i K 8 il parametro che entra nelle oquazioni (4); ¢ il tempo
5 e si considerino le serie:
0= pre R e R e e
9 Epe L e b tht -
[ Epem o Epett dpe 4

Te espressioni:
R, e g

sono tatte positive e per valori positivi di ¢ sono minori dell'unith; per oui la prima
delle serie procedentd, per valori non nogativi di f, sark convergente in ugual grado
da per tutte.
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Le altre eaprossioni:
e e U
Hes o Bemhty e .
sono anche esse positive o tali che, per qualungue valore positive di ¢, a partire da
un eerto punto in poi de¢rescono; di modo che anche lo ultime due delle sorie p
cedenti sono convergenti in ugual grado da per tutte per qualungue valore positivo
di 1.
Di qui intanto risulta:

(4 — K2, ittt = — K™ — Kllapuem™! — Kapse™a —

Dalla formola

"’“‘ J "3+4af( }m_

J: i "‘s+4r£"'(m _7)"”'

erivando sotto il sogno, risulta poi per i punti m dell'interno. di § (i punti di
ciow eschusi):

a

1

Risnltati analoghi si hanno per lo derivate prime rapporto ad y; e 3. Abbiame
dunque che 1o serie:
i L%
npwmma uni funzione finita @ econtinua insieme alle sue derivate parziali del
mo ording (che si possono ottenére derivande per serie) in futto il campo 8, i
p\mm di o al pii esclusi per queste derivate.

3
o 52 diseng infisita ol punto s dE 5, 31 fooremn dellinte-

() Qui, quantanque la fun

grasione per sorio & valovole.
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39. Cid premesso, si ha, integrando per serie, per i punti m doll'interno di S,

mu,( - ""rm)ds+-:uf(i’]"‘r‘.")G‘EF%}M:

(55)

=5 ool [ (e} s

Di qui e dalla (54) risulta che la funsions v ¢ finita ¢ contimea insieme alle
sue derivale dei primi duwe ordini rispetlo ad x, 3 5 ¢ del primo ordine ri-
speita a i, per qualuague valore posilivo del tempo, in tutto il campa S, © punts
di & al pit esclusi per le derfvate rispeito ad &y, gy 5.

Dal feorema del Poisson #i ha poi nei punti dell'interno di S:

A0

e e
ok pa
Questa ¢ In (54) ci damno:
(usi puati di 8) 2= Katto,
Si ha in an punto m, dello spazio indefinito S”, limitats da e,
1

i f{"’ l)“

Si= _Lias+“ r"‘(f—é de

integrando per srie, risulta

punto 7,

s r

L
Lo (G~ ) aef =

Indicando con m' un punto qualsiasi di @, si ha:

el (Larm) B (Ene) G )=

5y

e
i e

Si ha aneora dalla teorin delle funzioni poenziali di superficie:

Wt BAIN S
-ETI} AN.L?"'T“E“C fs hmu J’l.[. r %‘p]r i

—— k2, ) 0 — o).
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Dalla (55). visulta poi:
1
rl
O I i S ARy e e
2 [ rSpedo = — ym 2

+ tim ‘—’,‘j A3 perhida.

3 it

i

(55)"

Questa formola ci dice che 1’ espressione:
1

ZER
'] Dn£ ks 2 R

esisto od & finita o continna su o; di modo che esistord ¢ sard finita o continua
su o anche I'altra espressiono:

AT
T AP

lim

@ si avrd dalla tooria delle funzioni potenziali di doppio strato:
1 1
L > (27

. lf,\' PRI T S E S SRR
R ) e e Plps e

Por meszo di questa formols o delle due analoghe precedenti si ricava
dalle (55), (55):
i
: = Lr> b
S T A - G

lim
K pa

ke 1+ e | S i
= e [T
ho(m).

i valore positive di £, ammetls ancora ls

Adunque la funsioie v, per qualsi
derivate normali, ehe si mantengono finite ¢ confinue anche nei punti di a; o in

questi punti soddisfa all' equazione:

2 — o

Finalmente si ha ovviamente dalla (5

[(x.y.3).

(O = (S )

=

Tn conclusione /a funzione v, detorminats dalls prima delle serie (5
presenta Uintegrals ragolare delle equasiont (6) detl’ introdusions.
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40. Osserviamo che lo fanzioni @, , vy, s, .., che danne o siluppe in seris
della funsione o, sono gli intograli regolari dello equazioni:

i
A

(nei punti di 8) A, (uei puati di @) By Ao = i -

Lo oty i alle iniziali gy , e Pa o
& dieono emperature elementaris di guiss cho il risultato, del paragrafo preeodonte
si pud anche enunciare dicendo che la (empsratura variabile di un corgo, immersn
in un ambiente che nei punti dalla superficie contatto ha la temperatura uguale
@llo z6R0 ¢ che inisialmenta 8 trovava ad wna fmperatura gualsiasi, si pu con-
siderare come la sovrapposizione di un numera fiaits od infinito di temperatare
slementari.
41. Passiamo ad applicare i risultati generali cha. procedono al seguonte pro-
di Fovmign: Determinare la temporatura v al lempo ¢ di wna sfera S, inm-
i un ambizate di oui la_ temperatura. @ costantemente wguale alls zERo,
supposts che la temperatura {uisiale [ dipenda sollants dal vattore ¢, oha parte
dal ¢oniro di tale sfera. Questo problema. equivals al problema analitico dell de-
terminazione dell’integrale regolare delle cquaioni:

w

O (ool pmti d18) =Ko, (ol puntidio) 22— b, (o)oam /o)

Volendo, iniziare i caleoli, secando la teoria generals pravedontemente svolta, bi-
sogma eominciare dall'integrazione delle oquazioni

(14} (nei punti &i 8) %0, +f(e) =0, (uei pusti di o)

Queste equazioni. sceondo § ealeoli dol § 1, si possono integrare nel seguents
modo. Si indlehi eon R il raggio della sfors, o si ponga V'origine degli assi nel
centro di quests sfara. Posto:

a==4nRE,
@) M ;_[ 148,
@ demge[Las,

si ha che I funzione of viens a dipendsro colament da. ¢; o percid risulta:

od ancora:
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Dalls formola

J.J’v.ds +f— do =0,
abbiamo quindi :

v, M)
u+a) f e

flmie Aty
W3 b

Adunque 1a & soddisfa allo equazion

. (uel punti di §) vl f=0, (nei punti di o) % %
Ora si considering le equazioni:
(1) (noi punti di 8) 475" —0, (nei punti di o) :‘;, " b Z’,
Evidentemente I'aspressions costante :
2 M
o =— =

& Vintograle regolare di quoste equazioni; e per eonseguenza i avrd, come & facile
verificare, per I'integrale rogolare delle equazioni (14).:

{-gds”JA

42, L'integrale regolare v, della equazioni (14),, come si vede, dipeude sola-
mente da ¢ appunte coms la funzione f(¢); di guisa che I'integrale regolare o,
delle seconde equazioni, che bisogna considerare,

A e )
iLast 4o 7o

?!\

(14),  (noi punti &i §) v, 4 vy =0, (nei punti dia) == ho;,

sarh anoh'esso una funzione della sols o Soguitando ad operare secondo la. teoria
svolta, abbiamo in canelusions che tutte e famioni:

PR A
dipendono dalla sola variabile o.

Ora si ba per la prima soluzione eceerionale py corrispondente alla funzione
data /(o) (ofr. § 28, form. (45)):

P dim (o)

dove J, & il valore eocezionale corrispondents & p,; per cni sark g, funzione della
sola g.

() Nel aso di hee ol deve anche avorn: ffas_n. o il tereo termine non comparisce

in questa formola,

Soctera var XL, Sor. 8% Tom. XIIL 2
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Per avers la ssconda soluzione eccesionale py corrispondente alla fanzione: /()
bisogna operare sulla funzions /(¢) —pi. che dipende dalla sols ¢, come si & ope-
rato sulln f(e) stessa; di guiss che anche la p, sard fangione di ¢ solamente. Se-
guitando sempre nella stessa guisa, avromo dunque eha futto la solusiont acessionals,
corrispondenti alla funsions arbitraria f(e), sons funsioni defla sola ¢

48. Cid premesso, passiamo & determinare tutte ls soluzioni eecezionali delle equa-
ioni del calore, relative alla mostra sfera di raggio B, che sono funzioni dells
sola ¢ (1). Per questo rammentiamo eho lo equazioni, & ovi devono soddisfare le so-
luzioni eccezionali, sono della forma:

(56) (mei punti di 8) 4% +kg—0, (uei punti dio) §-§=hg:
@ 86 si introducone le coordinate polari eol polo mel ceniro della sfera o si fa lipo-
fosi che g & fonzione della. sola ¢, queste equazioni diverranno:

d

Y 251 — L2 By
-—l frRe=0, (G =0

Posto:
=4
g P
sbbiamo per la y lo seguenti squazio
g o i e o
(56) T H =0, 5n¢+(m ]}y“,s—l]

L'integrale generale della prima di quests equazioni 8:

3= Cyoo8(e}/%) + Cy sen (%) ;
per cul si avrd intanto:

_C eos (o % j:CsEE“ eVk)

@ poichd 1a g deve essere ragolare anche por o
Cy=0;

¢ quindi si avrh, a meno di un fattors costants,

0, cost dovrh ossers:

Y= (eyE)-
Sostituendo quests valore di y nella seconds delle (56)°, otteniamo:

(57) Ry cos(By/T) + (AR — 1) sen (RyE) =0,

cho & 'equaziona & cui deve necessariamonte soddisfure il parametro f delle equa-
sioni (56), affinchd queste medesime equazioni ammettano un integrale regolare fun-

(1) Ofr. ad es. Pricann, Traits d'Analyse,

1L Cap. VI, § 15.
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sione di ¢ solamente. 1 chiare poi che, u meno di un fattore costanto, 1'integrale
di questa natura dello (56) & unico ed & sempre dato dalla formola:

(58) g=Senlel’®)

e

Adunque per avers tutte le solusioni cccosionali qu'y gy gs sty fundioni di ¢
solawiants ¢ relative alle sfera di raggio R, baster trovare tuite le radici (che,
eomo risulta dalla teoris generalo, devono essere tutte reali o positive) dell’equa-
sione (57) e sostitwire ¢ valori di queste radici swecessivaments nellespressione
(58) di 4.

44. Nel caso particolave:

Ia (57) divieno:

(7Y R /% cos (B /%)

Questa. equazione ci di:
3

<
)

Biffe=---,

@ quindi, esclusa la radice k=0, che ci darebbe ¢
sosoionali :

0, avremo por i valors

~(@) . m=GE) a=GE

per lo solugioni cocezionali corrispondentiz

(58)

Nel caso limite h==co la (57) divi

7" sen (RY/E) = 0.
Questa of dk:
RyE , =8, —2m, —m, 0, @, 2w, 8w,
e quindi, ssolusa la adice =0, che oi darbbe g —0, avremo per i valori
eccezionali :
{59y x.,:(t'n )
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per le sbluzioni eseszionali corrispondenti:

i @@ =l

I | Ui i e

In qualunque altro caso la (57) si pud serivere:

tang (RYR)= l’ﬂ’:k:

& 8o si pone:

Y=t

| avcemo ancora. per In (57):
I [th tang ¢ = Hz
i con F quantith finita o diversa dallo sero.
8o e pone:
s tags, we=z,
le infinite radici doll"equagione (57)" eorrisponderauno agli infiniti punti in oui la

retta:
r=Hs

z—tangs.
Tra 1o radici dell’ equazione (57" o8 1a radice s= 0; Jo altrs sono duo a due
uguali o 3 segno contrario; per eui possiamo scriver

1
|
|
‘ taglin gli infiiti rami della curva:

sy 0, 5. 5

© quindi, esolusa la radice #=10, cho ¢l darsbbe g =0, avremo:

b :G:)'

| o (s ne

Si vorifica faciimante che la % di quésta serie di valori ccomzionali & sempre
compresa tra 1a &, della serio (59) ¢ la #, della serio (59); eosl la k; della
| serio (50)" & sompro compress tra lo & dells seris (59), (59); ceo. Del resto ba-
stard osservare che lo serie (59), (59) non sono eho i due casi limiti dolla serie (59)".
45. Trovato ora tutte la solnzioni ecoszionali fumzioni della solx variabile ¢, o
posto, sacondo 1 caleoli del § 87,

1 (@=3 A
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avremo:

[roae  [ro=CEa [0 e i
AJ.‘scn’ wi)de

[atas [T
. d=

4y [ erte sen ot ) de

o quindi:

Si ayrd poi per 1'integrale regolare dello equazioni (4 (cfr. § 39):

o VEentson (el T [ erte) sen (eVFy) de
—rd et i
= ; @} 2Rk, — sen (2RY ) |

Prendiamo a considerare una qualsiasi soluzione ecoezionale:

__ senfof

L 3

La g,, considerata come funzions di g, si annulla per
L

Vh'

o diviena alernativamento massima ¢ minima per i valori di g, che sono radici
dell equazione:
18

tang (e} /)
La corrispondente temperatura elementare &2

etsen (o k) |
e A

@ si vede che essa col variare del tempo ha sempre Jo medesime superficie sferiche,
comcentriche alla superficie della sfera stessa di raggio R, nelle quali si annulla; e
queste sano sempro separate dalle medesime superficie sferiche alternativamente di
massimo o di minimo. Esea poi, ool orescere del tempo, finisce per impiceolire inde-

finitamente in valore assoluto.
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CAPITOLO. IIL

Sviluppi in serie semplici e doppie di Fourier.
Integrazione dells equazioni del lipo (a) e del tipo (3)
in alcuni casi semp! singolari.

1. Si consideri ' equazione :

@ ok =0,

in cui = & la variabile indipsndente, y la funzione incognifa, W(z) wia funsione

finita ed atta all’ integrasions in tutto il campo di variabilith che va dal punts & ==o

al punto #—a (a>>0), & un perametro realo o complesso indipendente da . Ri-

earchiamo I integrale regolare dall’equazione (1), determinato con la condizioni:

ay O — by =)ea, (4 hy =)

nolle quali 4 & un parametro reale e positivo indipendents da .
Intanto Vintegrale generale dell'equazione (1) & dato dalls formola :

- ‘,,(;.,:,—_E:_; fﬂﬁw(;) e G Cye? =
s =F s

con C,, Cs costanti arbitrarie. Sostitnendo nelle (1), otteniamo (1):
TR+ Caf/— Re=(Ci - Ca)s

—S-P—I_Tj n;'ﬂ‘ VS () .1;-—%/15?& Ffﬂ-x"’: ws) ds +

+0F (h—

SR G (B Y= F)=0;

(1) L esisbonza della derivata prima di 'y rispetto ad = dipende, come  fasila trovare, dalls
esistenza del limite:

Jim [(»“’"" ) pentritnte l(:'”’ _ﬁ""‘) Feostoks) -
= (,"“ —e'ﬂ"‘") mm.m%}‘r

ﬁ’l:(r“-*" 47 fon i)+ ;(J‘:""+e"’-”’ F.sen (8505) —

£ (4‘“‘”‘4-:4-”’) faon ] |
(F, [ sono rispottivaments il limife superiore ¢ il limite inferiore dells funzicne @ (x) nsl
campo [, £ KT; 0,600,868, 5,6" sono quatith non minori & serd e non maggior dell'unizd ;
i7) che & uguale allo sera. Tn quosto modo avremo:
—=y =

= f 7 F gl ds —

[ D iy s — YRGS Y EC




— 199 —

o quindi:

1
y T — o 2 o
O S o /= B = e — iy
® rwcr):r“ﬁ'ﬁ*u‘ ) — el VR (L B e
o il ——i} =
=GR = B) — TS (R |

"f""" eV R (s - ) — o0V (L /Ty s
o
Sostituendo nella (2), avremo per V'integrale delle equagioni (1), (1)
1 o v
[ e R
21fﬁ,‘:‘[0 () ds -

VR o) e 4

# 24— k) (hHy/ —&3i),
it Les B G
TR R k- ‘L‘ Pl et

i ey [w,};e..mmm“ — =R~

VR (e ) — o= PR (8 e ) {

R

(y
(2)'( e et L

2. 8i consideri 1'equazione in k.

®) (b +V TRy — et (h—

Questa equaziona equivale allaltra:

V=E) =

Ak hF1=F).

Posto in quests equazione:
K== ga
o nguagliando 4 zero succossivamento la parte realo e il eoeffciento doll’ immagi-
nario, 8i ottengon lo diie equazioni in ¢ ed ws

IR (o) [ i t] —
R e T T B RN

~o ey |

\if 1

@ @ i ~ w ~
{/eoos ms(u| UCO%H) (n Teseng}seu(ul'ecos é}‘ Vecos.
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Te radici di queste equazioni sono radici delle sltre equazioni:
—afFuent

. ’sﬂn(aﬁmg)gh’+eﬁzhﬁwn%}=¢‘zhﬁm%.

—Fmad
readl -m(aﬁmg)ga’+,_nﬁse-‘gg‘::(q—m,
Di qui, quadrando & sommando, risults:
—nabFean s
‘I: '+e—2hv’§un%:|=n'+e+3'ﬁﬂ;san%‘
Ora per @==0,2m si ha sen é"=o: mentre per  variabile tra 0 e 2w & ba:
L
san g >0

quindi Ia precedente equazions mon pub essere verificata alire che per @ =0, 2a;
& por tonseguonza lo equazioni (3) mon possono ammstters radici altro eho per
w@=0, 2, ossia lu (3) non pud ammetters radiei altro che per valori reali e posi-
tivi di & Se nella (3) si fa appunto:
w==0,2x,

si ottengono lo equazioni :
; son (af/e) § (4 — ¢) sem (af/2) -+ 24¥¢ eos (/@) | =0,

<8 (a2) } (K — ¢) sem (af/g) + 21 o0s (ab'e){ =0

Nei oasi k=0, A—n questa equazioni si ridueono all'uniea equazions:

8y

sen (aye) =0,

1a quale, sscluss 1a- soluzions ¢ =0, ammetéo In radici sampli
St
= (=) (3 &)
Negli altri casi, esolusa. sempro la soluzions ¢ =0, lo equazioni (3)" equival-
gono all'unite. equasl

@ ot (e =0, A

=

8. Per trovare lo radici di quests equazione, si penga:
=it
¢ si considering sul pisno lo curve di equagioni:

PR
@ n=ot(od),  n="oe

siferits & due assi cartesiani ostogonali £, 7. T valori di ¢, corrispondenti ui punti
d intarsozione di queste due ourve, ci dhano appunts ls radiei dell’squazione (8).
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Ora la prima di quests curve ha infiniti rami, i quali hanno per assintoti le rette

i il oy

¥

%u taglia la retta 7 =0 nei puati ¥==-t h.

Como si veds, le curve (4) hanno dne serie Infinite di punti di intersezione si-
tuato rispottivamente nol somipiano positivo di ¥ o nel semipiano megativo di £;
inoltre i punti 4i questo due sorie sono dus 4 duo simmotricl rispetto all'orgine degli

i due curve sono distinte; di modo che Vequa-
somplici, a1 cui In prima, escluso sempre
, & compresa tra 0 ¢ (1‘)', I seconda. tra (1)' e ("3‘)'

a a) ‘&

In conclusione possiomo dire ohe Zequasions (3) ammatte in ogni caso una
sola serie infinita di radici semplici positive ¢ oréseents, avents il solo valore
limite k=co.

4. Osserviamo che pol valore &= 0 lu funzione y, data dalla formola (2, i
presenta sotto forma indetérminata; perd & facile verificars, con s regola di I Ho-
spital (), cho il suo limite por & uguale all'intagrale regolare delle equazioni:

VAR =0, =, @+ hy=00.

Da tutéo cid ohie procede risulta che I integrais y delle equasioni (1), (1) ¢
una funsione regolare, insieme alla swa dovivate prima vispetto ad &, s la sua
derivata seconda rispetio ad x ¢ deila stessa natura dells funsione Y(z), per qual-
siusi palore finito, reals o complesso del parametro k: essa pub avere solaments
dei. poli semplici in numero finito od infinito pei valori di &, diversi da sero,
radici dell’ equazions (3).

Posto :

il valors &

D= (k= V=0 — o (h— = )
Vintegralo y si pud serivere sotto la forma:

P
=%
dove P & una funzione regolare, insieme alla sua derivata prima rispetto ad z, ed
) G & sl vorifiars, gl fntogral, b comparlseans nll ool 2, & agplicabile

il toarema dolla derieazione satto il segno rispetto & /= F; perehd in oguuse di eas Ia fanzione
#ottn il segno di integralo si compone di due fattori, di cui il fattore ehe conticne il parametro l'—

& nssolataments continme rispatts & 2 ¢ 8 P& insieme alle sue derivate dei varl ordini rispetta
i V=K, Tulire fattore yis) » finkto &l atto all'integrazione.
Socirk pet XL, Sor, 8%, Tom. XIL 2




| qualsiasi valore finito reals o complesso di k. Le equazioni (1), (1) i dinno per la
| | funzione P:
PAAPD.g =0, (P=hPhey, (BAAP=0).

qualunque sis il valora finito reale o complesso di & (i valori di & radici dell'equa-
zione (3) compresi).

Allora per | valori di %, diversi da sero, radici dell'squazions (3), pei quali
la P risulta generalmente diversa da zero nel campo o ¢, si avrd:
5) P'HAP=0, (P=#Plemy; (F'FAP=0)s;j
1N @ quindi, indicando eon &' umo di questi valori e ponendo:
| || D=(¥—&).Dy(k), ¢

| — 202 —

‘ Il | ha la derivata seconda rispetto ad » dells stessa natura della funzione wiz), per
|

{

; (#
m!k—k)y:l%—‘,lj.

| si avra dalle (5) cho i residua p* della funsions y in ul polo (R=FK) & rappré-
| sentato da wna funsione finita o continua insieme alle swe derivale prima e sc-
i conda, la quale soddisfa aile equasioni:

i o B @ i
i o, B ()L (B
\‘I 5. Si ba:

il g

i B [t /- Kl e
If ) !
| (8) {

| h—y=Rp _ ' (a R Bk
‘ﬂ- e Tl o )5

| o et
¢

“i w&(ﬂa gémf;—}+a'=an (Ea 1% :o»%}s;

o, se si pone:

{(@41)m)r
F I el
risulteri:

i , o ity 'gcos[(zz+1;:mns-§j+mn[(‘zx+1)”0;%:“.

|
} | Si ha ancora:
‘

|

Fissato un numero intero o positivo m conmuque grands, si consideri I'arco
i minimo ¢ tale che si abbia:
1
(] som o= son (T—e) =y
Por i valori di w tali che

By
| n ===
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si avrh:

=@m-Fhr'
& quindi, per i detti valori di @ o per i valori interi di  tali che

+1
o

rigulterd:
(20— 1) v sen 2

ed ancora (1)

‘e_,..;f:.l o Ty

Per i valori di o tali che

finché il numero intero { & tale che

w[f2!+l)ﬁw:§]¢—cwl 22+ lm-mn'%j«'

sard pure:

m!|_(2.£+ 1) cos 2

quando poi ¢ sard eresciuto tanto che insomineerd ad, aversi:
w[:zurnnm- ] 7“.“[2:2( -+ 1) @ sen®

vuol dire che comincerd ad aversi

nello stesso tempo:

ossia:

R
(2!+1)'xsen-‘2-> 5 ME?.

ovvero ancora, osservando che si ha:

2 > oot =
e s

(@m 1) -+ ¥ (Em 1)
incomineerd ad aversi:

(24 1) wson 3’ >§}(2m+|;n+; FrE

[ e |

<o

() Conveniamo i rappresentare il modualo di wna quantith camplessa n col simbolo [n].
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Pinalments por i valori di o tali che

@
?>x—u.

osservando che, posto:

risulta:

. 4 ;

‘ms[(%«}-l]neo:?

m:[:(25+ 1) eos
avremo anche qui che o si ha:

= m{(%-{- 1)7 cos

oppure, se si ha:

sard nello stesso tempo:

Lehmaand
B e

€

Di qui segne che, se si considerano le sirconferenze col centro nell origine &
di raggio

(24D o miEm A1) — 1
[T = 2
el punti di queste circonforenze la parte realo dell'espressione e=='=% o & nega-
tiva, o & nulla, o, se & positiva, si mantiene sempre pill piccols di «™. Avremo
dungue dalle (8), per m abbastanza grande,

= a¥=R (f  1/— &) — =y
(h V= f;*w V A)'|>A, IM 18 <,

con A, B, C, D costanti finite e diverse dallo zers, da fissare convenientemente.
6. 81 supponga ora che la funsione W) nel camps 0@ abbia s0lo un Aumero
finita df punti di massing e di minimo; ¢ 8i eonsideri 1'intograle:

D hape) ds.
o
hiaro che si pud scomporre il campo ¢@ in un sumero finito di campi, in
ognuno dei quali la funzione v(z) si mantiene o sempre nom crescente o sempro
non decressénte. Tn questo modo anche il campo o verrd decomposto in un numery

(0] ¥




—_

finito di godenti della medesima proprieta; e corrispondentemento anche 1'in-
tegrale precedente verrs decomposte in un numero finito di integrali. Consideriame
uno di questi integrali, per esempio I integrale

@ hthm
dove b & I'nltimo dei punti che operano la detta scomposizione e che cadono !ml campo oie.

Applioando il sacondo teorema dalla media (), §i poted scriv

Y=k yia)ds,

B

V=k\ ¢ Wz) di=

pfgcns-;:,? + "zl s —

w{('ﬁ* Deeny + %]dis +

|y
+ e —0)) Ves T s | (e —a) Veews g 4 |di—
o bl S
- |
)

dalla quale formola risulta che il modulo dell’integrale (7)) si mantiene inferiore ad
una quantity finita, cho s pud fssare, per qualunque valora di £ Lo stesso si pud
ripeters degli altri integrali, che compongono 1'integrala (7). Di guisa che abbiamo
che il modulo dell’integrale (7) si mantiene inforioro ad una quantith finita, ohe si
pud, fssare, per qualunque valore di & ed cvidentemente ancho per qualunque punto &
del campo oa.

(1) Cfr. ad os. D'Aments, Coren di Caleols infinitesimale, vel. 11, ps

139 (2% ediz).
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Nells medesima maniera si pud provare che i moduli degli integrali:

e f i Y3yl |

jr 0 V% i(s) di p:&("

toms e VR M,

¥

etwen VR (oY If:j[ -tV i) di

o o

si mantengono rispettivamente inferiori a delle quantit finite, che si possono fissare,
per qualunque valore di & e per qualunque punto z del campo oa.

Da questo riEultato o da quello del paragrafo precedente risulta finalmente che
£ esprossions fey nei punts dolls eivoonferense sempre erescendi o1y 6. ool centro
nell'srigine o di. raggio

P (s AL tim(sm-}-l)-:l}
U 2a ) 2

con m mumero intero e positive abbaslansn grande, ha il sus modula inferiore
ad wna quantita finita K, che si pud fissare in modo convenients, per qualungue
valore di @ fra o ¢ m, questi estremi inclusi, & per gualunque punto & del
campy 0. i

7. Supponiamo fisalmente che la funsions W(z), olire ad essere finita in tuilo
il campo 0@ ¢ a possedere solo un mamero fnito di punti di massimo ¢ di mi-
nimo, sia sempre continuag. Allors, data uni guantifh positiva ¢ piccola ad arbitrio,
si pub fissare una quantith 7 (non maggiore della doppia distanza che corre tra un
massimo ed un minimo, tra un estremo ed un massimo, fra un estramo ed un mi-
nime) tale che qualunque sia il punto = del campe oa, s abbia:
(&) [wis) =iz <o
per tutti i valori di 5 eompresi ‘tra & —y ed & v (questi estremi' inolusi) & cho
non oltrepassano gli estremi o od o

Cid premesso, supponiamo che il punte z, che si considers, disti non meno di 1
Qagli estremi e dai punti di massimo e di minimo, ovyero sia un punto di massimo
o di minimo: sllora si pud serivers identicaments:

= fr"‘-”"':‘ s ds—
o

& re
S Erpm
W__’J'r W) ds

= %W)jr“-m’-"dx —"T 0V ) — i) s

9) o k(A YR sy R s
! SR (V=) — S == R )L s

i —(h TR R [ e R
2V R) — ot — YR u"jfu ks

) j‘;"«sﬁm-;.f;:—ﬂﬁ: ols) — wia) | d::l-
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In forza poi del secondo feorema della media wi pud scrivere:

.— Y=
V=) T T e — e de=

Tty
= Jptea—n) — ¥ial} U Vor T [ e 15 e —

SR
_,J,y@””f‘"'?m[(z—:)ﬁma%+-§]4f:=

—tpte—n—vitf(e G [e—aemes o

A

(o

o 0 VR
V=k 1) — i) { ds =

[
=ivte+u—viati | 1e A
i

-J‘I’E’Ahm m[(:—x)I’Em%+';?]f"‘:=

vt

mn[(agm)1/5w¢%+—;f]m o

= ¥te+0)— vt | (K"“’”"“gm [e—aivems )7 +

+i(“;[.m E-.-;ml£(17m‘_;m§ ),,,, Ei

N=6=1,0=6=1)

© quindi, facendo uso della (8), si avrd:

s j,u,.~ﬁii¢(;)_ Yz) fds |< Mo,
10} 3 ;
‘ |],T,‘fr(.mw:3.,,(;)_¢(,);m <Ne,

con M, N quantith Anite, che si possono fissare indipendentomente da 7. da ¢ ¢ da o,
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Si b ancora identicamente:
kG P TRY — (4 Bt P
zp/—_ﬁ-:(A+,'T;‘,-_,.w:(*_‘,7—k),iv[‘r wle)ds =

T2 R — T (YR
= "
= '“”’f”":“-' +J‘f"ﬁ J9)— w(o)m],
L2 g

f;"':‘”"' et

2 Wtk &)
V= — e —y gy (),

S o 1o R R S Y e LS
U'+lr"-_ﬂ‘—r"*’3(1\7,/__¢)-g1:l["" Y= ype) ds

+ “'(ﬂ)f'"“""':’dﬁ o) — il a::|;

Y e de =

¢ inoltre, applicando il seconds teorema della media, si pud scrivere come prece-
dentemente:

llf—”kfr-"s! wis)— \b(olldx‘<hﬁrv

(1oy e

I’qf £ — o) <N
5

8. Ora si supponga ohe il punto x disti dall’estremo o meno & 7. In questo
easo si pud sorivers:

e Yl ds=— E -p(m)hlp,—wnf T
—Eé—f"“""’:' Jut) — @) ds,
A

2;/,&

[0 [ o1

[Frayan
.

2P+ Y=k — e (h— k)]
i

SRR e L .fH i 50
zm+ﬁ)-—¢—-wm(a,vf:,,,,|:w) el

+ff""ﬂ 1) — =) m] ;
.
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e, 0omo soprs, si avel, applicando il sscondo teorema della madia o I (8),

i |
rlfé‘. rr‘*-"””‘:ip(:l—w[x){d:‘<.\(,lr.
oy H

rrlw‘fz:w{a)7¢(<w):d; <N
o

Supponiamo invece che il punto » disti dall' sstremo o meno di 7, In queso

caso &l porrh:
: V=R A
TR b § =RV — o (h— o] .J:“ *y(e) ds

== [H"(x{-[’:;—’”ﬁ Gt

o [ ST ) — () Efir:[‘

e Tl %
afth 1=k —

"

(i )& Ll G

S E N VR — o= (b — il ] i
e (i) it o 2

B T s e T (")‘LZ“ i

| et () — wi(a) s

Jarzm

© i avra, come al solito,

=

N wt:)—wz:;zd:|< M,
(oy” J

f l%[ o VS ) — () { def < Noo

Finalmente supponiamo cho il punto & disti da un punto di massimo o i mi-
nimo meno di 4. Indicando con & questo punto di wassime o di minimo e ponendo,
por fissaro le 1deo, &> 4, si pofeh sorivero:

(= fr‘hmq W) de—

fc—v-ﬂf—i W de—=—
Jo

3 = = L
nd B ) fe—"-*'ﬁ dz 7L/;£Jpr=-"«"’3 { sy — () bdz —
2 - 2 e

) () — () fds;

_}T.[f
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ed inoltet, applicando il secondo teorema della media o I (8), ¥i avrd:

kﬂ?‘ ([ — i | < e

oy
=
fr =
%jﬂ-—wmwc:)—wcr)m|<n.u.
By
In tutte lo formole precedenti, come mella (10), le guantith costanti M', N',
M., M, My, Ny, Ny, N si posseno fiseare indipendentemento da 7, da ¢ ¢ da o
9. Fissala uns quantit positiva e piecpla ad avbitrio, si ha, per 1 valori di &
tali che
1)) w—ez g e

o per i valori di ¢ non mivori di un cerlo limite, che si pud Bssare, 1°¢

IS % o i e el
(I e 1| <.

h—y—k)
U ] lk’-'_-k;: i
( (h+s/f_k)'fr’f-"-“"'(n—;~m='_1I<’;
el R e o
Him-f-if:w—e—’-" = I PSS

}l (— TRV Y=
[ Bl =mr—e=0—

qualungue sia il punts = del eampo o,

e
FhA |
i estremi o, & inclusi; 8°:

(3 BV Ll
e o e ey i
(B R A i
| *-y_g-uﬂu.ﬂf:ﬂ'l‘j:r" R y(e) de| <
eV y(2) dz| <
o O VEE (LS g arl <o,
l )‘L‘(h+ eyl LA e R
l (Aby=RE W) | :’::.-)V:I‘flﬁd;fll“r
|5 =By — = (=R |

(b Y=y i) R

zm+1’7-'#)';m—""-_=(n71’fw5\< 7
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qualunque sia il punto o distante dagli estremi now mono di 75 4°:

e o ﬂ’—(k"t_’})( e
| B P—hY — e (- TS

e ' <o,

LD 5 o D i TS e e
=T ,,‘),_rm.x(,,_,::}..}.|IJH° () ds

e

(==

(L BDIPO) ey
Y= (h— 1=t

) {0) fﬂ“ﬁ | '_7

(15) i

1)
l"‘ll (ﬁ-l-lf )

";“‘;"__‘(;_—-—!w(c): c-w"’_ﬂa.-ﬂ”

.__)‘g T )

<a,

| (R R
| |33+ =y —er

501
'ﬂ:.’!; “fm-.—:ﬁl/fkgg_
,_.va‘__v{:«mm_, &
V=R — VA =)
P s e e e
e et e ) G
(16) FE O L LY TS, =t
T e e o [
bR R L g v
B0 ) — el () f:“ Hadls
R BYTE otz
!25(f=+vf—z)—e-”’-'m—s/_fn's i ik [
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qualunque sia il punio o distante dal punto 0 meno di y; 6°:

/=% A (R
"’*(nfp—n)‘fﬁ o

(o~

¥
(= o i Sy =l
el e )

O e ) 11=

| \w(.:) (=
& ) Ry —

SRR D TR

e R (k)

| ol RN (0 25y S R T o
an i ( kY — etV (h— k) 1

ca ¥Ry
ey 25

(B-f) el o )
5 \

YF VR —er

=47

i [ceriad<c

qualungue sia il punto 2 distante dal punto a meno di 7.

Osservismo che In prima delle (9), la_prima delle (10), la prims, la terza o
la quints delle (14) valgono anche quando il punto & dista dal punto’ ¢ meno di 7;
Ia seconda delle (9), la seconda delle (10), 1s sceonds, la quarta o lu sesta delle (14)
valgono anche gquando il punto = dista dal punto 0 meno di 7; Ia prima dells (9)
e la prima della (10) valgono anche quando il punto  dista meno di 7 da un punte
i massimo o di minimo o & trova alla sua sinistra; la seconda delle (9) & la se-
conda delle (10) valgeno ancha quando il punto i dists meno di 4 da un punto di
massimo' o di minimo e si trova alls sua destra.

10. Promesso queste formole ed indicato con H il massimo valore assoluto della
fanzione in tutto il campo oa, siha, per i valori (11) di @ e per i valor
di ¢ saperiori ad un certo limits ¢he i pud fissars: 12 per i punti = distanti dagli
estremi ¢ dui punti di wassimo e di minfmo non weno di 4 & per gli stessi punti
di massimo e di minimo, facendo uso delle (9), (10), (12). (18), (14),

=

as) oy ()| = ME K1) + 5 sl

2° per gl estremi, facendo uso delle (8), (L0Y, (12), (18), (15),
(18), Vg = wlo)| = M'(1 ) H -4
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8). [#y-+ 9| = DN o)+ +51o

& por i punti & che distano da o meuo di g, facendo wso dells (9%, (10 (9),
(10), (12), (18), (14), (16),

(18)s g+ ()| =

o ¥ (4 0) + N1 @) § - Th o

4% per i punti @ cho distane da o meno di %, facendo uso delle ()", (10)", (9)
(10), (12), (13), (14), (17),

sk g -k )] = § M M1 - ) o N - ) - T 0

50 per i punti z cho distano dal punto & di massimo o di minimo meno di 7,
eon %> b, facendo uso delle (9)™, (10 (9), (10), (12}, (18). (14).

(18). ()| = M N N(1 ) 5

+810.

a

Quest’ ultima. vale qualunque sia il punto = alla destra del punto b, distante
da b meno di 7. Una formols analogh si ha per i punti a sinistra di &, digtanti
dn b meno di 5. Queste due formole poi rimangona invariats qualunque sia il punte
di massimo o di minime che dista meno di 7 dal punto 2 che si considera.

Indicando con § il massimo dei coefiieienti di @ che & presontano o
(18), (18). (18)s, (18), (18}, (18); e nelaltra cho non i & seritta, si avri:

[y + )| = Qo

qualunque sia il punto & che si considera, gli estremi o, ¢ inelusi

Ossorviamo che la quantith @, come le quantiti H, M
M., Ni, M,, N, dalle quali dipende, si pub fissarla indipendentemente dal vl
¢he si prends per @ o dal valore che si prende per 7 di- guisn che possin
che dale uia quaniita positiva o piceoln ad arbitrio, per § valori di ¢ won wi-
wori di un ceris limite g, cha s pud fissare, ¢ por i valori (11) di @, si avrd,
qualunque sia il punto & del campo on (ghi estremi inclusih

(19) ey~ )| << e
Osserviamo che il valore g dipende eselusivamente dalla quantits « o dalla

quantith . eompatibile col valore dato di &
11 11 teoreme di Canchy ci di:

b (‘yl'i')'“‘

o

(@0

- fx/,(t;uim s

dove lo fanzioni py,ps, . pr sono 1 residui della funzione p(%) nei poli &y, k: .
che eadono entro il cerchio C,. Di qui, avendo rignardo al risultato del paragrafo

:
piscodents el o' qello del'§ 6, segue por o =1 Ay

2a L
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numero intero talmente grande ehe risulti ¢ = ¢, o son m numero intsro & positivo
abbastanza grande, o per qualunque punto & del eampo oa,

dovo o’ ed & sono quantitd positive piccsle ad arbitrio, o dove H e K sono quantit
finite che si possomo fissare indipendentoments dz o @ da «. Ne coneludiamo subito

che la serie 72:‘,;» & convergenle in wgual grado in fullo d eampo 04 & rap-

pressuta in ogni punto di gussto eampo la funzions arbitraria W),

Questo risultato gonerals comprenda avidentemente {1 easo particolare in eui il
numero dei poli dell'integrale y delle equazioni (1), (1), corrispondente alla fun-
zione data W(z), & fnite. Adunque in ogoi caso si pud serivers:

@1 V)=, prs

dove la serie al secondo membro pud anche arrestarsi ad un cerlo valore finito di r,
dipendentements dalla natura della fanzions dats y(z).

12. Supponiamo che la fimsions w(z) abbic nel camps OM wn aumero Anito
di punti di’ discontinuita, tali che in ciascuno di questi punti non manchi la con-
unuits a destra, 88 la continuitd a $inistra. Anche qui, come al § 7, data una
quantith positiva ¢ piccols ad arbiteio, si pud fissare una quantith v, Ia quale valga
per cinstuno dei campi, limitati dagli estremi 0. a e dai punti di discontinuith, nei
quali la funzione y(r) ¢ sempre conlinua. Cid promesso, si indiohi con 7' una quan-
tith positiva piceola ad arbitrio ed inferiore alla guantiti 7, e 3i isoline 1 punti di
diseontinuith oon doi trafti di ampieza 7 da una parte ¢ dall'altra. B chiaro che,
per i punti & del eampo rimanente si possono ripetece i ragionamenti dei §§ 7, .. 10,
purché si prenda por la quantith  di quei paragrafi la quantith 4 o quindi sard
valids la formola (19) per tutti i velori di g superiori ad un cerlo limite i, he
si pud fissare indipendentomente dal punto che si considora.

Quanto ai punti &, che distano dai punti di discontinuitd mieno di 7. i pos-
sono aneora ripetere i ragionamenti dei §§ 7, ... 10, purchd ogui volta si prenda per
la quantitd o di quei paragrafl la minima distanza dal punto #, che i considera,
ai punti di disoontinuits, I quale sard sempre inferiors ad 7 ed impiccolich al suo-
cessivo avvicinarsi di = stesso al punbo di discontinuith pil prossimo. Allora per
questi punti = varrd ancora la formola (19); ma il valore di g, varierh da punio
4 punto, in modo che non si pub fissare un valors di g, valevole per tutti i punti.

Questo porta a concladers ohe Ia formela (21) valo per futti 1 punti del campo 0.2
(i punti di diseontinuith esclusi), o che la serie al secondo membro & convergents
in ugual grado in futto il campo formato dai punti che distano dai punti di diseon-
nith non meno di 7, mentre & semplicemente convergenta in tutti gli aliri punti.




i i

Finalments per i punti di discontinuitid osserversmo che, sostituendo ogai volta
alla formola (8) le altre:

) — e — )| <oty

— et o)<,

si possono ancbe qui ripetere i ragionamenti dsi §§ 7,... 10. In questo modo inveco
dolla formols (19) obterremo I'altra:

@) g = b0 o
& ‘quindi in Tuogo della {21) avremo:
@iy W= LgLf’"‘“)_, § ron

o la sarie al seeondo membro sarh ancora convergente.

Riepilogario ¢ mmmentando che la quantith positiva 4/ & piceoly ad arbitrio,
possiamo dire ehe, &8 la funcione () ha wn numsro fuito di punii di disconti-
Wil {ali che ancho én essi punti non mauchi la continuitd a destra o la conti-

naita a sinistra, lasorie — > _py & semplicements convergente in tulla ¢l campa 0a
wd aquivale in agni prnto @ dellinterno di questo campo al valors dell'espressione:
Wz —0+yiz-+0)
2 .

nel punts o a Y(0), nel punto & a W(a). Essa poi & convergents in ugnal grado
i ogni campo che si ofliens escludenda dal campo O i punti di discontinuita
con inlurni comunqus. piccoli contewenti nel loro interna (ali punti.

Questo teorsma vale naturalmente anche nel caso in eui la funzione W(z), pur
avando infiniti massimi ¢ minimi nel campo 0w, si pud ridurre nd essere sempre
oreseonte o sempre decreseonte con U'aggiungere ad essa wna conveniento fumrione
di primo grado, ossia nel easo in ewi la funzione w(z), potendo avere dei punti di
discontinuitd in numero finifo, nei quali non manchi per alto la continuith a destra
& ln continuith & sinistra, nei (miti ove & continua, ¢ continua di prima specie (*)-

13. Snpponiamo finslments che la funsious W(z) sia finita o continua in tutto
il campo on e, se ha doi punti di discontinuita, in mumero finito, sia fals che
in siascuno di questi punté now manchi la conlinuila a destra ¢ la contimuili &
sinisira; supponiamo inoltre che uno degli estremi oseillatordi (*) dei rapporti in-
eremental 4i (&) sia atte all integrazions in tullo il campo 04, anche quando
viene ridoito ai skoi valori assoluti, potends pure avere dei punts di infinito i
giuezla campo. é

(1) Cir. Dixt, Fondame
sempre di funzioni conti
voses

pag. 168 & seg. Tvi sl parla
gono anclia nel caso

por la teorica delle funsioni
tatto 11 campo; pert quelle considerazion

) Cfr. Disy, 1. ¢, jag. 192
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Tndicando coi A questo estromo oscillatorio, & ha, applicando il teorowa del-
T integragione per parti ('),

é%jﬂwﬁqo(sm-—éw(x—m—w(o) eV

LS 0y — ) e E o | Sy,
‘o

dove il sommatorio va estoso & tutti i punti di disconfinuith della y(s) che cadono
tra o od =
Ora, per T'ipotesi fita sulla natura della fanzione Ay, si ha:

| j VS gy s

con M’ quantith finita ohe si prd fissare; allora, indicando con M il massimo di (=)
in tutto il campo oa o con # il numero dei punti di discontinuits della’ y(z) nello
stasso campo, potromo sorivere:

TR e
|81— j",rm W ) i

= fr'-“'—‘ﬁm,g\i..;]das [Aglds= ds =2,
A A s

<Mk D

#x
aqualunique sin. il valoro dalla quantiti resls o complessa /o qualunque sia il pnnto &
del campo 0a.

Risultati analoghi si hanne per gli integrali:

I,LH..#:; W) e J\,"_w.wr. e e j;""‘“’ﬁ'ﬂf)d-'-

v('g_“..._.-.a: s f,.(,_..,,g: e
3 A

Di qui, facondo uso dei risultati el § 5, soguo immedistamente cho il risultato
d61'S 6 sussiste anche nel caso ohe la funzione W) soddishi alle eondizioni poste
in prineipio i questo puragrafo.

14. Poiohd la funsione |[4y] & atta alla integrazione in tutto il campo 4a ,
chinro che, dta una quantitt positiva o, piecola ad arbitrio, si pud fssure un
segmento 1, di ampiezza talmenta piceols, ma diversa dallo zero, cho si abbia (%)

8
ﬁhiﬂ<=|.

sssendo (g) una qualungue porzione del campo o@ di ampiezza minors od uguale
ad 7, ed essendo ancora «<ZF.

(1) Cfr. Dixy, L e, pag. 363 & seg.
(%) Cid in forza dolla contiadith m\‘megm..j |44 e fn forsa ancors el nots éeormma
i Cantor. 7
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Cid premesso, si consideri una quantitd positiva 7, comunque piccola, inferiore
alla metd della distanza che corre tra due punti di discontinuitd della funzione w(z),
tra uno @i questi punti di discontinuith ed un estremo, od inferiore ancora ad 7.

Integrando por parti, si b per i puntl z che distano da o e dai punti di
iscontinuith di W(z) non meno di y (il punte a inclusn):

s /f; =¥ g1 s
= P(s) da=.
(23) | 2y =%k

Wier) — i —
2

Ll

ey gy

+

punti & discontimuith non mena di # (il

per i punti z che distuno da a o
punto o inoluso)

(24 # Jpr":w"—x Wl u—""_¢;+’f?"' = VR Ry s
DoF T ok = cho: distai; Gal punto, o) aead, A1 72
3 i < — (o) =t iy £4,
. Iﬂ-n.u. o ol j P P

f;’i-:.f_}w_.,d,:.v'“ra;ﬂ_ri*;wzf:__ 1

per i punti o che distano dal punto a meno di 5:

J Y () s _ 1 J o e

== i e VR it
e J oyt B s

(e}

() ate1¥-
3

Sy

&+ % sV Ry

£ ehiaro poi che si ha ancora:

{ §';u-:-»'—1;.¢4;i<j];:.:,<n,: l j‘;:*'”' C ~j<~-:
| rr“ <n @< Uri"="”31‘,d:|<«,;
(¢ .

J.;u’:l{nr. la—a<n); {r‘www.;..e.-|<a.

Ay ds]

15. Lo formols del paragrafo procedente ed. il risultato del § 18 sono sufficienti
per dimostrare, eon considarazioni analoghe & quelle dei §§ 9, 10, che, qualunque
sia il punto , distanto dai punti di diseontinuith di w(z) non meno di 7, la for-
mola (19) & valevolo per tuttd i valori di ¢ superiori ad un certo limite gy, il quale si
pub fissare dipondentomenta dal valoro 7 seelto o dal valore di o” che entra nella (19).

SocrerA pes XL, Ser. 8% Tom
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che distano da un punto di diseontinuits meno'di #, e formole
dal pavagrafo precedents valgono ancora, purchd ogni volta si prenda per 4 la mi-
nima distanza del punte w, che si considers, ai punti di discontinuiti. Allora
anche per questi punti vard la (19); perd, siccome Ia corrispondente quantits 7
impiceolisce via via che il punto - si avvicina al punto piit prossimo di discontinui
cosl mon sard possibile fissare un lmite ¢, valevole per tutti questi tali punti. Cid
porta & concluders, eoma al § 12, che la formola (21) vale per tutti i punti del
campo oa (i punti di diseontinuith per ora esclusi), ¢ ehe la sarie a1 seeondo membro
& convergente in ugual grado in tutfo il campo formato dai punti che distano dai
punti di discontinuitd non meno di 7, mentre ¢ semplicemente convergenta in futti
ghi altri punti.

Per i punti di discontinuith ecsserveremo finalmente che le formele (28), (24)
sono ancora applicabili, purehd in esse in luogo di w(x) si soriva w(z — 0) nalla
prima, Wiz -+ 0) nella seconds. Allora in luoge della (19) troveromo Ia (22) o in
Iuogo della (21) 1a (21).

Se poi la y(z) non ha aleun punto di discontinuith. avremo sempre la for-
mola (21) e Ia serie al secondo membro sarh convergente in ugual grado in tutio
il campo oa.

Rispilogando, possiamo. enunciare il seguente risnltato: s la funzions w(z) 4
finita ¢ continug in tutto il cawmpo on, & s, avendo dei punti di diseontinuita,
Ui ha in nwwero fnito ¢ tali che in ciascwno di essi won wanchi la continuitd a
deitra ¢ la conlinuiti G sinistra; se inolire wno degii esirems oscillatori det rag~
port incrementali di yi(z) ¢ atlo all’inlegrasione in fullo il campo on, anche
quando visns ridotto. ai suot valori assoluts, potendo pure avere dei punti di in-

fnito, allora la serie — g‘,ﬁ, & convergente tn ogni puato = del camps oa ed
equivale al valore dell’ sspressione:
z— 0+ y(z4-0)

5 \
nel punto 0 @ (o), nel punto & & W(a). Evsa serie poi ¢ convergents in ugual
grado in teito il campo o8, se la funsione Y(r) non ha punti di disconiinwite;
mentre, se ha def punté di discontinuitd in mumero finilo, ¢ convergenic in ugnal
grado in ogni campo che 38 oftiene esoludends da on questi punti con {atorai
eomunque picesli chs Ii contengana el loro interus.

Questo visultato pud in aleuni easi applioarsi & funzioni ehe, nei tratti ove sono
continue, essendo continue di seconds speeve (), sono tali che, cselndendo dal
campo oa aleuni punti in numere finite con intorni comungue piceoli, nel rimancnte
onmpe sono continwe di prima specie.

16. 8i supponga chie la funsione Y{z) in tutto il campo on sia flaita s con-
tinua, iR ogui punto di questo campo abbia le derivate destra e sinistra deter-
mijizate o finits, ¢ la funsions §/(x), ehs rappresenta quoste devivate, tia it alls
integrasions in lulta #l campo ob.

() Cfr. D, 1 e, pag. 168 ¢ seg.
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Integrando per parti, otteniamo:

_ Y@ WewwV S —y k) — oV (V=)

AT kY (b= 1/=F )2 — e~k (b — 1/—k )2 Y(a) +
st (S o ) it s (V) o SN (05 S
+ k;(h"l‘i/"fk)g—@—wm(h_V——/ﬂ)’} W(o)+2k oe 4 k.p(z)dz_
2. (h—1=k) 9. [l T
Zk;(k—l-j/—_—lc)?__ -’“V‘—"(h—V——lc)’(Ig Y'(s) dz —
(b1~ k) ]

T — = — —(z—) V=R 4!
2k} (h-+1/—k )t — e~*a" =k (h—1/—F )% we Y'(3) dg -

1 a _ :
= — / —(2a—3+2) Y —k Y/ A\'e
+ e+ V—k (h’ + k) — —a—z-o) ¥k (h’—{- 1{,‘)} ds;

d’onde, derivando rispetto ad = (%),

e MOV R (b — k) - eV (- =k )

T et o e ST N
M=V R (b 1k - eV (h— =) §
TG R — e gy POT
1 &
+375 fﬂ“‘ wi(s) da +
— _(h—i/——_/;)g w(za+z—a:)1f:n '
e | ARG R e R, ot
(h + 1“/?]&)2 a—-(z—a;)i/:ft ! :
TR ey — (h—V—_is)!sLe ol
1
R Ry — e — T
Xfwf(z) J e—(iw—z-{-m)ﬂ(h_-‘/—_]c)! + o=@+ V=k (ht + k&) -

Sk g~ (ta—s—2)V <k (h* &) fdz.

Siano 7,0 ,& tre quantitd positive piccole ad arbitrio. Per a=2=7 e

per n’—s_>_§26, si ha: ' 5

Ry eV F(h+1/=k) 4 eV (h— Y —k) {1~k
(h = 1/=&) — e/ (h— Y=}

qualunque sia il modulo ¢ di % non minore di un certo limite ¢,, che si pud fis-

(26)

Y(o)| <o,

(1) Cfr. 1o nota () al § 1.
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s tpsndantemsnte dal valrt dat di @, . Similmete par ¢—

per w— 50 ha:

e L e e e ) H’ SRR
(=AY — =S — Y=k
gualungue sia il modulo ¢ di & non minore di wn certo Hmito off, che e pud fissars
dipendenternente dai valori da
i facile poi dimostrare, meliants 16 wusmmnum del § 5, che si possono fis-

sare dug quantita finite o positive Ay, A, tali ehe, per gualsiasi punte @ del
campo oa, per qualsiasi valore di @ variabile da o & 2 (questi ostremi inclusi), per

@n

yia)| <a,

& Per m mmero fntero e positiva ab-

bastanza grande, si abbia:
imr“‘-m e
(hp Y =hr —

<Ay,

_fz,“’_&wm

TBTE ol < ..

R —1 ,}:
0 che gli integrali cho entrano nella (25) differiscono da quelli che
sione (2) di y per il fasto che, dove nella (2) ¢atea la fun-
poi. dei ooclficienti di questi
fa ecosuions doi due ultimi termini che antrano
nell'ultimo intogeale, i quali termnini, eome si & visto nello studio dello sviluppo
delln funsione 4 (), infinissono oo nelli considerszione degli estremi 0, @ o dei
punti « appartensnti ad intorni comunqus piccoli di questi estremi, Osservismo inoltra
che Ja y O finita o egntinua in tutto il eampo oa per qualingue valora dol para-
metro £ ¢ solo pul i i i ok (

17, Gid Dot deri
forenze ©, non p
poteemo .m!mu.- il toorer

iehd Jo cireon-

amo rispotto od & nella formola (20).
; arrispondent] alle sadiol dell'equazione (3),

(20)'

dova 1o pl gy, .. /e sono le derivals rapporto ad z del
mo che, essendo finila o continua ln funsione p(x) in tutte il
campo. 08, {a sea derivatn y(z) soddisf alle condisiont puste per la lz) al
§7, 0 aquelie del § 12, 0 a quelle det § 18. folando gli estremi 0,8 con
intorni arbifrariamente piccalf, survendosi delle formelo (25), (26), (27), (28), (20)
& ragionando como nei parngrafl procedenti, & chiaro che risullerd por § punts @ del
eampo rimanents:

(20)

o quals formsla la serie af secondo wembro d sempre convergente. Questa serie
sard eonvergonts én ugual grado in tutlo 41 datto campo se la funsions W(z) ¢

fanziont g, pevs -

Wiz — 014 (& 0) 3
f_‘JAZ_ s
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contiua in tutto @ campo OB; mentre, e la funsione W(z) ha dei puati di
discontiiauitd én wumero fnito, la serie al saconds membro dall (29) sard eon-
vargents i ugisal grado in ogni eampo che si oltiene escludenids dal campo oa
QUi estromi ¢ § punti di- discontinuith con intarni comunqus piceoli. Si ha poi
nagli estremy, como b facile vorifiears,

o)y )= 2, pda).
80 che lo ,'mma:i: y(z) sia finita ed rw.; all intograsions in tullts
it campo oa., i1 teorema ﬂeuummxme per pmu ci da (1)

= f e e w"f’vﬂj u--wmd_‘

éz_fv(x')zh-' ‘r.rw—m‘-’n (i) dsf-é’,‘_‘fw(;i) i,
| =

P(E) «;: det =

J” W) s

da'=

. qnunh si. poteh serivere:

'M 1 Yl

¥R (s di —

|
(30) {

_(h1 Ry S
T —r‘ﬂ-‘:n—;fffn's\i,“ 55 ) i -
A5 ) tne
ot ki

sona it all'inte

siona Tn tutto il cumpo 62 w ton passeno dif
altro eho per wms funzione dndagrale wullo (CiF, Drsas L. . p

ro dalla fun

cae eV (')
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Cid premosso, mottiamo. nells (20) la & In loogo della variabile & od nte-
griamo poi du 0 ad . Applicando il teorema dellintegrazione sotto il sogno, si

oftiena:
e A w -
1 | | 1 |
& K) ') dk = k| gl k) de dea Prdz.
it '\‘ Lt | “AL | ‘ | i
Da questa formols o dalla (30), risulfa ovvismente qualunque sia i punio x

del camps on ponendo (#) & finita in tutto quests campo,

) dats

tutte il campa oa.

19, Risssumendo qui § risultati doi parageafl precedenti, eoco g
dire:

aito poss

19 8¢ la funsione y(x) tn ity it campo OB o finste o continug, ¢ 8¢,
discontinuisd, Lo ha solamente in wn numero Auito di punti, nei qual
X bindstia ;¢ inoltre

manghi l continuita a destra o la continuil
o s,

mero finito di punti di massima o di minine
)

ta Pie) ha ol pi ,
avendo wn o il ult i massimg ¢ df v iratlt ove 2
conltnua, ¢ continua di prima specic, & avrd in ogai puado & del campo 0d:

i

(Wlz—0)tyle40) <
g & Pr
G ¢ (oo 0) i (0t 0) ia—0) -F (a4 0)
4 & =), & e C
¢ la serie al secondo membro sank sempre convergente. Questa seria poi sard con-

vergente in ugual grado fn ogni campo che s oltiene escludvads dal campo OB §
prenti di diseontinuita con vulorni comungu he i cantengono nel loro
internn., In paricolare, se mancano i punit di argents
in ugual grado in tutto {2 campo oa.
3°. S0 la funsions Y(z) én tulto il campo oa & finita e con
avends dei punti di discontinitd in wumero finite, d (als che in ci
gutiti. non manchi né la continuity o destra, nd quella & sinistra; s
dagli estremi oselilatords dei rapporti fusrementali & Yi(z) & atlo allintegrasions
e ritdatts al suoi valari aseolils, poteado pure avere dai
avra in ogi piato ® di- questa campo

a8t eank o

i, @ 3,
questi
wolire w0

it di

SUR
7 T
81 | {ul=0futot oy o x:-(zr—uji»q-(a«#n)

o la serio al sscondo membro sard sempre convergente. Quesia sorie poi sard con-
ate in ugwal grado. inogni ca ludendo dal campo on i
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i di disoontiauitd. con fatorni eomungee piceoli che i contengans mel loro
40, I particolure, ¢ mancano § punts df discontinuith, essa serie sark oon-
vergents fn wgnal grade in tatlo il camps on.

9% 8s la fansione W (x) ¢ fiaila o continua fi tutts £l campo oa ¢ la fu
stone W(z). che rappresents la. derivata préma di yilx), soddisfa alls coudisioni
poste por o w(z) aln. 1° od @ quille poste al 1. T, s avrd in ogni punto
dal campo o (ghi astremi eselusi)

Wl —0) (e 4 0)
2

@ la serie ol scoondo membro sard sempre convergenie. Questa serie poi sard con-
vergonte in ugual grado in ogni campo ohe si olfiene escludendo dal campo o8 gli
estremi & ¢ ¢ punté di discontinuitd di W(%) con fnlorni eomunqus piccols.
Negli estromi si aurd invece:

Bp) =3, 5, =

42 8¢ la funsions w(z) & finita ed ctla all'
3 aord én wn puinte & quatsiosi df questo oanpo:

¢ la seriz al secondo membro sard convergente in wgual grads.

I risultati dei mumeri 50 & 4% i danno due tooremi, wno di derivasione per
seris o wn alteo di intagrasions per sevie, ohe qui & superflio enunciare

20, Dimostriamo ora il seguente teorema: e la fungions yiz) & generalmente
diversa du soro o esddisfa alle condisiont procodentements richieste per {a soilup-
patilits in serée delle pe, il corvispondents integiale g detle equazions (1), (1)
dove necessariaments avere wn polo n wn puats aluens o distansa fuita del piano
della variabils complessa &.

Infatti se 1'integrala y dells squazioni (1), (1) non avesse nessun palo corrispon-
dents & nossun valore finito di &, i risultati precedenti ci davsbliero per qualinquo
punto & del eampo a:

W — 0 Wt 0) .

+ H
o poiohd 1n Y(z) ha al it un numero finito & punti i diseontinuith, noi quali
per alteo non deve maneare la eontinuity a dostra, nd la continuith a sinistra, cosd
si dovrd avere in tatbo il eapo oa, contrariamenta all'ipotesi fatts, Wiz} =10.
Considerinmo le equazioni (5), Qualunque integrale regolare i queste equs-
sioni si pud sempre parrd, a meno di un cooficiente costante, sobto la form:

VI eos (2 /i) 4 hsen(z Y );
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¢, affinchi
realo o 1

ntegralo stesso esista, & nocassario o suficionts cha il para
v, o sia: radice. dellequazions (3); di guisa che si pud sorivers :

Po=—A | Ry 008 (o) + Bsen ()]

ciento costante, ehe dipends dalle funsione y (:
do calcorara questo coofficients, si pud procedere nel saguents modo. Anzi-
00 1o equazioni:

con A, eoof
Vol

tutto 5i

', la seconda per g mtim;\'ulan mombry o watnbis 1o o
© equazioni che cosk sl attengono; e s fntegei  tatto il campo ga. S oitiene,
integrando por. parti o ficendy uso dallo. progedenti ey ai limiti,

) iy_.m.z:, (; s

oasia;

Promassa quosta formols, si moltiplichino ambo § membri della (81) por p, o
si integri per sorie (‘). Si ottiens ovviamente (7):

[:r:'(mi e =—3 Jﬂ‘""’ dx =5l (

aht - 25 oy

b apglieara il taoxemma dol'in

por

130, 1. 106 (2" ediz.)
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22. Risulta intauto ohe lintogrile:

(38) eos (i i) - Wsen (i ') { () da

b certaments diverso dallo zers, s 1 radies &, del)'equazione (3) & un polo dell'in-
tograle y dulle ag
quands Uintegrale (33) & wallo, it valor
polo. per Lintegrals y

i 3¢ o radice Ry delleguasions' (3) nox & ww polo per Vintegrale y
oui (1), (1), Uintograle ¢ aidlo. Tnfaldi si ha:
Ry ple)m=0, (Y = )t Ay =03
(b= Yo+ A= )

ey radice dell’squasione (8), non 4 un

con () funziono fhuita o contintn insiome alls sta derivata prinis vispetto ad 2 ().
Moltiplichiamo ora lu prima di quoste equazioni indofinite per i, Ta sceonda per y;
sattragghinme membro & membra lo due equazioni cho eosk si ottengono; wi inte-
grismo & tato 1l campo oe; Integrando por parti @ fucendo nso delle precodenti
equazioni af Timiti, s} oftiene appunto:

Popl) dz=0.

In forza i questo visultato possiano sompre sorivers:

Y =Diela b0

" o Ap) e cos (e} ) = b sen (2} T ) £

oLy e

(e 0)

ﬁw(uADl
t

o) =wm)§

intendanile che in tale serie entrino fwiti § termind corrispondenti a fu e radici
dell squasions (8), I quali formano sull'asse realo e positivo della varinbile & un
geuppo di punti infinito i prima. specia ol punto lmite all'infnito. Risulte aneora
che, guandy wna funsions y(x) ¢ swiiuppabile in seria (fuita od infinita) di inte-
grali delle squasiont (3Y, @ soiluppabile n un sal mado, purchd ogni volla sia
applicabile il risultato 4° dol § 19.

Nel iso partieslars di =0 lo s¥iluppo. (31)' divie

w00 52
=42 (Surem

wla—0) 4-vfa

9

{Plo—0t so£0) _
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nel easo di h=
—0) 4= - 0)
ST =]

@ a

j i (‘w(,z‘; son T2 : s ok

3 Yo —0)+wio0) = (o)

Ylat0) Wl}a
Osserviamo per ultimo ehe, fn forea di quants proosde, s formala (20) &i pud
ancora serivero nel seguento modo:
5 e "
@0 5 Lytk}d . fr‘ §0E) oo — 3 A |y 03 (o o) sen el
intendendo cha il sommatorio i catonda a tutte le radiei dell'equazions (3), che
cadono entro il cerchio C,.
23. Supponiamo dats una funzione Wz, #) di duo variabili indipendenti in un
eampo ¢ di: forma rettangolaro coi vectici: nei punti (0, 0), (a,0), (@4, (@,9),
1a quale sia flnita o cootinua in tutto il detto campo o, se ba discontinuity, ls abbia
soltanto in un numero finite di punti staceati, o anche in un aumero infinite di
punti, ¢ho perd si succedano con continuith ¢ no su un numero finite di lines eon-
i non coineidano in teatti fniti con rotts parallole sell assi o mon
lino quests retts i numere infinite di punti. Suppon
.l), por

fignardata como

nzion dull
o L2 del § 19 od al n. 2 dello stesso prragrafo; o proo
uel primo euso.si posss. fissare un numero inforo. o positive m, camunque grando ma

0 délla fungioe i, 1),
foriate od wguale
z-+B tala che In

fnito, talo cho il numero dei punti di massima o di i
considerata come fumsione: della sola @ , por ogai valore di ¢ i
ad ; ovverd, s m non sl pud flssare, oho csis
espressions (i, 1) + A -1, oonad ione di iz, per ogoi valors di ¢
0 senipre eresconto o sempro decr ; ¢ho nel seconda caso, data una quantith
a, eomunqus piecola 51 posea fissare un segmento 7 di wmpiosza talments
o ohe si abbia per qualungue valors, di 3

plocala, ma divorsa da 2

nalunque porzione del iora od uguals
ore &< g (1),

leoli del § 6 o quelli del § 1
faaile. riscontrare che I qu

wupo o di ampieazn

essendd (ogf) wna
ad 7, ed essends

Rifaseado i
o nol seoondo,

ondo che- i & nel primo caso
positiva. K

K, di oul &

fivn 3

quantith fulis,

) Come &

talo eho, par qualunque

soguonzs di
lora i £, i sbbl

;

i, & possih

=, D<M
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phvols &l § 6, i pud fissarls anche  per In- funzions (¢ , 4) in modo ohd risulti
indipendente ds £, E chiaro pei che uncho In quaniifd finita o pesitiva H, intro-
dotta l § 10, i pud fissarla fn modo oho risulti indipendente da £; di modo ohe
i pub sorivere, por uno qualunque doi sistemi di valori ehe si possono eonsiderars
per o ¢ per tutti-i valori di k, eorvispondenti ai punti delle ircanforenze ©, , Cy ...,

(34) # ot )z )| SHALE,

nélla quale formola 1i funzione y (=, ¢ ,&) & Vintograle regolare dello dquaziont
(1); (1), comispondente ol salore di ¢ cho sl comidera; o quindi i
<72 b o par valorl i @ corrispondenti al punti dell sireoufétente G

AR (@—0) _(HL T
3 ™

eon & quantity pogitiva piecols sd arhitrio, qualunque sia il valore di 2 non minore
di 0 e now waggiore di @ .

24, Tndiehianio cor = un ségmento wmante picoalo, il quale, nel caso
clig i punti di disontinuiti delln funzione ¢ (x, ¢) formine un gruppo finite 4 pu:\lh
sin winoro dolls moth delly minima distanza che corrs i questi piy
@ mol caso che la ¥ (x, ) soddisfi per ogni valors di
§ 19 inforiora ancora al segmonto. 7, di P
Consideriamo il sistema (/) deollo lineo di discontinnith ¢ dells line
i groppt infloith di punti A1 discontinuitd, lo eni distanze veoiproshe von suparnn %es
il sistemn (£ delle lince luogo dei punti del campo ¢ che distana il puati dello
linieo del sistema () nella direzions - dal sogmonta 5 i sietenin () dollo
lineo Iuogo del punti del campo ¢ cho distuno dai punti dell Tinee del sistema ()
nella direzione — 2 del segmento «; il sistema (7)., delle lines Inogo dei punti del
campo ¢ ¢ho distano dal punti dells Yines dol sistemn () nelln direzion
segmento v; 1l sistoma (1), delle lines lnogo dei punti del eampo
punti delle: linoa del sistema (/) nolla direxions —¢ del g

neora i semicerchi o porzioni di semieerchi di raggio . che cadono entro €,
eliséitno oon genteo noi punti dolle Jinos del sistems (1), ohe eorrispondono agli
dello linee doi sistemi (#)su (D, 0¥e tali estécmi non finiseans ol contorno dell’
Limitati ognun dal corrispondonte dinmetto: parallelo all'nsse dells & o tali che non
abbiano aleun punto o comnne con lo lines del sistema (1) o i semicorohi o por-
zioni di somicorchi di raggio v, che cadono entro Iaren &)

conteo naf punti- delle lines dol sistamn (7}, o s
det sistemi ({)ar , (Hor, ovo tali estromi non finiscano al contorne dell'area ¢, limitati
ognuno dal corrispondente ditmetro pars @ della ¢ o tali cho non abbiano
aleun. punto & comuns con la lineo dl sistema (1),

Le linee doi sistemi ({).w, (N i
rispondenti pargioni- di semicerchi a,\um 0 istewna w
dal contorno di &, oganng delle quali ha nel sua intewno wnn linén del sistama (1)
@ non ha con essa aloun punto a comuns. Un sistonia analogo(f)y of dinnoTe lities

bil

contangono

gmento v

i
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doi slstemi (e s (-1, insteme i corrispondenti somioarehi o corclspondenti par-
zioni di semivershi. Duo Linee o, Jy del sistemi (2). , (f), corrispondenti ad uma
atossa Linen ¢ del slstoma (f), possono cssere Tuna interna. all’altra, possono avers
dalla parti o eomune e ancho intersecarsi; in ogol casy pord s avrk sempre una
lings ¢ chiusa o taglista dal contorno di €, formata: esolusivamente di- porsioni: di
Lo @i f, e tala che noll'interns dell'area da sssa racehifusa si trova wma linea £,
can I quale essa non ba alown punto a comune, o non &l trova aleuna delle porsiont
rimanonti di da o di . Di linée ¢ no avremo un sistoma (1) formato da tante linoe
quants sono quelle ehe compongono il sistama ().

Lo distanza, di un punto di una linea. £ dalls cocrispondente ¢ nella direzione -
o nolln direxiono —a & wns funzione cantinna del panti 3 1 o a1 2 coeottuati al
pit alonai. punti, certamente i numaro fintta; quindl esisterd il minimo +' di quests
distauze, ohe sard cortamente divarso dallo gero ¢ non maggiors di v Consideriamo
tutti § minimi «' corsispondenti o tutte Jo coppio £, ¥ di linas; poichd quest coppie
gano in numors finita, esisterd i1 minimo dei valori di +' che chismeremo ¢ o cho
sard divarso dallo zero e non maggiors di v

Consiieriamo ora i punti isolat di dizcontinuitd, distanti da tutki gli alted punti
di diseontinuith di it di 2¢, come cerehi’ diraggio zero cha esclndano dal campo €
questi punti stessi, ¢ o linee degli ultri punti di discontinuith como lineo chitse
cha escludand dal campo € queste lines stesse. Beelusi in fal modo dal campo ¢ tutti
i pusti di discontinuitl, nel nuove eampo 6" la funzione Wiz, #) sark dapartutta fnits
@ continua; o quindi, dala nns quantith positiva o piocela ad arbitrie, si potrh dater-
minars una quantith, positiva 1, maggiors di fero & non maggiors di +”, tale che par
y s abbia:

[l 4k ) — e, )l <a,

qualunque sis il punta (s, £} 4L C

Cid promesso, eon raggio ugusle ad 76 con centro nei punti fsolati di diseon-
tinuith, distnti da tatl gl alirl punti di discontinuith di it df 2¢, deseriviamo
dei cerohi o poraione A1 eerchi nall'intarno del eampo €. Consideriamo. noltro nel-
V'interno dol eomps £ le lines 4, Tuogo dei punti obe distano dai puti delle linoe
dol sistanna (7) nello diresioni -, — o Aol segmento costants v, o i semicerchi o
porziond di semfeerchi di ragylo %, deseritti Tavendo cantro noi punti dollo lineo del
sistomn () eorrispondonti. agli estremi dolte lines &, ove tali estrami non_ finiseann
al contoria, limitati ciaseuno dal eorrispondents dismetro parallelo all’ asso- dollo & o
tali ¢ho non abbiano alenn punto « comune: ¢on o lines del sistoma (1), Tn questa
modo avrewo un sistoma (), di lineo perfottamenta, analogo al istams ({)e, nol quale
sistama includereino { cerehl o poraioni i eevehi di cui si & purlate sopra. Lo lince
del sistema ({); godono dells proprietd di tagliare su ogni paralloln all'ssss delle =
dei segmenti tali eho, 5o hauno nel loro interno doi punti di- discontinuith dolla
¥(z. 1), il primo ¢ I'ultimo di questi punti di discontinuith distano oluscune dal-
V'estremo. pily vicino, del segmento su enl sl trovano, di s lunghezza uguals
ad 7; e di tagliar su ogni paralleln all'usso delle ¢ del segmenti la-cui somma &
cartamente non superlore & 2nr, so 4 & il massimo mumero del punti di disconti-
nmith della funzione Y(z., £) che & trovano su ciasouns dolle parallels all'asse dello 1.




o (sl) o noi, volundo igaters
i per provare fale sviluppubilith, possiamo pren-
dere por quantith ith 4 del § 14, secondo che la yie, £)
soddisfa a . rlcl § 19 od o quelle del n. 2° dello stesso par
gralo, e convemionte qusntith 7 non superiore alla quantith 7 del paragrafo pre-
cedente. In questo modo, data una quantith positiva o° piccola ad arbitrio, qualung
sin 11 valore di ¢ che si considora, per tutti § valori di & i eni punti corrispondenti
distano dai punti. di discontinuita non meno di 7; nelln direzions «, ¢f potrh fissare
une quantits finita e positiva ¢, talmente grande che per g=g, o por o comproso
tra & ¢ 2w —e-sarh (OF. §§ 12, 15):

e eondisioni del .

(18) Eolm, 6 R 4-yie, O] =

e, 2, &) b fanzions finita @ eontinua dol punti dello spazio & quattro dimen-
sionl, determinato dat valori di & e di ¢ corrispondenti af punti del caunpo ¢ e dai
valorh di ¢ o A w, oséia daf valori di % cho non corrispondono a radicl dell’equa-
sions (3). Cid posto, fissato nn valovo qualsioss di o,

i!.ﬂ.y. i,
dave gli intervalli o, sono quolli doviti alle intersezioni del segmento (f=¢, t==¢")
& considera, con lo linco ol sistomn (7;, 1a oui sommn certa-

mente non supdra 2. La (84) ol da poi per i valori @5 & corrisponda
dol corehi Oy 40y, oot

th ai punth

dove il sommatorio va estesn a tutti ehe entrano nella

precsdente formola; o 1o (19 ¢ db ancora:

00

B2 [51.‘4{‘ -!rt,‘-(.z."]idtlsli"— o'

tende @ futtl gli intorvalll, come £ ¢, che non contengono
4t guisa ehe potremio seri corrlspondonti
<Gy e 0 i modilo supariore & ¢, , & por w eompreso tra &

ove il sommatorio s
puntidi dis
af puati Qi aero
6 m—g,

per 1 valori df

Znv(H + K).

it
‘ J M“w[:'.(.«'z)"rwu‘i:irn|< b
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,gu=7> ;Ma‘

fo wmembro, ave won 8 riducd ad tin ,mmmm ¢ comver-
i mu.: gradds pap 1t § valint 46 5 oha vanna a0 il B o per tuit' 1
i d e winori di o ¢ won maggiors di b,
26, 8 1 fi +) dei puati 31 un campo rettangolare como
quoll dol § 28, I o o stosse condizioni posts nel modesimo
per In g considerata, come fnrion di
disf ally cox poste per la 9(z) al . 1° dol§ 10 od & \gm]h dl
stesso paragrafo, appunto coms detta pe
3. fnidichi oon (2, 4) 1a. funziono cha nof pre
oyl () Si linnno allora Lo formol
[kl R F i, )
an [k-ni(ee, g k) -+ Wz 1) | <

@2 G, o =0 L We 0. )

fi abbiamo indieata

0 da. o ad @, por tutt i
ar tubti i valori i & corridpondanti ab punti

valori di y ohs
circontorenz
dono & punti mt“m alle I
per fatti | valor

PO g 2> easa \\Je pure per i
e Tineo del

ria geandi, ded quali
torza ale per 1
—e & per valori

punti di .\imm.mm
di ¢ abbastanza grand

bori i w tali che
Di qui risalta, como sappiamo,

)of-ta 0950} i

- sen (2R

i) = o=k 0, )
((a—0,y) =yla+0.y

Yo, g}
wia,g) )
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nella giale formols Ja serie al secondo membro & eonvergente in ugual grado in tutto
il eampo ehe si otficne escludendo da ¢ Varea €, interoa & ciascunn dolle lines del
sistens (), wmontro & semplicements convergents in tubti i punti dell'ares . Si

b poi:

cos (§1/k,) = Nsen (§1750) Fw(E, g = 0)dE

a2k ok,

dell eqmzions:

Se indichiamoeon ji. iy, lo fnfinite radiet reali o positive
@), (- V=F) — W (h— =) =0,
51 ha ancora:

wE g —0) - g 0)
2

B, 17 008 (45 -+ b sen (wpfF0

o con (uy70) -+ b sen (i) g ) dy
N - 2 - bf,

& 1a soriy che comparisao al sencndo metibr dgla prima dollo Frmolo presedint
i (B di
z con la y od oporands

lings, che i 4
coma per il sistomn ({);; montro & L'lm\myt"vh in ugnal “grado in tutto il eampo
C—',. 8i ba dunque:

wie—0.y + u-w+ﬂ.y—:=:+wrz+u.y-p-m+ Wiz — 0.4 0)

Wik, J‘*MJ*L’[? '«‘+UJ

1% con (51/8) - & sen (81
ah® - 2k .( aky

'11 co3 (/) 4 & sen () ) =

¢

sen(l/ 77

— W ey 7 hsenlyg

@ quindi, in forza.del teorema del paragrafo prosedsnto (1),

Yo —0,—0) (a0, py—0)F e 40, g+ 0)+ ¥ (z—0,¥ fa LA
4

[V com 10T - s BTN 1T ot 0l 72~ e 417 )
{an® -+ = ak;) (bA* <=2k -+ b)) %
%4 cas (/o) — hoses (g R )3 17 08 (1 7o) = Asen () b

D
o

() Cfe. Dusrs L ey . 284,




ossis, fost

)=+ sen (5153 1177 con(y 5+ sen Gy )
(ah" 4 24 - ahy) (B0 4 2R 6],)
e}V vus (/) - hsen () 4 cos (yp )

Pr=
P

hson (y7)E

s avods

Pa—0.y—0)-}

=0, g—0) 4w
]

In questa sevie doppia ¢ dndifferente I

inolive le serie somplici 2 Pey, 2, Pry 3000, 60
. T

et

i campo Cy o lo alive sorie somplioi >, > p,.).i
T T

serio doppia, $onn somplizemanta oon
ati i wgual grado in oy

egents in tutto i

po ohs si oltisns

o €,

aludeids
14 con intorai comngna piccoli 8 essi punti

tnkto i1 campo ¢
punti stac-
contimuith o
i finiti con
tho in un numoro fnfinite

»; 8 ha diseont
cati, 0 anche in un numero fofluito di punti, che pard i s
no g un nnmero finito di lineo continug, la quali non eof
rette parallele agli assi o non tocehing o taglino quests

di put

o che la funzione S e/, () sodilish alle mmodesime eondizioni posts
por I iz, 1 :

cludere che si ha:

. i :
‘(u<.u<ﬁ) 1wxu-.mu

(z= o) W [ ! AUVE
S T
{(-r =a) —h 1 -!vuu) dt

i sl grado i tutto 1 campo
o dal campo 08 gli es o

intarai oomengna precoi.

(o<
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Sin dats uma funzione u

¥) dei puati del solito rettangolo €, perfotta-
mente analogs ally fansion pros N
ogni valors. di come funsions dolla sola y, boddiet slle condisiont poste
per 1a y(a) al 0. 1° dol § 10°0d al n. 2° dello stesso pacagrafo, appunto come fu dette
per 1a wiz,0) al § 25

T ealooli dei §8 18, 17 o consideraziont analogho o qualle fatte in principio dol
§ 26 e portano & concludore che si hat

{a<z<a} Yde y=0)
(w=0) Mo, == 0) ¢ _}_r"r:‘lf.,_w;“
(88) { e=a) —hyla,y=0)

V1 oo 3 sen (s B) {wE == 0) s

mente convergente in ogni punto dsl campo €, mentre & convergonte in ugual grado
in tutto 1l compo che si ottiene da € sseludendo i punti o lo linee-di discontinuits

dolla #) o i luti a oon intori somunque piero
di questo linee; o quindi, in forzn del toorema del § 25, sf potrd serice
Vals— 0)-F el 0.y - 0) 4

ol & < a)

) - s e ) |
ae

2 [/ Fraost T Resenlol Tt i) dy y
- R iV Fvcas(yy/7,)-+ Am:wu..;]

= son (5 17 oos (1)

son (4170 ) FlE, 5} dE dy
*

(ah* F 20 -F a;) (55" - 24

b1a)

ph | ,mﬂ(\m! tAmn &

! F 1 Facos(u72) + A son(yi )| =

Sur, 8% Tomo XIL
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vergeats in tutto il eampo €,

" esclu~
0, z==a con

upposto invece ol
v la 9z, ) o che inalire
nsiderata eome fanzione di

s e ) e daoe
soddisfl alle sondicioni poste per la y(z) al

el § 10 0 u quollo del n. 2° dallo stesso paragraf, nel modo datte per ln

J0) al § 28, si pud proceders ance te modo,

Ragiouands como al principlo del § 26, si trova per o diverso da o o da a:

ARV AR ST AT

V7e008 (1 i) -+ hoen (5172 | o
BRF - 2h 0,

i=0 1) dn

o prima delle’ procodenti formole &
esoludendo da € 1 rotk
o il campa che si ottiono d

) e le T=0,8=a
4 quindi, 0 Lo funzioni y(a, y),
Y(a, ), considorate eome fanzioni di y, soddisfno all uns ¢ ul altra dallo. o
aiont posto per I (z)
dal pacagrafa ylL-tm]uxle (4, dallo r:‘,)

emplicments
convergonto i tu

menkra b eonre | geado in tat
dondo | puntl o lo lines @i discontinuith di
intorni gomanque plocol di essi punti o

Ol Discs 1, .

i tn ugual grado in tutty {1 campo € ¢

(o< iz

Yz




(1<l <la)

Yule— 0, 3—0) - Wz -0, y—0) + Wil24-0,
4+

c ﬂﬂ V3 008 (/T0) + e sen (317
L

— 235 —

0 Wale— 0,y 40) _ |

Yale—0.0) b Walz0)

) = s
Wiseos(p15) + hsen {5 ¢

T =ud)

F1eeos (i 72) - b s

=2 (:| Facos(i ) Tk sen(s

E=T

S :
= § 17 cos (y1/) -+ bsen (y1/j) |

B

s "‘"‘L-.-’f,—”}i‘u W, -0} _

ot —hpla,

—— | con () + hsen (g )

B 2h 4,

sola. semplicements convergenti i (utto il cavipy ¢,

2y
o it Pl o
mentre om0 convergenti in wpual grado in tutto il campo che si oltiens dz €
escludenda § Jofi wwmo, gema con (nlovwi comungus piceoli; la serie sem-

in tutto il campo €, wmeadre §

eule

plice _\_‘(y ) ¢ semplice
;
etclulendn &

@ con intorni

convergeite i ugnal grado in tutto il camps ohe & oftiena da

punki o b linea di diseontinuita di W, y) ¢ le:rotle w=0, 1
eomunqus piesoli di questi punti & di quiste linee.
Risultati analoght si hanno nel oaso ehe si voglia derivare rapports ad g.
20, Supponfamo ora ¢he la famione @(x,y) sis finita.in tntto il campo & atta
¢ rispelto aid y o che sia ad essn applicabile il teorsma

=

all'integrasione rispetto ad .
del¥ invessione dell’oedine di




T ealeali dél § 18 o 0
facilmante of portan

& oconeli

§)
Wde=3,

@ eche 1a serie a
In fora

gento In ugual

akie, o ool avs

a2k~ ak

fda

seondo membro shrd convergents in ugnal grado in tubto il campo €.

ancora:

i)

[w ) dy'

il et Tl T eemu e D

r * ‘-;r:/. o)l dy' =

tsen(y/ /Tt &

sen (pf/ 70 ) E (o) dE dy r E';'

L) oy

Bsen (/e D VYT 008 (0 H/ iy b om0 7, | ety o

/o) iy

) Dasr e
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rente Eordine dei dus sommatorii >, 3.t

Iy quetta $srie deppla & indi

iualtie s serie [Poalet ey, 3, (&, i) Ay & lo

2> | prate 1)
NG, phadd A AT R
a evidentomente:

dua. afire

comver

+ (&

ossis, indieando con o il contorno dal campo 6 con i 1a normale el puntl di ¢ nella

dire cho enra | i ha

ehe o funsion o
derisate prime e doppic tispetto ad & ¢ g) i

A (38)  (

wn iatgrale vegolars (funrigne finils e confinua insierne alle
tis equasions:

puntidl €)  Ape k=0, (ael punti

la vegolare dille

Vice & fueile dimostrare oho w

(36)' (nel punti @i 0) A% - kp=0, (nei punti i ¢)

e deila sola @ por un finsione della sola y.
& sompre uguale, & meno. di wr coeficionte

[formato: del. grodotio. di una fus
auando uon & identivaments nul
ad una eerta fu
In forza 81 quosto risultato, fatti il Tntegrali rogolart dolle. squastoni (36Y,

A fanziens della eola & per ung oo della sola g,
fanaioniz

costa

formati del prodotte di
sono dati, & meno di coefoienti costanti,

( 3170 con (y1/30) -+ hsen 170 £

11/ R cos (arf i) - hsen (.

o 1o sadich dallo equazioni (3), (3); o i1 corri-
data dalla soming &y - jr. Ori 88 81 rammenta
oY AN Al Tl 15,5 ekl
o o, my oo ohe i valori Ay
4 waloro del parameteo &, non possono essora che in numero
M) delle ognasioni (36) delfa- fo ), corrigpondenti
ail wi dafo valore di &, sc exisionn, sono cerlamenie in numero. finito

i Osserviamo che du i distinti g, 2" dolle equaioni (36)' della forma (37).

E zorrispondenti allo stesso valora del porametro /. soddisfano sempro alla condiziona:

sono_ rigpattivan
parameteo

dore To

0

[‘ oo dedy
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31. Lo sviluppo dolla funsione (e, y) sl pud serivore soto la formas

e ) \T o} 1 o082l ) - hsen (s i o8 (g7} =+ hsen(yy )

dove si ha

[ [ R costsy By -hson(E ) 1 ooty o hoentul 7 i ) i
(1 Sy e ]

(88) C

¢ in esso entrano, almeno formalmenté, tuth gl integrali regolari dells equa-
i (36)' dulla forma (37). Quando st ha Gy, =0, vuol dire cha 1" ntegraly
V317 o8 (170 - hsen (y§/7.) ¢ non entra offettiva
maata aally wrilappo. Vigerecea, 5o i 3a 1 wn modo qualsisal ohe e Fimious .y\
& swiluppabile in serio di intogeali regolari dolle equaziont (36); dells form
ad wssa serio & applicabile il teorema doll' integragione par sarie, i mmlmuu i
quosti intograli in talo sviluppo sono sempre dalle Tormola (38); por conss-
guoma, gusnds waa funsions W(o, y) & soiluppabile in serie dF infegrali regolari
dalle epnasions (36) delln forsha (87), 4 sviluppabila in v sal modo.

pponiamo ara she esists un integrale regolare p dolle equazioni (86
sia delly form (37). L fanaione p & cortamento sviluppabils in serle a1 Intograli
delli orl di A0 7, tali che &, + 7

cos) nello sviluppo di p entrerunno solsments 1o funzioni
I 4= Jo= . 1o quali, coma si & detto, Lono in numero finite. Risulta g
un. intagrale regolare dells equasioni (B6Y, quards now & ideaticamante n
ha ta farma (97) o & uguala, & mena) di-determinaté cosfieients costanti, aleani
ol qualé possono exsers whohs wulll, alla somma deils funsioni delia forma (87)
fali cha b+,
32, Sia y v‘ﬂ wna. fausions fiaita o continna dei punti del solito campo
rottaugolars €. SI somsidurin 1o equaioni:

o siveame pac i v

(89)

{“’4-»:;— u) :

+ ) =0,
(30) };‘,“--;-,-“H-a_:-(l-.yj:u. (35’ —a.,‘)_v : +1.,,-=n)

G- ntegrali gonorabinonta rogolard i questo equiziont i prssondseivero -
& in modo ovvio 1a formola. (2)' del § 1.

)

St considerine ancora 1o equaz

e oy

o A wle

nelle quali 1o funzioni
di f ohe non sono radici

di ke
i geno-

W R) w6l y 4 f) sone con
spettivament delle equazioni

(@ ate per | v

). Gli int




-
axioni sl possono tneora qui-sorivers por mezzo dell

i li in Tuogo delle o 3,
na dell' intagrasions  solly

ralments regolai di quosta ug

2) del § 1;
) lo lore: espressios
sagas, 81 trova:

50 si 5

e

— e R T L) bt

==t [ [

1 )
RETEY I e T T
= f rm,, et e Y-
’ ¥Zitsten
-

=~ a+y=B e e e e e

-
% ( 1 WlE o) eV () 1/ (8 o ) — b VR (0

X Petbnen Y53 (— g/ ST (o ) — eV (1 ] dedy,
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Se si suppono
vata seconda wisl
volte,

ittty il campo G, integ

PP Yo




i sul piuno della
il cantro. nell’

avent

bile complessa j il sistema delle: gireonforenze Gy, C

give ¢ il raggio

1 )e
)

con ¢ numero fntero & positivo maggiors od ngunle all’ espressions

Coms al § Whastanza, grands,

si pud dimost

nigntements.

D' costanti finito e diverss d :
el assoluti dells funzion vh(ar, y)s

con M il massimo dei massimi

in tatlo il campo G, & posto =g ¢, si b ancora:

=M g ta sy i

WA o i

&4
dents ai punts della circonfe-
no della variabile complassa k

“origine o di raggio

(@1
e o US|

o=

¢ por & valari di § corvispon-
£ €y Cliyon tracciate sul pisno

CON. T numery Intoro e positive abbastans

denti ai gunts delle: ciroon
della variabile eomplessa | ¢

{2

i vaggio

'H—l)

vy ha il 31 moddo gferiors ad
nnigite, per gualungie v

b0 abbasiansa grm

fssare fn mods con

oon
una guantitk finite K ol

numery énfera e p




di @ fra 0 ¢ 2
uasts estromi inelusi, ¢ per qinal

, questt astremi tnclusi, per qualungue: valore di o’ fra 0 ¢ 2u,
(£:3) del campo G

o di ¢, qualongue siano

WK AL
eole ad arbitrio, per i valorl di oo/

u por i valori di g.¢" suporiori ad n eonvenionto Hinite, che s pnd fissare, si avrd
ovviaments

(¢ s
— e ==

1)<




Tutts queste formole sono i
* piceala ad arbitrio, s
e grande, ma finita, tule che p

W fissare
diti
lort di w0 tali el
anpa € (§ punti del contornc

siatema di valy

La formola

pér umn
iasi delle oirconfs eqos

ai punii di. unn qualsinsi o
.dall’ integrazions. soio il soguo,

Di qui risal

I iy Y oo ) A )
O

it v

(Y s

o3|V con (=) - e ey ) o

 applicar

By § 4/ 7 o8 [y

oon




wstituends nelln formola precedento, si obterei:

i.{ Joule g K\ j)du de' =

L

o s cont - sent ) e ey

Tk OF FohF 5

i 3§V 008 (/) A b sen (o )| 49/ cos () =+ Wsen (/e | =

e Pl i)

Da questa ¢ dall (41), (43) segue:

E}:_ i,, Per (2, 3)— Wz 5)

L R )7t

5 E TR
i talmonte grandi ehe risulti ¢ > e¢: ¢/ 2> @i & o0 f, w numeri in-
astanzé. grandi, e per qualungue punto (z,y) del campo (7 (i punti

diamo i o i >y
ludizmo-subito obs ta serie >3, po
vt in tutto i campo € {1 punti dal contorns. eomsprasi) ¢
punto di guesto camipo Ia_ funsione arditraria Wa ).
campo ¢ di tutto Te

del oantorno esmprest). Ne eo (2,4} 4 can-

in ugual

£ ovidents poi Ia convergenza in ugnal grado in tutto il
serio samplict >, pis >, p (ofr § 26}
T

T
Questo risultato difforisos da quello del § 26 In cib che, ménteo ivi I conver-
della doppia richieds eha § pssaggl al imite per =00, s—cw s fac-
i passa ite possono farst fn un modo qual-

arbitrio, sl possono
W8 per p g




alle proprioth della sorio >

fovr cOUDCIate D0l parmgrals procadents,

risulta che, daty woa quantita positis
nmeri
merd intert qualsinsi po

o piceols ad arbitrio, 5 possono fissare duo
=, € Pr Py, gy -

sitivi o mulli; s

Fucendo nella precedente uns prima’volia g, =0 & noa seeonda py
vano la due formole:

€ quindi & ovrd ancoin:

(45)

Dalls convergenza dole serlo 3 g, 2, o vitlta ok
T

i possono fissare due numert inferi o positivi ma , ne

. fissati i numeri

almente gr

W © DT Py, 4o Numari interi qualsingi positivi o nulli, si abbia

ai modo cha, por e, #, 7, uumeri interi ¢ positivi fali eho soddisfivo allo disugna-
glianza:

i polrk serlvere:

almente, indicando con m

n . g, . quattro numerl interi

can i, v due numert interi posttiel qualsiasi: o
qualsiasi p o nulli, siselterd dalle duo d e precodonti o dalla (45),
por ' =i, 8 = u,

(46)

87, Cowmo applicazions del risultato precedonts ricolviamo il segucate problema:
regalave dalle equazioni:

Daterutinare I'inteqr
( (nel puntt del oampo ) - {(r, ) =0

) i

i !
| (ot puntt dol eontorno &) =
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it eui f(2.4) ¢ na dlata. fursions dei punti det cam
3o
M

0 € finita o-contina

alls sig o ansiong finita o condinua dei punti dol

contorn. o

Angitutts gssorvéromo cho questo problema in genarale sl pub sempre. ridurre

allalteo pit somplice di daterminare !'integrals regatars dalls squaséons :

7 (oo punti 4 €) Ao gileig)=0 (o punti di o) ;‘“- = kv,

assendo’ la funsione (e, y) delln stessa natra della precedents funsione (. y).

Infutti indichinmo con  wia funsions arbitearia dei pusti i o finita » con-
tinua in una funzione w” dei punti
del campo €, In qualy sia fiuit o eantinua in tatto il campo ¢ insiemo ulle sue
derivato dei due primi ordivi sispetto od oy (i punt di ¢ compresi) o nei punti
di ¢ coiucida con la o o soddisfl all'eguazions:

i deternin

mo alle sue derivate tangens

allora:

2 PRI ES (CHIE Sl

si ayrib che In funzione w, deberminaia dall'uitima di queste formole, & appunto I'in-

tegralo rogolare dello. equasioni (47).
48, Cb premossa, sl sviluppi In fanzlone (x,y) come al §

@ &i consideri

o questa formole alla loro volta. somo suficienti per concludore ho Ia aeris (48) b
convergente in sgual grado in tutto 11 campo € (i punti dsl contorno campresi) qua-
lungue sia la leggo con cui si passa al limite pur re= oo,

, @ ehe lo serie

semplied _\I_ B > g (u-\ cho el resto risulta anche dirstimente dalla conver-

() Cfr. o 5. D

80, pag. 100.

termind fis{,3), 0 i varp, mon saranno s
S B e
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genza delle serlo sempliet > ) somo convergenti in ugual grado in tutto

il eatnps € (i punti- del contorno compresi).

80, Indichimmo con ¢ lo distanze di un punts (e, ) preso od arbitrio sul piano
dol rottangolo ¢ da un altro punto qualsasi (5 @ oon % al solite la normale
nei punti di ¢ Dalle equazioni (86) risulta per i punti dell’interno del campo £,
come & noto,

J ;i‘n{f.l logt ¥z dy+

o qmnm integrando per sarie (1),

M,}

[,, (5 ) o t dE

w',u)\f <

(49)

) s dte{ =0,
(i punti dellinterno di £) '

wiE s

por cuf sark:

M (net pnti dell intarno di €)
Come & noto, si ha per 1 punti (=, y) estorni al campo C:

fotogtady + 5 |

grali ssmplieis Dists L i pag. 804, . 955,

Gle, o 11 caso degl
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Intanto s ha, indieatda eon s wn punto-dal eontorns e, ehe non Sl fino dei
Vortiel del rettangolo C, & con i, , ity duo panti 1 primo faternd allares ¢ i1 se:
condo estamo:

e iy
Ff"ﬂ:\aj .{a g dy = T, %' fJ i) ot i

b))

[ b log fdo— \Vi:nﬁn%ik«. logt de

o dalla {49)" risulta:
2

2kt 2 (Vs i 2 [

lim —
g TN

de e 8

v e

s
dotermvialo o s ogai ol (4 . lim J"n ] w

e 2 [(alogt

St 1
e

& 13

im > [ LB de.
I o | 5

Queste Tormals & 1 tr rooedentl of dhuuo fnalmocte:

ﬂklag(—v)j !

o) logr dEdy

G :
M\J. ‘i Wit logd dedyt o \R} hlog Ly de |

. J o W’”n=m‘[n;

L
I

k. wam)— lim

foni alle derivate parsiali
o spasia w tre
udono Lo d

In quale perd LI teorenna sbessa &
il mitods i

ettagalo & fale cho qus
- coniforared como fasen
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i
da w

Osservian

del
pnti di ¢ (

ta ¢he, avy

non eoineido con ness:

da quests stossa

lungo il contorno o

que et v

na patts o dall'altra dol vertioo stessn, Vespressiona:

b una fungion

allora o
1 formola

unico limite delerminato e finite
di d ale limit

ate varrh sura eqoerione qualungue sis i1 punte

dei tendord

eapressione in questo vorkied

rals

, <l dicouo ohe da. fleasi




