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Sugli spazl a tre dimensioni
che ammettono un gruppo continno di movimenti.

Memoria del Socio LUIGI BIANCHI

PREFAZIONE.

Definfamo, sl wodo di Riewann, la metriea i uno spezio S, & 2 dimensioni,
asseguando 1 eeprossiono del quadrato del suo elemento lineara:

) ' = ;am diydan
ciod I legge secondo cui misuriamo nells spazio S, gli archi infinitesimi, onde risulterh
ltresl dofnita 1a logge &i misurasions degli archi fnit.
Supponiamo lo  variabili indipendenti
) ke

reali od ammetliamo che i coefficienti n dolls forma differsnziale quadration (1) siano
funzioni reali delle &z finite @ continue, in tutto il campo che & considera, insieme
alla loro deciate prime o scconde. Supponiamo inaltre ehe il disoriminante della (1)
sia costantemante diverso da zero e i coeflisienti vq soddisfin alle note condizioni di
diseguaglianza perchd questa forma differenziale si conservi definita pasitiva.

B noto come dalla formola (1) viene fissata la legee di misurazions degli
angoli @ tutta Is geomoiria dello spasia S, Se due spazi 8, , 5, possono porsi in tale
eurcispondena di punto & punto ohe i loro elomenti lineari risultine eguali, essi si
diranno. applicabili ¢ s lors geomoteie saranno identiche. Quando gli elementi lineari
di due spart non differiscono che per wn fattore costants, o tali possono ridursi con
trsformarioni di- coardinate, | due spaal si diranno simili e si rignsrderanno come

- apparteneutt al medesimo tipo. Lo loro geometrio sono in sostanza identiohe, variando
soltanto dall'vmo all’ altro 1" unifd di misura lineare.

Un' applicabilith dii uno spazio §, sopra sb stesso si dish anclie wn moviments
in questo spazio. Ci ocouperemo degli spazl, che ammettono movimenti confined in si
medesimi, ciod tali che nells oorrispondenti foriole di spplicabilits. entrino dei para-
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metri arbitrart. Ta tolalith di questi movimenti per un dato 8, forma manifestamente
u g Somplici considerazioni goomotriche dimostrano chs il numero dei para-
metri di questo gruppo ® necossariaments finito, cid che dol resto & fuoile oonformare
analitiesmente, come vodremo. 8¢ 7 & il numero di questi parametri, nel gruppo to-
tals dei movimenti sah in ogni caso courpreso un gruppo continus, fnito Gy di Luk ()
generato da » trasformagiont infinitosimali

Kol Kl e i
11 problema di determinare: quali spazl passeggeno un gruppo continue di movi-
menti si riduee quindi essenialmente alla elassificazione di tatte le possibili forme
di ds® por 1o quali esists un gruppo G, i Tak:

(FE 0 T T 5 8

¢ha trasforma il ds* in sb medesimo.

Scbbene le formole fondamentali por la risoluzione di questo problema siano gid
note per lo ricorche di Lie stesso e di KuLusg, il problena non & ancora stato trat-
tato, per quants io so, in modo completo, B invero per # qualongue la ricerca si &
limitata fin qui al oasa in eui lo figure dello spasio 8, siano rasportabili eal wtas-
aimo grado possibile di Tiberth: allora lo spazio & & curvatura costante o' il gruppo
possiede

2

parametri; Soltants per w = 2, ciok per lo ardinarie superficle, si conoses la solurions
completa del problsma. T si sa che il pumero dei parsmetri del gruppo non pud
offrire allora che i due casi

Lo superfisio dells prima specie sono tutte e sole quelle applicabili sopra su-
perficie di rivoluzions, quelle della seconda tmicamenta lo suparlicie a curvaiura
costante.

Nella presauta Momoria mi propongo di studizre completamente il caso a =3
@ cioé di classifioare fattd 1 tipi di spasi & tre dimensioni, noi quali & possibile tras-
portaro 1o figure eon un certo grado di libertd. Oltea al caso estromo degli spazi a
ourvatura costante con un grupps G, di movimenti, esistong, come si vedrh, nnme-
rosi tipi intormedi, pei quali il numero def paramete del gruppo pub assumers uno
def quatteo valori

r=1,2,8.4,
mentrs mon esistotio ¢pezt con gruppi di movimenti (nd con sottogruppi pamiali) a
5 param etel:

Per rilevare o principale difforonza fea 11 caso delle superfisio n =2 e quelle
attunls 1je=3, Ticorderemo che umn superfisie la quale ammotta wn grappo fransi-

{1} aienant, Thearie der Transformationsgragpen, B 1, Kap. 18, pag. 810 0 BA. T, jag. 575
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g di movimeuti @ necossarisments 3 curvatura castants, ¢iod, s un punto pud fras-
portarsi dovungue, i pud anche ramiénte ruotare attorno a gualsinsi- punto. Esi-
stono invece spaxt & tre dimensioni nel quali & benst possibile trasportare dovimque,

tura, costante; quosti spest ammotbono m gruppo transitivo di mosimenti con 8 ov-
vero con 4 paramotri. Negli spaat oho ammottono solo un @, , tutko lo spazie rests
immobile =8 &i fissa un punto. In quelli invee che ammettono un G, & ancora pos.
gibilé tna rotazione continuz, un G,. attorno a qualsissi ponts P; ma insieme con P
rostano fssi tutti § punti di wa. dotermioats goodetion wscente da P, siechd quest
gruppi G, appartengono, seeondo le denominnzioni di Lie, nlla classa doi grappi sista-
tigh, Lo spaaio @ allora soleato da upa doppia infinith di fali assi geodeticl, che lo
riempiono, ed olire ai merimenti (truslatort) che permettono di- trasportare dovangue
un punto di wna figura sono ancors possibili rotazioni libers attorns & ciascano di
quegli assi, Diel resto poi tanto gli spazi che ammettono un G, come quelli che am-
mettono un Gy si suddistinguono, eome. vedeomo, in vad pi fra loro irriducibili
Nella trattazions del problema che mi song propasto ho fatto costantemente uso
dei teoromi ¢ delle nolazioni contenuti nellx grands opora di Lz e pill spsctalmente
el risnltutt sulln composizions dei gruppi. Essi permetton di risolvers complefamente
Ia questione che, awontata divsttamente, offrirebbo forse grandi diffooltd. Natural-
mente il medesimo metodo pud applicarsi aghi spazi di un nomero maggiors » di
dimensioni; ma, appena 1>>8, ln ricerca ssmbra rapidamente complisarsi,

L
Le formole di Killing ().
Data ipa forma. differonzinle quadratica o # variabilis
i) 5 = S dovdne

ricorchiamo 1o condizioni cho debbano verifiearsi affinohd essa ammetta il gruppo G,
gengrato dalla trasformarione infinitesimn

Sark paceid wscessaria ¢ sufieiente che 1'operazione X/ eseguita salla forma (1)
dia un risultato identicaments nullo, Ora abbiamo:

X(de') = ¥ X(aa) dridirs - 3 € 0K () it - 2 dX () iy

0¥ 1a Mamorta: el
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ciod:

X(ds) = X5 202 descdza - 3 o dhr it T e =

28

=3 (2 Rt

ool W = )i}“’"“‘“’h'

o Punsiont £, £ dovraano dungue sodfisfoe alle 22 oqusions

lingari omogense alle dérivate parsiali del primo ondine:

(x4 2 iy
Epi et o

i,k=1,2,3.0

Poichd il detorminante delle ¢ & diverse da zero, quests equazioni lincari omo-
genea nelle § o nelle loro derivate sono in effotto linearmente indipendenti ; anzi & vede
che psse sono gik indipendenti rispetto alle n® dorivate prime dello ¥, talehd pos-

sono risolversi. rispetto al ,,L":ztl.l fra queste: dorivate, sealts in modo convenionte.

Tmports. osservare eon Kinoive (I e, pag. 168 sgg.) che, derivando nuovamente
16 oquazioni fondsmentali (A), possono dedursi tutta lo dorivate soconde dalle £ espresse
linearmente &d omogeneamente per la derivate prime o le ¥ stesse. Deriviamo infatti
1a (4) rispatto alla i, con ehe ottoniamo:

hirt

Soriviamo poi s dua formole ¢he si ottengono seambiando nolla precedents dap-
, indi 1 con K, cloh:

Ve
Wex Wy

D e
A A

Sottraendo dalls somma di queste due ultime la prima e dividendo il risultabo
per 2, ottenismo:

l-ﬂ"" - Ak] ‘,+

i k=1,2,8..n

dove il simbolo i Crmsrorrse, | ¥ | e il noto significato
¢ g1

[7]=3 —2a)
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8o toninmo fissi nella (2) 7,/ o diamo ad I tutti i valori da 1 an, lo n equa-
aiani eas) ottenute, essendo il determinanto dolls ay diverso da zero, possono Fisol-
Varsi rispotto alle derivate ssconde dells & i
o0 An il complemento algebrios di ap nel doterminante delle a, diviss pel dotor-
minanke stesso. Moltiplioando 1a (2) per Aw ¢ sommands da. [ =1 & { — n, obteniamo
o8l 1 equazioni riehfeste:

¥t I o B
® S T2 A a:,[!] 2 A"[ﬂ

Al

{

N et % f o ir] e
i1 simbolo di seconda specis i Onmasrorees, 7 avends 11 sigaifato

in_ s, ;'r]
R |2

Le (B) ci dimostrano cho gli integrali generali delle (A) contengono, al mas-
sime, delle costanti arhitrarie. Assumendo infatti por funziani incoguite Te afn -+ 1)
famaiont

L
Wy

5,

possiamo eeprimers, per 1o (B), tutte 1o loro derivate prime in fonsions (linears od
omogenea) dolls incognite stosse d abbinmo quindi un sistom di oquazioni

omogenee ai diferansiall tofali, 1o inoogite essendo poi logate dalle 2ot1) oo
siond (A). 1 numers massémo di castaati abitracio-cho poirh Sgurars nell intogralo
gonarale dolls (A) sarh quindi dato. dn:

[y atae1) Cafaseay o
n(fe'rl}-—fj— =l o

Se questo nwmero massimo & mgginnto, saromo nel caso della imilata inte-
grabilitl ¢ lo spazio 8, , eome & nofo, sand allora & eurvatura oestants. In ogni caso
il numero r dello trasformazioni infinitesime indipendenti X/, che ln forma difforen-
ziala (1) ammette, sark un numero finito

1)

o queste » trasformazioni
b % % ¢
gotoreranno il grupps oontiong @, di movimenti dello spazio 8,

()T sistoma. intagrale 2 infatt] indivi

o in un pusto Gello spasio § valori i
tegati da 8D rpistont fudipent

il delle #(a 1) funzioni incognite, 1 quall somo pes




Spazi che ammettono un gruppo G .

Dalle formole (A) dedncinmo subito una. couseguensn ohe importa notars; diciamo
cho: dus movimenté Tnfinitesimi dello spazio Sa wor possons avers i comuse ls
traiettorie sensa cofnsiders. B invero dimostriamo subito che se £, & .. &, soddi-
sfano Te (A) &

P RE TR

& un muovo sistema A solnzioni, il fablors 2 sardk necessariamente costante. Sosti-
tuiamo infatti nelle (A), ¥, por &, il ch di:

@)

onde, facendo i

£

Supponendo che sia

o dalla (3), facendo &

 dedeeiamo

Sap k=0

s, i1 doterminante dello o non essondo mullo, dedurremo 45 qui che futte e
anuullano.
Supponiamo ora che lo spazio S, ammetts w grappo G, di movimenti geperato
dalls trasformazions infinitesima
tr=Yr

M

si

Possiamo semplificare i ealeali assumendo per linee coordinate (z;) la traiottorie
dl grappo, sicchd avremo

i=h=—=5=0,
& cangiando inoltce convenientomente i parametri faremo & = 1, ciod
o

A ¥y

)

(1) Basta por ¢ib assamere per nuova variabili gi Yo - Y ©
Xiy

tegrale y, della equazions

ol n—1 integralt Indipendentl g,
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Allors o (A) o duno semplicemente

mti 4 mon cont

it ¢he dimastra che g
dipendono da v, Ia trasformazione

i
nolla (1) § coaficienti

aostl®

restano funzioni

00 @ di movimenti dello spazio.
questo gruppo Gy sard il groppo completo

@ un gruppo ¢

srbitrarie delle alire v i @ s
dei movimenti.
Nel caso #=2 &i ritorna codl al noto risultato che la superficie pplicabile

sopra uma superficie di rotazions.

perficie con un grappo Gs.

Ricerchiamo ora i tipi di ds® clio amme
che il numero delle v:
ma of eonviene qui dedurlo. nuovamente.
2 o indichiame con

[ X

2

ponend
& ben
8ix dunque dapprima 4

supposto. Sostituendo u

tesime generatrici del groppo

o dne trasformazioni infini
ni lineari, possiamo sempre. ridurci al

Xuf  Xuf convenienti loro combinaz
nella formols di composizions si abbi

()
avvero ¢
@) (X, =X/ (')
Le trajettorie delle due trasforma infinitesime essendo in ogni caso distinte

coordinate o avremo quindi

(§2), potromo rispettivaments assumerle a lis

2

Nel caso (d) ve risults

(1) Tap-Exazs, Bi. I, pag. 718,

Socisrk sxs XL, Sor. 3% Tom. XL !




T
ands, cangiando | parametsi, patramo fare: sens'altro

Fe=qem].

Le (A) dovendo allora essere seddisfatte sia eol porvi &, =1,5 =0, &ia col-
U'nltra sostituzione §,=10, & no segua che 1 coefficionti della forma diffe-
renziale

2 — gy, da} - 2y iy auadh
somo eostanti & oon un cangiamento (linears) di variabili & ha dunque
a8 = df -+ da3
per oni 1a suporfiole # & onrvatara mulla. 11 gruppo completo di movimenti & il G5
genrato dalle tre frasformazioni infinitesime

X/ =2

Nel caso (4) dobbiamo avere

1 E=d™,

onda
g g 2 A0
f=¢ O

Le formole (A), ovo

oi dimno

da oui integrando abbiamo
= @y moen 8, on—add- 28ty

con &, §, 7 costanti, Sema alterars Ja generalith possiamo fare « =1 (includendo
in &) o sorivendo , in lnogo di 3, avemo

da? o 2, iy - (i BE) 2.

Se potiamo

Z5=
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otteniamo la forma tipics (pacabolios)

=

ds® = dy* - *do?
el elomento Jinears dells superficio peeudosteriche. T1 gruppo eompleto dol movimenti
3 il Gy generato dulle {rasformazioni infinitesime:

s

xr==2, w=2L, xy=ld

= (::+9.‘)§—5l—mn_?£.

s
Tl sottograppo G considerato & eomposts di tutti quei gruppi G, che hanno por
trafettorio i ciroali geodetic (a centro ideale) inclinati di un angolo costante sugli
oricicli paralleli
in = c0sl® (1) .

Nello rivarobe dol presents § ubbiamo visto presentarsi soltanto le superficie &
curvatura costante nulla o negativa, non quelle o ¢urvatura costante positiva. L ra-
giona sta visibilments in ¢id che quests ultime ammetton benst un gruppo @ i
‘movimenti, ma nessun sottogruppo roale & dus parametri

§4

Spazd a fre dimension] con un gruppo &,

Passinmo ora & rieercare ghi &puid & tro dimensioni che ammettons un gruppo
di movimenti & dus parametri. Le traiottorio delle due trasformasioni infinitesime ge-
ueratrici di quosto G, sssendo distinte (§ 2, ogni punte dello spazio =i muoyer, per
1o trasformarioni di Gy, sopra una supecficfe. Abbiamo cosi una serie oo! di super-
fiela ¥, che rapprosentano pel nostro grappa quells che Lig chinma 1o varistd mi-
sime nvarianti. Pet movimenti i @, una quslungue delle > soarrs sopra sb stessa
& perd anche qualungue superficio goodetieamento parallela ad wna ¥ ; ne deduciamo
che Lo oot suporfole 3 sono geodsticamento parallolo () ¢ di pidl clasounn di, esse

(1) Se & dh alls soporficle Ia forma 41 peendssfern queste tralettorle womo lo lessudromichy
della superficio. =
(% Si pud dodurze la medesima cosa dalle cquariont fondamentali (A). Prendanst infatts lo >
per superficie toordinate &, & por lines coordinats () lo loro traisttarie ortogonali; avromo
ety dt s Al - B A 4 - tan )

Ha X, Xof s0n0 16 trasformnziont infinitesine géneratricl, dovremo avere X Xy(a )=l
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ammettendo mm gruppo Gy 3 movimenti sarl o curvatura. costanto mally o mogu-
tiva (§ 3). Be prendiamo per superficle coordinats &, = cost 1o superficie 3 o pir
linee ooordinats () 1o lovo traiettorie ortogonali, daremo all clomento Yineare 13 forma.
geodetica :

# s = dir} -+ agy d 203 dzy dvs - s i

Tn: pinzouna dolle trasformazioni infinitosime X,/ Xof essends £ =10, lo for-
mole (A) fasendo i=1,k=2,3 damno

%
¥y

ot in ambedue le X/, Xsf i oosficienti sono indipandeot da ;.
Cid posto, prendiamo sopea una delle superfioie &, == east® u lince coordinate 1o
rispettive traistiorio. (distinta) di X, Xof ed avromo
e ’3}

Distinguiamo ora nuovaments il caso

(2) it (X, X)) =
dall’ altro
) X =Xf-

Nel ‘priny o faromo, dome al § procedento

g Pl ol

xf FrSlRe A

o Velamenta lineare dello spazio avid la forma

(%) ds? = da - adrh |- 2, dioy -yt

con @, £,y funzioni della sola ;.

Oraapplicanda Iz (A) sueeessivamontn alle Xy, X, fucéidori i = k=1 deducianie
Mg Mgy

)
|

" n=0,
(om
i ]
0 pel § 2, segu 2 — 22 . Canginnia il parsmetro , si pub dungeo
: v

s [

fare =1, ofi cho di all'slomento lineare In fonna goodetica dal testo,




Nel caso () prendiamo

ol avremo
() ds* = dir} - iy - B3 — azy) divydery - (el — 2h, 1) i,
dove &, § ' indicano ancora. funzioni della sola «, .
Viceversa, qualunque siano in (a*)'o (5%) le fanzioni « @,y di #, Gvedno
uno spazio ehe ammette nel primo ase il gruppo 4 movimonti & due parametri
T
e |
nel secondo. caso 1 altro
2 e
[1\?:,‘ 5 |
Se .,y vostano funzioni arbitrarie di ,, questo Gy & il grnppo completo di
movimenti, come risulterd dalle ricerche dei §§ soguenti.

§ 5.

Spazi con un gruppo G, intransitivo di movimenti (r = 9).

Passiamo ora o trattare degli spasi 4 tre dimensioni che ammettans m grupps
i movimenti eon pit di due parametri, inegmineiando dal caso ih eui qusts grappo Gy
& intransitivo.

Per.le considerazioni dol § precedenta lo. varieth ininiine: invarianti rispatto il
roppo saranno superficie goeodeticaments parallele o dovendo ciascuna di bsse ammiots
tere un groppo @, con r = 3 parhmetei (1), sued necessariamente » = 3, All' elemento
lingare dello spazio daramo la forma geodetioa
(4) 5" = dit - 135 a4~ 2ty iy dits - g 2
© le suparficio geodeticamente parallele s, — costi* suranuo & curvaturs costante.

Seelta ad arbitrio una df esse, p. o, la i — 0, distingusremo teo easi séeando
che I sus curvatura K, & oulla, positiva o negativa. Sestitucado allo spasio wno
- polrémo supporry snceessivamente

KE,=o0,

{1) Cho por
jsto al § 4 poleh
maziane infinitesima
trieamente In casa & ey
1o spazio,

<omserl ¢ puhitetri risulia subito s quants s
T forma. geodotica (4), in o singola. trasfor-
£ =0 e £, 8 sono Indipondenti da i, Del restd: anche geame-
' poiclé a0 tutt] § paoti dl wa 3 restano flssl & immobile tatto
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© corrispondentements. cangioramo sulla @, = 0 lo linee coopdinate ; , @ per modo
che I'clemento linears ds, della 2, = 0 assuma la rispettiva forma. tipion

() dg— dt - dic? per Ko=10,
(8 ds} = dn} }»sun ayda} v Ky,=1,
) dg=drjf- =izt v Ky=—1.

Tl grippo @, dei movimionti delle # = 0 in 88 modesimn sarh rispottivamente
gonerato dally tre trasformazioni infiniesinos

() K,f—~ 2l Yof e r,.—[ ?i
() Um— t,f_,aux,—f+suu.m. Y Xi=sosn ’Lm.au

) x‘,r—i{.x,

i Xaf:.ﬁ'{z{-{‘g(e‘_”'f!}] i

In tuthi tre § casi queste sono altres) lo trasformazioni infinitesime del gruppo
dei movimonti dello-spazio. Ora s¢ pier 1 alomento Tinears. (4) seriviamo lo tro uqua-
zioni che risultano dalle fondamentali (A) facendori ¥, =0 o suceossivamento

(B =(2.2),(2.9),(3.8),

troviame
g 2 o, By 0,

gy o ) ELS s "'Ez ) ¥
© ( e g, o .\z,+ ““{v ) TSm0

s Bﬁl At *

P e e v +2un s

Queste dorrsan exery saddisute quands por 3 & sosftuiam, nel rispettivi

tro casi, 1o tro copple @i valori ehe alle 1o sosti

genprabriol (%), () 0 (r*).

§ 6.
Discussione del sistema (C).

Comineiando dal easo (*) o ponende uells (C) prima & =1, & —0, pai
5=0, f=1 ne deduoiamo
0 Ma
W
per oui i cosfficionti ay sono”gui funsioni delle eola ;. So introduciamo ora nelle
(C) ¥ valeri

=07 (Ey ka9 8) 5

—,
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che g alls ferza t i i i troviamo

=0 an=0,
o quindi per 1" slemento Tincare dello spaio
5) = di? gyl - )

dove g(x;) indiea wna fonzions (arbitracia) di 2.
Nol caso (#) facendo dapprima nelle (C)

fr=0, =1

valori che corrispondono alla X/, vod
stituendo poi i valori

mo eho asy , 15, dz; DN contengono ;. So-

5
corrispondenti alla X,f | la prima. dells (C) oi di

ey Fa== ok c08ita

My 2o

s6047
Wy s

25
~ tyg
%

onde; non essendo , contenuta ud in s b in @, segue

™

0,

an =
< pard
an=g(m).

La seconda delle (€) porge allora subito

=0t ¢*() ,
per cui 1'elements lineare dello spasio ha 1a forma.
(6) 8% A () (k- 5o s )

In fing nel o450 () lo (C) per i valori
h=0 =1

sppartenenti alla

f dimostrano che ags , @y , asy so0 Muovamenta indipendenti da .

Sastituendo pol i valori
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appartenonti & Xof:
G=0 g =ane"",

onde deduciamo per 1" elemento lineare

(7) ds® = da |- (i) (did - o™ dlh),
Viceversa gli spazi 4'elemento Yinearo (5).(6), (7) ammettono, qualunque sia
(), il rispettive gruppo G intransitive di moviment («*) (%) o (3*).
Dobbiano ora ricercure. por quali formo speciali dells fanzione ¢
il gruppo completo dei movimenti dello spaxio sin pid ampio.

1) aecadri che

87

11 grappo completo di movimenti dello spazio: dst = de! - g, )k - dat)

Por doterminare 1l pitl generals moviments infinitesimo

g

(i k) =(1,1),(2.2},(8,8).(1,2),(1,8),(2,8) ,

dhmo le 6 equazioni seguenti (1):

(8)

oy

Prendendo 1, =0 si hanno naturalmente soltanto L tre trasformazioni (¢*), @ la
questions da esaminarsi & appunto questa: se si pud soddisfare alle
riori con 7 4 0.0

equaeion] sipe-

(5 Cogli nece

rappart
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Derivando Is (9) mapporto & &, la (11) rapporto a z; o paragomando, coll'os
servare che, por ls (8), 7y non contienc ., , deducismo
(14) 3 — e —")m
o similments dalle (10) (12)
-

L — (4" —¢')ir-

W

(13)

E poichd & divs
sola &, le equazioni otte:

(16)
(17)

da zero ‘0 non contiene &, mentre: ¢ & funzione della
to (14), (15) dimostrano ehe si ayrd:

essendo ¢ una costante, Infegrando lo (11 (12) dedusismo

By el |
s 7::;.[1{'(1.7!_{. b
as) 1 = Tl

per oui ossendo 75y, indipendenti Ay, mbntro/T'integralo-nochssariamente la
contiens, aAvramo

(177)

r).l‘x i+
Se ¢~k 0 sard dunqus f, = eosbi®

&)y T gy #s)
per cni 1a (9) o la {10) dimostrano che si ha

£ — costte.
¥

Ma quest’ ultimo risultato segue ancho s& » — 0, porehd allors, per 1o (17), (174),
71 & funzione lintars di 2y ed sseendo por I (18)




In (9) oi da:

ondo dedusesi appunty nuosamonte & = eoste. Dangae so 1o spozio atbuale ammetto
un grappo i movimenti it ampio (eon #=> 8 paramotri), sard mecossariaments
o = hp (& costaute) .
S =0 si pud fard () =1 o si ha Vordinario spario ouclideo; so pei
k=0, possiamo assumere
gla) ="
ol abbiamo lo spazio a eurvatura costants negativa
E=—#.
Tanto nell’uno quanto well'altro sas il grappo eomplets di movimenti ha 6 pa-
ramotri; Tl risultata essendo ben noto, non ¢ frabioniamo qui & dure 1o eMsttive 6

trasformazioni infinitesimo goneratrici, lo quali i ottengono integrando Te  equasi
superiori.

58
1l gruppe comploto dei movimenti dello spazio:
ds* = dal - g*(w)) (42} - sen'r, daf).

Prossdiamo como al § pressdents, serivendo in primo Inogo 1o equazioni cho si
deducono dalle (A) per defermivare il pit generale movimento infinitesimo. dello
spazio in considerazions. Troviamo cosi:

m
(19) W
\
(20) :
[y,
(o =L an,
@ ) green'e,
—% — ook i o
-
(22) E
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Eliminando per derivazione 1s 7, dallo (20) o la ny dalle (21), troviama
= = e — ¢
f =" —g st —ﬂen.v'.rusz:,m
onde, perchd 7, 4 0 non contiens 2y, deduetamo

¢"¢ — ¢ = ¢ (costante)

: Ay ¥y ¢
(23) Ti=on, T et — sen s s 2

Integrando Ia prima delle (20) o'la prima delle (21) rapports & s;, abbiamo

+ i o)

(24) i

y ol #)

¢ sostituendo nells (22) oftoniamo

i :u] W az
P (R S A 4
Fere — 2ok ) Pl e T,

Siosome y compare qui solo nell’integmle, avremo necessariamente

Wi N
R
Seva X%,

@ 6e deriviamo questa rapports 4 &, ¢ lo prima delle (28) rapporto 8 2, deduciamo
x.
;. —t
+n3k=0

o posd

—1, omero 2
2 Wy

Consideciamo in questo § il primo eass p==—1; alloa da

(25) ¥p—gt=—1
derivinda risilta
¢e—gy' =0,
quindi
o' = o (# oostante)
o 1a (25) diventa

¢ =1y
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Se =0, ftraseutindo la costants additiva in i ‘abbiamo
glan) ==

Sekd — ok ol avremo

ativa, poniamo 4

in fino 58 £ & positiva, sia &

b

Abbiamo in conseguenza, 1s seuesti tre forme dell’ clementa linears dello spatio:

9l)r“»=nmm(“

4t = dat 4 afidat + sen'z, da?)

" = d + Bt (2 ) (L2 sontz, d)

[ aied i -+ Rtsonh? ( ) (- sen® 2y ) .

1a prima forma appartiens all'ordinaria spazio enclideo (in esordinate polarl),
onda @ Tn tarsa rispottivamonts agli spart i enrvatuca’ costante positive o ne-

Tu tutti tre i casi il grappo completo dei movimenti ha 6 parametri.

59

11 gruppo G, dei movimenti dello spazio:

=t} - dir | son’izy o

Per completare la discnssione del § precedente ei resta da tratfars il caso in
oui si abbia

=ciga. i,
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a mapports &, o confrontands’ éolla prima . dedisiano
0):

i derivando la s
ndo per ipotesi 1, =

e +1)=0.
11 caso. ¢ = — 1 essendo gid stato disousso al § precedante, of resta qui solo
da supporre
o=0y

indi 5 =a (costanta). Le (24) diventans

L R

o 16 (20), (21), (22) o damno

(26)

27 2z e T
27) e i oty . =0
(28) =

Nolle (26) . (27) la .z, comparirshbo. solb in i @ sarh por ¢id

£ — & (costante) .
3
onde
W= ki, -k 0z) .

con § fungione della sols . Dopo di cid la (27)(28) diventano:

L A 1]
@0 Ve T sty

cotiey — cot 2z . O(s)

Formands per quests dne”ulbinie sqinuioni 14 Ccondifions o intagrabilith, de-
duciamo

(23 6(32) = akes — o052y s00.2)

quindi Wk =0 & poieh? §, — a0, avima
b=,

Casl dunque si ha g = costt* ¢ senza alterace Ia genewalith (sostituends uno
spazio simile), poteemo fara glz;)=1, il eho of @k T lemeito Tinears

ds*

dert - dir} - sen® it

ieata nel titolo del paragralo.
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Suecessivaments dobbiamo avere

¥'(z3) + o)

da cui
B(rs) = boosizy - esenzy

can , ¢ costanti (arbitrare).
Intogrando poi le (20), abbiamo

= — ooty (b 8002y — ¢ 08 ws) -+

essendo o una nuova costante arbitraria.
11 modo pinn genorale di soddisfare, nel easo nestro, le equazioni fondamentali &
dato dunque dalle formols

1 v m=besasfesenay, 7= cotg (—bseny +coma)d,

con a.b,¢,d costanti arbitrarie.
Tn eonseguenza. il gruppo complofo dei movimenti doll' attusle spazio il grappo

a 4 purmmetri generato dalle trasformazioni infinitesime

x,f_wm—‘\-mhmm L Xopcoun 2 1

.4 s —ean-,scmc_,

T

Ia sus eomposizione ¢i legge nelle formole

) =Xy, (GX)=—Xf, (XX
K X) =%/, (X X)=(XaXo)

La forma dell’elemento linears
st = drt - i - 500° 1

rende gl @ préori evidenie che olizo agli oo movimenti che corrispendono allo stri-
soiare di ogui superficio , — cost™® sopra sb stessa esiste qui un gruppo Gy colle equa-
sloni finite

d=af ot A= m=de

Ma il nostro caloolo dimostra di pitt che quests Gy & il gruppo complats dei
mogvimenti.

‘Tale gruppo G, @ evidentemente transitive; esso ¥ inoltry sisfatico poichd i mo-
vimenti oo lasciano fisso un punto dello spazio lnsciano pur fissi tutti i punti di
quella geodaties (#,) che vi passa, sicchd quests geodstiche sono lo varietd sistatichs
del gruppo, Abtorno & einsonna di osse si pud libersments far ruotare tutto lo spazio,
ma nessuna altra rotazione 3 possibile.
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§10.

11 gruppo dei movimenti dello spazio: ds* = dx} 4 ¢'(z,) (dz} + "= daf) .

Le squaziont fondamentali (A) &i traducono per lo spazio attuale nelle seguenti:

W
(30) S =0y
B P /1%
@ 3 Ay y.t e’
ot TR e
W T
\ L e e
52 ke ¢ e
. |2, _
o i
iy -, 08
(38) ot 0.

Eliminande per dorivazions 4, dalle (31) @ y dalle (32) troviamo
n ,, 4
T:.‘;=(v ?—¢)n

8
M

3 re, T8
S0 e i

Wy

da cui (supponendo 7, == 0) si trae al solito
99— ¢ = o (oostante) ,

indi

',
(34) Th=an

TR N N 1
(35) 2 (cg, n‘f:’,) .

Tntegranda 1a prima delle (31) e la prima delle (32) rapporto a @, Otteniamo:

(30) 2 ﬁ:;_l}-}-w(x,x,)
) p=—et 2 A e

2yt i)




& sostituendo nella (83) abbiamo
i ORI
a4 i =
z(m. 2 .\u,). U

Applicando Ia solifs, osservozions, e dedneiama

T .
WM W

Tarivando questd rapporto d . & panigonauds eolla (34) deivata ripports a
segio

onde sard
=1 iy =5
=1 ovrern -

Trattiamo in quests paragrafo il primo caso, I equazion:

9y —yt=1
derivata porge
" =g (k costante)
indi
g =yt —1.

La costants /& sarh Tovessariaments positiva s ponendo f;:# o trascurando

una eostante additiva in 2, avremo

) = Tt eosh (’R

In tal caso lo spazio ha I elemento lineare

gt = da? - R cosh

od 2 curvatura costante negativ

Tl suo groppo complelo dei movimenti & in Gy .




811
11 gruppo G, dei movimenti dello spazio: de* = daf 4 daf - 5edil.

Riprendiamo 1s discussione del paragrafo precedents supponendo ora
Lo (34) (35) dauno

da ei =z 0 perd o= 0, il 040 ¢ =1 essendo gl disonsso al § 10. Cosi ab-
biame intanto
7= a (cnstante)
o 1e (36) ; (87) diventane
T W ), =l ).
mentes 1o formele al priveipio Gt ' 10° duano
el %-fum%«kt,&:f}. Bpem
Ne dodusiamo

o = kg (k costante) ,
per oui

W= — ks -+ 8(zs)

(2o

Are
L vy v 1L
E s ak - akry — 8(m).

Serivendo Ia condivione 4" integrabilitic per queste due ulfime squazioni, tro-
viamo

() - k=

) =10,
indi pei valori pitt genersli 3 5,
hm=a, m=bzite, ) —em

Socueri ey XIi, Ser. 54, Tom. XL
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con &, b, ¢, & costanti-arbitmric. Sostituendo allo spazio uno spavio simile, si pud
fare come al § 0 g(z;)=1 o si ha quindi I elomonto lineare
det = df -+ di - 80 dh
Anche qui adunque, come 2l § 9, il gruppo completo doi movimenti & wm G,
Lo sua trasformazioni infinitesime genoratrici seno:

X/

Y X tan w2 L e 3L x =L

e
od hanno Ja. composivione
X=X, (XX

Xof o+ (K X)=Xif

K X = (X X) = (%, %) =0.
Le proprith del grappo sowo afatta simili & quelle gid doseritio el gruppo
al § 10. Perd § duo spusi a tipi divers;

i i AN i b M el R geodaticho sistaticho (1)
sono per lo spazio al § 10 superfioie a onrvatura eostants positiva, per 1'attuale
invece  ourvatura costante negativa.
Riaseumiamo i risnltati fin qui ottenuti nel teorema:
Se wio spasio @ tre dimensioni ammatie un grappo Gy dntransitivo di movi-
menti, il swo elomento lineare o ridecibile ad wng delle tre forme tipiche:
\ dst = dad - ¢'{) (dad - ded)
1 s = dat - () (023 - son'z, dicd)
dy? = da} - g¥{a,) (ded - = ded)
ol in gensrais il gruppo complato dzi movimenti ¢ appunts a tre parametri. Ranno
ceceaione soltanto i due spasi speciali
{ s = i} - dad - vent , ik
{ de® = dt -+ dick - e dd

con wn grippo di movimenti @ quatiro paramstrs ciaseuns e gli spasi a curva-
tura cosiante oo Gruppi e sei parameiri.

§12

Spazi eon nn gruppe G transitivo di movimenti.

Bsaurita nel parsgrafl procedenti I ricerca dogli spari che ammotiono wn G,
intransitivo di moyimenti, volgiumoci ors alla trattasione degli spazt eon un gruppo G,
transitive di movimenti.

In quests paragrafo eominoiumo dallo stabilire in gensrals che dato wn qualsiasi
gruppo G transitivo su 8 variabili &, w2y, esistono sempre degli spazt oo diman-
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sioni ‘che 1o ammettono como gruppo di movimenti, anzi stabiliama pil in generale
il risultato asalogo per un numero qualunque & di- dimensioni eol toorema:
Bysendo dato un gruppo gualsiasi transitive ad n parameiei sopra & variabiliz

Gom[Xif Xl e Xaf]
i possans seuprs. trovare degli spast ad. n dimension che lo ammattonn come
orieppo di movimenti (.

Diciotmo perd subio, & seanso di oquivaci, cho gli spaid S, oo deternuinati po-
tranno benissimo anuncliere come gruppo. emplefo di movimenti un gruppo. pi
amplo di Gy, come 1o dimostra gih il caso n=3 (cfr. § B).

Poninmo i gonerale

L
LY g
Tf = i
o 5 aw:
(88) (XaXg)=3

essendo 1o a5y lo- castants di compasizions. Tnoltre, paiohd il grappa & supposto tran-
sitivo, il determinante

T

L;F..J}= R L E

sard diverso da zoro.
Qui | ooofficlenti /= somo dati in famvione delle z ¢ dobbiamo deferminare i
coefficienti ae dolln furma differenziale ds® = Y dp day iy, in guisa cho’ essa am-

metta il gruppo G, ssia per medo eho le uquamm fondamentali (A) risulting sod-
disfabts per tutte le a trasformazioni Xuf. Per determinare Is @z abbiamo quindi ls

ﬂ-zh oquaziont . derivate parsiali

m L+ 3
(@i k=1,2

8o nella (D) teniamo fissi 4, & o diamo od e i suof w valori 1.2,...5, po-

(2) 8e il gruppo non & semplicements transitivo. il toorema nan cusaisto pii in pensrale eomo
si rileva gik dal teoromn dimostrato ] principlo dcl § 2.
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tremo risolvere 1o equazioni ottenute tisputto alle  derivate prime di ay, poichd per
ipotesi | X7 | =k 0. Abbiamo dungue per la nostre incognite dx wn sistoma i oqus-
differenziali totali lineari ed omogenee. Dimostriamo che questa  sistema. &
illimitataments integrabile, per il che busta provare che serivendo due delle equa-
zioni (D) por 1 medesima. incognita a :

}Iw)

! Xalaa) + Yﬁ\r_“‘ ¥ ap—=t

Wiy
E'“’

u
f Xp(an) + 2 Y et T L 0,
=8 3i eseguisca sulla seconda di esse 1'operarione X, sulla prima 1" operasions Xp o
i sottrae col far uso dolls (D) stesse ne risulta un’ identitd. Por le (38) si oftiene
codd dapprima:

(39) 3 eat X (aa) + X Xa (m.)—+ 3% (mﬂ
e[»u(-'- ~(f.;:'> ‘
+2 u.[x,( ; )7 }«(\le )]=

Ora si ha per lo (38) stesse
Xa(H) — X (89) =

i B0

da oui derivando rispetto ad ay risulia

o (%’:) e ( W‘)= 2 ey e e s

& gimilmente

®»

L) n(=

M

So nei primi cinque termini della (39) introduciamo i valori delle X(z) dati
dalle (D) ¢ negli ultimi dus termini i valori sopra ealoolati, Ia vediamo convertirsi in
un’ idontifd. No cancludiamo ehe il sistema di equazioni ai. differenziali totali por 1o 4
& {llimitatamente integrabile o possitmo quindi dare ad arbitrio, in wn punto dello
spazio S, 1 valori iniziali delle aa. Se noi 1i scegliamo adungue in guisn che siano
inisialments soddisfatte le condivioni (i disoguaglianza) perchid 1a forma differenziale
sia dofinite positive, essa rimarch tale in'un certo intorno di quel punts o avremo
cosh definite umo spazio ud # dimensioni che ammette il gruppo dato G, eome gruppo
di movimenti.

Tn W

a2 s JE“"‘)

s A
S e )
Ve, i)




§18.

Classificazione preliminare dei vari tipi di G,.

Colle considernzioni ‘generali dol paragrafo precedente ci siamo’ assicurati che a
qualsiasi Gy transitivo su 5 variabili corrispondono sempre spazt & 8§ dimensioni che
to, ammettono. eome gruppo. di movimenti. Nulla dimostea perd, & non & nommen vero
in futti i easi, che il grppo completo dei movimanti dello spaio obtenuio sia. ap-
punto il G dako. Si vedrl avzi che ¥i sono corte composizioni del Gy che traggono
soeo necassariaments | esistenza di grappi pi ampt di movimenti (0. Insltre noi
vogliamo: stabilire per ogni possibils tipo i G una cordspondente forma normale
dell'elementa linoare, esequenda 1o integrazioni che al pamgrafo precodents abbiamo
soltanto indieate. A base dei nostri calooli porrsmo la olassificasions data da Lix
delle possibili composizioni dei gruppi & tra paramatri (%), Ma qui ef & necessaria
un'avverténzs sssemiale. Nelln: lassifieasione i Lig non ¥i & Inogo a distinguers 1
reale’ dall'immagingrio; ldidove noi voglismo, in’queste’ ricorshe, riferirei soltanto o
gruppi reali ed o loro sottogruppi teali: dovremo percid suddividere in piu tipi
qualche tipo, cho dal punto di vista generale di Liz risulta unico.

Senza. vipsters la disoussione dats da Tie (L o) basterh far rilovare che, con-
siderando dapprima i groppi édtegrabiliy ai b+ fipi clasificati da Liz a scconda delle
composizioni  seguent

(Tipp I) (X, X,

(Tipo 1T)

(Tipo 11T

(Tipo IV) (X, ; o (XX

(Tipo ¥) : Xif (X Xe) =Xl

(Tips V1) (X X)) = Xa) = Kaf o (X Xs) = AN/ (0, 1)

dohbinmo agginngors wn settimo tipo colls eomposicione
(Tipo VID) (X, X,) =0, (X, Xa) = Xof, (Xs Xo) = — Xuf - KK,
ove la costante i soddisfa alle disegunglionse

0= A2,

nella elussificarione del presente parugeafo, per § groppi Gy def dpl 1, 10,

) LB, 1L, pag, 718 sg. o Lix-Scumzveny, Vorlesungen dber continierliche Grippen,
pag. 565,
) 10 seggun &k non  sssenzinle, eome 5 veds cangisndo sieme | seiul di Xof, Xt
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Dal nostro punto: di vista reals questa: composizione differisco in effetto da tutte
le precodenti per cid ohe mentre nej primti 6 tipi si ha almeno un sottogruppo reale
G, insariante, nel tipo VII invece non esiste aloun tals sattogruppo weals (1),

Ocgarre inolire osservars che mella ‘muova composizions VIT la costanto f & ve-
raments esssnsiale, ohe ciod 8 per un seconds grappo

[0/, Tt Tr T,
i composiions
(¥, ¥ of 1 (Yo Xa) m=— X0f - RS,
k<Z2)y
il ha =k i dus grappi von possono porsi n corriapondenza’d  isontorfismo olosdrico.
Se eid aveass luogo infathi o con

, Kf,

indicliamo, lo-trasformagioni infinitesime del primo grappo-che sorrispandsno rispot-
tivaments alle

SR B
nel. seoondo, dovrebbero X.f, Xaf comporsi soltanto con X,f, Xyf, porehd ambodus
le coppia di trasformuzioni appartengons al gruppo derivato. Supponiame adungue:
X = aXyf + X,/
Xf = rXf + 9%
Lof == aXof + DXof A eXof.
¢ dalls supposte rolazioni di composizione trarromo le relazioni seguenti fra le eo-
stanti @, 8, y.d,e:
ype=0 J— g — Ao =0
a—ly—gd=0 B—hd+or+hed =0,
onde.
e—o(d — k), r=—@
Al — )+ (e—K)d =0
Bolb—ke) (' — 1) d=0.

(1) 8o e X/ oXof + mXaf fodto In frasformazions infinitesima gencratrice & un tal
sottograppo, o tre trasformasioni infiuiteaime
(Y5, (V54), YX,)
ovrabbers differize dalla ¥/ soko- per un fattore comtants. Ne segue subita «
(EX0) = i Xo - tia(— Xof - KXo ) o gty X f - )

Spduciamo
o =0, o — s — ey =0,
e—het1=0,
e, o camsn A A4

quindi

oquazion eolle radich fmmagh
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Da questa due ultime, non potends # o & sunnllarsi iusiome, sogue che ¢ sod-
disfa Toquazione di 4° grado

o — R (B B —2) ¢ — Mo 1 =105

ma allora i1 dotorminante ef — By (sssende o' =1 perchd F=f=4) risultorehbe
millo, ¢id che & assurdo.

Hesta in fine da constderars il eazo fn eui il gruppe G, non @ integrabile. Per
qesti gruppi Tie assogu Uunioo fipo

(Tipe VII). (X, X)=Kof . (X, X} = 2K/, (o Ko} =X/,
ma moi dovremo aggiungervi 1"altro:
(Tipo IX) (K Xy) =Xofy (LX) = XKoo (KX ) =Xl

il quale difforisce dal precedente por eib cho in' quest nltimo non esiste aloun sotts-
gruppo reals & due parametri ().

§ 14,

I gruppi del tipo L

Nei primi setts tipl il grappo G, contiens il sottogruppo
Gy X,/ 3]

& due parametri di movimenti due a due permubabili. Lo eonsiderasioni del § 4 di
mostrano che, rispetio & quosto Gy le varietd minime invariunti sono superficie & cnr-
vatura nulla goodeticaments parallole. Assumendole a suparficis coordinats ay = costis,
potremo rendere inoltre

o I'elemento, lineare dello spazio assumeid la forma
(40) el k- B dits - i},

oon @, @,y fantioni della sola w,. Per detorminare il pilt gwverals movimento infi-
nitesimo di questo spazio 1 equazioni fondamentali (A) & dino il sistena

(1) Nella appresentazions goomstrica data ds
cith nel pino rispetto Wl uma ‘conles, un diso =i distingoo dall'nltrd avendosi pel tips VIIT uns
confes roalo, pel tips TX uoa




k)
iy
M ..L ey
M,+ T * o,
®
1 s
:’-,‘+.¢ +r ;;-7=0,
!:«”a.—‘—a—*—-r-rf(%i ]ﬂ{g

Ora 50 supponiamo-chia esista uba terza trasformazions infinibésins
s 2y g f
Er=ndbbn bt

che eon X,/, Xof generi un gruppo Gs, avremo in generale

EiX)=a Xif+ b Xof -+ Xf
(X Xp) =& Kyf - ¥ Xof - 0 Kof
essondo a, b,¢,d ¥, o costanti o sussistoranno per ¢id lo 6 cquaziont

By, r"ré’.J-a. h ot
un 3 % 2,

= —_— g S 44
(e=dh, Si=dntd. S2ocnty;
paichd inoltre supponiamo che il gruppo [X,f.

540

Ora doved essere soddisfatto il sistema (E) quando per le 4 si pongano lo & ed
avremo quindi:

o] sin transitive, sarh

£

c;,+n7
P
e R
b buleht »a1+,f(e;1+s}—u.

578 RS - Yo - Hy =0
| #8+ ales + o)+ Bloka + ehF a - ) reh - 0) =0

Questa sono 1s equazioni che of serviranno & rsolvérs 1a questione proposta per
i gruppi dei primi sette tipi.
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Intanto per il tipo T, l¢ costanti @, 4,0, ¢ ¥, 4 essondo tntte nulle, lo tre
ultime (F), ricordando che &= 0, dimostrano che e, @  Sono costanti e perd lo
spazio & & curvatura nulla. Siccome pol nen esistouo spazi con wn Gy intransitivo di
movimenti permutabili, come risulta dalle discussioni dei parsgrafi precodenti ed
anche, se si vuole, dal sistema (F) stesso o dallo (41), possiamo emuneiare il risul-
tato: Se wis spario a (re dimensiont ammetts wh grupps a fre parameiri di mo-
vimnti due a due permutabili, esso & a curvatura avlla e i grugpo e quells
dells traslazioni.

§.15.

Digressione relativa ngli spazi ad s dimensioni.

Non sark inntile ossarvave che il tacvema precedents sussiste per gli spasi di
un nomero. quakmque i dimensiont o ciod:

Uino spasio a n dimensioni ehe ammetta wn grappo @ n parametei di wo-
vimenti dus o due permutabili ¢ necessariaments. o enroaturd wella ¢ il gripps
& qualls delle traslazioni.

Per dimostrarlo hasta ricorrero ad un risultato stabilito da Lus () ¢ ciob al
teoroma cho ¢ 7 trasformaxioni infinitest

af v Xef
sopra  variabili 2y, #s... £ 5000 due a dus pernrutabili, in guisa ciod che si abbia
EX)=0 (F,A=1,2,3..7)
o fia le # X/ non sussisto alenns identity livears della forma

_% g (2 By e ) - Kif =0,

ove s @ sono funzioni delle , eon unn conveniente trasformazione di variabili i
potranno ridurre alla forma

Xf=

Essendo allora

il gruppo supposts, bastery dimestears che non
identith della forma nofata, che eiod Ga & tra
di movimenti alla forma normale
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ver lo equazioni fondumentali (A) 1 eouficienti ay doll’ lsmento lineare sarauno in-
dipandanti da tntta 1 , oicd costanti assolute o quindi avremo wno spario & onr-
vatura nulla. Ora ponimo che fra lo prime 5 X,f':
Sy e o
nen sussista alouna identith lineare della forma ricordata (e sard pel teorema al § 2:
52=2), laddove si abbia
Xof = 5K+ EXf -~ + XS,

lo & essendo funzioni delle 2 mom futls costanti. Por il citato teoremn di Lis po-
tremo supporre

x,f=;’£“ Tr=L.xy=2L
ol avremo

xmrzﬁ.‘—z;’—luu,::&r i ;%

Primieramente la condizioni
(K1 Z0) =0, (Keoa X0) = 0 (Kos K} =0

dimostrano che le & non eontsngono le prime & variabili @, 44 .. 4,. Tn secondo
Tnogo le equazioni fondamentali (A), ove si tengs fisso £ ¢ si facein i==1,2
duano

5

';5': 2%

=0 (f=1,2,859).

. i ap dis .
Ora il determinante o5

' 4 divarso dn zero, anzi positivo poichd la

S s i
forma differenzinle }Fa;. da;dizy & dofinitn positiva, onde risulta cho §, & .. &, sono
costanti assolute, cid che & assurdo.

§ 16,

1 grappi del tipo 11 (X, X = (X, X) =0, (GX)=Xf.

Applicando il metodo generale deseritto al § 14, dovremo qui fare

Dalle (41) ¢ dolla prima delle (F) si vede intanto che ¥, dovrd essers una eo-
stante, poniamo

h=—z

&



o 1o ultime fre () ci dinno

da oui integrando :

WA 2l - m

assendo 2, w uuove costanti (7). L' elemento linsate dello spazio ha quindi 1a forma
ds® = dai - Wi - 20N, - 1) By s (W%, + 20, - m) dad

Canginndo 2: , 2, rispetiivamente in 2 % potsiamo serivers

(42)  dst=duttdsd z(u. ot f) deedis [(m =t ) +n’] et

avendo posto

costante essenzialments positiva 2 causa di
ay— @ >0,
e’ poniamo
"4'-‘*'% s E= T n=tn,
1a (42) diventa
dgt “lfﬁ-l-ﬂfﬁ-l-iy- dysdys (A + 1 dyi | -

Sostituendo wno spasio simile, possiamo adungue assumeic come forma fipiea
dell’ glemento linears:
(43) dls* = it} -l 20, ey ity - (4 - 1) e
Questo spazio ammette certumente un grappo Gy transitivo di movimenti del
tipo IT, ma, come ora dimostreremo, il 5u0. grappo complots dei movimenti & uu Gy,
di cui il primitive G non & ehe il sottogruppo dorivato.
Per determinare il pit genoralo movimento inflnitosimo
o O L T STl
Rf=momtmm e

dallo spazio (43) basta applicars 1e equaziont () § 14, lo quali diventano quis

44)

) Abbiamo indiato 3l valoeo di w com B, dovendo essere positive.
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L e e
(45) \ Se b o
!
(49)
> .
1) s ot (@) =0
e 3
#8) k32t

Sostituendo questi valori

i 1, 45 nella (46), otteniamo un polinomio di 3¢ grade

in @, che deve identicamente anonllarsi; ne deduelamo intanto:
Ly e T L
W g ¥

Procedendo similmente colla (47) troviamo ulteriormente

Mgt ML g
k' g e

quindl

Dungue 7, sarh funzions lineao fntora della sola &, poniamo

azs -4

ed avremo

i e
essendo @, b, 0, d oostantl arbitratie. Ui valori eorcispondanti &1 5, , 44/ 432

raln

& 5
A—G@—brito, pa=—antd

@ soddisfatta, qualungue siano @, &, ¢, d, snehio la (48) Danque il gruppo completo



=B
el movimenti: dello: spieio (48} & il (G, ganerato dallo quattro, trastormazion

(X X)=0
Xif s (EX)=Xf.
de, il suo grappo derivate @ il gruppo transitivo
/. Xty Xy

del tipo IL Le tre trasformazioni X,/ X,/ X,/ non sono legate da alouna identith
lingare mentre si ha

Xif -lz'f““*‘ K= Xof — 23

© poiehé i coeflicionti di quests. relatione somo fanzioni di i, , ay soltanto, ne canclu-
digmo (') che il gruppo G, & sistaticn & 1o Vorieth Sistatiche sono 1¢ lines coordi-
nate (). B chiaro goomotrioamento ¢he questé: linee sistatiche sono geodatichis
dello spazio (%), il eho del resto risults anche subito dalla forma (43) dell’ elementy
lineare dello spazio. Le propriotd del gruppa sono simili a quelle descritte ai §§ 9, 11
per § gruppi degli spact:

1 ds* = da}

Pert la vaturn divers di quosti spaud risulta snbito dall’esaminare 1o compo-
sizione dei lore gruppl di movimenti. Mentrs per gli spazi superiori il gruppo de-
rivato & un G, inkransitive e sewplise, per lo spazio (43) invece il gruppo derivato
& un G, transitive’ ed integrabile. Anche geometricamente osserviamo una differenza
essengiale poichd per @i Epazt sopra riportati le geodotioho sistatichs mumettong una
serie di superlicio orlogounls; cib ehe non i Tuogo. per 1y spazio (49) (),

Osserviamo in fine che 3 facilo sorivers le oquazioni in fermini finiti dell'at
tuale gruppo G,. Quelle dal sotlograppo derivato sono date dalls formole:

1 Fa =y de— il &=

(1) Li-Esore, Bl 1, jag. 502.
() Preadassl infath o avbitr sopra wnn Hnes. (i) dio g
wseiaye fisso I o pur fiss Q o perd tatti i panti qu.-l\aym:I- tida ehe riunisco P
cn G, la quale dinqae deve cofneidors calla (i
(%) Por dstesminaro le evontuali superficls, ortogunali alle geoletiohn () i hrrebbe Iegnits
zione n differenziali totali

che non & integrabile,
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assendo 2, , s , aa | paramotri. Basta ora aseooiars & quosti ca® movimenti il gruppo Gy
generato dalla. trasformasione infinitesima X/, lo cui formole effottive sono

[ == cost - g sen £
Za = —  son ¢ -+ s cos
1

(7 — ) son(20) — T con(20) - s — 2

& Tappresantans nna rotazione attornn alla geodetica &, =0 2, =0 , 1 cui ampieaza,
vome faeilmente si vede, &

§17.

T gruppi del tipe HIL: (X, X)) =0, (;X5) =X/, (LX) =0

Per lu eomposizione superiore dovremo fare nelle formole del § 14

o lo tre ultime (F) ¢f danno
W, Y =0, F =M

Tntegrando o assumendo convenionternente i parametri , ,z; potremo fare

a= W fem ™y

essendo # wna nuova, costante @, sostituendo allo spavio. uno spazio simile tenderemo
h=1 ed avromo come forma tipica dell elements linears per 1'attuale spazio:
(49) de? = dld - € it b 2™ iy das -]«

Si osservord che se n =10 5 ottiene A unovo 1o spazio del § 11, Dovendo ay— g*
sasera positiv, surh #* <1 ¢ poichd il segno di n non & essonciale (como si vede
cangiando p. ¢ 2 in — ), potremo supporre

0l

Vedremo che anche nel cas0 4> 0, gome per n=0, lo spazio (49) ha un
gruppo di movimenti u quattro parametri.
Le equazioni (E) § 14 diventano qui

£

0




[
f“—"-;-;w

s
W

da cui

a”

m=anto, n=git oy

con &b, ¢, d costanti arbitearie. TI gruppo dei movimenii dello spazio (49) & adungus
il G, generato dalle quatiro trasformazioni infinitesime :

colla composizione :
(i Xs)=0
(X X3) =0,

La relazione




dimpstra che il grappo & sistatico a lu vaviath sistatiche souo 1o geodetiche (i), Quests
geodetiche non ammettono superfisia ortogonali trannp nek easo, gin considerato al § 11,
di = 0. Ossexviamo eho il grappo desivato & qui il gruppo
G =[E/, 5of, X1,
if quale & travsitivo somplies ed appactienc ol tipo VIIL. Nello spaio (40) abbiawo.
dunque anche un esempio di spart corrispondenti & guesto tips. A questo proposito
o per migliore confronto eoi risultati che stabiliremo pit avanti (S 28), notiamo Ia
seguents trasformazione dell' elemento linearo (49). Pongasi:

Ti=giy = (p— ) =y
@ §i otterri:
(497) ds® — }1 4 (s — )| it =+ ik - (1 — #*) ol — (s — ) iy, s«

§18.
Simiglianza dei gruppi di movimenti di due spazi del tipo (40},

I elemento lineare (49) degli spazt del paragrafo precedents eontiens una co-
stante 2 ¢ nol i proponiamo di dimostrare ehe questa eostante & voramente essen-
aiale, cho oo a dus valorl distinti di 4 (0> n > 1) corrispondono due =pazi che
non sonlo. applicabili nd simili (1).

Supponendo adungue un secondo elemento Tineare dells formn
(55) ds® ==yt o o dyd - 2me™ dyidys - i,
ove sin m=kn, si tratts di provare che ess0 non pud trasformarsi noll' elemento
lineaio (49) né in uno ohe ne differisos per un faitore costante. Nella nostra riceren
oi serviremo dei noti eriteri per la ilitd di due forme di jali qua-
dratiche stabiliti da Cuxisrorves, o Lipsourrz, ma pin di tutbe utilizzeremo qui la
sircostanza che lo due forme da paragonsrsi ammetiono due rispettivi gruppi a quattro
parametri @y, o di fraslormazioni in st medesimo, valendooi dob teoremi generali di
L, Poreid faccinmo I osservazione sequente eho applichoremno egunlments nells ri-
cercho analoghe dei paragrafi segucati, Le supposte formole di trasformazione

H=gin ), sy ), s= e )

dovrebbers maniféstamente trasformare il grappe G, def sovimenti dall" un spazio in
guella I, doll'altro. In primo luogo bisogna dunque ricareare o i due gruppi G, , I’
sou0 simili. Quando qussta sondiion nessssaria b soddisfutta non ue segue ancora la
supposta. trasformabilith dei due elomenti linearl, ma resteri soltanto da esaminare
56 1o farmole frovale per trasformare G, in I, possono specializnarsi in guisa da porre
altecsi i due spast nella relazions di similitudine.

(1) CF. dayrefsione.
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Per ricetoare s § due grappi G, I'; sono simili dobbismo, secondo i eriterii
yeerall di Lig (), porro anzitutto § dus groppi, nol medo piit generale, in corri-
spondenze d'isomorfismo oloedrico. Per eid essendo (§ 17)

A = Seli A
By=st, Ty ]y‘ =t
o e A N e T A meh I
Yr=pn24i(s #) 2L
lo trasformazioni generateied @ Iy, colla composizions stessa delle X, Xof, Xaf, Xof

weneratrici di Gy, converrh soegliore in G (nel modo pit generale) quattro altre
trasformasioni generatrici

b g e

in guisa che offtano ancora 1o medosima composizione, clod si abbia:

EX)=0, G =—Xf-
Se si osserva intanto che il gruppo derivato di Gy coineids sia eon [X,/X,fiXef]

sin eon [X,/, Xsf, Xy T o segue cho X, £, Xy, Xaf dovranno eomporsi con X/, Xof, Xof
soltanto. Poichd inoltro la X,f, eome la X,/ & 1'uniea trasformazions in G, permu-
tabile con ogni altra nel gruppe, dovrd X.f difforira da X,/ per on fattore sostante 43
avremo dunque:

\l Xf = e Kof 4 a0 Xof + @ Xof

6 I f= + Xl g X
Ef=nXif+nXf+nXs
Xof = 2%of

le a7, 4 essendo costanti. Le relazioni di composizione sf traduoans por le e, 8, y
nelle equazioni soguenti: la o,y debbono cssere logate dalle relazioni
@+ Ze, =0
®7) Ht2nn =0
@t ey eyi=1

o lo § esprimersi. par esse colls formols

(58) B=an—wn, h=apn—wn, h=an—«an.

1 bene ossorvare, por lo verifiche da farsi in seguito. lo relazioni seguenti che
son0 conseguenze dolle supariori
( “xﬂn"f‘"\.‘?x“’",ﬂe——ﬂ
i BTkt
{ At .;,f,_s, =1

(59)

) TiwExar, BL T, pag. 827 sgg
Soceerk 3 XL Sar. B, Tom, XL £
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Tn éonseguenza il doterminante
@ e
Piba fy
nren

& oguale & 41 e risolvendo rapporto alle Xy si ba
| Bf=nXf X Xy
| X=X Ao+ X
| B mn T b 5f L it
per cul tutti i minori del sccondo ordine del detto deferminante eguagliono un ele-
mento p. &

iy =l s 008,
Posti eos) i dne gruppi
G=[X/ Kol Bt Kuf ]
Li=[Y.f, Yaf s Yaf s Yol )
in corrispondenza &' isomorfismo oloadrico, bizogna identificars In relaziono eho loga
Yif Yof Yol Taf 0 viod

»
) =gt T TR
con quella che loga corrispondentomente Xt o X7, Xof, Ko Ora, sostituondo nella

rélazions
P

l—»

Xof =
i valori (56), troviama:
©0) {% (St o)+ pn—nl Ty
Tt —ma—5(

Poniamo per abbreviare

+) B~ Xfa Xy

:Em—ﬁ‘.ﬁa—

1)

© idontificando i coefficicnti dells (60) (607) troviamo le tre equasioni

t—far— 5 (F k)
=

75

5 B hn—n
uE
&) tha—n

@29 3+ 2 e+ ﬂm—:.‘T 5 E e+ A

(62)
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S quests trs equazioni sono compatibili £ dus gruppi souo:simili ¢ 1 (62) danno

intanto nelle corrispondenti formole di trasformazions ¥, ,ys espresse perary ,zx (Lis, L o).

Ora sostituendo 1 valori di ys 7 dati dalle (52) nella (62*) e riducendo a forma
intera otteniamo

e[ S et an—rn | +

+2(5 et st hn—n) (et A ban—n)=0

che deve dunque essers un'identity in &2y, Tenendo conto delle relazioni (57),
(58), (59) fra le costanti e, f, y &i trova subilo essore por cid necessario e sufli-
ciente che si abbia
100l 2p e L),
A (I—

Se ne concludo che i dué gruppl G, L' 5000 in offetto simili o nalle Formolo
it generali che trasformano 1'un gruppo nell'altro si ha neecssariamente

— 6 +ad

Fa) b=

S+ +hn—n

por cul, come ‘st vede, 31,y Souo indipendentt da &, .

§ 19.

La costante » & essenziale in ds = dil -+ ¢ do} - 2ne™ diry das - dld

Por dimostrare Ia propristh cnunciata ossorviame ulteriormente che siccome le
formols i trasformazione debbono cangiare
Xof s Xof s X Xof
rispeltivamente, fu
@ Yif b e Xof i Yof
Xy
LR 0SS TE g
n Yt +n Y/




= (BB
n¢ seguono i valori di- futte 1o derivate parziali prime delle y rispetts alle & (1), Di
quests formole @ nol basta pord scrivers s seguenti :
- e
s me

)

men
(64) e
Sostituendo nel valore di ;1& per s 1'espressiona (68) i ha
.
s o e

St ha—n

Cib promosso, nella supposta. trasformabilith dei due elementi linear, avremmo:
(66) did ey - 2ok dys dyy -+ dyf— 02 Yt 71 dod - S dir, dy - i
Rioorriamo ora alla formola di Cumistoryes

R 12 ) T o irs)
T T ol G PR o et 17 PP ES

(vyrie=1,2,9),
Vindics 7 0 y apposto al simbolo di Crrsrorper, stando & mmm 5 e b -
struito per la forma nelle # o quella nells y (7). Facondo v =2,
sostituendo pei simboli i loro valori effebtivi si otbiene:
A W s
M
T—m' 20 Wy
ossia per 1o (64) (65)
® e 5 | e
Zatehf I (e ) =

R —

Dunyue, se non &
=0 f=0,

) In generale Xf &i cangia in

3
‘y;t )+

onds lo formole indieate nel tosto.
) B bone osservare che i simboli i Camistorsar. @i saconda speoio | ' ¥} non cangiano i

)5l Bl

valore maltiplicands 1" elemento linoare por wn fattere costante.



— B0
s dovrebbe avers

WY T— £ l—m ,,f‘;;’ (B al)+ paze—pal =0,
ciot per Ia seconda dello (62)

AT —w T —mp=0,
ML — ) i (L — mt) =0,
aid che & assurdo essendo #' <1, m¥<C 1, Dungue sark ;= fy =0 indi e, =0,
=1, per oui le (69) ci dicono cho y; & funzione solo &i 2, & y differisce sle
da xy per una costants additiva. Dopo di cid 1o (66) di subito (paragonando i fer-
min in daf) A =1, ciod
(1 —at) = (1 — %)
@ perd
at=mnt,
come appunto si voleva dimostraro.

§ 20.

Egruppi del tipo IV: (X, X3} =0, (X, X,) = X,/ (% Xa) = X/ - Ko/

Per applicars le formole dol § 14 alla composizione attmale dobhismo porre
e=1 }==( 0
=1 V=1 7=0.
Ne risulta che & & costante, poniamo

i
i

@ lo ultimo tre (F) § 14 diventano
S N I YT T

da oui integrando e dispononda convenientomente di un fittoro costanto in @,y
potremo assumere
am=d, B =i 1), y‘:c“’-[(h.+!)’ + ]

eon 1 m costanti. Cangiands &, in &, |- cost o sostituendo allo spazio uno  spazio
simile aveemo per forma tipica del caso attuale

1) d8* = o - o1 il 2, iy - (44 231
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Ricorcendo alle formole (E) § 14 por detsrminare il pib gonerals movimento
infinitesimo di questo spasio, troviamo le equasioni soguonti:

(88)
i ")“ +i+-= —0
69 \ ¥ n e E
[ Btn 4t
{0 Eﬁl‘f’ﬁ'{-m‘d‘:,’ 0
(1) .wa’:+n‘+’.’x,;“+:, :;" e 22 L S
CHER LR "'(;x,"f'"’)ﬂx-ﬂ!)

Risolvendo ls (69) otteniamo

s L;. (kg :|
w2

By Wy

a
o iulngramln rapporto & &, , dn eui 7 per la (68) & indipendente, abbiamo
e [ e

f = o P — ()2 | s ).

3

m

(G0 b el B A P

Sostituendo in (70), ne deduciamo subits

P stpproids Sl gl
e 2wy o ‘s 2

Cost troviamo pet valori pifi gonorali di 7, .7, 7s 1o formele

h=a, h:—%-‘n—axn'-h s Z%m‘f»c



T
eon @, &, ¢ eostanti arbitrarie. Qui adungue il grappo completo dei movimenti &
soltanto un @y esso & generato dalle tre trasformazioni infinitesime

.
) X f==L,
) ==L

od ha 1 oonposizions (%)

(X X,) =0,

La costante a & essenziale in dst = dai b o [did -+ 2, divy iy - (s -+ %) d2)

Analogsments & quanto abbiamo fatto per gli speud del § 17, vogliamo anche
qui ricevear so la costants 4 sell attuale elemento Tincare (67) & essenziale, Rispon-
deromo afformativamente alla domanda dimostrando ohe un secondo elements lineare

ds? = di - en (dy - 2 dypudys 1 (1 -+ m?) i3],
ove sin m*=f=a’, non pub identiflearsi ool primitivo nd essere a quello proporzionale.

Procedendo per oid come al § 18, paragoneromo angi futto § duo rispettivi gruppi
& movimenti Gy, Fa, generato il primo dalle trasformaziont (78}, il secando dalle

A — L) Lt

W W

colla medesima ecomposizione
(T X)=0, (¥.Y:)= %w. [\'.Y,J:Y‘f+;l—)',[.

Dobbiamo ricercare I pitt gendrale trasformazions che cangia I' i grappo
Taltro e veders 58 ossa pud dar luogs alla supposta trasformazione e due elemanti
lingari. Per ¢ib. prondiamo tre altte trasformazioni goneratriei i 73, sinno

T, T, T
chs offrono 1s medesima composizions superiore; avremo percid
= wXif o+ AT,

r4if+ OYyf
aYyf + BYof + oVof

(1) Per avere In’compasizions tipies busterobbo ruddoppisre Nof , Nof




o fra le costanti . #,7,d ¢ lo ral

ae-hPo—a  Pe==f  yet 2o

ondssegue

o perd:

\w aXif
[ oY,

7
{ u— aX,f b

form!

joni ¢he cangians
Xfy Xof

Esistono eortamento delle

rispattivamente
A N gy AR

perchd i due grappi semplicemente transitivi sono posti in relazione d’isomorfismo

oloedrico (). Per una tals trasformazione s darivate parziali delle y rapporto alle &

dovranng assumere 1 valord segnenti:

M LB LB

\ £ Y e

oy s W
L.r;)+;’,,—a7§7y,. W,
‘ o ytingy W w
b 8 Ev 0, et

Integrando abbiamo lo effettive formole in termini finiti

\‘A— -
{ go=aistrasthe * —exe * —2at4b
[ -2

hr=adtstos P —2,

cssendo h ., Duove eostauti. 1 elemento Tinesre (74) divonta quindi:
st Td*s(ﬁ—:—r)‘u,+m' ey line mgd} +

Geutore? dis] X:—A(I.m-}-m:’ a,! 4

+ 204} |

A Ay :—Eri‘v.-{-m‘ ,rz,{ !

Paragonandolo coll’ clemento E!u\-mo (64), dobbiamo eguaglinre a zero il eoeffi-
ciente di de, die,, il che di
e=0, k=0;

) Lix-Esonr, B T, pag. 40,
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poi. dal paragons doi termini in di, dicy . di
@ =1, bey4a(n4h)ie=a,
17 2ay (@ By ot (o b)Y =Lt

Ne risulta

=1 ptfah=

indi
Y LN

1 gruppi del tipo Vi (X, X;)

dol § 14 hanno qui i valori

Le costanti ¢, b, ¢, o
1 =0 c=0
0 M= g

\
!
por cni risulta. muovaments & costante; poniame

@ le tre ultime (F) & 14 dsono
E iy Bl=bg,

da eui integrando abbiamo
a=1o, F=me ) yemnd

eon &, o, # eostantl, Codgiando (linearmente) § parametri & , 2 otteniamo
8t = i - o8 (i} )

slemento lineare che appartiene allo spazio di curvatura costante negativa.

In questo caso I esistenza del gruppo G, travsitive di movimenti del

segnato ports seco quella del gruppo completo di movimenti (non-euclideo) 8 6

ipo. a8~
parsmet.

5 28!

1 gruppi del tipo VI: (X, X) =0, (X, X,)=X.f, (X X5) = hXyf
Ak0,1.
e del § 14

Per i grappi di questo tipo dobliamo fare nelle for

a

Socrkri pet X
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No seguo cho &, & costante, poniamo

h=—

aite

& 1o solite aquaioni (F) § 14 ci dusno
& =ka, W=RA+1B, L =hky,

onde integrando ¢ includendo due delle costanti d'integrazione in @y, @ dednciamo

o

dove s & una eostants ehe potremo evidontements supporrs positiva, sicshd (s causs
& ay — § > 0) syromo

0<n<1.
Passando od wno spazio simile possiamo fare & =2, indi
(70) At = dat - o d} - BeV iy diry - o

Si esservork ehe per h=0 &i ricado nel tipo 11 ed sffottivamente 1' clomento
lineare (76) si cangin allora in quello (49) degli spasi al § 17 (4).

11 piti generale movimento infinitesinio A quasto spagio si detarmina, socondo
16 (E) § 14, dalle equasiont seguenti:

) _:;i =0
(78) ) g
f“i-g-m‘wu 3’!‘--{-0'*« 2
(70)
() s metioh e 2 +%:f =0
(81) wlh-1) g%y, - 8o ]+wfw-w-(++5;)+e"% iy

2
Risolvendo le (78) rapparto & '{5 :
2

otteniama

(82)

W I—a 3

() Nou ablisme potute trattare il cass particolars A0 insieme ol génerale, parchb sol
tanto per h=0 af ha an gruppo di'm i a quattro parsetri.
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La integrazions di queste ultime rapports a @, ci condues a separare { due easi
@ h=—1 B hf—1.

Nel easo 4) integrando otteniamo

P

I
T n,+ Hl—w) vn') v
i

— 3.1.— 2(lb— ) \c, g, T

Lok e )

iy 2 -

e sostituendo nelle sucoessive squasioni (79), (80) (81), troviamo

da ani soguo
W= p=—ar, b = an-Fo
oon @, b, ¢ costanti,
In_ quésto caso adunque il grappo dei movimenti & soltanto un G, colle trasforma-
zioni infinitesime gonoratrici:
5 ) . R
x=2L, =L

2

bl O

e

Caso 4). Sia ora h=-—1. Ls (82) integrate danno

— pgthaiia, n
‘ = GEDO—) xz,+2(1—..) 3, T ¥ o)

— g, e

e T
S ae, T oRa =) 3y T )

o sostituendo nella (79) ricordando che & & diverso da 0, 1, — 1, troviamo

Wy 3 W 2w

& D seguomD PEr 7y, G, 7y 1 valord

— gt by
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essendo ¢, b, o oostanti arbitrarie. Abbiamo quindi, come gruppo completo dsi mo-
vimenti, il @, generato dalle tre trasformazioni infinitosime

tr= xp=L xpem a2

S e £
che ha appunte la composizione
EX)=0 (X X) =X (X X;) =A%

Vediamo ora che il risultato sopra ottenuto per &= — 1 rientra nel caso generale.

S %
La costante » & essenziale
a4, |- dat - 2g =, i, dary+ 4™ did

in ds*

Che nell’slomento linears superiore ln costante & sia essenziule & evidents, poichd
essa & gill essenzialo nolla composizione del suo gruppo di movimenti; ma o vo-
glinino dimostrare’ che anche 1u costante'n (presoiudendo dal seguo) & essensiale.
Siano dunquo § due spazi
(@) dst = dad - %1 dad - Znat = s, dt - 6
® dst = dyl 4 0 dyh -+ 2ma% dyy dyy - di;

vogliamo provare che supposti i due spazi simili sar
M=,

11 grappo 73 dei movimenti dal secondo spazio b genorato dalle fre trasforma-
zioni infinitesime

Yir

=L

W .

L

o 50, colle suppaste formole di corrispondenza fra i dug spas, supponiamo che
., Y, Y/
si cangino rispettivamanta in

T T

dovranno queste ultime comporsi con Y,f, Yof, Yof e avere la medesims compo-
sizione

M¥) =0 (MT)=Y/ (LT)=iTyr.
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E chiaro in primo luogo che ./, ¥of dovraune comporsi “con ¥,f, Yaf sol-
tanto, talchd avremo

T/ =T/ +9Y
Yof=alif + H.f+cm‘
Tenendo conto delle formola di composizione vediamo che per A=k —1 si ha
necessarinmente

} = n.f+n-f
T,

sieehd risulta

Tf=a%f

Tof =aYuf+4Yof + of s
mentre per f==—1 & possibile anche 1'altro easo

Yf=g%f, Tf=yYifs Tof=a¥uf 0N/ —Yof.
il quale nen difforisce perd dal precedente se non per avervi permntato ys com ys .,
@ cangiato y, in — g, (cid che evidentoments non cangia 1'elemento linears). Pos-
siamo dunque limitarei al primo caso, nel quale integrando le equazioni di trasfor-
magioni troviamo
B=mbh, g en g, b e — b
ove /@y p indicano nuove costanti, Sostituendo nell'clomento lineare (8) obteniamo
dal e iy — L)' - 2mat D e (g — le-Sr die,) (Sdary— hpe*s dan -
- 2670 (dily — e day) .
Esprimendo che questa forma differemziale differisce dalla (<) solo per un fattore
ovstants, basta paragenare i eooffielonti di
dad, daydrs, dad

per dedurae

@t g By,

onde appunto segue
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Trattando in generale il caso dei gruppi del tipo VIL di eompos)
X X)=0, ZX)=Xy/, XX)=—X/4+iXy
dobbiamo dare alle costanti @, b, ¢, o' &', ¢ del § 14 i valori

a=10
d==1

1e
ko

per oui i ha § = cost., poniamo

& 1o equarioni (F) (ibid.) ci daono
d 42k
(83) S Y —2kp2REy =0
(#—kathratiy
Per la integrazione conviene separate il easo k=0 dal caso gensrale. Suppor-
remo in quosto paragrafo A= 0 e integrando lo (88) avremo
o= son(@kn) o omdla)
¢ ==, 008 (2kr)) + ea son(2hi)
[ = — oy 50 (2h2) — o3 oo k) &1

0.

assendo e, , oy , 63 tre costanti. Eacludiamo il caso che lo due prime siano nulle insiome
perchd 10 spazio sarebbe allora a curvatura nulla. Cangiando &, in x, +- cost., pos-
siamo fare ¢ =0 e variando proporzionalments i parametri &,y renders e,
infine, sostituendo uno spazio simile, avremo la seguents forma tipiea doll'elemento
linear
(84)  ds* = dict - (3 4 008 ) i+
dove la costante n sarh positiva ¢ = 1 poichd @, y , ey — #* debbono essere positivi.
Te equarioni () § 14 per determinare 7, ,7s, 7y diventano:

0.5 40y dey - (n — 002} dad

5 —n"‘ =
(85) =0
D08 4 (- o0 ) 2 - gon oy 2 )
(86) Wy Wy W

R g
) e —
o sen o 32+ (—ens ) 2
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(]

A

(88)

" s
- (n— cosiz) 2

) o) M.

Ly
g,

> 4 intagrando abbiamo

ng(iun.ﬂ;—ﬂ )22 — o, 22ty

onde ricaviamo

gy a
=8, p=—zaH+b, m=zun-+tc

oon @, b, ¢ costanti. Ancho qui il grappo dei movimenti & a tro pammetri o lo sue
trasformazioni genernfrici. sono

ty=2L, xr=a

eolla compasizions
EX)=0. (XX)=

— X"

§ 26.

1 gruppi del tipo VII,:
y (EX)=—Xf+-4Xy A0 (0<h<2)
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la oni’ equazions caratieristion
ok Bh kT - 2HUH 4 2) ¢ - 4hE°
ponendo ¢ = kr, diventa
o Skt - 2N - B) - 4 =0,

Una radice di questa squasione &

=—h
o lo altre dug 7y, s, @ causa di B <4, sono coniugate immaginarie:
n=—htifE—0, n=—h—ifd—8.
So ponfamo per brevith
e=1i—F,

avremo per e 1'espressione:
@ oy o 206 c0s oy ) - o0 sen (o)
dove e1, 6y, ¢y son0 fre costanti arbibrarie.
Eselndiamo il 880 in cui si prenda cx 0 perchd allora Io spazio sarsbbe
a curvatura ¢ostanto negativa. Aumentando w, di uwnn costanto potremo rondere
(38 cs = 0) =0 o passando ad wno spazin simils otterremo

[ = (5 oos o)
) a=3 ™ (howso v somv, +uh)

1=

Notiamo che ne risulta

*

L

B
cosir, + 5 sz »)‘

ay— =

par cui sard [4]>1 quindi #3>0 & causa di @ >0,

Lo prime formols () § 14, risolute rapporto a

R 4t L

Me __fqR0.

Ve~ =Dl 2 3w
g A bl
L=

Sostituendovi i valori di e, 8,7 ¢ integrando rapporto a z, otteniamo

A

s
-1 S T

G dlie= T v

F =) n o‘h{ul_l)\"ﬂ a1 PR

8eT iy

il 2
T —1)

) o 2
o 2
Vo

P2 ).

2n
temnm o et

o L
— | e by e

)
""Wn(a—n!’




e vi

stitniamo par @, 4., s, 75 1 loro valori, basta eguaglisre a 26ro i coclficienti
doi termini in

A, hey
€ cosozy, € s,

por dédiirna

= i,
onde segue
h=a p=—aatb g =dr ket o

oon b, ¢ costanti. To spasio ha quindi, nel easo attuale, come gruppo di movie
menti il Gy generato dalle tre trasformaioni -infinitesime:

(90) X

K=ol Nfeml— o 2t (op b

W

oolla composizione.
FEXa) =0, (X=X, (K:X)=—X /%y

geno ohe facendo & =0 si ritorna ai risultati del paragrafo precsdente, ean-
giando in modo molto semplice. le notazioni.

Ved

§2m

La costante » & essenziale neghi elementi lineavi dei due paragrafl precedenti.

oll' slemento linenro degli spazi al paragiafa’ presedente figurano 1o dus co-
stantt &, %, 1a prima delle guali & essenziale, essondo gid tale per la compostzione
del grappo (§ 18). Dimostreremo ora ehe ancho la vostante n & essenziale @ con b
verrh anche provata 1a medesima sosa per gli spazt al §
ad

§ 25 che corrispondono

Socigrh vm XL, Sr. 3
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Dobbinmo dimostears: oha due ‘szt di rispettivi slomanti
(91) dst = derd - 67 (n - 4nsnw,)dv’+r""(nmsu‘r.v[-!:mnm.-i—:m]d.rn'c,+
o ('3

(02) det =dyi & (m - cos M‘w] dy}
dsuy, Aj- son oy = ) i

.-.m,‘+?mu. £ ) dat

"1 (hoos oy -+ 0 86 oy -mi)dya dys

non possono esserc simili se non &
11 groppo Gy dei movimenti del primo spasio & generata dalle trasformasioni
infinitesime (90) o quallo I del secondo dalle tre

w= 2, w2 = g L

eolla medesima eomposizions. Poniamo che nella trasformaziona supposta X,f, Xof , Xof
s cangino in
Tf Tf Tofs
weromo;
( Tr=evir4-onr
Yo — rlif + 0
— a¥of 4 6Yaf 4 cof .

Dalle formole di composizione
@T)=0 T =T (HH)=—T +A%7

segue’ subito

e=1,y=—f d=ahf;
dunque

| Yor = aXof 4 pYf
— BYaf + (= b8 Yo
of = aif + UNf + Tof -

Le  espresso per la i debbono in”conseguenz soddisfare lo equazioni soguentiz




— 528 —

Basta-ora paing manti Tine

ottencre I' equazione

(91) (92) i temini in da} per
% denota un fattore costante
at{eosny, --1m) 4 oo of ;-,,,)+g-(“

= 2 (08 1

Questa deve convertinsi in nn'identits in 2, ponendo
+ & (& costante).

h=

Ponendo

v
o paragonando nella equazione sifs
relazioni

(98) o o e o

a (eostants)
oro i fermint corrispondenti, dedus

( womopar( Fwsotosna) e

k — a* 8000 o (— 880 0+ 0 00s o) - B (—

Moltiplicando ordinataments le due ultime prima per cos, —sena poi per
sen o, eos o od ogni volta sommando otteniamo

doosa

- ¥
{ a2 = dseng

che quadrate o sommate, col ‘ricordare che
B=4,

o

danno

(o b )

i per 1 (98)

_

Xaf s (X Xy =X,

uppi del tipe VIIL: (X, X,) =X/, (¥, X.)

sttong un G, tramsitive integrabile di

Bsaurita la ricerca degli spazi che
i mingisndo dal

moviment
tipa VIII

Consideriamo in Gy il Gy generato da Xof, X5f ¢ proc
sumendo lo superficio geodeticaments. parallele invarianti rispetto al s

volgiamo orn 4l oaso di un G, bransitive semplice,
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superfisie oo
(ibid.)

até ity == oost-e dintuo inoltre ‘& Xaffy Xaf /1o forma normale

x,,rm%. X

Per |'olomento lineare dello spagio avremo quindi

(8 5 — dod + i B8 — ) dey oy - (b — 2rs - 1) e,
oon w4,y funzioni di ;.
Sia ora

) 3
s
la teraa trasformasione generatrics di Gy, nella quale, il grappo essendo transitivo,
sard & = 0. Perchd sussistang Je-formole di' composizione
X =X/, (X X)=2X
dovranno le § soddisfare o equazioni seguenti

onds integrando r
(95) -, 5= (Bra—dA4C)e™,

ndo A, B, C fnziond della sola 2.
Esprimendo che oof valori (95) delle & e assumsndo

(B—2z) e,

ad—2Pa+y
visultano soddisfatte 1o equazioni fondamentali (A) §'1, troviame fra e funzioni in-
cognits e, #.7. A,B,0 di 2, le 6 equasioni seguenti:
A=
(el B =
| 40+ 7B =4
\ fAd +aB—28=0
A —el —y o

((y &y —2p0—pB=0.

L prima ¢ dice che
o

& una costants, diversa da oo par ipo
6 {ro filtimb ordinbtamentd per y, — 26, « & sommando rismita

) =0

moltiplicando

Ay 4y
quindi

ay = e gost




Poniamo dunque

oy —fi=

(96)
o risnlteranno 8,y espresse per B, ¢ eollo formole

67
mentre B, 0 dovranno soddisfare le equagioni diffarenziali simultanee del 2 ordine:
BT 4 BB |20 =0

| RO ER OO ak=0.

La primn di questo @ fmmediatamento integrabile & indicando con 2a Is costante di
integrazions, deduciamo

98)

Sostituendo in fine nell nltima abbiamo, per determimre B(z,), I cquazione diffe-
renziale del 8% ording

@)

Infegrata quests, la (98) i db il valore di € e le (97) quelli di o, f,y vell'ele
mento lneare (94) dello spasio:

Trattiamo in questo yaragrafo il caso partioolaro in cni
B’ =0, caso che o ricondurrh aghi spast gih eonsiderati al § 17.

B' costante, cied

Sophhutam,

B=i, B=ln+nmn, C=

oon 4, m eostanti (1), indi per le (87):

L S A 6ol
=g ESEhR 2

Ponendo

ot
e
1" elemento lineare (94) diventa
.
a =K a1 2 S i 8y — ) dow s +[rm —2)' +

al

16 = 0 gt A 20 — i) s ds s — Y -1 e

& passando ud w0 spazio simile eol dividero par

In costaste I non puh cssars aero perchd allura sarobbe B’ =




wssondo 4, b costanti. Poniamo ora

o dividiamo por 4*; pa risulta

ds

st +di + 2 (;’ = v:) i des

o 8 m G, di composizione gid esaminata,

il grappo dei movimenti dallo

§ 20,

Integrazione nel ¢aso generale per funzioni ellittiche.

Trattinmo ora il caso generals in enl B' sin variabile, quindi anche B”  causa
della’ ejuazione difforenziale (99).
Riduciamo subito questa equazione alle quadratme, asswmendo per variabile
indipendents
B=s
o prendendo per fumzione incognife
B=t.

Por tal modo In (99) diventa

eiod
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Integriamo ol

rodurre la funzione ellittica g, di WramrsTRASS eogli in-

o
+a

T

o, trascurando, coma & lecito, la eostante additiva &, Avromo

(101)

di WRIBRSTRASS & 5i ha

(102)

(108) o (2a )
[ o =8 g —(gr—kew } (et t2bis +4].

Le (97) ci danno quindi subito pei valoridi .8 che figurano nell' elemento lineare

ma se lo trasformiamo, tenendo’ conto ells relaione
#E = AP’ B — o 8 — g
& tieorrondo ai valori (100) degli invarianti trovismo

an'

(105)

E bene osservare che, a-deolla relazione

Pl =0p' s —
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1a derivata di § ha il valors seguente:
dan?

(108) 9!—--+ =

— 2t — 5 P (

o+ 2hEr ﬂ) .

§ 80,

11 gruppo piit generale dei movimenti dello spazio al paragrafo precedente.

Per trovare il piit generale movimento infinitesimo

Sf=balpnl a2t

del nostro spazio ricorriame alle equazioni fondamentali (A) § 1 dovi in primo

Taogo i= k=1 abbiamo 0, il che dimostra che § non contiene x,. Le

A
rimanenti equazioni ci daune

{2 e B () 2
(107) ] ‘n;l Ak
( \—h+w— ) o2 (ot — it 1) o
(108) -ﬂ +a "§’+(ﬂ—m:,) =0
(09 i‘-:-+f‘)§.—(.f—r-mz.+(.s—n.m%i

+ (o — 2ot ) o =

T?: -

(]
(=) (;’L*\i)

(110) (¢ — o) b —abtas

(1)

1) La form

enoralith

e T \’, +ie— P (e
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Adoperand per cit il mitodo stesso che i ha sorvito noi easi- analoghi, osser-

viamo che il gruppo I dei movimenti dello spazio (126) & generato dalle quatizo
trasformazioni infinitesime :

=2
=5
M BN s Y
ws;,{—catymny.—_—‘i«r sm};. ]:,
z W meosys
¥, fom — nen gy 2L — ooty 08 3y 2L
4 3 ny L T
¥y il
of 3

eolla composizione
@)=Y/, (LL)=T/, @GI)=Y/, (LT)=(TT)=(T)=0

Dovremo in primo luogo riecicars sé il gruppo G, del primo spasio & simile &
dquello Iy del secondo. Supposto che lo formele di trasiormaszione cangino

X Xl s Dol B

rispettivamenta in
Fifs i Tt s

dovranmo lo ¥ comporsi con 1o ¥/ od avero In modosima loro compasivione. Ne segus

che, essendo la ¥,/ I'uniea ftesima di I i

altra, la Yof non ne differirk che per un fatfors costante @, mentre Is Y./, r.,r Y.
appartenendo al groppo derivato, non conterranno Y,/ ¢ si avek

n o+ en Yol + 0a Yol
en Yof tenXof - e Yof
n 1o/ =+ 0o Yaf + 00 Yo/

Le formole di eomposizions
(L Y=Yy, (LN)=T7 (LT)=1s
dimostrano che 1o nove eostanti ¢n sono i couffioienti di- nna sostituzions ortogonala
a determinante =+ 1. Ora fra

.51 1% 80 o4
sussiste I'unica rolazions

Xfp=1

o similments fra 16 Yy/ Taltra

Yoty Xof - sene senzy . Xof - 30,5, 008 x.f}

» L,f—_—;euw, Y/ + seny, seny, ,f+aeny!cn~y|\,[’




& successivamente

(116)

Avendo riguardo alle equazioni cosi dedotte, le (118) diventano

ady —fy

B et T g2 CTEN)

¢ perd si bn

422

'

3 _ &
Wk

@ in fine deduciame pei valori pib generali di &, & &:

T e U
(ol ICRGEE TE T e Frin

a
h=a

colla tro costanti arbitrario ¢, , oy, ¢;. Dunque nel easo generale considerato nel pre-
sente paragrafo il gruppo completo dof movimenti & soltanto wn Gy

§ 8L

Altro metodo pef gruppi del tipo VIIL

Nelle ricorcho doi paragrafi precedenti' sugli spasi ehe nmuettons wn grappo Gy
di movimenti transitive del tipo VIII abbinmo veduts introdurei le funzioni ellittiche,
Cib dipends dall' aver voluto stabilirs la forma geodetica dall’ alemento lineare, po-
nendo in evidensa una serie di superd

e psendosferiohe, geodeticamente parallele,
invarianti rispetio ad un settogruppo a due parametri. Ma, gs i prefiggiame solfanto
per iscopo di stabilire wna forma dstermidiata qualsinsi per I' elomento lineare, pos-
siamo prosedare molto pifi speditamente, applicands il metodo generale doseritio il
§ 12 ad una forma semplics del griippo G, . Esponiamo ora questo socondo modo.
di trattaro il problems, tanto pid che nell'nltimo caso dei gruppi dal tipo IX do-
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yeamo nocessariamonte ticorreri, maneando allora i sottogroppi (reali) a due para-
metri

0i fondiamo sl toorema i Lik che due gruppi samplicemente transitivi ed
egualmente composti sono senprs simili. Se prondiamo dunquo una forma speoiale
qualsiasi di ungroppo transitivo G su tre variabili colia composizione. del tipo VIII
@ doterminiamo gli spazl pfd generali a tre dimensioni, che lo ammettono coms
groppo di movimenti, ogoi altro spazio, con un gruppo B, transitive di movimenti
egualmente composto, sard di necessith identieo. con wno di questi

Cid premesso, riferendoet ai caleoli faiti al principio del § 28, sosgliamo pee
tipo di Gy transitivo su tre variabili di composizione

X X) =X (XiX)=2%, (X:X)=Xs

quello generato dalle tre trasformazioni infinitesime. seguenti:

Xif = gm sba-m 3L

—nen 2L, Xy

& dotorminiamo, nel modo pin genel 1 coeflicienti dell’ elemento Yincare dello spazio

ds* =

ap dzi dxy

in guisa che esso ammetta il grppo.
Dovremo per cid servirei delle oquaioni fondamentali (A) ossia delle (D) § 12,
licandole alle tre i superigri. Cominciando dalla X,/, vediamo che
i 6 cosffoionti au debbona essere iudipendenti dalia &, Poi applicands ln Xof ,
troviame :

Ay

+ 20 =0

ds eui integrando

=4, ay=B, auw=0C, a;=D—Bn, au=E—0Uz

83 =0} — 2B, +F,

a

dove A,B,C,D,E,F seno fungioni dolla sola . In fine so applichiamo I X,/

& " . " 2aq .
avondo riguardo i valori precedanti dllo 2%, ofteniamo

y W ay
o St =y o, S =30 — dag 2 — e 52

0

k] e .
— 2ai a3+ 2ais, —;‘ =y — Bt — a5 7 \’j = 14203 — 200},

onde ricaviamo

A=cost, C'==4E; E=B+2F, F=:2D, BF'=12D, I'=A
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o pnd

Bl - (e 2d)ry -, F = a*a] +2ha,

al A
(wm g

sssendo @, b, 0, e, [ sai oostantl arbitrarie. Conformemente ol teoremn generle

dol § 12, verifichiamo eost ehe i1 Histoma delle nostee oquasioni ui differensiali to-

tali & illimitatamente  intogeabile;  rimanendo arbitrart § valori inizfali e 6 ooofi-
i g, por 2 = a0

Osserviamo ehe dalle formole (117) ristlta ehe C & un polinomio qualsiasi di

4° grado in e, diciamo Q) col rimo eoefioiente positivo (o mullo) e si ba po

L& suporfisic § ;
ease sono goodeticaments parallele, como segua daf teoremi gonorali o come cont
minmo qui ealoolando il parametro difforenziole primo di ;, con cha abbiame

A,y = g s —

Per lo espressioni
di 4° gmado in 2.
dato, come si s, da

117) di €, E,F il binomio CF—E* & un polinomia P(ar)
areo 5 delle geodeticho ortoganali alle superficie 2y — cost &

per cui vediamo qui nuovaments introdurst o fanzlond ellittiche. a conforma di quants
abbinmo detto a1 principio del presents paragrafo.

§ 82,
I grappi del tipo IX: (X X) =Kof, (Xe To) =Ko, (K5 X,) = Xof.

Secondo il metedo descritto al principio del pamgrafo precedente, dobbiamo qui
in primo luogo soegliers la forma di un gruppo Gy transitive su tre variabili dolla
composizione voluta, Fissiamo eome tipo il gruppo geverato dalle tre seguenti tm-
sformazioni infinitesime:

LEed

gS

sen s o
s,

= =i B N
K= —sna, 2L — et oz, L - SR

Xof
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che & evidentemente transitivo ed offie la composizione IX. Se uno epazio d' elamenta
lineara

dit= ; i ey vy

deve ammettero questo grappo eome gruppo di moviment, debbono in primo luogo
1 ecefficienti @, a cansa dells forma delle X/, essere indipendenti da ;. Espri-
menda pot i seconds oo, mediante le (D) § 12 che 1o epazio srtmette In trasfor-
mazione infivitesima X,f (o 1'altra X,f) (1), troviamo il seguants sistoma 4 equo-
aioni ‘alle” derivate parziali pei 6 coofelenti oo

2ay 200 |
L) 20y ook iz, ——= =0
V3 i Wiz g

4

—L — 9, eobi — 25 8002,
" iy i Bl seney ]

s

a3

s

= ayq 00t i, — draa00tit—

s
\ g

a

=it — 2 22 o

=it — i
sonr, | 3

iy sen gL

Osserviamo che ¢y & uny costante e poichd
ar L Dan
S senay 7

= — tha

aveem intanto
@y = b oos gy e senay
D
0

s == 0037 - 5602, (Y 5en iy — ¢ 003 1)«

con g, b, ¢ costanti. Sestituendo nella formola che dit

ne deduciamo

Essendo ora ), funzione della sola ;, ponfamo
A= 2g(ws),

2ay
s

onde dalls formola che di segue
g = e08ar, (b 00325+ 0 5 s) —senny ¢ ().
Tntegrando allors 1o due equazioni in e, abbizmo

= 250, cosiny(bsen 7 — ¢ eos ) — 2sent zy gles) - a® - d oty

208

eon d muova costante. Tn fine sostituendo nella formola che di =
3

, troviamo. per
o (#s) 1 equazione differenziale

@) = — dy(ws) F ot L d

(1) Basta cho ammotta Jo due X.f, Xof per ammotters anche la terza giacchd
S




- .
@ perd. integrando

gl =cost 4 rom® 2L

essendo e, / nuove eostanki. Coi walori eost determinati dei 6 coefficionti @ sono sod-
disfatte effettivaments lo equazioni scritte, qualunque siano le 6 costanti a, b,¢,d. ¢, /i

Potremmo poi direttamente dimostrare, servendoci delle solite equazioni fonda-
mentali (A), cho il gruppo completa dei movimenti & il G, fssate, salvo quando si
assumano simultaneamenta nulle le quattro costanti 4, ¢, e e Preferiamo trattare in
altro modo 11 probloma, approfittando del teoremi di Lie sulls composicione el
geuppl, o9 che rends pih ssmplics 1a rieorea. Sogpiungiame eho potremmo applisare
il medesimo metodo snche ai gruppi del tipo VIII per dedume nuovamento i risul-
tati del §§ 28, 80,

§ 33.

Spazi che ammettono come sottogruppo di movimenti nn gruppo G,
del tipe IX.

Supponiamo di avere uno spazio che ammetta come gruppo di movimenti un G
transitivo del tipo IX, ma che il suo gruppo di movimenti sin pib ampio. S esclu-
diamo il easo degli spazi a curvatura costante, quests gruppo pi ampio mon pud
essere che @ quatbro parametci, oome qui provvisori i
alla dimostrazione che mo verrd data al § 36.

11 G, supposts conténends il sottogruppo G, semplice. di composizions

X X=Xy, (% Xy) =Xif, (Xa X)) =Kof,
poteemo, por gli indicoti teoremi di L ('), scegliore la quarts trasformazione infi-
nitesima X,/ generatrice di G, in guis che sia
(X X) = (K X)) = (LX) =0

Considerlamo in Gy il Gy di movimenti permutabili ganerato p. 0. da X,/ Xof'
o ‘sougliamo, come 8l § 14, » supertice eordinate @, — eost. lo superficie invarianti
rispetts 4l grppe Gy Procedendo ‘eome al eitato paragrafo poiremo inolire assumers

s ai gl
Xjpal = Sy
e
«ed all' clomento lineare dello” spasio daremo ls forma
d5* =l - o ot o 3 ity s -7
son a8,y fonzioni della sola. ;.

723 o Lux-Soucreens, pag. 574, Sata 0. — 81 noti bene cho
Hanbo dallo relasioni che legans le costant] cas 45 composi-
itk limitandosi, como’ moi qui facelams, alla considovarine di

{1) OF Lue-Exaw, T. I, pay
i tooromi qui ufilizeatl dipendon
alene o non perdono I loro val
srappl ¢ sottagrappl resil




8i abbis ora

a cansa di

sark

e W WY
D ,z,+ A e

Siecome poi devo risultars altres)
(X X)=0 (%X)
dovranno 7, 7y , 7 soddisfare allo eondizloni:

F oy =0,

per oui avremo
B ess
cn s - Deas
= B sen.zs -+ Foos 2

(=)

dove A, B,C,D, R, F sono fangioni della sola &, Dalla prima delle equazioni (E)
14, segue che 7, mon contiene #y o perd A, B somo costanti assolute. In fine
la formola di ecmposizione

(K Xs) =X/

deduciamo le tre squazioni seguenti:

ACHBD=0
) BE — AN = £ £ 1
{ AP —BE'} CE-DF —

Non alteriamo la generalith sumentando z, di una costante st da renders B=0 ()

© poichi non pud essere simultaneamente A — 0 eome =i vode dalla seconda delle (5),
avremo anche C =0, indi

—AD'=14D" AF4DF=

Integrando o trassurando per la prima equazione la costanto additiva in &,
come & lecito, avremo

iy .
D :—tang(r\]. P=-

eon k eostante arbitraris.

Foble 24 in

ponn Ak 0; nol caso coiitraria i




B —

So rieorriomo ora alle altre equazioni (E) § 14, 1a relazions

e le rimanenti ¢f danno

E=0

[ @D 4 =—A
{ D'+ BT =0

{ 1id =aDf ¥

onde deduciamo

8o poniamo

=AY, g

0 Ia forma tipies

dys -,

indi dividiamo 1" elemento lineare per

dyt -+ (e

* gent ) - 2 5o gy

In nokarione, seriviamo
(B8 20,0087y Bt -8 -

Si vodo oha por = 0 ofteniamo 1o spasio g considarato al § 9. Questo caso
deve qui invess sssere escuso perchh me, visulta 4y =0 @ il groppo derivats
X /1 & alloen infransitivo.

Fi,

enta allora
2 c08 7y diry divs

L R

=gl

o & ha

w dyh -+ sen* 3, did)
adio. Leé supericie goodetiaments parallele
s di Cuweorn a curvaiura nulla.

A(dy
che appartione appunto ad un fale
= cask 5000 in questo caso super
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§ 84

11 grappo completo dei movimenti dello spazio:
ds® = dir} 4 (sen 2, + 4% 008* ,) drd - B c0s 7, e, divy +da.

Per determinare il pili generale movimenta infinitesimo

Ay

W W

X e g

7

dello spasio d"elemento lineare (118) le equazioni (B} § 14, o danno ls formols

soguenti:
3
19) LIRS,
(L9), T
(g i
\ 32+ (sent ot cos? ) 22 Ly cos 7, E; 0
(120) < \'r' it ?;‘
(i A
(121) (1 — ") seny c05iz, 7 —+ (sent 2, ms'm}%i'ﬁ-wwu‘%;—.a
i
199 p2lt g W
(122) w0 2 t 5 0

(128)  —nsonazy g, - (sen%a - # oos £,) 0

W s g 2
+ 3 @ integrande rispotio @ =y, che per

Bisolvando 1o (120) rapporto n =

I (119) non & contennta in v, , risulta:
RN

e =eoba 1 — + Wi m)

{at ooz 5}, | 20
b — (1 —at) {20

Sostituendo nella- (122) abbiam)

My 2y A
— it 5o 7y Ta'";‘+a4we.ci$-|-{x'71}y,—;:, 4
M s ]

@ perd, essend #* — 1= 0:

W W .
LR SR
W
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Sostituendo ora nella (121), ofteniamo ulteriormente

29 L
e i

o oon queste formole auche ls (128) ¢ soddisfitta. Sogue di qui %-"i =0, indi

o= a0 Hafbsen gy, 1= ook, (— asen zabots ) ¢
R

iy m=——
" s

(asenz; — beoszy)+d,
con a, b, e,d costanti arbitrarie.

Dungue il gruppe complete dei movimenti dello spazio (118) 2 i1 G, generato
dalle quattro trasformazioni infinitesime :

3 el e S
Sl L L ey
I L

E)
oot oou 7, =1

che hanno sppunto 1a composizions:
(X X)) =Xof, (NaFa)=%f, (KX)=Xf; (BX)=(%X)= (T X

Questo gruppo & sistatico e le varieta sistatiche sono lo geodetichs (z3) , le quali
perd, tranne Dol caso #=0, non ammottono traiettorie ortogonali.

§ 55,

La costante # & essenziale
i e = ded - (son* 2y - % 005 ) dlr - 2 008 @1 it s =l
Voglisumo in five dimostrare che nell elemento lineare (118) la ostante # , pre-
scindendo dal segno ('),  in effetto essenziale ¢ ciod che se un secondo spazio
(126)  de®'=dyl+ (sen® s - 1" cout ) dyi -+ 2m cos s dys oy
# simile al primo, sard necessariamente

(1) Cangiando il segno & 2, o 7, o muta & volonth il segno i .




— 839 —
Adoperanda per id il metodo stesso che i ha servito nel easi analogh, osser-
viamo ohe il gruppo I dei movimenti dello spazio (126) & generato dalle quattro
trasformazioni infinitesima =

= i
T, —

W

o o |, mea

Wf=  oonga—L-—coby, sen yy
= ".+=ny,:y.
S 2 608 s 3
¥of = —sang <L —ooly.oosy,f-{- gL

eolla composizione:
MT)=", (Y=Y, @LY)=Y/, (T,

Dovremo in primo Iuogo ricurcace se il gruppo G, del primo spazio & simile
quello I, del secondo. Supposto che 1o formole di trasformazions cangino

Xf Xf Xof Ky

=(LY)=(LT)=0

rispottivaments in

s Yo Tf s Tofs
dovranno o Y/ comporsi eon lo Y/ ol avece In medosima foro compasisione. Ne sogue
che, essendo la Y./ T usios itosima di 1 fabile_om ogi
altra, In ¥of non ne differirh ehie per un fattors costante @ , meatco le Yof, Tof , Tof |
appartenendo sl gruppo derivato, nen conterramno Yo/ ¢ §i arrd

T+ e ¥af - cu Yol
S = o Yof + e Xof + 0n Yaf
en Yof + 30 Yo + 2 Yo

(L T) =Yof
dimesteano cho 1 nove costanti on, =ono | coeffcienti di una sostitasions orlagonsle
o determinante =+ 1. Ora fr

XK X X

sussiste 1" unica relazione

Xt

.A{cwm Xl 4 ot sy Xof - S0y 008 Xof

o similmente fra le ¥,/ 1'altra

D

o sy sen gy Y, - senyy 008y Y




N
Esprimendo 19 @ per do y ddbbiamo avere

T+ senz, sen, Tof 4 son g cosita For |
ossin
Y= :—RE(:.. 0082 - 2y 00 41 86 =} oy 500 4 008 24) o
(s G080, F s 8em 2, sy + o3g Bon., 008 ) Yaf +
- (61m 008 2, 1 e, 800 75 - €30 800 7, €08.23) Y,f;.
Paragonando questa colla (y) ne risultano 1o trs quisioni

[ an
R =c ooy + ¢y senz; senx; < o senzy cos

an
(127) T SR BN Y = 012 0057y - 621 5007y 50023 |- 03 861 &y 008y

an
o SR O < 0ux 0086, - 3y 3807, 802 - 6 SO0, 00824

La compatibilith di quesie tre equazioni in y,,ys di, secondo la teoria gene-
rale, Ia condizions necessaria o sufficients per la simiglianza doi due grappd G, , Fa.
Questa condizione s trova subito quadrando & sommando le tre equazioni superior,
il che di

&
m

=1

Basta dmnque prondere a == 'f perchd esistano lo. corrispondenti formole di tra-

sformagione di Gy in Fy. Lo formely (127) dimostrano che si ha

Del resto esprimendo che le X,/ si cangiano rispettivamenta nells ¥/ possiamo
trovare tuttl 1 valori delle derivate parsiali delle y capporto alle &. A noi basta
qui osservare, olire i due superiori, i seguenti

Wa
3’5‘_ 4y — €43 COb i BBD s — 13 COkY, £OS Y

043/008 s — s 880 iy - 008y 86D 24 (£1s 008 Y3 — 43 880 1)




facendovi

o sostituendo pei simboli di CwrieTorser i loro valori effettivi otterremo

Y " W
T
ossla per Jo (128)

006 2 (¢ SERYy — 01 COBY, BON fz — 6 RORY, COBY:) =

m{wnxg {23 0082 — eaa SEDYs) - CO5 2, B80Ty (c.,msy'—mwyx)f
Moltiplicande quest'ultima per

atnt

860y =880 s

P

ssservando 1a (187) si oitiene la formola:

T E 1 — ey 05y =y 80, S0 - 6y S8, c08)? { —

— ey 00 (64 008, |- cay i, 80N~} day Bemiz, 008). (0

— 633 6082y (0 COSTy |- €1y 900) BonTy |- a1 BNE, 00524) (01
.

= 013 BT, SOy - Can B4, 0O8E3) —
s~ 013 BE0T) SO, - an SODE; OOBE)

s sena; dans 2 s o (e300 —F-crasoniz, senz,
s e, 008y) —

£ " d

5oz, couz)

— sy oo cubon -} e, o) — s

che deve risultars un'identith in 2, , & Facendo in questa o,

0 troviamo

2
;,(c,, 8807, — ¢y, BED &, COBT, ) == ¢y BON' T, — €3y SLN L) 0057y

onde n* =1, & meno che si abbia

quindi amcho

Introducendo questi valori delle o nella identitd supediore risulta

at
= l)em=0

¢ pord nuovaments

]
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§ 96,
Tmpossibilith di altri spazi con grappi eontinui di movimenti.

Abbiamo esaurita nei paragrafi precedenti la ricerca degli spaxt a tro dimensioni
cho ammetiono gruppi intransitivi i movimenti, ovvers grupp! transitivi & tre para-
metri. Bd ora dimestreremo che con cit abbiamo anche determinati tutti i possibili
spact ehe ammebtono grappi continui di movimenti,

Porvid, sicoome il grappo dai movimenti di wuo spazio non pub avers pid i 6 pa-
rametri, baster evidentements che dimostriama ehe un gruppo (transitivo) di movi-
menti eon 6, oon 5 ovvero con 4 parametri coutiene necessarismente qualehe sotto-
gruppo reald a 8 parametri.

Sa si tratta di up G, la cosa & manifesta perché allora quel movimenti che
lasoiano fisso un punto dello spasio formano precisamente wn sottogruppo veale oon
6 — 8 =3 parametsi (7).

Se il gruppo completo di movinienti & tn G, troviamo facilmente 1a stessa cosa
ricordando che il gruppo derivato di un G, possieda al massimo § parametri e quindi,
in qualsiasi easo, eaistono in Gy sottogruppi reali & 3 parametri. E invero sa Gy &
genarato dalle quattro trasformaziont infinitesime

N X X K

¢ il gruppo derivato & I'identitd, orvers [Xyf]. orvero [
[X:f  Xof s Xaf ], sard sompre

[ X Xaf ]

un sottogruppo realo & § parametei.

Resta che dimostriamo 1o medesima proprieth per an @, Tn quésto grappo tran-
sitivo quei movimenti che lasciano flsso un punto arbitrrio déllo spasio formano un
G, reale o noi oi proponiamo di stabilire che un fals G; sarsbbe necessariaments
contennio in un sotogruppe Gy veale di Gy. Lie (%) dimostra in vero cho ogni Gy di
un gruppo con r = 3§ parameiri ¢ contenuto almeno in un sottograppo G pud pord
darsi henissimo nel caso generalo. che questi sottogruppi G, siano soltanto immagi-
nari, Ma se ricorriamo alla dimostrazione stessa data da Ltz (L. o) vedismo che
sard provata In nostra nssercione quando i dimostri ohe da

2 - 3
Bf= _;m. o ;f‘ Byfm= \?b..x. )J:—‘

(1) Lae-Exoer, B, T, prg. 204 sy
(¥) Lus-Exaer, Bd. T, pag. 592098
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sano due trasformazioni lneart omogense in trs variabili o,
(B B = £E,f (k costante)

5 485 tali ho si abbin

o sl interprotano 2, , a4y, & coms eoordinats omogeneo di punto in wn piano vi sard
por lo meno un punte reas che rimarrd fsso per ambedus le trasformazioni (punto
invariante). B noto che per trovare i punti imvarianti rispetto alls E.f si ha il si-
stoma di equazioni

5 @ 8yt g e s o= ity
@31 1 Baa 1 - s 20 = g
{ Gy ity - a1 - g 1y = 0y

¢ poichd I'equaziono cubica & coefficienti reali

Au—¢ @ L
an s dn =0
. a G —¢

ha almeno una radice reale, vi sard certo almeno un punto invaviante reale rispotto
alle Bif. So esiste per Ey/ un punto reale invariante dsofats, avendosi per ipotesi

(B B) = kEyf

osa sarh Invarianto anche per B.f (). Busterh dongue considerare il easo in oui Byf
non ba ponti reali invarianti isolati. Cid accads soltants quando la superiore eq
sione cubiea ba un'tnics radice, la quale inoltre annulla tutti i minori di secondo
ording nel determinanto stesso (2). Allora tutti i punti invarianti sono distribuiti sopra
una rotta (reals) o so assumiamo questa retta per labo xs =0 del triangolp fonda-
mentale, diame alla B/, como subito =i vede, In forms,

E,[=e(:;, ):‘:-é'ni";-F:rx%i}ﬁ—wl‘;J-f-ia—L

2ty

Sa fosse @y = #,=0 la B,/ lascierchbo fisso ogni punto ed wn punto reals in-
variante di B,/ soddisforsbba alla condizione richiesta. Se g= 0, cungiando 2 in
& 4 hiry, potremo rendere a =0 ed avremo cos)

B =g (ot tan 2t 2 pe, 2L

dxy

Quando Eif, Bsf fossero in relazione involutoria
(B

le considerazioni superiori bhastano gih o dimostrare 1" assérto, percht mel caso pi
sfavorevole che né B,/ nb B,/ possedessero un punto reale invariante isolato, i punto

) Of, Law-Eox, Bd. I, pag. 507, Thor, 104
(%) ¥. Paccurata disenssions n L
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' ingontro delle due rette luogo dei rispettivi punti invarianti soddisferebbe alla con-
dizione voluta.
Supporrama - dunque in
(=) (B, B)) =k Ef
che sia &= 0. Abbiasi ora

=asit et an) 2t o bt o2+
+ (& x‘—'rn,.z,-f-c,-n}%tl.

La condizione (a) da

ke=0 Gymoi—e—0 By=ok,

dunque ¢ =0 & potremo fare
ARRIL i) Ly L4 o S
Bf=a o Br=(ast t3s) oo+ (hin by ) o day e

Tl punts reale di coordinate (0,1 ,0) rimane invariato per ambedue 1o trasfor-
mazioni,

Inpossibilith dei grappi Gs di movimenti.

Por quants abbiamo dimostrato al paragrafo precedento non esiste alomn spazio
che abbia per grupps completo di movimenti un Gy. Na risulta di pid che se uno
spasio ammetiesse un sottogruppo Gy di movimenti, ammottendo anche un G, sa-
robba & curvatura gostaute. Ma possigmo facilments andare pit oltre o dimsstrars
che § gruppi G, di movimenti degli spaal a ourvatars eostante non contangono sotto-
grappi eali & einque parametri, ciod:

Now esiste spasio alewns a lre dimensiond, € cui gruppo dei moviment! con-
teaga wie sotlogruppo reale @ cingus parametry.

Supposta I esistenza di nn tale G di movimenti, quel suo sottogruppe G che
lassia fisso un punto qualungue P dollo spazio & cantenuta, pol paragrafo precedunt,
in un Gy realo. Questo Gy sarebbe nesessariaments transitivo perchd, nell'ipotesi con-
traria, con movimenti di Gy si potrebbe portare P devungue ¢ perd ogni punto do-
vrébbe restar flsso per una doppis infinith di movimenti di Gy, cid che 3 assords,
11 gruppo Gy essondo inbransitivo, possismo applicare i metodi sviluppati i §§ 511




45—
o all'elomento Tneara dello spazio 4 eurvaturd costante daremo gui
dslle 6 forme seguen

i (of. ivi) una

@ { 88 = dad - do a2
st = d + e (dck + da) E=—1
ds' = del o (dad - sont pded)  , K=0
(8 At = dirt 4 pen &y (dof -+ sen® iy dl), K=1

{8t = dla} - monlitzy (a3 - sent ey dll) | =1

() ds* = daf + ooshliny(daf - sen® g i) K——1,
chie pongono in evidenza il softograppe G, ai rotasioni attorno ad un punto (1) go-
nerato nel rispettivi easi («) (4) (7) dalle tre trasformazioni infinitesime segoate al

con (@), (#*), (7*). Per ciascana di questa forme dobbiamo determinare, inte-
grando lo squazioni fondamentali (A), Ja forma del grappo comploto Gy di movimenti
ed esaminare se osista un sobtogruppo G di G, contenenta Gs. 11 risnltato essondo
negativo, la proprieth smunciata ne risulta stabilita.

Qui mi limito a svilapparo i ealeoli per un easo, Seogliamo p. o. la forma (pa-
rabolies)

gt =

i+ o (dar} +- )

dell’ elementa lineace. degli spast psondosforici. Tntogrando le equaioni del § 7 faeil-

ments troviamo che il grupps’ completo &, dei movimenti & generato dalle 6 tra-
sformazioni infinitesime:

i x,f—,%i_ S

b gl

e gl

&y
s

Soriviam ora la relative formolo di eomposiionst

(((XiXa)=0 (X,X,

(X Xa) =Xy, (

¢ X X) =X (X,

,'(X.X.)—o (b
(X Xo) = XS5

of (N Xy =—Xof, (X X)=—X.f
X« (X X, Xf
[

X,
)=

(1) Coma si. veds, negll spast s carvataa nulla (encliden) abbiimo dio forme diverse dall’

Vimoare corrispundenti P'una (a] al cwso di an centra di- rotagione all e ()
al enso del cantro di rotazione o distanza flnits. Per gli spnai pemudosfesi — 1) abbiama tre
farmo distinte () () (7) secondo che Il centro di rotaciona ¥ all'Iafiuits, o o distarza finits, or-
vero ideale, in ‘fine per Io apazio’ di Rriothxs (K=-f-1) unk sols forinn. Sowo queste ‘sircostanze
geometriche ben noe dalla tooria degll spact 4 enrvatury costante.

XL. 8er. 3", Tom. X1

Socmrh BRI

a“




Ia loro ispesione basterd a dimostravoi che non esiste in Gy alown G, reale conte-
nanta il sottogruppe

Gy XS Xofy Xof]e

Sia infatti Y/ una trasformazione infinitesima di @ che non appartangs a Gy
potremo praadere

Y/ =a Xy +bXef 40X
oon @b, ¢ costanti. In G osistoranno quindi anehe 1 fre trasformazioni infinitesime
(X0 Y) = aXyf — b Xsf — cXof

quindi
aXef, bXf

o pord in ogui caso Kf perchd so m=—J=0 Ia Y/ si riduee a Xf. Ora le quatizo
trasformazion

X %fy Xof, Kof
di G, generano n effetts un Gy esa con
2f = aXof +XKaf
indichiamo 1'ulteriore trasformazions infinitosima, dovrh
(XaZ) = aXyf —bXf
comporsi. con
Xofy Xof s Xof s Bof s 2
o quindi @ifferire da %f solo per un fatlore costante ¢. Sark dunque
a=gh, b=—ga
da ol ¢"-1=0 o perd
=X+ % ;
il che da soltanto un G, immaginario. Dimostrasiont del tutts analoghie, come il lot-
tore pub verifieare, valgono in futti gli altri easi.

§ 88

Tabella rinssuntiva degli elementi lineari.

Sard utile che riassumiamo § risultsti oftenuti vitnendo in una fabella i vart
tipi a oni abbiamo ridotto, nal torso dells Memoria, gli elementi lineari di tutti i
possibili spazt che ammettono gruppi continui. di movimenti
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Dividersmo gli spast stessi in sei eatogorio seeondo 1s spocia del loro gruppo
completo G di movimenti, Assegnismo uno spazio alla eategoria A) quando il suo
gruppo dei movimenti & un G, , alla B) quendo & un Gy, alJn €) quando & un Gy
inirausitivo. L altre dus categoric D) E) contormuno gli spasi il oui gruppo dei
movimenti & fransitive, 1a D) quelli con un @, 1a E) quelli con un G, In fine
la sesta categoria F) comprenderh gli spari a curvatura costante che smmetéono un
gruppo Gy di movimenti. Nella tabella stessa riportinmo anche le trasformazioni in-
finitesime ganeratrici # 1a lore gompozione.

Categoria A).

Gruppi Gy.

At = 3 oy day
o0l costitinti an indipendonti' da 2,
gruppe:  X/= -:-.E

Categoria B).

Grppi Gy.

A5 da? b a did - 28y diva -y i
oon '« , @, r fanzioni della sala iz,

a)
gruppo: k,r_.\—n S
composizione: (X, X) =10
= gl adil 2 (8 — way) dery divy - (adh — Bfirs + y 4k
oon &, 8,y fangion di @,
1)

gruppo:

somposizione:




«)

#)
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Gategoria €).

Gruppi Gy intransitivi,

ds*

o = ) (- )
con g(c) funzions arbiteara di

ks - R < )
gruppo: Lp=gf, W=l Xp=a

composizione: (X, X)=0, (X, XJ=—Xsf, (X K)=X/

d5* = dar} + " () (e - sen’ o, dd)

r by ue p) ¥
BIE \{ Xof—sona é-p—mmcw,gi
gruppo: 2
00t e 56m ..::i

W

Xifs (X% X)=Xaf

Xyf = cos iz,

composizione: (X, X.)=X,f, (%

2 ¥ (2,) (dld - 2™ lt)

f‘. X i—é’; x,,r=m,.)¥’£+

e

grupps:  Lf

e —a L

composizions: (X, X)=—X/, (X;X)=Xof, (Ke X)=—Xof

Categoria D).

Gruppi Gy lransitioi.

+ (e + o) de |
s

composizione: (X X)=0, (XX) =X/, (KX)=X/+%/

.nw}-}m);‘;‘[.-f—x
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e ™05, dis Ay + 695 doh

gruppo:  Xif; = 3L Xpf=— o

iy Wy

composiziona: (XiX)=0. (X, Xi)=Xif, (XuXs)umhXef

Two VII

st = dat o+

gruppo:

iipa .
= i) S,
i

F{eathay) =L

composizione: (X, X)=0, (X, X)) =Xif, (Xa X;) = — K,/ + hXyf

Tico VILL.

Q)

it ag e+ (a2

+ A} doy day -2

Qe ) dedis

essendo Q(z;) un polinomio di 42 grado in oy eol primo coeficionte positivo.
(o nullo), & costunte.

gruppo: | =
e
{x=2L,

composizione: (% X=X/, (XiX)=2%f, (X
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Tiwo IX.

3o din

5 a,,=zgms"—’+a,'m?’-’ +—+—d-

i = 2 51 ) 008, (Mm::,—ccw.r.)—ﬁm,snn’x.-}-u + dsen® 2,

=, a=rcosz (beos 'r,+rscux,)+»--en.r (mn—ﬂrm"’)

= Boos 2y - cB Ty, Gy =

% 006 2, - 801 @ (Bsen 23 — ¢ 008 )

| xr=2L w2 ooty s 2L 2

\ 2 S 2,22,
gruppo: o

s J 082y B

{ Xof son 2y 1 — oty 8 22 e

composizione: (XiXa) =Faf s Ky X =X7, (% Xi)=Xof

tegoria E).

Gruppi G

dla® = dar} - dlf - 2y s it o (1 - 1) i}

( =7 L, wr=2L xy=—Lpat

gruppe: ¥ N
x . L 3
| xr=a il —aL

0, (GE) =X/
(X Xy) =Xf

Pt A
et d Sl L

st = dad o 6% dad D dery iy < 0

|\ xr 37
gruppo: | S
| x

o g)al e

Y =

composizione: }
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dst = dat - (sen® 2 +- 7 008" ) - 2 cos &, iy e - e

S x.f:.i xqfucmx,lﬂwu,m_,g\ I+risvnx,%£l

gruppo:
[ X,ﬁ:—sen::,%—oou. ms.a.i_i 4 R

; K X) =X/, (X:X)=
(X, X = (X, X))

compogizione:

Categoria F).

Gruppi G — Spazl & eurvatura sostante.

§ 89,

CONCLUSIONE.

Classificati cosh tutti i possibili tipi i spas eho ammotiono nn gruppo continuo
di movimenti, rosta soltanto cho diciamo come, dato I elemento linears di uno spazio,
s potrd verificars o 1o spazio stesso ammetts un gruppo continuo di movimenti e,
nel easo affermativo, 4 troveranno le formola che ne riducons I'clemento linears ad
una dello forme tipiche della nostra tabella.

A questo oggetto hasta ricorérs alle equazioni (A) § 1 che sono precisaments, se-
condo Lue, lo eguasioni di definizione (') del gruppo. Con sole operazioni alyobrishe
& di derivazione i valuta il numero  dei parametri del gruppo o i decide della sua
transitivits o intransitivitd (2), siechd & veds sen’altro & quale delle nostio oate-
gorie appatiene lo spazio dato.

1/ integrazions delle equazioni fondamentali (A) ¢i dh poi In forma effottiva delle
trasformasioni infinitesime del gruppo o ce ne fa riconoseere la composizions, dopo
di ohe si decidert subito a quale specio, nells eatogoria, appartione lo spazio paiché
si troverh evidentemento nella tabolls uno ed un solo gruppo che offra la. composi-
sione stessn od una equivalonte,

Suceessivamento si tratta i identificare § due gruppi, ciod A1 assegnare i valori
delle costanti che entrano mel gruppo di forma normale o i caloolare 1o formole di

1} LieEsory, B, I, §
. BL 1, p

50, pay

186
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trasformazione. A falo questions si risponde perfettamonte applicanda 1 eritarl gone-
vali por la simiglianza dei grappi dati mel¥ opera di Lie.

Dopo In rodazione dolla presents Memoria il prof. Ricor richiamd la
wia attenzione sopra una Nota del prof. LEvi-Crvira, ove trovansi gik segnalati par-
ticolari spast o tro dimensioni eon gruppi di movimenti W fro 0 & quattro yarametri
(v. T. Levi-Crvira, Sul mote di wn carpo rigids attorns ad wn punto fisso. Ren-
diconti della R. Accademis dei Lineel, 5 luglio ¢ 16 agosto 1896).

CORREZIONE.

A peg. 812 pennltima linea loggi: Eguagliando i coeficionti i dary dz, & dr, diry
deduciamo subito




