Sui piani doppi di genere nno.
Memoria di FEDERIGO ENRIQUES

presentata. dal Socio B, Bruraant od approvata dal Soco L. Onzsioxa.

1. Nella teoria delle curve algebrichs e dells funzioni ad esse relative comps-
riseono. prime le- eurve iperellittiohs il cui eampo di mzionalits &

& ¥,

dove £ indies un polinomia in .
Come estensiona divetta si presentano” fra o superiicio | prani doppi, ciob le
superficie il cui campo di razionalith &

z ¥y Volay),

dove ¢ indica un polinomio in &, y. Ma lo ricerche intorno ai piani doppi (Crensck,
Nogrusr) 61 sono limitate alla determinazione delle condirioni di razionalitd, ciok alla
determinazione delle forme cui deve potersi rieondurre il polinomis o (zy) con tra-
sformagions birnsionale su z, 7, afinehd v, y, /¢ (7y) sieno esprimibili razionalments
per due parametri. Tale questions @ completamente esanrita.

Congiderando eome appartenenti ad una medesima elass dus piani doppi

z ¥ Vel v X Y yy@EY)

allorchir eon una. trasformazione birazionalo tra ipiani (zy) (XY) si pud trasformare
la curva di diramazione g (2y) = 0 dall' uno, nella curva di diramazions 3 (XY) = 0
deltaltro, si ba il resultato (%)
T piani doppi zazionali rientrano nello tee classi rappresentate dai seguenti tipi:
1) piano doppic. eon curva di diramazione: d'ordine 2 2 (4 = 1) dofata di wn
punto (21 —2) plo;
2) pisno doppio eon emrva di diramzions del 4° oxdine;

) Ot Guasacn « Jabar den Fusamnahesy lr Qlathem, Anailen, I, — Boszwta.« Lbr
ichte der phil. med, Soe 30 Er-

lnm 1878
Socrerk per XL, Ber. 8%, Tom. X, 2
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8) piano doppio eon curva di diramaziona del 6° ording dotata di due punti
tripli infinitamente vieii.

Ora interessa di passare allo studio dei piani doppi (non razionali) di geners = 0,
ancho perchi @ questi si collsgano trascendenti (come gl intogeali doppd di Cumnscm,
Noevizr) che sono la naturale sstansione dells trasoendenti iperellittiche.

Tn questo lavoro mi propengo di portare mi primo contributo alls teoria dei
piani. doppi di goners >0, classificands quei piani doppi he oeoupans naturalmente
11 primo posto dopo i piani doppi rasionali, ciod il posto analogo a quello ocsupato
dalle curve di genere 1 fin'le curve iperellittiohe.

Tale classificasione (il primo esompio di elassificasions eompleta 4" una. famiglia
di superfieie hon tazionali- mediante caratteri) mostrer anche T*ufilith &i un' nuovo
caratters recontements introdotto nella teoria delle superficie (sccanto ai goneri geo-
metrico ¢ numerice).

Ma appunto percht debbiamo fare uso di questo earatters o richiamars alouni
resultati generali’ dslla tooria ‘delle superficie, non sarh mals che cominsiama dal
risssumere bravements ¢id ehis dobbiamo utilizaare nl seguite, anché prima di esporro
i nuovi rosultati qui ottennti.

2. () Nella tooria gonerals delle superficie algebriche si pone » fndamento 1s
possibilits di trasformars ma qualsiasi superficie data in wna superflsie (priva di
singolarith in un iperspazio, o cib ehe & lo stesso in una superficie) di 8 dotata sol-
{anto di curva doppia o punii tipli (dmpropri) che sono tripli anche per la ourra
doppia.

Senza entrare uella questions: tuttors dibattuta se tals ipotesi sia limitativa,
ossérviamo che per 1o superficio rappresentabili sul piano doppio, che qui considers-
remo, 1a trasformaions cui.sopra si allude potrebbe essere eseguits sensa diffeolth
fondandosi sulla nota teoria delle singolaritd delle curve piane (spplicata alls curya
di ditamagions del pian, doppio).

Si abbia una superficie F di S, dotata di sola curva doppia ¢ punti tripli im-
propri: denotiamo con il suo ordine.

Si dicono superfivie aggiwnts ad T quells superficis ¢ che passano semplicomente
per la ourva doppia.

Vi sono in generals sopra F delle curve che godono carattere d'invarianse ri-
spetto a trualormozioni birasionali o dloousi pwros eananichie: esse posiono esger
definits in modo fnvariankivo (%): esse & i su P come se-
sioni (pariali) doll P colle'superticio. g @ ordine n—4 sgginate ad ¥ (fuori
dells eurva doppia contata du volte e di certe curve Jeccezionalif trasformubili in
punti semplici).

11 mumero delle curve canoniche di F, o delle lincarmonts indipendenti,
costituises il gewsre geomatrico superficials p, di F: il genore (virtuale) delle eurve
canoniche coutitnisoa il geners Tieare p di ¥

(") Cfr. anche por Te citazioni 1a mia «
Bricha's (Meorte dell' Acchd. def XT, 1886)
() = Tutrodusions ecc. =, § 36,
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Considerando tatte T superficie’ d'ordine 'n—4 ¢ supponends: che: esse seghing
sulla curva doppia wna serie complata e non spaciale (fatte le opportune riduzioni se
I -datta eirva 'si ‘speia), 6 ‘oftiens una formula aritmeties, detta di. postulasions (h
ohe permette di caleolare il numero: delly gan, linedrmente ‘indipendenti, aggiunta
ad . %

11 numers g, eost caloolato & uguale & p, 56 @ vera I'ipotesi uoll quale si ¥
istituito i caloolo: cid secade per lo superiieia ehe si considersno coma regalari.
In caso diverso & g <pp

11 numero p, dicesi geaere Aumerico di F ¢ s pud darne un significato inva-
riitivo (*) che Mmostoa coma’ esso mon’ mnuti per una tsformata di F (fatte op-
portune modificazioni. se le - singolarita; dolla ' detts superficie trasformata  sono. pit
elovate).

Sopra F' possono ancora in gonorale definirsi corto cwrve dette beanoniche che
godona. purs del earattere &' invarianzs. por trasformazioni birazionali (f): euse s otten-
oo eome © sezioni’ (parsiali) i F colle ‘superficie: ®g-y d'ordine 2n—8 biag:
giunts ad F, ciod ‘passanti-dus volth per da ourva doppia dil T (s non speszate in B
evin mna residna superficie). I ‘numero dells curve  bicanoniche. di F linearmente
indipendenti costituises il bigensre P di FL

Noi ol riferiremo a superticie P (regolari) di geners g, ==y, =1. Bsse hann il
bigenors P =1, parshé 1a .- (aggiunts ad F) contata dus volte costituisce uua @y, -y
bingginnta ad B. Nel 'caso ‘che di ‘wolito si considera come generals, non esistono
alfre ® Ly aggiunta ad P, se non quelle appartenenti al sistoma liteare determi-
ato dalla: detta @y o=y 8 della F presa insieme ‘eon s’ arbitraria supariicie d'or-
dine; s —B (se/% = B), iod &i ha in generale P=1: mu pud anche essere P>1
od avorsi su' F (una sola curva canonica ed) infinite curve bicanoniche.

Noi ci riferiremo & superficie per le quali, clire ad eésere p,=pi==1, & anche
P==1, ossia alls supsrfizis che hanao aiti i gensri ugnali-ad o (vedremo tra
un mentento che per 1o superficie aventis py=p. =P =1 anche il gencra linears pit!
deve considerarsi come uguale: ad. 1, mentre non vale 1 inversa, eiod lo superficie
aventi p,=pn=p'" =1 possono avers P=1 o P=2).

8. Ricordate 1o nosioni. procedonti notiame cho lo suporficie razionali si otten-
gono uella elassifienzione delle supoficie in corei ai valori nulli doi geneti (¢)
@ percid i pud dire che il risoliato precodentements citato di Crznson-Nostaxs (a.1)
12 classificasions dsi piani doppi aventi i generi wulli (py==py=P=0).

Nel presents lavoro si risolve il problema snecossivo della olassificazions dei piani
doppi aventi tatti i goneri uguali ad 1, o si ottiene il teorema:

I piani doppi; che hanno tutti { goneri-uguali ad 1 (py==py=P=1) rien-
trang in wn dalls f elassi rappresentats dai seguenti tipi:

1) piane doppio con’ exrva di diramasione del 6° ordine;

(1) Cfr, Boeruen (Aunali 3 Matrmatics, £, V1

@) = Introdusions cco. » § 40,

%) wintrodusione ece. = § 0.

(49 Casrsssvovo « Sulle superfioie di genere sero o. (Memoria Acoad. XL 1808),
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2) pians. doppic con curva i diramasione di 8 ordine dotata di dus
punti- 4plé ohe possona sssare ifaitaments visini;
3) piano doppivicont eurva di diramasione del 107 ordine dotata di um punta
7plo ¢ due punti. 3pli infinitaments vigind (distinki);
4) piano, doppio con ewrva di diramasions del 12° ordins_dotata di un punto
Splo ¢ tre punti. Ipli infuitamente vicini (distinti)s

SL

4. Avanti 'di entrare &, parlare piit spocialmente. dei piani: doppi, dobbiame. fare

alonne osservagioni generali: riguardanti I superficie B per lo quali
Py=pa=P=1,

Cominsiamo dal risardate ks ogni superfitie regolare di gonora 5 (==py== ) >0
pud essero trasformata in wna superfisio F' senza curve ccoazionali. (ourve trasforma-
bili n punti sempliei).  La F/pud supporsi priva di singolarith in un certo ipetspazio S,
& eni appartiené. U sistema lineare irriduotbils, |C] privo i punti base su F sl dio
puro: |C| s dico semplics se esso & talo che' il passaggio di una ¢ por un punto
generico di F non porti di conseguenza il suo passaggio per altri punti di P (quindi
@ ? almune).

Dato su F un sistema. puzo/semplice |C} resta definito su T in altro sistema [ €],
aggiwito & (O], di eui s curve. segano gruppi canonici alle C e che pud. conside-
rarsi come somma di |G el sistema eanonico (1) Essende py=p, ,|C'] séga sunna O
1a serio canonica completa: percid dssendo |O] semplics’(in guiss cho pud supporsi
sssoro il sistoma dolle: sezioni inerpiane di una trasformata di. B) |C') ¢ irridusibilo
o non ha punti base su F, ossia & anch’ st n sistema paro.

Donotando con v il genere (delle curve generichs. O ossia il genors) di |Of,
con 7 il sup grads (nimero delle intersszioni di due €), con = il genere di €, ¢
aom p il genere linears di P (ossia il gencre virtuale delle: curve canoniche, sup~
poste esistenti) si ha
[¢)] ph=n'—8{m—1)+n:

questa fomals segno dalla propriet dello urve canoniche K i segars la curvs O
in 2(w—1)—n puati, e dall‘essare

[C=[C4-K}
Denotando ancora con # il grade di |0 si ha pure la formals
@ PO — 1= —d(r—1)-n.

Lo formale (1) (2) sono senz'altro applicabili al esso che la superfisie F abbia
il genere
P=(p=p=)1

() = fuirodusione eee. » IV, VE




— 205 —
purchd esista su di essa una efvttiva eurva canonica. Ma nel easo p==1 tale curra
b ancha mancare, giacchd se si suppone Ia F' proiettata da punti esterni in una
supecficls ' di S, avente wn certo ordine o, 1 interserione della ¥ colla superficis
aggiunte @ ordine @ —4 pud essore costituita soltanto dalla ourva doppia
In questo caso manca il significato assegoato a p™, T Possiamo dncofa pren-
dere convenzionslments

P = —8(r—1)Fn

come gemera' virtuale della surva canonica (non esistente) e ehismarlo geners linearo
i F, avvertondo oho osso conserva ancora il suo carattors ' fnvarianza () 1 g
pub ora valutarsi subito,

Tnvero (mancando il sistema canonico |K[) si ha ora

|€=1c}
& perd
=

o, una €' segando una O in 2 — 2 punti, & ha

n=2r—2,
siochid
=1,

Sussiste allora anche la formula,

@) =

Vediame ora ¢he valors pub ‘avers il bigensrs P &' una superficle regolare di
genere p= (py=pu=) 1.

11 mumero B — 1 rappresonta la dimensions del sistema dopplo dal sistema ca-
nomico: se dunque manca su F la curva canonics doved prendersi P=1.

Supponiamo invece che esista su F una effettiva curva canonica”di' genere p'.

Bssa pud considerarsi come un sistema. lineare [K| di dimensione 0, ed i si-
stema bicanomico (cho il pit awpio sistema linenro enf appartione li K- contata
dus volte) come il sistema |K| agginnto o [K] secondo 1o definizione data nells min
« Introdusions ecc. » di sistema aggiunto ad un sistema lincare comunque riduci-
bile di dimensione > 0 (2); quindi in virth dei risultati generali ivi dimostrati 1
imensiono del sistema bicanonico |K'| sard

Wi fr—1) 1= 0.

P—

= (8):

0) & Introdusions vee. = § 41.

(%) Cr, 1 esservazions in fine dol § 27,

) L e. § 40, Véramante in quel mgionamenta si suppone ls dimansions i K] >0, ma i1
Tagienamanto vale anoors. in questo caso, almeno pey dimostrare eche & P — 12 60 cib che & nol
qui bastar si vodrebbo poi 1" sssurdith dl supporre P —1 = pi
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sirha dungue
P paply

formula che non & piil vérs so manca su F la ourva canomica, poichi in questo easo
sivd datbo, doversi prender
=1 P=1.

5. Ora ¢l proponiamo la soguente questione:

Lia supesficio I pud possedere una. effettiva curva canenica: di genero (virtuale)
2 #; in alkre parole pud essera P — 1 per/una supecficio F cho posseggn uns
offsttiva curva canomion®

La risposta @ negativa.

Faociamo 1a dimostrazions per assurdo.

Supponiamo dunque ¢ho sopra la superficie F i genere p=(p, = pa—=)1
ssista una. effettiva ourva canonica K di genors (virtusle) g =0, Sia (O] wn o gie
stama lineare irriducibile semplice puro su F. Sieno #, # il goners ¢ il grado di
|C|: 1a curva X ineontrs 1a-C in

Sm—1)—

puntl.

Sia |¢'] i1 sistema aggiunto a | O] (che '3 ameh’ esso irriducibile, semplics, puro),
& sieno ', o risp. il gonero & il grado &8 |C'} Si ha dalle formule (1) (2) (in eui
3 poito pP =)

o =3 —L)—u

!

A(r—1)—n—1
o paroid
s — 1) — =2 —1) —a—

Sagua cha lo curve € incontrano la K in tin numers di punti (2 (7' — 1) —#)
minore del numere delle infersezioni di K eolle €.

Dungua procodendo & considerare il sistoma. agginnto & |C7] e cosh viasi ariva
ad un sistema irridueibile seamplico, puro, |0¥], i cni lo- curva non incontrauo K, tale
dnnque che (indicati eon /vy 7 il Su0 genere e il sno grado) si ha

2 (my—1)— i =0.

Trasformiamo la superficie F in una B, (11 ordino-a.) in 8, aventa come se-
alone piane o eurve generiche C': sulls F,, manca la curva canonicas mn. si po-
trobbs penzars chs esss venisse rappresentatn dall'intorno di qualche punto multiplo
(non mai di quelehe punto senplice di T, perchid dalla curva canonien K si sono
gia esoluse lo componenti eccezionali).

Per climinare il dubbio che qui sl prossnta ossorviamo che si pud supporrs di
aver preéo |C| in modo che sia prive di curve fondamentali proprie (ciod di curve
fondamentali diminuenti il geners delle curve residue); allors In stessa proprieth

o g
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vale per %) (") e quindi B, mon ha punti multipli propri, vale s dire.la sezione
plana. generica di T, fatta ¢on un plano passinte per un punto: multiplo 0y ha lo
stesso genere v, della sesione non passante per 0.

Ossarvato cid, vediamo se I'intorne d'ua punto multiplo O pud eostitaire (futo
o in parte) I curva canonica 1 Fu . Se O & iplo, esso (sesendo improprio) & (£ — 1) plo
almeno. per Ja snporfivie g~ ordine n,—4 sggiunta ad F,,; dovrebbe essers iplo
perohd il suo intomo facesse parte della ourva canomica su K, .

Ma questo # impossibile perché allora in un piano generic per O Ia ssriane di g, —s
e di B, si; sogherebbero in ¢ puni (infinitamente vieini ad 0) fuori dei punti multipli,

del pari analogamente impossibile cho (non fuite ma) s parte dell'inforno

di O su F,, facoia parte della curva canonica.

Dunqué_quests curya canonien nom pud vemirs n aleun medo rappreseniata
su ¥, e perd non esiste nemmens su F.

Resta cosd dimostrato che:

Le ‘uperficie di gensre p, = po =1 6 di bigendro P==1 non possaggonn ouroa
canonica ed kauno quindi il genere Nndare (virtuale) P2 = 1.

8i dedoes ()

Sopra una enperfisie avents i generi

Pr=pa=P=1

(eho pubd supporsi gid assunta senza ourve cocezionali o senza singolaritd in un iper-
spazio):

ogni  sistema lineare frriducibila puro’ di genere s & 'di grado 24—2 o di
dimensions 7r;

ogni sistaa lineace irridusibile oo™ i ganers v o grado 2 m—2 8 purs (7 = 1);

ogni’ sistama linears frriducibile (oo’ almeno) di geners v o grado m, dotato

i o punti baso 41 molteplicith risp. . 0a . 05, & coBtennto i un sistema linesro
pur di genors

aneg Folol)
& 8 grado

Neensowt T

§ 1L
6. 8i abbiz uns superficie ¥ aventa | gmar].
B=pm=P=1,
sappresentabile sul piano doppio.
(9 Cfe. Cusvrvsaworo s Selle superficie di genere sort =, 1. &.§ 5.

() Cfr. Jo mia = Ricerche di. geometria slls G algebriche =, Memuris dell' Aeead, i
Torino 1800 (IT1); ¢ Ia « Futroduzione ece.s, § 42.
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Possiauo’ supporrs: P proiettivaments data in un eerto 8, in guisa che esss non
abbis aleuna singolaritd ¢ non possieda eurve eccezionali.

Sopra F si ha una involuziond/ I di coppla di punti; 1o coi coppie mrmmam
ai phinti el piasie’ dopple.

Tignardata T eotne una trasformazions (involutoris) di B in sb stessa, non vi'd
aloun punto (fondamentale) di F cui eorrisponda una eurva, giscchd tale eurva sarsbbe
eccozionale.

Un sistema Hneare st T s dick appartensats all'involuriono T so 1o suo ourvo
passanti per un punto di T passano in conseguenza per il coniugato in 1.

Dico eho i possono costruire su F' doi sistemi lineari senza punti base (puri)
appartenenti ad L

Invero i considerino le quadriche inviluppo dalla 8, oui' ¥ appartiens, come gli
elementi (punti) di un 5-42 in questo spazio lineare EM & contenuts la varieth

di tutte le coppie di punh di 8, ¢ in particolare lo mpme di punti di F' appari-
scono in esso coms i « punti» d'nea superfisie ¥ in corrispondensa [1, 2] eolla F.
Al sistoma. dello sezioni iperpiane di B' (in 8..) corrisponds appunto su F un si-

0

stoma lineare puro |G| appartenente all' involuzione 1.
La superficie ' si pud eonsiderare comp una suporficio (razionale) doppia, tra-
sformata della F, ottenuta eol riferire projettiramente aghi iperpiani dello spazio (Spuren)
s

che In conticne gli elomenti (eurve) del sistema linears ] od il fatta che |C] &
puro si pub esprimora dicendo che 1a ‘suporficie: doppia ¥ non_ possieds curve osse-
zionali, ciod carvs a cui corrispondans punti di F.

Possiamo. agginngers n‘alira ossérvasions e eiod oho |G| costruito nal modo
auzidetts non be su F aleuns curva foudamentalo, (sll infaari delle coppie. di I
giacehd ad woa ourva fondementaly di |C| su F, corcispanderebbe una singolarita di ¥,
mentre dus punti (non contugati) di F danno due eopple di T, & queste preadono it
some di due punti &1 K

7. Rapprosentiamo punte per punto le superficie B sopra un piano 7, ¢ sia |K|
il sistema linoare delle immagini delle sexioni iperpiane di ", Ii piano r & un pinuo
doppio rapprosentativo dalla suparficie F di genere 1; il sistema K| & mn sistema
di eurve piane di s, privo di eurve fondomentali proprie, eui corrisponde su F wn
sistoma puro (|C]): Se & I'ordine dello K e p>>1 il loro genere, consideriamo
lo w?=! curve d'ordine n—3 aggiunte alle K; esse formano un sistema lineare che,
spogliato dells eventuali compononti fsss, costituisoe il sistoma aggiunto () (puro)
|| di [K|. Dieo ohie & |E'| corrisponde (como a |K[) un sistema puro su F.

Tnvero si supponga I'opposto. Allora il sisterna {K'| devs avere qualche punto
base 0 sopra la superficle F' rappresentata dal sistema [K| in #r: ma qussto & im-
possibila perehi 1s curve K (considerate su F) segeno In serio canonica completa
sopra ogai seione iperpiana di genore p, o la sezione génerica di F per un punto

() Cr. Chsmiasivovo « Ricerche awi vistemi lineavi di curee piane o (Memorie dell'Acead. di
Torino 1891,
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arbitrario O ¥ sempre di genors p, poichd B non ha punti moltipli. Si’ ossservi che
non importa qul tener conto del fatta ehe B’ @ priva di singolarith, basta tener conto
del fatto ehic F' non ha punti singolori diminventi il genere delle sezioni iperpiane
per essi, ciod che |K| non ha curve fondamentali proprie.

Cib post 56 |K'| & irriducibils, semplicé & privo di curve fondamentali proprio,
© 88 esso ha ancora il geners 1 potramo eoncludera ngualmente eho il suo sistema
aggiunto |K"| rappresenta un sistema puro di F e cosl via. Ma & nota che so [K'| &
irriducibile e semplice, esso & purs privo di curve fondamentali proprie ()

Noi siamo duqué ‘condotti ad esaminars quands avrerrd che spingendo I'opora-
zione: di agiunzions el piano ., a partire da K], si incontri un (primo) sistema
linears riducibile, o non semplics, o di genero =1.

II sig. CasrELxvovo ha gid avuto occasione di occuparsi di tale questions, ma
non ha pubblicato completamente i risultati ottenuti; egli mi comunica I conelusione
soguonte:

L' operasions di aggiunsiona suscessivaments applizata nel pianc a partive da
un ‘sistema linsars {rridusibile, semplice, prive di curve fondamentali propriz,
conducs sempre ad wno déi soguenti sistemi:

1) Sistema lincare (" almeno) di curve rasionait, determinato dal gruppo

tema ha wna dimensione > 1 esso & semplice @ non pos-
ropris, elod mon & rappresentativo d'mn cono).

2) Sistema lineave, érriducibile, semplice (oo® almens) di cwrve ellittishe
prive di eurve fordamentaly proprie, determinato dal gruppo base.

8) Rete di curve ellittiche riducibile (per {rasformasione birasionale) alla
rats delle cubiche passanti per 7 punti base.

4) Sistema lineare «® di eurve di geners dus riducibile al sistema; delle
séstiohs con 8 puati dase doppi (%)

Noi- possiamo dunque afermare cho-sul piano doppio = i ha semupre un sistema
lincare del fipo 1) 0 '2) o 8) o 4) rappresentativo di un sistema puro sopra F.

Andiamo -a discutors pattitaments i singoli casi che si presentano.

8 Caso L. Bests sul planc doppio - un sistema linears ( oo alinenc) di ourve
ragionali rappresentativo i wn sistea puro sopra la suporfisie (di genere 1) F.

Indicheremo questo sistoma con’ L

Amituito:

@) {L| pud essere un fascio: allora si ha in corrispondenza su F un fascio
purs appartenants all'involuzions T (di cui 1o coppis sono riferite ol punti di m);
questo faseio & nesossariamente eomposto di cueve ellittiche (. 5).

8e |L) non & un fascio (o quindi ! almeno), possiomo considerare wna: super-
ficie rasionale normale & rapprosentals su =, avents come (immagini delle) sezioni
iperpiane le curve razionali L: la @ 4 uoa immagine doppia senza curve eccezionali
dalla superficia F.

(1) Ofs. Orsrevovo » Swlle superficie di genere zero
() La dimostracions 3 queste’ teorema & trova. moll A@Jmnlu pakblicata alla flne dells
MomoTia.
Socrerh oe XL Ser. 8% Tom. X, 27
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Ora si hanno i tre casi ('):

) La superfioia © & un piano. Allora allo rette (L) dol piano @ corrispon-
om0 su F lo ourva!di una rete pura di grade due o (perd anche) di geners dus,
appartenente all'involuziona T (n. 5).

+) La superficie © & una suparficio di VEronzsk (del 4° ordine in 8,).

Allora su @ vi & una reto (omoloidies) di coniche, scnza punti base, cui ca
sponide su F uoa rote pura di grade due e (perd anche) di genero duo apparten
all'involuzions L.

) La superfieie ® & una rigata (xazionale normale) d'un esrto ordine a— 1,
appartencote ad un S,, ma (nel nostro caso) non un ocono. Allora alle generatrici
di @ corrispundomo su F lo ourre d'mn fascio puro, dunque curve ellittiche,

9. Caso; 8. Esiste su m nn sistema lineare (co® almeno) irriducibile semplice
i curve ellittiche, privo di curve fondamentali proprie, eni corrisponde un. sistema
puro (appartenente all'involuzione I) sopra la superficie F di geners 1.

Sia |I| questo: sistema, determinato dal gruppo bass.

Possiamo considerare nna superfieio razionale normals & rappresentata sul piano 7,
avente come sozioni (piane o iperpiane) 1o L: talo @ & priva di punti doppi, man-
cando (L] di ourve fondamentali proprie: In @ pud riguardassi come una imniagine
doppia sema curve estezionali della superficis.

La @ & moteriamunte nna superficie d'on certo ording & (= 9) in S, ¢ non avendo
puati doppi contiene’ (almeno) wnn ete omaloidica senza punti baso di ourve razio-
nali, cubiche o quartiche (). A quests rete corrisponde su F una rete pura di grado
dus ¢ (quindi) di genore due.

10. Caso 8. Esisto sul piano s una rete di cubiche |L| con 7 punti base, cui
corrisponda un sistama puro su F.

Alla rote di onbiche |L| corrisponde sulla superfisio F di gonere 1, mma vote
pura di grado 4 appartencnte allinvoluzione I: 1o curve dolla rate (sssondo quests
di grado 4) hauno il gonere 330 I rete stassa @ contennta in un sistema lineare
completo (rispetto al grado o rispetto sl genore) |C|, di dimensione 3.

Questo sistema || non appartiens all'involusione 1, altrimenti gli corrisponde-
zebba sul piano doppio = un sistema. lineare oo® contenente.la. rote, di eubiche |L,
e avente lo stesso grado 2, menire un fal sistema sul piano v non esiste.

Pubd bensl darsi che il sistema |C] non sin somplice ed appartengs ad un'altra
involuziono T’ su Pz guesto & I'inico caso possibile se [C] non & semplies, perch
1a serie {canoiica) segats sopra una C generica dalle albre O (sovie caratferistica
di |0f) & sempre semplios oppuré composta con una gy, 8o la G & iperellittica.

Aggiungasi cha se |C| sppartione ad una involuzione T', ad I' corrisponds eu
wna serio @i coppie di punti cui appartiene la rete |L, ossia Iinvoluzions (di coppie

(1) Deduslons immedista dol toorema df Proann « Sur les surfacas algébriques dont tontes
ions planes sont wnicursales » (Crelle, Bd. C), Cfr, anche Gecais (Circolo & Palermo, t1).
%) 1 lettore potrh trovars mccolti § romultati notf sulla superficie a seaioni ellittiche (Dxu

Pazzo, Gucors, Castresuoro) nel mia lavor dei Mathem. Annalen (1805) « Sui sistemi lineari di

superficis algebricke od intsreesioni caviabili iperellittiche ».

L
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di punti) dotorminata da quosta reto: dungue ln' (supposia) involuziono 1" deva esser
pormutabilé eoll'involuzions 1, per modo che ls I faceia corrispondere ad ogni coppia
i punti coniugati in I', una coppia analogn.

Comunqno sia, 'involuzione T su P trasforma in st stesso il elstema eompleto |C|,
poichd trasforina in 83 una ete dello stesso grado e in esso contenute (la rete cor-
rispondente ad |L|).

Riferiauo prolettivaments gli clementi (ourve) di |C| ai piani & 8 la B si
trasformerh in wna superficio F, dol 4° ordine, eventualmonts ridotta ad uma. qua-
dries Py doppia (i oui punti rappresentorebbero lo coppie di 1), invaluzione T viene
rappresentata su Fy o su Fy da una inveluzione, subordinata da un'omogeafis invo-
lutoria oho {rasforma in s la superficie. Vi & una rete di ‘sezioni piane unite: (le
curve torrispondeuti alle oubisho T di ), dunque l'omografia, che trasforma n sk T,
(o Fy), e subordina su di essa Vinvoluzione 1, & nn'omologia (armonica).

La eurva di ooinoids di T it alla curva di di ione del piane
doppio ) & la sezione di Fy (o F;) col piano domologia.

Danque la curva di conincidenzs di 1 su F appartiens al sistema complete |Gl.
Di qui segue che la curva di diramaziono dol piano deppio # @ una: sestica eon 7
punti doppi, civé nma eurva del sistema |2 L] doppio della rote di cubiche |L}. Tnfatti
sseguendo la trasformasione [, 2] che fn passare da = ad F, si passa dal sistema |2 L|
al sistoma [20] e dalla enrva di dirsmazions di m alla curva di coincidenza di T
contata due volte, ciod ad una eurva del sistoma (comploto) |20

Si' deduce cho alls rotts del plans = corrispondono &u F' 1o curve di goners due
di una rete di geado due, (rote pura).

11, Caso 4, Bsisto sul plano 7 un sistema lineare «o? |L| di sestiche di genero
due, con '8 punti base doppi, rappresentative di un sistoma pure sopra .

Al sistema, |L]| & grado 4 corvisponde sa F un sistema puro di grado 8 8
(quindi) di genere 5, contenuto in un sistema completo co® |G| (dello stesso grado
o gonere).

Ragionando coma mol numero précedente si prova che |G| & semplice, uppire
appartiene ad wna involuzione I' permutabila con L3 dere aver lusgo il secondo caso
50 sopra lo € mmagini dlle T lo altre © segano wna seria (canonioa) composta,
ciod 50 quelle C sono ipersllittiohs (sd allora si deduce che sono iperellittishe tutte 1o C).

Dico eha effottivanionte, il futto enuneiato deve wecaders, o quindi |Cf dove

ad una ione 1' su F ile con 1).

Nof u tal fine, che wna O immagine di una L possieds una serie g'y aulo-
reaidua (rispetto alla serie canonica), corrispondente alla gly di T, perehi alla serie
caratioristiea i |L] (composta colla g%) corrisponde um g contenuta nella’ serie
<anonica di C: ogni gruppo della mominata ¢, & mutato in b dall inveluzione di
geners due 3y Ta cui coppis somo rappresentato dai punti di L. Cid posto I"afferma-
ions precedente si riduce all' affermazions del lomma:

Se una ewrva di gencre 5 possiode wnn involusione di geners due y'y (di
coppie di punti) fa quale muti in 3¢ ciascun gruppo di wna serfe g's awloresidua,
la curva ¢ iperellittiea (@ 1a g, & contenuta in una g% doppia della g').

La dimestrazione del lomma si fard par assurdo.
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Una ourva di genere 5, non iparellittics, pud rappresentarsi colla earva cano-
vica Cy dordino 8 di S, Suppongasi che su G, vi ein una involuzions ' di genere
due In quale muti-in s eiasoun gruppo di una g', autoresidua.

La coppie di groppi dells g%, formano una g% segata su C, dagli iperpiani per
una retta #, da cul €, vieno proiettats seconds wn cono quadrico di 2 specie Q-

Le eoppie dolla y'; vengono congiunte dalle genoratrici di una rigata (di genera
dus) il cui ordine & 63 (') quests rigata giace sul cono Q, ed ammette la direttrice
7 (asse di Q) come retta doppia.

I/ involuzions y's su Oy viens subordinata da un’omografis involntoria di 8,
che trasforma in 98 Cs, la rigata di 62 ordine, ¢ il como Q: questa omografis ha
come  punti amiti (doppi) i punki di . Essa possiede ancora un piano di punti uniti
(ton incidante ad r) che incontra tutte lo genaratrioi della rigata (ognuna delle quali
possiede dus punti wniti): la sexions di quests pians eolla rigata {appaztenendo a Q)
&uma coniea 4 necossariamente doppia per la rigata. Ma gquesta conclusione & as-
surds, perchd la corrispondema [2,2] che viene ad interceders fra + o & ha il ge-
ngro = 1, mentrs essa dovrebbo avera il genors (due) della rigata.

Cosh il Jomma & stabilito.

Dal precedente lomma segie, come sbbismo detto, che il sistema |0] su E ap-
partione ad una involuzions I, permutabile con L Riforends. projettivamenta gli
alamenti (surve) i |C} agli iperpiant di S;, s ha in 8, une immagine doppia di F,
del 4% ordine: Ia indicheremo con F. Sopra Fy vi ¢ una involuzione rappresentutiva di L

8i pud supporre che 13 Fy sia una rigata o una superficie di VERoNESE.

Nella prima ipotesi (dato che essa sia possibile) alle generatziel di F, dovreb-
bero. corrispondere su & le cubiche aggiunto alle sestiche L: a queste cubiche cor-
risponderebibero dungue s F coppie di curre ellitiche d un fasoio. necessariaments
vazionaln (perehd la F & regolara (2)), ¢ quindi d' un faseio puro sn F: la eurve di
coincidensa dell involuzione 1 su F' sarsbhe costituita da due curve del fascio, & perd
la curva di diramazione del pisvo doppio = sarebbo composta di dus delle nominata
oubiche, ossia sarebbe nnn sestica L (spezzata).

T F, sia, invece, una superficie di VERONESE,

1. involngione 1 di F muta in-ed lo eurve 4 un sistemn co® dello stesso grado
8 contenuto.in |C) e perd muie in si il sistema completo |C]. Questo vuol dire che
1a T su F, & subordinata da un’omografia involutoria (ohe teasforma in se T,). Ora
un'omografia involutoria di 8, che trasformi in sé uns superfioie di Verosese Fy, ha,
su- questa, una eonica di punti wniti, ed un altro punto unite. (Lo si vede rappre-
sentando F sul piano in guisa che alle sue coniche corrispondano 1o rette del planc).

La detta conica, congiunta al punto nominato, rappresenta la curva di eoincidenza
i Tsn P Ma al detto punto unito sa Fy corrisponde (come & facile vedere) su =
il 9° punto comune alle cubishe aggiunte alle sestiche L (aventi 8 punti base doppi),

(%) Sxowx, per sa. nella Vot « Sille curva uormali di género p... Read. dell' Istit. Lom-
bado, 1883,
) Castatsoovo s Alouni resltati aui sistomi lineari di curve appartenenti ad wna s
perficia algebrica n, n. 10 (Memorie del'Accad. dei XI,, 1895).




—215—
il quala punto di 7 & immagine di una’ coppia comune alle involuzioni 1 ed I' su
F; dunguo alls eurva di diramazions del piano doppio = corrisponde su F una enrva
che, contata due volle, appartienc al sistema eompleto |C| (rapprescntato dalle quar-
tiche sezioni iperpiane di Fy).

Bi deduce, analogamente a cid che gi & fatto nol nwmero precedents; che la
curva di diramazione del piano doppio & & una sostios T (con & punti. doppi.

Quindi alle rette del piano doppio s corrispondono (in ogni caso) su F le cnrve
i geners due di uns rete di grado 4 (rete pura).

12. La nostra analisi essendo compiuta possiamo riassumers i resultati. obtenuti
enneiando il teorema:

Se una superficic ¥ avente dulti i geners uguali ad 1 & rappresentabils sil
piano doppic, vesia possieds una involusions rasionals I di coppie di punti,

1) ia superficis contione wna rete pura di genere dus ¢ grado dus appar-
tenente all involusione 1,

2) appure contiens un fascio lineare pura di ewrve ellittiche similments
appartenente all’ inpolusions 1.

Nel 1¢ caso la rappresentazions di F sul piano doppio v i cui punti sono ri-
fariti allo coppie di T pud esser fata in modo che la curva di diramazions sia una
sestica.

Nel 2° caso in modo che alls curve ellittiche del fiascio nominato corvispon-
dano (doppiaments) ls rette d'un fascio in , ed allora la curva di diramazione del
pisno doppio s segherd lo rette di questo faseio in 4 o in 3 punti variabili ciod sark
una ourva &'un certo-ordine 2 aveate un punto (2n—4)plo o (22 —3)plo (nel
centro del fascio).

S la T fosse mppresentata in un altro modo sul piao doppio 7r, si: potrebbe
sampre ridutoi ad uno dei oast precedenti operando una. tmsformazions birazionale
nello stesso piano .

§ TIL

18. Per esaurive la classificazione dei. piani doppi aventi tutti i generi nguali
ad 1 noi dobbiamo ora esaminare quali tipi di plani doypi con eurva. di diramazione
d ardine 6, o d onding 2 dotata di punto (21— 4)plo o (22— 5) plo riescono effat-
tivamante i genere 1.

Si ha anitutte :

11 piano doppio con ssstiea di diramazione ha in generale futti i generi ugnali ad 1.

I ensi di degencraziong (eorrispondenti a noto singolarith della sestion) portano
a noti piani doppi rarionali o @ piani doppl rappresentativi di rigate.

Penendo conta dal fatto che un piano doppio con eurva di diramazione < 6(=4
o =2), ba il geuers O, potremo limitarci nel seguito all’esame di pinni doppi o
curva. di dimmagions @ ordine 246, dotata di punto (23— 4)plo 0 (25— 3)plo.

14. Se i costruises un piano doppio prendends wna qualsiasi eorva di dirama-
sions sy d ordine 257>6, dotata di punto (Zm—4)plo o (2n—3)plo O, questo
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pland doppio visulta in gonerale di genore >>1. Bisogna dunque ricercars le singols-
rith ultariori ‘da attribuirsi & Cu porehd il plano dopplo risulti di genere 1.

Ma, pel nastro seopo, st pud indifferentements sostitaire ad nna data Gy, una
analoga ourv di diramazione Cyy operando nel piano una trasformazione di Jonquisres
¢he lasei immutate il faseio i Tette di cantro O (pur scambisndone fra loro le rette):
di ofd possiamo valerei, voearrendo, per semplifieare la ricorea.

B possiano anohe supporrs di aver gia portato all'infinito il punto O, ispsnendo
(eventualmente) &' une trasformazione omografiea ‘del piano: @ supporre ancors (swnze
sestrizions) che 1 retta ll'infinito dol piang mon st stacehi da- Oy

Allors. assumiamo un sistama di assi cartesiani ortogonali wy# i fruisa ehie
V'asse  abbia come punto all'infinito il punto O: sia

g(ey)=0
I' equazions della curva di diramazione Cs, del piano doppio; il polinomio ¢ (zy)

sard soltanto di grado 4 0 3 in 2.
Costruinmo Ta superficia F che ha per equazione

F=gzy):

o35 & umd immagine (semplice) del nostro plang doppio: il suo ordine &2

Indieato con A il punto all’ infinite dell' asse 7, 1a F ha A come punto (2 s—2)plo;
1a F possiedo inolire la robta O A (retta all'infinito del piano ) eome (2n—4)pla
o Tisp. (21— 38)pla seeondo la moltiplicith di O per Cy,; infine la F possiedo una
curva doppia (sia pur ridotta all'intorno di A), eho vieno prolettata dal punto A so-
condo un cono d'ordine n—1 (V).

Le superficie d'ordine 22— 4 agginnte ad F sl speszano in quel eono fisso (1'or-
dine #—1) od in residue superficio gy 4 ordine A—35: queste g,y si spez-
sano in groppi di #—3 piani passanti per Ja retta O A, essendo ollittiche le sexioni
di F con questi piaui ()

So 18 Oy non ha altre singolarith oltrs O, 1a F'ha dunque il gencre n—2.

Ulteriori singolarita della P posssono corrispondere soltanto ad ulteriori punti
i Ceu oltre 0. 8o Cy, b un punto multiplo B ¢he influisee (sulla dstor-
minazions dalle suporfisie aggiunts o quindi) sul genere di F, il piano che projetta B
dalla rotta O'A si stacca da tuito 1o g, [ sua sezions eon F' costituiscs una ourva
sccezionalo di F rapprossntata sul plano: doppio dalls retts OB.

Dunque il piano dappio non pud possedare altre curve eccezionali che rotte proiet-

(1) Gl Ta mia Nofa s Sopra L superficia’algebriche di cui de curve canowiche sond iperet
litticha » , § 6 (Acead. d 1896).

(1) Cfr. Nokruzs, « Zur Theoria dos sindeutingen Butsprechens alyabraischar Gebilis » (Mo
themat, Annalon. d, VIIT).

 Cusveunvovo « Oiseruasiont intorad ofla Goomotria sopra wna suporfieia s (Nots T, Istituto
Laombario, 1891}
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tanti da O un pinto multiple dalla curva Cy,: cid & d'accordo. col fatto b il fa-
scio dolle rette per O dsve rappresentare tn fascio puro & F.

15. Cib posto supponiamo che la F abbia i generi nguali ad 1 & consideriamo
la curve di dimmazione Cya del pinno doppio su cui F & rappresentata, enrva avente
un ponto (2z—4)plo o (2n—3Sple 0.

Consideriamo sul piano doppio il sistema linears di tutte le curve razionali d'un
certo ordine & Assai alts, che hanno'come (s—1)plo il punte O, ¢ passave sempli-
cemente per gli altzi (sventuali) o punti multiphi di Cye A quosto sistema K| (3 grado
2s—1—¢) comisponde su F oun sistema lincare puro & grado d5—2—2¢, ¢
quindi di geners wemBe—p (43—2—2p=2r—32).

Con una opportuna trasformazione di Jonquidres del piano, che lasci fermo il
faseio i Tette O, il sistems |K| pub essare ricondotto ad uno del seguenti tipi d'or-
dine minimo ().

4) sistoma |E,| costituito dalle surve. 'un certo ordine # avents wn punte
baso (r—1)plo O ed un punto base semplice B (distinto da 0);

) sistems |E,| délle enrve d"un certo ordine 7 avente un punto base (r—1)plo
0 & A punti base semplict infinitaments vieisi ad 0 (0=4=r—1): si sgginngs
che questi 4 ponti (ossia 16/ A tangenti fisse delle K, in 0) possono supporsi men
coincidenti.

La trasformazione - esegriita. nel piano: muts Caa in tng ourva Cre 4. certo
ondine 2m nells quale intenderemo incluse, wna volta, le curve fondamentali ohe,
contate wn numero! dispari i volts; vengono 8 corrispondere @ puntd (somplici o mul-
tipli) @ O

11 pisne doppio con curva di dicamazions Oy, ¥isne trasformato nel piano doppio
con’ curva di diramazions Crs.

I punti multipli di Gy, che possono: infiuire sul goners del pinno doppio gono
soltanto i punti base di |K,j: infathi |K,| rappresents un sistema puro ¢ quindi una
K, ‘non pub ineontrare: faori dai punti bass una retta eccezionale per O, come # ung
reita ¢he conginnga nn punto multiplo di Oy influenti sul genere del piano doppio.

Dunque i punti multipli di Com inflnenti £0l genero (del piano doppio oasia)
di P, sono, oltre 0, ‘il punio B nel cas0 a), i & (=0) punti infinitaments vieini
34 0 sulle tangenti fisse delle K nel coso &),

Disoutiamo ora separstamente § casi @) & b).

16. ¢aso a)- Tl sistema |K,| ba il grado

Pe(r—1p—1l=2r—2
sicch il suo corsispondents su F ba il grado ¥
dr—4
& (poichi si tratta & un sistema purc) ha il gonere

=

2r—1 (2x—2=dr—d).

{4) Gocain « Generalizzazions di un teorema di Noethar s (Circolo & Palerma, t. 1),
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Begue che sopra wna K. (eonsiderats eome immagine doppia d'una curva ipe-
rellittica di genere v su F) vi-sono

gntd=4dr

punti di diramazione, distinti.

Ora quosti punti contano fra i 2rm punti d'intersezions della K, oon Oy, dai
quali bisogna togliere, debitamenta contati, i punti 4" intersezione assorbiti nelle sin-
golarith di Cga.

Ancitutto fra lo due r s intersesioni di K, con Cya; no cadonoin O

@m—4)(r—1)
oppure
(2m—38) (r—1)

soeondoehd O & (2m—4)plo o 23— 8)plo por Cum: nel 1% caso quel numero va
interamente tolto da 27u perchy 1'intorno i O non fa parte dells curva di dirama-
zione Cya; all' opposte mel 2° caso gli r—1 punti di K, infinitaments vicini ad O
sono da considerarsi come punti di diramazione, e percid pel nostro computs dob-
biamo togliers da 27m (non V'intiero numero (2m—8) (#—1) ma) seltanto

(@m—3) (r—1)— (r—1)=(Emn—4) (r-—1)

¢ vedo dungus che 1l risultato & 16 stesso nei due’ casi.

Dopo sver tolto da 27m il numere delle intersozioni di K won'Cju, ussorbite
in'0, che ‘non rapprosentano punti di dirsmazione per K., bisogus ancora togliers
il numéro analogo ralativo al punto B (base semplice por K,).

Ors g0 donotiamo eon ¢ la moltiplicith di B per Com, si ha cho T intorno di B
fgues o 0d come facente parte della curva di diramazione Cy. secondochd g & di-
spari o pari: cid si potrebbo cuche verificare trasformando B in mna ourva. Segue
che 11 numero dells intersezioni di K, o Ou assorbite in/B, che non rapprescutann
punti di diramasione di Ky, 3 g, dove g designs il massimo humero pari contenuto in .

Otteniamo dungue il numers dei punti di dirsmazions su K, dato da

2 2 = Ay 2pm — (2 — 4) (r— 1) — 7.
8i ricava 1'uguaglianza fra numeri interi
44§ =2m.
Ta discussione di essa @ breve.
11 puato B non pud avere per Oys una molteplicits ¢ 2> 4 sonza che da Cm si

stacehi la retta O B, e (nolla peggiora ipotesi) non pud avere una molteplicith ¢ > 5
senza ¢he 1o OB si stavehi dus volte da Cuat ora la Cyu pud banst spessarsi, ma
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non mai eontoners parti multipls (giacohd queste si possono supporre tolte un umers
pari di volte); si eoneluda cho

¢e=5 i=4.

D' altra parte, abbiamo gid escluso dalla nostra disoussione i casi in cui 2m =< 6
(ne118 ), dungus vi & un selo modo di soddisfare alla predétés equazione in nu-
meri interi; ¢iod prendendo

2m

Nel caso a) siamo dunque: condotii ad un tipo di piano.’ doppio. avente come
eurva A diramazione una ourva i 82 ordine dotata di doe punti quadrupli o (oid
cho corrisponde ad un enso purtivolace dol precedente) dotate di un punto plo e
uno 4plo

17. oasp 2). 11 sistemn |Ky ha il grado

F | O s [ |
sicshd il su carrispondente su F ha il grado

dr—2—22
ed (essendo puro) il geners

m=2r—34  (2w—2

dr—2—21).

Sogue che sopra una K, (considerata como immagine doppia ' una curea ipo-
rellittica di genere = su F) vi sono

2742 =dr—20 42

punti di diramazions, distinti.
Vediamo di valutare in altro modo il medesimo numero.
Lz K, inoontra Cee in
2rm
punti, di eni
(2m—4) (r—1) o (2m—38) (r—1)

sono riunitl in O, o (indicando con gq g ... ¢x le molteplicith per Cum dei 2 punti
base di [K,| infinitamenta vicini ad )

E

&

sono rinniti nei 4 punti multipi di Cpm infinitamento vieini ad O.
eri per XL, Ser. 8%, Tom. X. %
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Ora 50 0 & (2m — 4)plo per Cya il sno intorno non deve riguardarsi some ap-
partenente o Cya o poreid lo (2m —4) (»—1) intersezioni di K eho cadono in O
debbono anzitubte esser tolte dal numero totale 2rm delle intersesioni di K, e Cyu,
nel computs dei punti di divsmazions che cadono su K, . Successivamento si deve
togliere nello stesso mode da 2 il numero ¢ per ogni punto ¢ Plo di Oy infini-
tamente vicino ad 0, avento una molteplicith pari; invece o — 1 per ogni punte
analogo di molteplicits dispari. Deoofando ancora con @ il massimo numero pari
contenuto in g, si ha dunque (quando O & (2m — 4)plo per Cr,) il numero dei punti
di diramagione su K, dato da

Bk B dr — 4 4 2 = B — (2 —4) (p—1) _i

T

in questo caso si b quindi I' equasione fra numori interi
6 E=tm2i.

Supponiamo invese ¢he O sia (2m — 8)plo per Cea .

Nell’ eseguire il nostro compute possiamo ancors. considerare O come (2im — 4)plo,
togliendo dungue amitutto da 2rm il uwumero (2m—4) (r—1), perchd ora ogui
punto di K, infinitaments vicino ad O conta come un punto di dirsmazione: se nno
i questi pusti (base per E.) b giplo per Oy @ @ b pavi si dovrd aneora in corri
spondenza ad esso togliere ¢ da 2rm — (2m—4) (r—1); ma se ¢ & dispai
I'intorno el punto ¢ plo deve riguardarsi come facente parta di Con e perd come
innauzi togliecemo dal numero procedents soltanto g — 13 dopooid veniamo & consi-
deras in guel punto di K, un punto di diramazione (appartencnte all'intorno dol
piita gplo di C:,.) ehe vi u sovrapporsi al punto di dirmmavione che ivi gid si
trova perchd quel punto appartiens all intorne di 03 ma siccome quando due punti di
diramazione sono rinniti éssi non contano piti come un punte di diramazione, bissgna
togliers ancorn 2 dal numero precedents: dungue per ogni punta ¢iplo di molteplicith
dispari infinitaments vieino ad O si viene'in definitiva  toglioregy — 1 - ei+1
sl numero dslle intersezioni di Cpe con K, pel computo dei punti di diramazione
su K, . (8 o qualoano fasssse diffieolts il precadente ragionamento sui punti infini-
tamente vicini ad O, non ha che da trasformare in una curva il punte O, decom-
ponendo eost la singolarith di Cye ehe ivi si trova). Possiamo esprimera complessiva-
mente il resultato dsl computo ottennto colle avvertenze precedenti, introducendo la
notazione g per indicare il minimo nmero pari che contiene ¢ (dunqus ¢; o risp.
-1 secondochd g & paci o dispari); allora si ha che il numero dei punti di di-
ramazions su K, &

n
2rt2=dr—2U42=2rm— (@ —4) (r—1) — > @o:
Ak

in questo caso si ha dunque 1'equagions in mumeri interi

u+:l B - 24
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Questa equazione rion differisce da qualla ottenuta pel caso in cui O & (20 —4)plo
per Gy 56 nou pol signifieato diverso di @ ey quando ¢ & disparl.
Procediame alla diseussione delle nominata squasions fondamentale tra numeri
interi, che seriveremo nella. forma
B 3 o= 2m - 2L

Tenendo oonto dolla possibilith che la curva Ca 51 spessi staccandosene wia
volta ln retta che proiotts da O un punto giplo, si ha, nel primo caso

a=35,
nel secondo ¢aso

dunque Tisp.

ossia

D'altrs parte si hs. risp. nei due easi,
Ta=tm—4 Ia=2n—3,
onde (nella peggiore ipotesi & sampre)
Zn=m—34-1 (E=a+t1).
Ponendo
Ia=tm4342—z
dove @2 0, I'equasione fondamentale diventa

3 g,
da eui si deduce

=0, o =1, o i=2, o A=38;
ora 1o i (non wulle) cssendo pari (ed avendost & = 4) i ha

Z=2 LI

supporre ¢ho Mna &y valga 2 o che essa manchi & indifferento rispetto all'equa-
zione fondamentale

b+t —2mt2l:

potzemo dungue proseindere dalle z; uguali & 2; Ia loro eventusle presensa permet-
terobbo solo di aggimngere delle singolarith (non influenti sul gemere del piano
doppio) alla curvs Cee Cid posto avremo risp. pef 4 valori di i

Zg=0, Yz —4, Zx=8, Zu=12.




— 220 —
Corzispond I'equazione fond: ei din

2m==6, 2m=8 , 2m=10, 2m=12.

Siccome abbiume gih escluso il caso Zm =G, restano da esaminare i tro casi

Allara I'equazione fondamentale 6 - Say = 2m 24 i da

sogue, sacondoiib 0 & 4plo 0 Splo por Com=Cs
=4 ¢ich g =4 (essendo ussunln a=35)

4 ciok =4 o e@=3.

Dunqus la curva di 8° ordive Cy ha due punti 4pli infinitamente vieini oppure
(easo particolare dal precedente) un punto 5plo O ed un punto Splo o 4plo ad esso

infinitamente vicing.
) Zm=10

Allera I' equazione fondamentale o da

abm=

o=y

8i deduco che il punte O, Gplo 0 7plo per (Cra==) Ciy, deve cssero 7plo per
essa, poichd alfrimenti vicino ad un punto Gplo vi sarsbhero due punti 4pli o 5pli.
Si avrd quindi

£

@ pird
=3 0 @=

Dunque 1& curva Cy del 10° ordine ha un punto 7ple o due punti tripli (di-
stinti) infinitamente vicini, di cui (in particolare) uno pud essere 4plo.

) m=12 , A==3.
Allora dall’ equazione fondamentale si trae

Im=a ot =12

=g =m=4.
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L ourva (U =) Gy & del 12° ordine & (come innani &i deduce obe) il punto O
4 9plo (uon 8plo) per essa: accanto ad O s hanno tro punti tripli infinitamento
vieini (distinti).
18, Riassumendo concludiamo eome gik in principio avevamo enunciato:
I piani dogpt coi genersi (py= 9., —P) wynali ad 1 réentrano tuttl nells 4
classi aveati per tipi:
1) il pian doppio con curva di diramasions del 6% ordine;
9) il piano doppio con ewrva di diramasione dell’ 8 ordine dotata i dus
planti. £ pli (distinti o infinitaments vioini);
3) i piano: doppio con curve. di divamasione di’ ordine 10 dotata i w
punto Tplo ¢ di due punti 3pli ad esso infinitamente vicini (distinti);
4) it pians doppio eon cwrva di diramasions & ordine 12 dotala di punte
9plo ¢ di 3 punté 3pii ad esso infinitamante vicini (distinti).
§i verifica facilmento che i nominati plani doppt banno in genecale i generi 1.
Ogoi piano doppio coi generi uguali ad 1 pud essore icondotts ad wmo dei
4 momionati o ad un s caso partioolare modiante una trasformazione birazionale
del piano.

F. Exriques.




