Introduzione alla Geometria sopra le superficie algebriche.
Memoria di FEDERIGO ENRIQUES

prescotata dal Soclo V. Cxmaumt od approvata dal Sosio L. Cumsons

L La Geometria sopra una superficie algebrica in seguito ai elassi
CuEpson o OreMONA & venuta prendendo sistematicamanto ad oggetto lo studio delle
proprety delle mperucm che sono invariantive per teasformagioni birazionali di essa;
parte all'indirizeo dells Geometria: sopra una
curva callegata alla teoria degli integrali abolinni.

In questo sonso-frai lavari che hanno. cooperata 3 parza lo hasi della Geometria
Sopra. was superficis debbono annoverarsi primi di tutti quelli fondamentali dol sig.

Noexies (1), dopo i quali Ia teoria cha e occupa. ha ricoruto poco ineremento fino
4 questi ultimi anui.
Ma. rocentementa 1o sladio di e tato ripreso secondo. due indirlzzi cha,

mentes si connotono da un Tafo ai citati lavori dol. sig. Nosrugx, approfittano foli-
coments di idee e di motodi nuovi: questi seno, « I'indirizzo trascendenta coltivato
spesialmento in. Francia (Pieann, Housrrr ecc.) in oni & carattoristia la.feonnia
considerazione dogl integrali i diffasenciali fotal (dol s Eciho) mhnquells

sapra 0w superficie. soguends un ordine di coneatti. che ;nm dirsi pwp:)ra:o dalle
proesdent risersho dei sig. S sovo nella Geometria sopra wna curva
o nella feoria dei sistemi lineari di curve pians

Appusto appigliandomi ad un fale ording di conestdi, o mi proposi, due amni
o sono, mnelle Riverehe di Geometria sulle superficie algebric di porro 1o bast
i una, teorin genorale dei sistomi lnoari di curve sopra wna superficie, fondandomi
eni conoolt di sistems. normale. o completo, i sistoma aggiunty od un sisternn
lineare trreducibile sopra una superfioic (segante la Serie canoniea sulla surva del dato
sistema ece.), di s6rie carutteristioa d'un sistemn linearo imveduoibila (sogota sopra
una curva del sistoma dalle altre dol medesimo).
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Mi aooorsi allora ehie la causa dalle. principali. diffieolts oho compariseono melly
studio d'un sistema. lineare st nol fatto che lo-seria (sorie sagutn dal sistoma

giunta o serio caratioristies) collegate ad n sistema lincaro mormalo o completo,
possono essere icomplete. Io cercai di ricondurrs questo fatto ad un caratters della
supariicio (indipendente dal particolars. sistoms cui fale doficiensa si riferisos) o

mostrai quindi come | possane fmporrs alle supecficio di gensre = 0 aleuno restri-
ioni, ¢he possono riguardarsi come caratts he della classe pift ganerale dalle super-
fisle rogalard, por 1 quali Uinconveniento soceunato-si: olimini; ginngove oosl pei
sistemi linearl su tali superfisie regolari nd wnn serie di rosultati assai semplioi fra
i quali mi limiterd o menzionare I'estonsions del teorema di Risaaxne-Rocu ed i
teoremi sulls eurve. foadamentali.

Nogli svilippi dello « Ricerche = i sistemi stessi venivane alires) assoggettati
4ua e 14 a talono rostrizioni che si rispecchiany in restrizioni i batur proiettive
ralative alla superficie atto n rapprosentars quel sistanii (superficie braformate della data
aventi conwe sexioni piane o iparpiane ls curve dol sistama); ssbbene vi fossa in alouni
punti o tendenza il eliminare siffatto rostrizioni.

Dapo In pubblicazione dslle « Ricsrho » vart fathi mi convincevans dell'impar-
tanza di proscindsre da ogni- restrizione per lo suporficio o vedere tutto oid che di
assolutaments gensrals potessa dirsi, abbracciando insiema superfcio i ganers =0
o di genara 0, regolari o 1o. Glacohd p. o (tratiandosi appunto di suporfcia di genete 0)
uon 5i potava trirre profitto. dai resultati genarali dells » Ricsroho = nolla dimosira-
giona dolla razionalith dello involugioni piane (dats dal sig. Castenxvovo) o nei
sugoessivi. studi, ompiuti dal sig. Casceexuovo o da mo sulle superficio & sezioni
ellittiehe o iparollittiche: nd invers s sarebbero insontrate & questo proposito minori
difficolth ovo In bearin gonorale uvesse abbracoiato anelie 16 supericie regolar di gerere 0,
perchd appunto lu varifics di quests regolarith b nei casi pratici ln somma dificoltd.

Dialirs parts auche el campo dolls superficio di. genero > 0 gli esompi di
superlioie irregolari (sd es. aventi il geners geometrieo diverso dal ganers numerioo)
divenivano sempre piit umerosi af primi esempl duti dal sig. Castmixvove (1) (sltre
lo rigate), i aggiungevans quelli offerti dallo cos) dette superfisie. ipersilitticha di
cni 4l Hosverr (%) ha messo in luce le helle proprioth, o i von
la canvinzion che intiere classi di suporfieis (superficie- con nn faseio irrazionale,
superficie rappresentanti lo coppie di punti & una eurv: cie possedenti inte-
grall di Proann) (*) dovessere ritenersi al di' foeri del campo delimitato. nells mis
= Rioarche ».

In conseguonto mi sono proposts di porre gli elewents di wna- leoria asso-
ltamonte gensrala - dei sistemi lineari sopra weg ewperficie. prescindends da
ogni restrizions perla. superficie & abbraceiando. eosh lo superiicie. (regelati o 10)
i geters >0 0. gmre 0, in ynr[mnln'? le superiicie n'uau;.h. Le rigat
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uesto § Luvori- del sig. CAsterxvovo () che gli si accompagnang, il lettors avrd un
quadro-completo-dei piil essenziali resultati consoguiti fino ad ora in quests tootia se-
conds il nostro indiriszo.

Tantoeht nel presente lavoro vestano ficlust come easo particolare gli sriluppi
delle s Ricerche » fino-al cap. IV: la-questiono so sia complota In serie earatbari-
stion: d'un sistema. linoare: (normale 0" conmpleto), quostione ivi teattata el eap. IV,
rientra. come caso particolars el tearema del sig. CaseLxuovo (oft. il 1° dei cifati
lavori), & 5i pub quindi aflermnre ohe valo Uestonsione del teorema di Bissasw-Roca
(el cap. TV) eon una restrizions di meno. Del resto si froverd qui in fine del lavoro
una hrove Appendice che ha- appunto perscopo di collogare quosts Memoriz alls « Ri-
cerche » permottondo al lottore di passare immedistamente & cap. LV, V, di quelle,
ove sono dati svilappi: inerenti alle sols superficie rogolari.

IL 1 concetti ehe mi hanno guidato in  questo studio, sebbene lungo ne sia
rinsnito. lo-svelginento, sono molto senplici: 1i espongo qul brevemenio presentands
un quadro suceinto def prinsipali resultati; id anche: allo soopo di additars” quali
somo- le parti essonziali dells Memoria, o quali possono essere omesse in una prima
lojtura senza nuocers all‘intelligenza del resto,

IL £ moto come nells Geomotria sopra wna eurva sia fondasitontals il con-
cotto di sarie g, completa’ (0§ gruppi & A punti), eivd di srie non contonuta in
un'altea-serie piit ampin digrappi di-n pusti: TI toorems ohe un gruppo sppartiena
ad ung serio complota (di dimensione = 0) permette di operars sulle serie-per somuna
o soférasions, donotando col momo di sorie complata somma di nna g, o di una g,
Sopra unA dals oures, {4 Serie ga..c compléts contencute Enttii grappl eomposti di
un gruppe di g, & di un gruppo di g (8 1a g, come serie rosidun di g rispetto
A faser 0 differenza dolle dus serie)

Una cstensiono del concetto di sorio. complata alle superficie fu da me iniziata
in dup sensi nolle « Ricorohe = considerando i sistemi lineari irreducibili di dato
grado narmali o complets’ rispatto al grads, el i sistani Lineari. irceducbili. com-
pleii rispetto. al genera (o soltanto eomplati).

L convenionza di esnservare Tuno o I'altre di questi due caratteri d'nn sistoma
irreduaibile nel sup suceossivo. smplintmento” apgare. ormai eollygata al eampo di
supericic oui si vogliono riferire le ricerche. La seconda estensione mi appariva pre-
feribilo due anni or sono, e tale ers infatt nel campo delle superficio di genero =0
per la quali smmttoro la- trasformabilith in wna supecficie soma curve cceesionali
(immagini i punti somplici):

M 50 5i vuolo climinate qualsiasi restrizione per lo superficie conviens attenersi
speeialmento al concetto di sistema normale o complets rispetto al grado, perchi
sempra sussiste il teorema che «un sistema lincare inodueidilo i dato grado &
contenuto in i sistema normalo dello stessa grado =, mentee Tanalogo toorenia che
§1 riferizee ai sistemi completi rispetto al genore va subordinato ad wna restrizione
(efr. VAppendice in fine ol lavoro).

1) = Al resultati 1w sisteni naarl i eurce apparteienti ad wha suporfcic +. < Sulle

operfieie 40 gencra 05,
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Tuitavia il eoncotto di sistema normale cost limitatn ai sistemi irreducibili aventi
un grado (o quindi di dimonsione > 1) nen & sufitionto ad tmn teoria’ generale dei
sistomi lineari: si & nocessariaments condotti ad estenderlo ai sistemi riduoibili, i
che esigo oonsidsrazioni assai delieato sulla: connessiona-delle superiivio di Bresaxy
(carve) eontencto in une spasio di Remeans a 4 dimensioni (superficie). Modinote
tali considerntioni i risscs & precisare sodo forma invariantiva che cosa #'intends
dicendo che una ourva ® contennta fatalmente in un dato sistems, o quindi & stabi-
Tire. ¢he ogati. crva comungus riducibila (sopra un superfivic) & contenita tatalments
it Sistoma {neare df dimensione =0 (normals) now conlenulo  tolalments: in
aliri pit ampi: soltanto dopo questa estensione pud esser posto L'alguritmo gensrale
@ foconds eousistents noll'oporare sui sistemi lincari normali mediante somma ¢ sot-
frasione; gincohd con tale procedimento (od @ maggior ragione in seguits coll ope-
razione di_ aggiisions) s giuge mecessuriamente o sistomi ridueibili anche par-
tondo ds sistemi. irreducibili (como soglio fars ganoralmente nol soguito por ragions di
‘semplieita).

T lettora eonfrontando i §§ 9-18, poted aoquistars 1 nozioni fondamentali posto
& questo proposits mei dua primi capitoli del Jivoro, mecassarle a proseguire niol
seguito.

IV, La somma ¢ la sottraziono costituiscono il modo pity semplivo i oparace
sit sisterni linenrd mormali, modo vappresentate da un opportuo simbolism : suoes
sivamente si studia una-operazions pid- elevata ehio conduc §
Yincare (tormals) ad un altro (pure normale): qiesta operazione & I

L/importanza. dol considerare’ operazioni siffatte nolls Geometrin supra ma super-
fisie pub essera avvertila o priori, pansmndo appunto cho no deghi seopl di essa @
i eostruie alkei sistomi lineari partendo da sistensi dati sulla suporficie; in particolare
ginngundo & sistomi Lineari eollegati invariantivamente: all suporficio cce.

Too carve (0) aggiuste vl uo sistoma linears: (ircaducibile) |C[ sopra uny su-
periicio, i presentano coms - analoghe alle curve d'ordine n—8 aggiunte ad' nu
sistoma linears di enrvo dording # nel piano. Lu loro prima propristd. consiste nal
seguro’ grupp della serie canonica (9f%) sulla - cursa ‘goneriea C (di genere p): Ma
questa propicth press velativamento ad un sisteras piano dording u, mon basta in
gonerale & earatterizare le curve agginnto d'ording 1 — 3, quando {1 gistema ammetta
delle enrre fondamentali propria (che staceate diminuissono i1 gonero della ourve
residue). Si pud allora notars come 1o €, & comporting i un dato modo rispetts
of sistomi résidui delle curve fudamentali, ed introdurse queste eomporlamanto oo
ina. seoonda condizione uolla definizione dells ourve aggiunte. Quests vin'ho soguite
uolle « Ricarche »: essa conduce o porro: aleuns restrixioni. relativa alla matura dalle
curve fondsmentali d'un sistema linears, sotto 1 quali 1o curve agginnto riescono defi-
nits dalle condizioni ‘acosnnnte in guisa che:
a) ssss compelono al sistoma linearo normale: contencute il dato ‘sistema;
B) formang esse puse (so esistono) un sistema lingare normale (aggiuite al dato);
&) hanno il signiicato ordinario di curve aggiunts Fording o — 5, se il sistema
proposto & an sistema di curve piane dording n.
Qui i1 lettore pud domandarsi se effetéivamento convenga nolla estonsions  del




coneuita di parve aggtunts’ ad nn sistera lineare |Cf, di fenet gonto del modo di
comportarsi. i csse rispetto ai sistomi rosidui dolle curve fondamentali i [Cl, o 5o
non & potrabbe invees assumers come definizione soltanto ln prima. proprioth (di
segars. gruppi canoniei sulla ourva ) abbandonando in parts Vanalogin: col giano:
fanto. pi ehe s curve (che denorainianio subaggirente) soddisfaomnti @ quella prime
‘proprictd formana, gia par quosta gondizione, T sistema Liveare. A questo dubbio si
pub rispondore oho effstiivamonte in molte. xicarcho (s p. o. uells dimostrazione di
Oxsraexvovo della rasionalith dello involuzioni plane) si tien conto soltanto della curve
subaggiunte non ocoupandosi dalla wltecior eondizione pit complicats, ma invee in
alire questioni appare inevitabile 1a ulkeriore limitozione: unzi dove essare osservato
che la gansiderazione dulla curve iunte basta essensis in quei casi in
cui (i sistems oon i s ki o cho fare rinseondo privi i cucve fondumental propric)
1s curve subagginnto i confondono-colle aggiunta.

Queste: cousidorazion & venderamno chisre al lettare s egli pensa alla interpre-
tasiono prolettiva delle owrve sggitnte. 8i trasformi In superfiele in una ¥ i 8
avento per seaiond pians lo ourvo © dol sistama. proposto (smpposto o almeno eee.):
allora 1e ourve O, aggiunte & [C] vengono segate su T da superficie ageiunte; le

iunte da superficie (sub ad F) ¢he si comportano corme lo agginnta
lungo la curvs: multipla, ma non nei punti multipli fsolati di ¥.

L consideraiono delle enrvo aggiunte al sistema |G| ome sozioni di wna su-
perficie- opportuna trusformata P eon supectcis aggiuats (Yordino 5 —3 se.n b Lor-
dine di F), pormatta di_ riconsseero subito 1o dificoltd insrenti alla defniziono delle
curve agglonts a |0 a cagiono del complioarsi. dolle curve fondamentali dl €] che ha
un riscontro nol eomplicarsi della natura delle singolarith di F: tale considerasione mostra
dunque che In diffe tncontrn nelln tooria delle curve aggiunte & in so-
starza 1a difficoltd incrente allo proettivs delle singolarith duna superiicie (7).

Distingao spposifaments I quostions proiettiva delle singolarith di wia superficic,
dalla questions della Toro: riducibilith; ciod della trasformmbilith di una euperficie in
unn dotata soltants di singolariti ordinario (50 i vuole < curva doppia o punti tripli «):
auesta. ultims questions so pure non definitivamente risoluts in wodo rigorosa i
prevode ormai debba avero una risposta afermativa; ed ogni modo fale rigpesta
afarmativd sl suppons g come una ipotest limilativa) e tale
ipotesi. figuea amohs

Ma questa ipotest (si noki) non st o suporare la difficoltd inerente alle sin-
golarith, d'unn. swperfcie; i & sompre 1a difficolih el loro studio proisttive, od ove
si osalndano. in’ questo senso lo_ singolarith superiori s viens ad ammetiers uns
restrivions certamente Mmitativa nella teoria dei sistemi lineari. sopra una superti
(costrizione, relativa, nou. pit-alle- superlicle wa. ai sistomi su di esse). Rinovere
quests restriziono & ossenaiale pella Geometria. sopra mna suparficie. ove i voglia

(1) A quasto prope sebbons manchi
gounrale i ¢uperficie ngginnto ud wns. data il iz, Noeren
stparfichs agginnto In v psto ultiplo o0 ool
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operare in modo assolutamente generale sui sistemi lingari, non bastands in. fal caso
di assoggettare a restrizioni i sistomi da eui primitivamente i parte.

In lnogo di sbbordare I questions. diretts; dird esme sono rinscito per altra via
a poreo a dofiniziona assolutaments genorale della curva aggiunte ad wn sistema
lineare (¢ quindi dalla snparficis sggiunte ad wna data di 8,) superaudo quindi indi-
rettamente Ia diffcolth dello stadio proiettive dslle singolarits. delle. superficis. Ma
par questo oceorre promettere un'altra eonsiderazione.

V. Nel easo-delle suporficie di genere =0 cho ammetono una. superfieie - tra-
sformata F' senza ourve oecezionali (immagini di punti semplici) o notad nelle « Ricerchex
come il sistema agginnto |C,| ad un sistema. Yineare |C| & nol caso pih semplica-il
sistoma somma di |Of o dal & canonica K] (segato su un superficie d'ordine
w4 8 dalle suparficia d'ording # — 4 sggiunte ad essa); & tala sistema’ somma
possono dovarst ultarlorments sommare dalle enrve socssionali immagini di (eventuali)
punti basa di [O] s F. Limitandoei dunque al easo pid semplics si ha per due
sistomt |C] [OL (aventi gl stessi punti bass s F),

[0 O =0 €] (= R O €

Pensai che un teorema siffatto dovessa valers indipendontomente  dall'esistenza
del sistemn canonicn, ciod anche por superficie di genere p =
tasto. osservando la cosa mel piano. Paco dopo riuscivo a stabilirlo in genarals per
una superficie qualunque, ammesse pei sistemi lineari di i si tratta convenionti
limitazioni alla natura dells ewrve fondamentali (nocessarie alla definicions dirotéa
delle curve sgginnte). Mi seeorsi quindi cho talo teorema & earatteristioo par Vope-
ruziono. di agginngione, o i proposi di perle a base: dolla definizione dells eurve
aggiunte sd un sistema lngure |G| in fobti & casi in ¢ai por il complicarsi delle
curve fondamentali di |G| riesce difioile woa definisions. diretta:

Per tal modo riuseivo dunqua ad elimizars la questions dello studio. proiattivo
delle singolarith dells superfisie, pur ammettendo la trasformabilith della. suparficie
in nna dotats soltanto di singolarith ordinaia o (oid che & lo stesso) in supaviicic
Sanza singolarith in un iperspazip, valo a dire ammottendo. ¥ esistenza sopra la sus
perficie di sistemi lineari (son sfugolars) non aventi carve fondamentali all' infaori dei
punti- semplicl della. superficie: Eeoo in brave lo, svelgimento. della. fooria delle curve
agginnte ad un sistema lineare |Cl, oui mi ha condotto il concetbo sopra  esposto.

1) Ho comineiata ad occuparmi delle ourve (subaggiunte s |C}) soggeste soltanto
alla condizions di segate gruppi canomici sulle curve generiche . Queste currs sub-
aggimnte tostano definits a mano di parti fisse fondamentali per |Cf; proscindandn
da queste o fissandole sonvenientamonto si ha che

a) 1e ourvo subsgginntas |G| (se esistonn) eompotono al sistema normale |Cf o for-
miano un sistema loeare normale (subaggiwnio o |C);

8 se staceando dn |G| wna enrva C7 o imponendo dei punti base di molte-
plicitd 1 4 ... (>>1) alle curye residuo si obtiens un nuovo sistemn irreducibile 0|
le curve subsgginnte a questo (O] si otterranno staccando ¢ dal sistema subagginnto
a| 0] e imponendo alle curve residus i detti punti base colle molteplicita i, — 1,4, —1..

¢) la proprieth inversa dolla 5) non 4 vera in gonerale; essa sussiste. perd
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5 || & un sistenin non singolare (sd anche se ha saltanto. curve fondamentali proprie);
in questo caso dunqie’ sommando alle curve subaggiumte & O] Ja € i ottengono
curve eontennte nel sistema subaggiuito a [Cf

2) Péi sistomi lineari non singolri lo curve subsgglunts s eonfondono eolle
aggiunte: par esso sussistono la relarione fondmmentale 6) e linversa o) 1) Dato
wn sistemn qualungue (7} sulls superficie si pud paregonarlo od un sistema non sin-
golara || ehe 1o contenga, & quindi delimitaro tra le corve subgginnte a |¢'] quelle
paticolari (suppeste’ esistenti) ehe in, mpporto & |C| verificans la velazione ¢)
queste curve risseon indipndenti dalla particolars scelta del sistoma non singolaze O]
e si possan quindi denominate eurve aggients s O}

T relazioni 5) ¢) che legano le eurve aggiunte di un sistems lincare [0 &
quello d'm altro |C) che lo contenga restano o stabilito quando wno qualungue dei
dna sistorsi. | ] |C'] sia non sivgolare: tn ulteriore posso of liber da quests restri-
sions stabilendo in ogui caso quelle relazioni 1o quali vengono n costituire il teorema
fondamentals della teoria dells curce agginte.

) Dato sopra uns superficie. un sistema linears irreducibile |C], sotto le neces-
sarie Unitasioni per lo curve fondsmentali di|C|, si deducs Ia definizione dirstts
élle eurve aggiuats o |€] eui sl & innani asoennato.

4) Interpretando projettivaments § sesuléath ottonuti -si pone I definisions ge-
nerale di supericie aggiunte ad uoa data di 8, si stabiliseo i1 teorcma del resto
gengralizzato, il teoroma di Nogrun sulls superfisie aggiunts alls eurvo gobbe o la
suL inversions eco.

VL. Dalla tooria delle curve aggiunto o dal rulativo teorers fondumentale si

collegati invariantivaments alle superficia: in
d'ardine 4 colle superfisie
aggginnie dondine #—4). 8o |C||0] kono due sistomi lineari si ha, nel caso pid sem-
lice, |0+ 0| =[G 4= Cla =[(C=-C)al, da oui sogue (30| G| contiens |C)) [0 —Cl=
=|6/ =0}

Questo & in sostanza il tesrema d'invariantivith delle curvo canoniche, teoroma
ché (per lo superfioie di genere p=>0) si pud dire equiralonte al feorema fondamentale
della teoria dallo ourve apgiunte.

Ma anche salls superficis i geners p=0 si possono avers curve legate inva-
rianbivamento: alla suparfisie: pud darsi oha un sistema |G| non sia contenuto nel
proprio sggiunto 1G4 (ondo p==0), ma invees il doppio di esso [20] ia contenuta
visultano. allora fnvariantive lo-curve (bicanoniche) del sisteuna |2 G, —2C
fiipndonts il weolti 5|02 60 i trxtta i wis mupactiels- Tording o 8 5, sl
curvé vengono segato da carte superficio biaggisnte d'ordine 2n—8 cho (uel casa
delle singolarith pitt semplici) passano doppismente per la curva doppia della super-
ficia. B supecfiuo notare che questo resultato non dice nulla per p7>0, ma ha invece
1 fnteresse per i==0; si hanno in proposito opportuni. csempd. Ed il progresso otte-
nato oosh nella Goometria sopra o muperfioie pud (in wn certa senso) riguardarsi come
appartenente all'oxding d'idee del lavoro del sig, Norrnes (Mathem. Amnalon XVIT).

VIL Alla determinazione delle curve (cansuiche e bieanoniche) d'una supecficia
Iegate invariantivamente ad ossa, si connette la determinasione di carmtteri numerici
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inpariantivi della superfioio st ecanto i due genert introdotti dal sig. Noxrusn
(Flichen & Curven-gesohlsolit) appare qui il Gigancre o gonere delle curve bicanonichs:
© questi caratteri restano dofiniti ancho nei ecasi pitt elovati di riducibility del si-
stema canonico (0 bicanonico) di cul si hanno esompl, o che erano sfuggiti fin qui

1l sig. Nozrur ha notato (Mathem, Annalen VIIT) che alla dewmnnw;we di ca-
atteri numerici d'una superfloio s pervi Vindiri uraEN ()
partends dalle singolarit della superficie supposta in 8, d'un certo ordine ; essen-
sialmenta i giings eost ad mn mumers che @ U'espressione del numero dallo saperficio
aggiunts dordine 5—4 (linesrmente ‘indipendenti) desunto dalle formule di postu-
lasion di Nowrusn (7). Che questo mumero p, (detto gancra aumerico o vickuale) rap-
presanti ssmpre anche il goners effettivo (o gesmatrics) p; delln superficio: (all'in-
fuori del caso delle rigais) si suppose dapprima, finchd gli esempi addotti dal CasreL-
xuovo o du HONBERT non mostmrono il centrario: ma ad ogai medo il carattore

ariantivo del genere numerivo restava stabilito indipendentements (da Zeumiss o
Nogzink) eon quelle limitaziont alla natur delle singolarith dolla superficio che pur
ocoorrovano per I eus stessa dofinizione.
solo di togliern quelle rostrizioni nella definizione & nella dimostra-
th del genere numerico p,. mo altres) di assognars il significate
fuisisnals di talo caratbers, ciod di collegare le-duo vie conducenti ai caratteri fnva-
riantivi delle superfioic.

Git elle « Ricerche » o mi oconpai di delimitaro il easo =, (>>0) (super-
ficie regofari), mostrando cha osso ha Tnogo eorrispondentomente al futto che Is eurye
agginnto ad ogni sistoma lingare irredusibile [C] seghine sulls curva generica € la
serio canonica complela, & dando condizioni cho permettans di concludere questo fatéo.
Tntravidi fin 'allorn la possibilith di definirs in generalo il p,, ¢ Pid precisaments
In difforonin 1, — gy, legandola alls dsficienza della sorio segata sulla curva gene:
riea duu sistoma linare |C| dalls oneve agginnte Cu: eid ho potuto obtenere oz
Il formulo df postulazione di Nowrusr (ed eliminando quindi lo
ingeenti alle singolarith delle superdicie), @ comprendendo anchs il caso
=0, grzie-al teorema fondamentale.

VIIL 11 pensiero che conduce alla considerazion del genere numerico pa, mi he
fatfn nascers Videa di prossguire una analoga ricerea pol genero lineare (Curven-ge-

i ro un' ospressione dol p* T quale coincide sempra gol go-
ners (virtnale) dello curve canoniche per p,>>0; ma & notevole cho ossa non & ri-
duga sompro 8 0 per p,==0. 5i vede dunqus come lo ides dol sig: Norrae rolative
af caratteri virtuali nells Geometria sapra ls superfiels, trovino col progresso della
teorin un'applicazione sempro pib largs o foronda.

() = Eruder glométviques da qusigues-unss des propriftés de ens swefuces dont L points
#¢ corrispondent und unn (Mathem. Annalen
(% Annali & Matenatics, serie 11, ¢ 5.
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‘Generalith sull'entz algebrico doppiamente infinito
© sni sistemi lineari sopra di esso.

1. Buts aipebrico doppiamente infinito.

Lo propriet’ delle suporficio algabrichs che: qui vengono studiate sono quells
ohe compotono alla cosi detta Geamatria sopra I superficie, ossia che hamo ea-
mbtore invariantivo rispetto alle trasformazioni birazionali dolle superficis stesse.
Buunciando quests propeioti sotfo forma' profottiva si ha l'inconveniente che per par-
tioolari superfiels trasformate dells data non si potrebbe attribire ad esso il medes
signifieato proiettive: oid essensialments in conseguonza del fatto che in una sifstts
trasformazione ad un puste dells primitiva superfisis pud veair sostituits una curva
delln nuova o vicaversa. Si & quindi condotdi & stabilire delle convenzioni atte &
rimuovers Vinconveniento asssnnato.

Giova per 0id adattare anohe il Jingusggio all'ording di proprioth che i indagano,
% eonsiderare insieme tutts lo suparficie di una intera slasse (trastormaty l'una dal-
Valtes), Paclando di ente algebrico doppiamsate fifaito (o la dimensions si sottin-
tenderh spesso nel discorso) intenderoms di riferired indifforentements ad wna qualunguo
superficie’ della: alasso; ehio si dich ally sus volta una dmmagine proiettiva dell'enta,

Gl nome di. puato deiFents algebrico designoreme un punko semplies di uoa
qualinque superficio della classe; visono perd superfisio partieolari, immagiai proiot-
tive dell'ente su coi ad un qualche punto dell'ents corrisponde uns curva (caro
eccesionale sulla superfieis). Ponsando & tali immagini si potrd riguardare ind
reutomento un. punto dell'oute ancho come una curva (eecezionale) doll'ente stasso.
Parlando di wsa curva somungue riducibile dallients eonsid i in' generals
oho In esea possane essere incluse dells componenti' eecozionali, ciod dei punti: ma
si.siserbord alla parols « eurva « il-sigaifieato piit restrittivo di curea propricwents
detta (sonza: componanti « panti =), ovo (parlando di curve composts) si pongano in
opposizions nel diseorso 1o componenti « curve + & le componcati « punti v,

11 vantaggio dello locuzioni introdote si compronds subito : uoi possiamo parlars
oontemporancamante di pill punti dell’ante algebileo in pumero finito o infioito e
pensarli como puntt samplici d' una suporficie benehé possa avvenire che non esista
di fabto uoa mmaging. proiettiva dell'ente su oui a ciaseuno di quet punti corrisponda
un punto semplios: ¢iok sobbac nan sempre esista na supsefioie immagine dell'ente,
sema anrve ceeezionali.

Ma appunto per oid i dove avero Vavvortensa di non introdurrs mai quelle
reluzioni tea pilt punti d'un eate algobrios che si fondino sulla ipotesi che ad essi
carrispandano tanti punti semplici d'una stessa superficle, frumagine, se non & mota
Vesistenia d'nng imumaging sifstta: oiod nel ragionamento che si rifecisse & punti
dell'eate algebrico, elasoun punto deve eonsiderarsi isolatamente, in guisa che il ra-
gionameato stesso. possa taadursi el linguaggio ordinario: (proiettive) prendendo por
ciascun punto una opporfuna immagine dell'ents.

Soctrri ver XL — Ser. 8% Tom. X. 2
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2. Curvs o sistomi di euroe sopra Uante algebriso w7,

Allorehd si- parla di un eneva como data sopra un ente algchrizo ¥ intondiamo
di considerare i essa soltanto lo proprietd invarinntive, o intendiamo che sia perfat-
tamenta determinato eld cho le corrisponds sopra una qualsiast superficie immaging
dellente.

Orearra & tale proposit qualehe sssarvazione a cagions degli clomenti eceezionali
¢he compariscono nelle trasformarioni d'ung superficie.

Giova qui riferirei ad woa supsrficle P immagine dallsnte (in un- carto S,) Ia
quale non abbin aloana singolarits (), & rignardacla (coms Inngo dei suoi punti reali
ed immagineri ciod) come wno spasiv di RIEMANS @ 4 dimeasions dell'eato: tale
apatio di Risasy (poichd F non-ha singolaritd) ¢ perfetio (nol semso di Cawror),
ossia ogni punto limite di puoti di F 2 su F o vicversa ogui punto di F & limite
di punti di essa.

Allora nna curva © date sull'sate dove ossere conespita su B eome ung super-
ficie di Rigmaxy dells qualo & stabilita 1o coppsssions, @ dove in particolare sono
fissali i punti di dirsmaziona delle oventuali componenti multiple. eco. Un punto
doll'ente che appartenga & C & rapprasantato su F da unpunto di C oppurs da uns
curva. ecoerionalo eomponents di C. Un-punto delenta oho non appartangs a O &
rappreseatato su F ds wn pusto fuoei di- G, o da un buco in C; e da unn curva eo-
ceionale che non fa parts di C.

La curra C sa P (concpita come una superfisia di Rizstaxy) pud dngue non
ossare un insiome perfobto su F (e quindi*in 8,) por 1a prescnsa di qualehe buoo in
ossi, Ove si voglia considorare la eucva C data sull'ents non si pud prescindero dalls
(eventaale) presena di buchi-in essa sopra una superficie immagine.

Un punte O i F, 050 & vuols il sun intorno su ¥, pud essere riguariato eome
una curva (o una superficio di- Rrgsans) sa Fjin quosto seoso si pud pardsre di
« sommare ws punto O (nn certo numero ¢ di volte) ad wna cwrva € come compo-
nente ». Cho oos si debba intendare con questa losuzions riesce pil chiato 56 (s
ziohé ad F) ci si riferisce ad una superfiele (trasformata) F' immagine dll'ente,
s eui 0 venga rappresentato da una curva ececzionale X ; allors, se-a C comrisponde €,
15 curva -k OF (07 denota O contato ¢ volte) ha come corrispondente su F* la O'--XF.
In particolare se 1a surva C di F ha un buco nel punto semplice O, la O -0 si
ottiens da O prescindendo da tals buco,

Se 0 dun punto dellente o di F multiplo secondo  por la curva G conveniamo
di ‘riguacdare I ourvs O-0¢ come avents in O la molteplicith {—g. Questa con-
venzione pud essero giustificats nol soguante modo: si immagini che T O sia prati-
cato un buoo; allera & rotta in O la connessione fra gli # rami di C, connessione
che sarebbo invees posta nel masimo modo stabilends _T'["‘” ponti A eommessiono

foa o varie eoppie di vami: su si agginngs 0 a O'come componente, si viens ad
aggiungere alla superfioio di Rismaxx C un foglio sonnesso in 4 punti agli 4 rami

(1)'A proposita della questions: dlla. siagolarith d'omn superfcis si ofr. 1a nots mel 1% el
citati Javuri 0 ChsTRL¥VOYO.
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i 0 per O (un pints poe wiaseun rame), oade nel punts muitiplo O di C+0 ven-
—11!1" )

gono, ora interrolt sotbante pontt di connesslone, tanti ciod

quanti ne vengono roltti da un bueo praticato in un punto (i—1)plo di uns data curva.

T eurvs O pud avere su B dello singolarith supariori, ma peichd tutti § punti
di B (in S,) oo punti semplici, ogui loro inboro b da rignardarsi come - piano: per-
tanto 1o sivgolarith di C su T possono ritenorsi come equivalenti a pid punti mul-
tipli ardinart (in numero finito) alenni dei quali infnitamente vioini fra loro (1).

Fintanto cha &i parin di una ourea d'uns superficie e si vuol rignardare come
date sull'ents; d in nostro arbifrio di fissare la sua connossions (in particolare i
buohi ece.), sopgs 1 superfieié di partenzs. Non si potrobbe qui pore una sonvension
fisss in modo che fosse indifferents la seelta di una o di un'alira superficie imma-
ging dall'snte. Ma una-fale ione pud inveos farsi ove s tratti
i un sistema conbinws di curve sense parii fisse.

Baska percid eonvanirs oo un punts base per wn tale sisiema sipra wna qwa-
linge superficie immaging dedba: considerarsi come un buco per la curva generica
dal sistema.

Allora. la- urva generica dol sistems resta date sullsnts partondo indifferente-
monte da una qualungue superficie immagine di esso.

Mo pud anche: considerarsi come data sull'eate ogni particolare cursa fotals
del sistema ove si considori come Jimte d'una curva vaciabile del sistema stesso,
i modlo cha ogai-punte di una tal curva vadiabils abbia coms punte limits un puats
i €, mentre viceversa ogui punts di €' possa riguardarsi some. limite di un punts
dells curva variabile nel sistama.

Ad un sistema continis di eurvo senza. parti fisse sopra un ente algebrico oo
pud essers sommata qualoho fissa stabilando 1a sus con
nession eon tna ourva gendrica dol sistema: una tale eomponente fissa dove allora
somrnrsi ugualments ad ogai curva totale del sistoma. counettendola seeonds risulta
dalls Jegge di contintitd:

Una cueva O s dird cwrva pavsiale d'm sistema continuo di eurve C (0 con-
tenata pnma]_mmm in gse) so essa {3 parte (almeno) di wna G ma non & una curea
lotale; vi & quindi almeno nna curva G residua di C rispetto al uislunﬁ (ourva ehe
pud avers come eomponenti dei punti dell’ente) la quale insieme a O’ costituisoe una
sarva totals C=-C" dol sistoma. Data sull'ente una corva parziale O d'un sistema
continno restano date sull'eate tuite lo sue curve residus, resultando fissata la con-
nessione di ciaseuns di esse sopra mma superficie immagine. Dato sull'ente un sistema
continuo di oui O nou sia punto bass, le carve del sistema avonti O come gt (sup-
posts esistenti), o dove O & sostituito da un buso, sono'l i
al sistomn. Cid giustifica In ione posts di
Ia molteplicitd —¢ nel punto O la curva C-H0F so € ha O come iplo.

Dalle cose dette appace cha:

{3) Cir. yir Ta curve pisoe. Nowtuen = Jeber die singuliren Worthsysteme...» Mathom. Anns-
Wl 1X; = Rationale’ Auyfihrung... = Math, Angialen XXIIL




Una eursa dala sopre una superficts. o dats anche sull'er
connessions i1 ogni. pitio.

Soltanto s ourve d'itn Histema continug sensa parti fisse possons viguardarsi
come. date indiffersntamoite sulf ente-o -sopra swa superfisis immagive.

Data wng cwrva swll'ente sono pure date sull'ents tutie lo eurve residus di essa
rispelto. ad-wn date sistema continua che lu coatenga, parsialmente.

Sogua che ove si vogiia preseindere da uns particolare supacficia immagins dol-
Vente preventivaments soelta i dove operare su sistomi continui wenze parti fissé, o
sulle quivo o sistemi ¢he ne derivano modiante: operazioni di stascameita di date
curve esc, Coat appunto faremo nel. Saguita.

8i noti pura che noll'interpretazions proiettiva dei resultati oblgnuti (riferandooi
ad una suporficie immagine) accorrono. speelali rignardi ove si kratti di singols eurva
o sistemi con parti fisse dati sull'ents, mentre 'intorpretana senz'alteo i resultati
Tolativi a gistemi senza parti fissa. Ma pure volendosi limitar allo stodio di questi
che hanno un jnberesse: pil spiceato interviens la considerssione di singole curve o
sistami con purti fisso. provenionti da operazioni ohe sarobboro altrimenti impossibili
da prineipio allargato la cerchin dei sistemi considerati giovors a: fon-
dare. un algoritmo applicalile. in ogni caso, i uwso spedito & fevondo.

8. Generalitd sui. sistemi dincari.

8i dice aistema itaeare o di cures (slgebriche) sopra. una superfisio (algebriea)
o sul relativo cnte algebrico, un sistema. di curve tale cho

1* por un gruppo genedon di r punti dells supechicio passi wia curva dal
sistema;

20 gli elemanti (ourve) del sistoma possano riferirsi projattivaments aghi- sle-
‘menti generatori (punti o iparpiani 8-} di uno- spario: lingare 8¢ w'intende con cid
che per r>1 ad un S,y 0 ad un punto di 8, corrisponds un sistowa lineare o7~
captenuto nel primo, e per r==1 gli elementi (surve) dol sistemn oo’ costituiscano
una. serie rasiosals.

Conveszionalinente denoteremo talvolia una curva col nows di sistoria linears o,
ma. ovo now i avverle il contrario. parlando d'un. sistema finsare & sottintendera
o' almens. 1 sistemi lineari o' & oo® si dirnno, vispettivamente fasci rasionali o
ati. Un gistama lineare venendo: indicato con |C, designaramo con € una curva ge-
nerica di esso.

In cid che precede non & detto che le curve gencriobe del sistema lineace sienn
iniducibili; ove questo eoga il sistama si dird drriducibile; riducibile nel caso
apposto. Per 1a definizione. di un sistoma. lineare irriducibils di dimensions 71
sapra una suparficis; basta. I prima proprieth sopra. enunciata; la seconda si deduce
coma oonsaguonsa (1).

Non cosl por 8l possono. avere sistemi -soddisfacenti alla 1% eondizione
ma non alla 9% (fasei irrasionali).

In wn sistema lingars oo (> 0) due encve detorminano.n
to base d'un s

om0 ¢ fissate {a

& l'ave

fascio tazionale ecc.
A linears. ériducibile, o riducibile senza parti fisse, &

Cir. I mia Nota. « Fi

s aulle finear

ecr. v ‘Accad. dei Lineel. Giagn 1893,
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un punto comune o tutte le curve del sistora: wn tal punts deve essore riguardato
comp un duco par lo curve del sistoma sopra egoi superficio immaging.

Un punto base mnitipls sscondo ¢ (=0) per Io eurve d'un sistoma linoars senza
parti fisse sopra una superficis immagine, si dird anche n punto base ipls del sistema
sull'ento (& chisro che & indifferente la seelta della superfice immagine di parlenza,
purch an di assa il punto che i eonsidera non venga sostituito da una curva cccezionala).

Allarhd o sistoma Hnearo |G| sooza parti fisse =i somma qualohe compo-
nents fissa €, ogni punto base di 0] s dird anche uwn punte bass di O[O} Se,
sopra uns suporfivio immagine, si ha eho un tal punto base 0 & iplo per [O] od &
eplo por €' & =0 inclire anche per ¢ O si considere come un bueo (di guisachd O
costituises un buco per la curva generica (--O che lo ha cowe (i) plo) si
dich cho 0% un punto bass (- g)plo per €'--|C| sull'ente.

Sa nltriarmants s somma a € --|0] 1l unto O contato un certo numero o di volte,
si dirk che il sistema ottonuto

0°-C'+(C]
ha il putito O (delente) come un punts base (i+o—a)ple: 8o i+p=0 s -
suardori ancke O come nn punts non hase pol sistoma.

Con oib resta fissato in ogui easo eho cosa dobba intendersi col nome
base. iplo. d'un sistensa linears sull'eate: invero assunta una soperfisie
(dova il punto non sin sostituito da una eurva eecezionalo), si possono realizzare su
i essa lo condizioni di connessiono spettanti alle curve dol sistema nel punto, im-
‘magginando prima di offettuare in esso un buco ¢ poi di sommare slle curve delsi-
stoma il puote stesso nn corto numero di volte. Occorre per altro aver riguardo al
cuso il punti base infinitamente vioini nel senso nvvertito inmani.

Sopra uta superficie (e sul relativo ente algebrico) &i consideri un sistoma lineare
" (r=1). Per r=1 ess0  un faseio (razionale). Un punto della supe
& dus eurve di un fassio & eomuna & tutbo ossin & base pel fascio o appartiens ad
tns components: fissa del fassio (poich? per-esso passa pid di una eurva del sistoma).

Sin. 7>>1. Su duo curve goveriche del sistema hanno. sempro (infiniti punti
comuni ¢ quindi) nm curve componenie comune, questa § fssa: infatti facendo va-
risra ua sola delle duo curve questa ha semprs una eurva components comung colla
prifn, & tals componente nion pud variare con continiith @ peroid & fisss,

Si consideri il gruppo di punti intsrsezioni variabili di dus eurve generiche del
sisboma (supposto esistents). Al variaro dells ourve, mentre esse doserivono l'intiorn
sistoma, non pud davsi ohia aleuni di quei punti deserivano wna curva C: &i suppongs
Yopposto: sulla ¢ (ehe por ipotesi non & uns componente fizsn el sistems) le curve
dul sistems. debbono segaro una serie lincare, e so in questi due gruppi gonerici hanno
sompre comune un punto, il punto & fisso; dunque se dus curve generiche dol dato
sistema hanno sempre comuns wn punto di €, questo punto & fisse, ¢ non variabile
como § era supposto.

Si supponga ohe nel dato sisterma e (53>1) ¢u F, dus curve goneriche non
abbiano intersezioni variabili. Per wn punto. generico di ¥ passano oo7=* curve del
dato sistemn componente un nuovo: sistems lineare; due di esse avendo comune un
punto varisbile, hanno comune un lina variabile (ciod diversa dells eventuale com-

6 comuny
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ponente fissa) passants per il phnto, o quosta & upa nuova componente fissa dal no-
minato sistema =} o pord masce ugualmente da ogni pusto della curva stessa:
vasiando il punto su P si hanno o' curre generanti un fasein (razionals o no) oguuna
delle quali si gfuccn du tutte le' curve del dabo sistoma cho ne contengono un puste
gonerico: dunque la curve del sistoma si compongon, oltreehd di eventuali componenti
fizsa, di gruppi d'un eerto wamero m>1 di curve del fasolo (generatori d'una serie
lingara go" sopra Vento oo che ha per elementi le ourve del fascio).
Coneludiamo:
in wn sistema lincare " (1=>0) di curvs sopra wna superficie:
10 dus curve generiche now hanho futorsesions: variabili se ciasouna com
pouente variabile & costituite di wua o pits curve dun fusciv (vazionals o no).
2¢ il cusd apposto dus eurve generichs hanno un mumero firito w30 di inter-
sesioni variabili o questi punti deserivano tults la superficie al variare dells curve,
71 atmoro =0 delle interserioni variabili di due eurve del sistema si dia
il grado effettiva dl sistoma.
stoma. linearo di grado offobtivo s sonsd componenti fisse, duo curve
abbiano una somponents comune (nemmens eecezionale) hanno # interse-
n i queste essendo debitamento confata: & chiaro che in tale computo
non deve touersi oonto di um punte appartencnte ad wna delle dus curve cha costi-
tuisea ' buco per Valtra,
1L grado n d'un sistema. lineare di curve eostifhisse un primo carstlore di esso
sull'ante (caratters invariantive’ por trasformarioni birazionali dolls superficie immwa-
gine). Un 2* carattors o Ta dimensions r (infinitd) del sistemn. Un 8 cazatiore & il
yensre del sistema che definiamo. per ora nell'ipotesi’ che il sistema stosso sia frri-
duoibile, eome il gonere delle suo componenti variabili irriducibili.
Di fondamentale importanza nells stadio d'un sistema linears feriducibile & la
sarie g/~ seguta sulls curva generica dal sistema (i grado # @ dimensions ),
dalle altre ourve del sistoma stesso: essa si dird 1a serie caralleristica del sistonia.
Dalla considsrazions i essa si ricava e diswguaglionza

nz=r—1,

che lega i grada o la dimensiohe d'us qualungua sistewa lineare irriducibils.
4. Siguificato proteutive dolla geometric dei sistemi Lineard,
Sopra wn ente algebrico T &f abbia un sistems linears |¢] di dimensions #(>>0)
@ grado # ( ==0): oonsideriamo il sistema lineare o "~ costituito dalle carve dsl primo
cho passano per un date puste geaerico di T (punto base del nuovo sistema. w1y
possono avvenire § easi:

1) 11 sistema oo™~ ha una. nuove compoents fisse non comune al dto- si-
stoms. |C (in altrs parole 1o cnrve © di |C] che passamo per un punto gemerico
di F hanno {n eonsoguenza infiniti punti variabili comuni); allera ls componenti va-
riabili i || sono formate coll curve d'un fascin (razionale o no), o si ba we= 0 (0 ¥i-
caversa); oid avviono sempre (in particolave) per »=1.

2) Essendo r>>1 ed n2>0, il considerato sistoma w*= ha il grado 5 —1
(in altce parole le curve di |C| aventi comume un dato punte non hauno in conse-




=k
gaenza altri punti variabili comuni); allora il sistems |C| si dirk semplics. Se F non
& razionale’si b in ol caso r>2:

8) Essendo 7>>1 od #>>0,il nominato sistéma o~ ha il grado n—m dove
m>1; allora I cavve O di |C| passanti por un punto generico di F hauns 4n con-
segnonza alfrl s— I punti variabili comimi; yuesti insieme al dato costituizoono
wn grappo di m punti che presenta waa condizions alle curve © di |Cf ls quali deb-
bono eonfenerlo e viene determinato ugualmente partendo da wn altre doi suol punti.
In tal caso si hanno su B oo gruppi di m punti analoghi o quells (presentanti wia
condizions alle enrve di [0 ed un punte generico di B individua nn grappo, si ha
quindi quella che si chiams una fapolusions Ly di grada m (di groppi di s panti):
dus eurve geericho di O] hanno comune un certo numers s (=1) i gruppi della I,,,
per modo che

ne=ma.

In quisto-caso si diee cho il sistoma |O] appartiens all'invalusions Tn. 11 fatto
si prescnta sempre por r==2 (>0) o F non & razionale: si ha alloa #>>1 e'la
teta |C| appartions ad una involuzione I,

Sopra tna superficis F immagine dell'sits sia dato un sistema lineare semplice |C]
di dimensione 7(>>1) & grado a{>>0).

Si riferiseano profottivamonts gli elementi (curve) di O] agli-iparpiani S,—,
una spazio ad + dimensioni $,: ad un punto generieo di F base por un sistema w
i eurvo © (di'[C) corrispondono in S, gli iparpiani per un punto P, ed un punto P
cosd obfenuto nasce da un solo punto di ¥ fuori délla oventuale componente fissa
i |Gz il Inogo del punti P & dunque une superficie F' di 8, riferita punto par pum
alls data F, sulla quale lo- (parti variabili dollo) trasformats dells eurve © di |C]
vongono segate dagli iperpiani di 8, Divomo, por brevitd, ehe fa F' & la suporficie
inmagine deli’ente algebrico (V) che ha per sesions (iperpinue) le ewrve C i |
4 importante notaro cho lo proprists (invariantive) del sistema |C| sull'ente, si tra-
duconoin proprist projettive dells suporficie F o vicoverss. Liordine della F & il
grado u i[O} ¥

L tesformazions indicata pub ancora effottnarsi se il sistema linewre O] di dic
mignsione (2> 1) o grado 2 (> 0) von & ssmplice ma appartiene d una involuzione
Ta: soltants allora 1 fmmagino P dell'ento non risulis pit riferita biunivocaments
alls F, ma risulta invecs una superficio (mpls) riferita in eorrispndenza [1. m] alla

il suo ordine & ;’} Vi & un'altes trasformazione che si applica partendo da si-

sbemi |G| (di grado #>>0) semplici o 1o, & rigses sompro bimnivoea por la superfisie
4 occorro averla presents.

8i pud senipre considerare sulla P on faseio razionale di ourve (segate da un
fascio di. piani o iperpiani) siffatto ohe wna curva di esso passante por un punto
goterica o debba conteners di conseguenza messuno dogli altri punti variabili che
roslfans eventalmente connuni alla eurve di JC| per quel punto: cib posto riferiamo
proisttivaments gli elementi (enrve) di |C] agli iperpiani per un punto 0 in 8.,
o 1a ourve del nominalo fasoio agli iperpiani per un S, non contensnte O in 8,:
un punte generico della superficie F & base per un sistema co™' di curve C od ap-
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pacticne ad wea ourva del faseio; gli corrisponde  quindi in S.., un punto P (in
corrispondenza biunivoca col pianc) determinato come infersevione di wna retta per
O ¢ di un iporpiauo per lo 8., Nusce cosl in §,.; una supecficie ¥ riferita punto
per punto alla F, sulla quale ¥ le trasformate delle eurve dal sistema |G| sono se-
gato dagli iperpiani per O, ossia si ha una superficie ' immaging doiliente alye-
brigo #n Seay avente come sesioni cogli iperpiand 8, di una stella ls ourve O: un
8oy per O -sega la T in  punti voriabili, se » 8 il grado di |Cl i noti che ove
il grado di |C] fosse nullo (o la sua dimensione 7>> 1) 1a F' sarcbbe’ in generale un
cono mulkiple di vertica O. *

In fing 'indisato procedimento (ricomendo ad un sistema o ausiliario) permette
i ottenero una superficlo immagine d'un ente algebrieo sulla quals 1 curre d'nn
fascio sazionale vengono sogate dagli 8, por un S, in un S

Pit in genorale dati sull'ente dua o piic sistori linari si poeh sempro assu-
mere una swperficie immagine projettiva dell'entein un & su cui le curve di questi
vengano segate daghi iporpiani di forme lineari in 8, ove quéste forme abbiano duo
a due tanti iperpiani comuni quants sono Ia eurve eomuni ai eorrispondenti sistomi
(ofr. 7).

5. Ststemi {inears. riducibili.

Ecco subito aleune spplicazioni delle trasformasioni indicate nel precodente §.

TroREMA. [ wis sistema linsare viducibils sopra un ante algebrico: oty

12 0 la compongats variabils della enron gensrivaé frridusibils (clod il siste-
ma & costituite- da un sistema irceducibile eui si & aggiunta una componente fissa);
2 oppure la detfa. parte variabile della curva gensrica si compone di

curve diun fascio (ciod il grado & 0)(").

Si sseluda la 2* ipotosi, quindi (3) il grado del sistema riduoibils sin A7>0:
dito che & assurdo oha 1o pnrh variabili dell curse dsl sistema siono. riducibili

Ansitnito essendo w>>0 la dimensione dol sisterma vale 7>>1, ¢ pereid si pud
considoraro in esso unn rete dallo stesso grado individuata da tre curve generiche.
agine dell'ente algebrico una superficie F in §; avente come
swioni piane. d'nna stolla 1o survs della. roto (4): sssendo 5=>0 1L centro O dalla
stella non & wplo por 1o F, ossin Ja F non & un eono & vertics 0. Nell'ipotesi che
lo parti variabili dello curvo G sieno: riducibili, le sezioni pisne della F per 0 deb-
bono resultare tulte spexzate; & cid che dimostreremo assurdo (%).

8i comsideri una retta generica a per O ed il fascio delle sezioni piane di F
per 0. Ognuna i quests sezioni pians spexandosi, deve cssere composta di un carlo
numero m > 1 di curve irriducibili ehe variano nocessariamonte in un faselo. (razio-
nale o no): invero sopra un piane per & vi @ solinio un numero finito di punti co-
muni & dup tali componenti irriducibili, quindi per un punto generico di ¥ passu

(3) Cf. poi sistomi Tinearl ual piano, Benrot s Isiftats lombards, 1853 +3 Vosservazione ;ma
caso generale dolla suporiielo =i fzava in « Nowruss, Math, Aunales, VI, pag. 524 =.
strazione data qui dalla proposizions riprodues il conestto di quells dells mis mmm, I,

(% 'Talo assurdo pub anche farsi seaturirs dal teorema di' Knoswcwen-Casrersvoro. Clr. Che
sraLvove o Sulle superficie algeirichs che emmettane v vistema doppiaments infinito di sesioni
piane ridutti fe. Ace, def Lincal, 1604,




s sela di tali componenti. Inoltre i gruppi di s fasaio deridisibile |E]
costituenti 1o sezioni piane di F' per ¢ sono i gruppi duna serie gu' sopre Lente oot
chs hn per slomonti lo ourve di [K]. Questa g ha slmeno wno o pitr gruppi dotaii
d'una o i colnsidenza: eid vuol dire che per Ia roba o pussauo dei piani toccanti
Ia F lunge uns linea. Ta eonolusione & stata tratta per una quslunque retts @ pas-
sunie per O; al variare di questa si hanno dupgue almeno co! piani tocsanti a F
socondo curve. Seguo che In F & una sviluppabile, o poiohd i suoi piani tangenti
passano per O essa & -un cono di vertico 0. Cid contraddice all'ipatesi 7> 0 come
abbiamo osservato.

11 teoreuna b dungus stabilito.

Sussista aneora il

TeoruMA. I st sislona fineare di ourvs ivriducibili sopra wia. supsrfisic,
{at curva gewerica now pud avere pnts mallipli oariabili (fuoré deé. puati bass)
nan. appartensnti olla tinga muliiple. delia supérficie:

8i. suppanga il contrario. Nel dato sistoma irvidueibilo si o, considorare un
fascio generico (razionale); per ipates le curve di esso posseggono dei punti multipli
vatiabili deseriventi uns linge C semplice per la superficia F.

8i trasformi 1n T in wna B facondo sugaes o curve del detto fascio dai piani
par unn retts @ (3) in modo che la eurva C' corrispondents alla O visulti ssmplies
par E': ¢ib-pud sempeo farsi-seaglionds i rele ausiliadda (i cai s surve veagano
segabo dai piani di uon stells eol ceniro fuoric di 6) siffatts che lo oo! lineo dolls
rele passants pec.un, punto dells O nen abbiano comuni in consegucnss. aléri punti
di-easa (e questa condizione =i pud realizzare in infiniti modi ad vs. ancho partendo
da una rete gid determinata du una non particolare stella di piani). Cib. posts in
conseguenis dollipotesi fatts la sezioni piane dslla I por a deblono avers punti
mlbipli, yaclabili eulla eurya semplios C', Ma cib & assurdo, come & veds, favilmente
infuti tn punto generico. P dolla © essendo multiplo per una-sozione. plana, di I
per 4 bin come pinno tangente il piano Pa . m. fuori di questo sta lo. tangonts alla
linea €' {non giacente mel detko pinnc) 1o qualo & wua tangente alla ', dungue P
o almeno. doppio per I suporicie ¥ voutro Lipotesi.

Qon oid il teoroma & stabilito.

Per oid che i stato dimastrato innanai esso & pure applicabile alle pacti vasiabili
ol oncee dmn sistoms sidnoibilo, ¢ pub enunciacsi sotte forma invariantiva disondos

Sopra un ente algebrica o' le componcats vaziabili dolle. eurvs d'un sistoma
lineare wan hanno punti mullipli fuort dei punti base dol sistenia ().

5. Guroa o sistomi linears conferi i altri.

Rickiamiamo le definizioni. poste nel § 2 ¢ la loro applicazions ai sistemi lineari.

Bapra n gats aigehirioo o’ sia dato un sistema lineare [C|: una curva O che
fis parts di una € ma non & uns encva totals dal sistema, dicesi una, ewroa par-
siale (o contauts parsialmonte) in |Gf: allora ¥i & almeno nna curva pesidua O tale
chi Iy 0" costituises uow curva otale di |Cf

Suppongasi che |0} sia un sistema irriducibilo, o |C'f un aliro- sistema irridu-

(3) Per sistemsi Yinearh el plano, ofr. Bemrrss, « Tetituto. lambardo, 1652 v.

Soouerh ot XL Ser, 2, Tam. X. 3




B (e,
cibila siffatto che Iy curva’generien ' sia contenuta parzialmente in |Cf. Allors|C|
dicesi contenutn parsialmente in [Of

10 sistema |C| sia contenuto parzialments nel sistema |C|; osista allora un sistema
tinzare (i dimonsions =0) rasidua di una €' gonorica, (costituito di futte le curre
residue:di- C)y questo si pud denotars con

je|—¢

_—

Se [0] |¢7] wouo: irriducibili il sistems |O7| contisne come. componenti fsse i punti
basa par. || o non per |C}, anzi ua tal punto base iplo (©>0) per|C'| campare con-
tato ¢ volts tra le componenti fisse di |C”|: effettivamente un tal punto: costituisce
un buso per le curve € (sfc 8) ma mon per le ourve C-4-C7

7. Disugnagliansa fra ¢ gradi di dus sistemi lineari di cui wno & coutenuto

arsialmente nallaltro.

Dimostriamo il teorema:

e soprocun enta, algebrico o* wn sistemsa lingars irridusibile |G| & contenuta
parsiamante n wh sistema irviducibile |O, it grads di\0| supera il grada. di |OL

Anzitutto si noti che. per la irriducibilith di {O]|0°| 1a dimensione di |C'| supera
quella di |0 (altrimenti © dus sistemi coineiderebbero). Dopo oid s [C] & un fascio
Tenunoiato & stabilite. sons'altro (3). Si pud dungue supporro sho [C| sia oo can 17>1

§i pud anche supporre ¢ho la ourva G residua di una € rispatto a|C' sia fissa
al variase di € in O], giacchd so essa contonosse nna parta variabila (corto nou costi-
tuite @i ponti dell’ente) quésta segherobbe in qualche punto mma € od allom wan
enrva O--Cy" segharobbe tma ' in un numero di punti niaggiore di quello dei punti
comuni ad una C e ad use €5 mu questnltimo uumero (essendo & sus. volta almeno
ngule-al geado di |C| Venunciats: rostenobbo senz’altro stabilito.

Nolle dotta ipotesi si consideri il sistoma oot determinato in ('] da una
rriducibile o dal sistema G/-H O] ottenuto sommando la. ;' alle. eurve C; sia F la
sparticis (somplice o multipls), immagin dell'ents, cha ba per seziont la curve dol
sistoma, Su F alla ;' corrisponde un punto O (in generals multiplo): le O sono lo
seaioni di P cogli iperpiani por O: il grade di [C] & dunquo il numoro - dalle inter-
sezioni di F (fuori di 0) con un S., generico condotto per O (ciaseuna intersezions
valitata seoondn il suo indice di molteplicith), mentrs il grado di (0 & Yordine i F.
Ora ‘proistéands 1a T da O si ottiens sompre una superficle dordine minoro: dunquo
il grado di [C} & minore del grado di |C] ¢ 22,

8. Curoe fondamaentali d'un sistema linsure.

Poniamo in quesio cap. tra lo goueralith sui sistomi linoari un eanno sulle ourve
fondamentali sebbeno tali nosioni debbano essere invosats seltanto pin tandi (IV).

Sia [C] un sistema lineare irreducibile di dimensione 7>>1 sopra un ente al-
gobrico, o sia % il goners di |OL

Diremo curve fondameitali per |€] le curve ohe presentanc una condizions alle
 ¢ho dsbbono contenerle: in tna eurva K fondamentale per [C] #iterrema sempre
incluse 1o eventuali componenti fisso de) sistema ca™~! risidne di X rispetto o |O},
sichd talo. sistema residuo sard irreducibile o 1o ourve si comporranno di quelle 3
un fascio. Come ourve fondamentali di |C] bisogoa considsrare ancha i punss dell'ento
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algabico now dase per |C] (punti semplici sopra una opportuna immaging doll'ente):
siffatti punti che diventino base per il sistema residuo d'una curva fondamsntals K
sispetto n [C}, saranno pure da includsrsi in K.

Una eurva K fondamentalo por (0] si dish propria o impropria. secondoohd il
wistemn residuo di cssa rispetto a |Of (di geners =) ha il genere (offettive) <t 0
il genore /vy perehd cid abbia un significato si dove supporre’ (per ora) Lirreducibilith
di tale sistems residuo.

8¢ si ussumo come immagine dell'ante algebrico una superficio ' (somplice o
multipls) avonta par sezioni lo curva C, una ourva fondamentala per |C| vieno rap-
presentata da un punto di F in generale multiple; Questo punto all'infusi del caso
ohie. F sia un cono ool vertice in esso corrisponde ad wae curva fondementale di
|C] il oui sistoma residuo & irceducibile: allora esso =i dice un punio multipls iso-
{ato o proprio so corrispende ad uos curva fondsmentale propria per |C| (per esso
pobrd passare pilt volte ln curva multipla); si dice un punto multipl improprio nel
caso opposto: & dunque propriv wn punto multiplo O di B quando lo. sexioni ipor-
pians per O hanno un genero inferiors. & quelle dells sezioni iperpiane generiche:
i punti generiei di wna eurva multipla di F sono improprt, od in generalo 6 pud dire
chio 1a malteplicith di un punto improprio (nol caso in cui P sin in S5) risultn sol-
tanto dal passaggio per esso della curra multipla (ma cid esigerebbe considerazioni
minute pel oaso di singolaritd superiori).

e come immiagine dell'ante algebrico si assmné invece una suporfieie di un
8.y avente come sezioni iporpiane per un punto.0 lo C. le eurve fondamentali di
10| vengono rappresontato da rette semplici o wultiple per O, o da grappi di punti
(somplici o multiphi) sopra rette per O, o da gruppi silfatti unitamento alle retto
¢ui appartengono (supposte sopra In suparficie).

Tea i sistomi lineari sopra un onte algebrico sono i piti facili & studiars ¢ si-
atemi limeari. irveducibili smplict ehs nom posseggons altrs curve ,"om‘cmcl:m.‘!
che punti dollents algebrico (s nemieno groppi di panti). Esistoo sempre sall'sate
sistomi siffasti: b questa una eonseguenza immediata della ammessa possibilita - di
teasformare wni dats superficie algebrica in una senze singolarit (siod senza nessun
punto multiplo) in un iporspazio (7).

Aj sistemi ohie godono dells proprieth nominala daremo il nome di sisteni non

singolari.

Dato sopra un ente algebrico wn qualonque sistern lincars (irreducibile oo
altnono) |G| i pud sempre considorare sull'ente ‘stesso un sistema non singolare |K|
contencnte |C|; basta infatti assumere come immaging dell'onte una superficic F senza

laritd di un certo 8, o considérare il sistoma K| segato su questa dalle varigta
i 8, d'ordine abbastanza elevato. Assumendo in |K un sistoma generico oo ® contenente
una rete generio di ourve C, si pud costruire una superficie ¢ di Sy (trasformata
di F ottennta facondo segare dai piani 1o ourve K del sistema co?) la quale non
abbia punti multiphi isolati all'infuori di un punto P centro di una stells di pieni
soganti su @ ourve C: allora tutts le curve fondamentali di |C] non composte &i punti,

) Cfr. 1 nota » pag: 10




~ vengono rappre da retta (semplici o multiple per ¢) passanti per P ():
PUd gostruirs mna suparfcis g cosiffatts in modo che fe refte che essa contins por P
sieno distinta st dicd oho O] ha owrte foudamentals distis

Quando |0] sia semplice I definisiona s trasporta alla superioie & immaging
dol‘ente algebrica (in un 8,) avente por sezioni (iperpians) Is €, disendocho ln @

¢ altri puntt multipli trolati infinilamente vicint.

Questo concetto pud esser posto. direttaments como segue. Sia Oun puata. mol-
tiplo izolato dolla superficie B d i consideri il sistema di tubte Jo varioth di
un oérto ondine 4 > 1 passanti pet 0 e si teasformi 1 B in una g swoui vengano
segate dagli iparpiaui di un corto Sl ot eurve ehe cos) sono doterminate. su -F:
il O (oo al sno fntorno su. F) corrisponds una corta carva L (semplice o multipla)
su P ge s questa T vi sono punti multiphi isolsti di ¢, & questi corrispondono
pundi madltipli isolati di T infinitamente vicias ad O: la mancanza di punti wmul-
i infinitamento viein per elascuno dai punti maktipli isolati di F, eq
ulla condiviont che F hbia solo punti multipli fsolati distinti nol sonso definito
innanzi. Lidentith trn'f due concetti & di mabum ivtuitive: tuttavia mon sembra
diffieile il darne ung dimostrazione: rigorosa, sebbene si traiti di argomento: un po!
delicato.

I
Sistemi lineari normali ed operazioni elementari sopra di essi—

9, Sistemi {ineari normali.

Una curva, una superfieis, in genorals mia varieth & pit dimensioni si dice
normale in un dato spasio Sy & oui appartiate (ssnza sser contenuta in un S
quande non pud riguardarsi eome proiezions di uoa variets dello stesso ordive ap-
partenente ad una spasio pii elovato. Questo, concetto di natura proiottiva si traduce
in o conoetts i natua invariantiva: per i sistemi lineari irreducibili sopra un ente
algobrico (4) (o pit generalments, in mods analogo, per i sistemi lineari irreduoibili
di varioth My, o 4 — 1 dimensionl sopra. wnn. varieth My a & dimensioni).
e ¢ sul relativo ente algebrico
rriducibile avents wi certo grado n >0 si dird normale
(o complato rigpetio al grado) quando wso now ¢ conlenudo in wn sistema lineare
irviducibile pik ampio aveate lo staaso grado,

T fassio irviduc 0) ¢ sempre da eonsiderarsi eoma worinale,

Qui- & indifforente infendere s parola - = contenore = uél seaso. pin largo di on-
tonere parzialmente o nel senso p

Is. o

compunata fred
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eartie: proienions i wna superfics rormiale, eost nollo studio invarisntive dei sistemi
Yincari i curve sopra wna superficie & utile: & soatituire 18 considerazione di un dako
sistama linears avents un grado, con quella i wn sistema normale che 1o contiene.

E s notf che Ia disuguglinnzs

=1

legante il grado'w (supposts > 0) v la dimonsione » d'un istensa lineare (3) mostra
gih ol ampliando: suseessivaments (ove sia possibile) un sistoma lineare (irriducibilo)
conservandone il grado (> 0), si dove giumgure ad mn sistoma vormals, o ¢id lmeno
quiando Ia dimensione: dell'ultinio sistema ottenuto raggiunga i1 valovs 51 (nel
qual easo le curva del sistems gon: reionali 6d & rzionalo V'ente algebries). Ma ln
questions fondamentals ohe fmporta risolvars affinchi 1y considerazione dei sistemi
mormali sin voramonts utile, & la seguente:

11 sistama lineare normale nel qualo & eontenuio mm
grado & witieo?

Dal prnto: i vists profettivo (pier i sistemi semplici) 1 quostions si enuncia cos):

“La suparficte normale di cui una dato saporficic & proiezions dello stesso ardino,
& proi itata. (eind inatn & meno di ioni projettive)

Ln risposta. affermative ¢ho si di all'unaloga questione per da curve, Insein pre-
wodere obie Ia risposta sark affermativa anche in questo caso: In dimwstenzions i cib
# stata duta dal sig, Seons por 1o rigate od & nota do lungo tempo per sltre su-
perficie partioolari: in gencrala i teorenia & stabilito nelle mio « Ricerche » (I, 2)
o] metody ehe vieno qul sestansialments riprodotto: dove perd avvortirsi il fatto che
il sig. Seonk nelln sun '« Fatrodusions alla Geometria sopra wn ents algebrico
semplicementd dnfiifo’ = (') (v* 54) Bota como In dimostrazions da Tui data per ls
curve (differonta ds questa) sia estendibilen tutti § casi di varieth o pit dimensioni.
Altrattanto potrebbe dirsi di questa,

Qul i vadeh nol modo pit semplice camo effettivamente 1a’ questions enunciata
(nel easo pit generale dell'ennnciato sotto formu nvariantiva) comporti snnpre una
risposta: affermativa.

A tal fing occorre: premettare i1 lemmn:

Sopira un ente algebrive ® dussisionii linears irriduneibili o, aot, dollo stesso gra- *
da 1 (=0, aventé comstas w sistema lineare w° purs di grado n. (1> 0,5 > 0,0 1)
000 canteINIE i wn sistema incare i i

In un 8., . si fissino un partenenti quindi
of un 8.0 ye; o non ad wn'spazio pitt basso), o si viferiscano  projottivaments
alementi (curve) dei due sistomi risp. agli iperpiani per S, g  eolls. condi-
‘tione che 8 chascun elemento (strea) del sistermn o7 comnne ai due dati, corrisponda
sompry lo' stesso iperpinng per Spupoaoy, fan smenta 8i consideri appar-
danente all'vino’ come all'aliro dei' dug wisto lo contengono. Allora
masea una supaficie: B di' 8, o immagine dell'eute algebries, sulla quale lo ourvg
e nomimati sistemi oo, oot vengono segate risp. dugli iperpiani per §, .
Ia F sarh una superfioie somplice o multipla secondochis i dus debti

istenta; Jincare: di - dato

) Aunali aF Mstemition 1604,
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o d una stessa involusione Tujoi riferiramo alla 1% ipobesi,
poichd senza diffioltd si- ripoterebbe il ragionamonto nlln seconda ipotesi sosti-

"
tuendo — ad #.
m

La F avrh un certo ordine o' == n; essi vien segata in # punti variabili dagli
Sraacass PO Siiony, 0108 isasy 0.p8r 8o po it 51 Vol provare che dove essore # = 1
ossin eho il sistoma oo==* sogato su T da tatt gli iporpinni, o contencate i duo
dati, 'ha il grado n, cid ohe sorve o stabilive il teorewa.

Si supponga n' =s-}-4 dove d>0.

Allora sopra S._._; (s parimente soprs 8, ..;) vi seno almeno d punti (distinti
o coincidenti) di F, ansi precisaments J punti, o infiniti punti. In ogni caso dunque
il sistoma segato su T dagli-ipsrpiani per §/ss-se—; & contennto parzialmente in quello
sogato dagli iporpiani per S..seq o perd dovo avers il grado minore del grado # di
questo (7) contro Vipatesi.

Promesso il lemma presedente; sopra un date ents algebrieo i supponga ehe un
sistema lineare irridueibile oo (#=> 1) sia contenuto in due altei sistomi normali
dello stesso’ grado ciaseuno dei quali. (stante la irridueibilita) di dimensione > r:
quasti dua sistemi o sono fali che I'uno contione Yaliro, 0 sono eonfenuti in un medesimo
sistoma dollo stesso grado: ma ambedue lo cosa sono in conteaddizione coll'ipotesi che
i nominati sistemi sicno normali; dunque un sistema. linears non pud esser contenuto
in duo diversi sistomi normali (irriducibili) dello stesso. grado.

Ora abhiamo gid notato eho partendo da un sistoma lin
plistdolo suceossivamente sonservandons il grado, i pervieno nosessariaments ad un
sistoma normale 1 eni dimensione non pub saperare il grade (di esco o) del date
sistema: aumentato di una unitd; si pud dunque. concluders il. toarem;

Sopra un ente algebrico w* wit sistema lineare irriducibile o ¢ normale, 0.¢
contenuto in i deterivinato sistema tnsare irriducibile normale dallo stesso grada.

Viens qui ineluso il caso di fasoi che abbiam. detto doversi sempro considerars
eomo sistemi normali. Sotto altra forma (equivalente alla prima ove s'includano lo
superficie multiple colle risp, eurve di diramazione), si ha:

Una superficie di dato ording o & wormale, o 8 proissions di wna superficie
normals dello stesso ordine (appartencnte ad uno spazio pib elevato) profeitivamante
daterminata.

10. Sistoma normals somma di dus dati,

Sopra wna superficie o sul relativo ente algebrico si considering due sistemi
lineari ireidnoibili normali [, [C4); esoludiamo dapprima che essi abbiano comuni
dolle curve totali. Signo #, £ (= 1) 1s oo visp. dimensioni. Si assuma come immuging
dell'ente nna superficie (semplice) F di 8, sulla quals le ) vengano ss
dagli iparpiani per un 8,, e lo Gy dagli iperpioni per nn 8, senza punti comuni
(& noto che eid pud farsi adoprando ancors un fascio susiliario — 4). Allors la qua-
driehe +rye1 Passanti per 1o 8,, e per lo-8,, sogano su F un sistema lineare
irridueibils contenents totalmente tntte lo curve compuste Cy--Cy

La equclusione sussiste ancora ss (C,f|C;| hanmo delle curve totali eomuni ed
anche se coincidons, purehd in quests easo non sieno Aue fascis solo occorre qul pren-

irriducibile od am-




il
dera 1o/, & 108, i 8,ar,er i modo obe essi abbinno comuns wn 8, il quale
dobba asser doppio per le nominate quadriche.

Dungua ansho in queste ipotesi pitc genorali si ottiene un sistema Hnears irri-
ducibila contenents tatalmenta tutta 1o carve Cy--Cy. Se my, my sono i risp. gradi
i [0){Ce] e £ & il numero dolle intersezioni variabili di una C, eon wna Gy, il
grado di tals sistoma valo

n=mfmt2i

(essetido dato dal numero dei punti variabili comuni o due curve € - Cy).

1 detto: sistema & contemuto in wn sigtema normale [C| dello stesso grado m,
oho dico essero indipendonts dall'arbitrariets che compare nella costruzions eseguita.
Oecorre per cid far - vedére cho mon possono esisters dus sistomi normali (irriduei-
bili) [C] [0') (di grado m) contenenti totalments tutte lo surve C,+Cy Cid segue
infatti dall'vsservara eho [0] |O'| avendo conmuni infinite curve totali avrebbero eomune
il minimo sistoma lincaro (irriduoibile di grado #) da cese determinato (7). Si pud
dungue affermare che:

8a sopra s ente algebrico =* sono dati dus sistemi lingari {rriducibili nor-
mali |G| v ehe won siens dus fasei coincidenti, esiste sompre un determinato
sistoma irvidueibile normais |C| confensnte lotaimeits tutte le vurve composts
00

Si dirh cho [C] & il sistema normalesoima |0y il

Si osservi come 1o sfesth resultato i estends subito’ sl caso che |Gyl (G sieno
ridueibili senza porti fissa purehd non compasti calle curve dollo stesso faccio (la dimo-
strariono va ugualmenta).

8o poi |0y] |Gl senza parti fisse sono. composti colle enrve @ uno stosso faselo,
si ha ancora wn sistema [0, ;| contancnte tutte To curve Cy—-C, ma non pid irri-
dueibile: s'intenderk in tal enso che |Cy~ Csf #ia il wistema pil ampio contencute
totalmente To C,-}-Cy, composto: di tubti ‘i gruppi d'una serie completa sopra I'ente
algebrico ! che ha per elementi lo curve del fascio.

Come abbiamo notate il grade di €= |0, -

#=mof 2

assendo iy, i risp. gradi di [C4] (O] (220 ed ¢ il wumero. delle: intersozioni varia~
Bill & una G, o duna Cy.

T punto dellante basa o, plo per |Ci| o base gy plo per|Cs] & base (¢ 4-e) plo
per [CL Se [€]'d un sistems senza parti fisse, i1 sistema |04 C|=(20| si dird il
doppio di (0] ecc.

Notevols & la relaziona in onf si trovano i duo slstami [, [Cs entro il sistema
[0]=10,+Cal. Cinscuno di essi & (tutto) il residuo di una curva generica dell'sltro
rispetta a |C], di guisaehd sono contenuti totalmente fn [€] tutt 1 sistomt riducibili

Ci10al e Ca i

composti di una ourva fissa dell'mne ¢ di uoa variabile dell'altro.




rale ai sistené rids
stoma linears normale sopra un ente algebr
Un sistema linozrs comunque: riducibile (di disensions = 0). si i
iverso o quindi) pi ampio.

ineibili (oo ! almeno) questa definizione equivale a quells

i sistema

licata.
(per il &
fta ora di dimostrare il toorema (estensione
teroduoibili nol § 8):
Sopra un eale algehrico o* una curoa. comungus riducibils 8. sanpre conte-
in un_ determingto sistema linsare mormale (riducibile o nd, di

7).

quello date pei sistemi

Anzitutto V'ennneiato & soddisfatto se la eur
talmente in o o ! o soltanto in un fascio.

questione non & eontenuts to-

no contenuti totalmente in un . medesimo »:

9),

to di parti_ fisse (of
lire il lemma, nelle ipotesi pin
supponinmo, che essa sia contanuty totalments in, duo s

F OGO
2| non eontengono parti fisse o O’ C noa hannp componenti comuni. Os-

dove, |4 |
serviamo. subita obe €', O C © sipehi s avra in generale

o

PO A R

waa di quo i

(dove qua

o componenti.pud

|4 contiens totalmente €

1G4
Sappiamo. (10) ‘che. esista un sisterna

|G-

<o contiene totalmenta tutte le onrva composte €, - C,: questo contions dangus

totalments 1 sistami

TG e X @

quindi il zesiduo di X rispetto ad esso, che pud, denotars con

G4 G| =X
contiene totalmente

(O el 010,




=l
Begue che il sistemn
10/=C"4[C+ G| — X
eonting totalmente
CTEO+HRl e OO |G
¢l che dimostra il teorems.

12, Estensione del concetlo &1 sistoma somma.

Dopo il teorema del precsdonto § possismo. estendors o tutti § sistomi Tineari
normali comungue ridueibili' (i’ dimensiono = 0) sopra un ente algebrico 11 sigaifi-
eato del concotto 3 somma posto mol § 10. pei sistemi irriducibili

84 dasigning eon |Ci| |G| due sistemi lineari mormali (di dimensione = 0)
comungus riducibils sopra wi ente algebrico; esiste ws sistema lineare normals

10+ G|
(i démensiono = 0),

contenents (otalments tulls le enrve composts C, < Cu

prosame Lesistonzs basta mostrare cho esiste wa sistema linears contanento
totalments lo 0y + Cy, osso sard contennto in un sistems  normale o guesto sard
unico pel § precedonte.

Ot um sistoma contenents o € |- C, s ottione sommands | sistemi composti
delle parti varinbili di' |€] [C:] o agginngendo le parti fisse:

Si noti oho 88 |Ci| = €1 ha I3 dimensions 0, sono in generale diversi i sistemi

G+ G| e G40
il primo potrk essera frridueibile mentre il sccondo ha come parts fissa C,.
In particolars 0 C, & wna curva cecerionale ossia un punto O dell'ente, base iplo
por |04 .
(Go=0) , @ il sistoma
€40
& il pitt ampio slstena. sontenente totelments |Cy| - 0 (avento 0 come (F — 1 ipls).

13. Teorema del resio.

Sopra wun ente algebrico o * siano dati due sistemi lindard comunipue ridusibili
1| o |G| 4! sscondo dai quali potra unche aver la dimensisns O (ossin essere
una curra C,).

Stabiliamo allora gli enunciati che saguono:

1) e |Cs| conticne wna curva Cy il sistoma residuo di essa
[Cl=]C:|—Cy,
& mormale,

Infatti 0 || non fosse normale ma contenute tofalmente in un sistema pit

ampio |0 i due sistemi
Lo Lt R T [
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contarrebbero fotalmente

@ pord sarebbero contenuti tafalmente in un medssimo sistoma contro. ipotesi chie
|y} sia normale
2

posto [Cy|(0 " almens), o |C,

o almeno) contenente |Cil, # sistema

0| — G

(dé dimensioite = 0) residuo di- wna O, now varia ol mutars di Oy in |Oi} ¢ quindi
# tale che
1G4 C =

talo aistema |O] potrd designarsi con

Sia

16k
Per quusto i considerl cha il istama normale
0= G| — 6
contiene fotalmente [Cy| o pord (antrambi i sistemi essendo normali)
+Cs| — O = |Gyf;

Q'altrs parts in |O:| sono contenute totalmenta tutte lo curve composto
o400,

o pard in [0, + G| sono eontontte totalments tutts lo ourve

0401,

0"+t

ossia tutti i sistemi

ma
0+ 0 — 0 =0,

danque in |Cy| & contenuto totalmente: ogui sistema

€ Gy e,
11 resultato obtenuto &i pud enmmciare diffasaments in parole dicendo:
Sopra un ente elgebrico 8 abbic wn sistema iineare normaie (= ainenc)
[Cl ed in esso sia contennts w sistema: Linears normala|Oy|: se una curva €y ha
come residun vispetto a [Cof un sistema |C|, |} ¢ & sua volla il sistema residuo




i wna quadsiasi. curow: C rispetto) ¢ |Cafs & i wisteri- 0] |O] oo guindi re-
sidui Funy dellaltro rispetts. a |Cil

Questo smunciato. eostitnises Ia prima parte dol cos) detto. taorema del iresta:
Ia seconda parte di natues profttiva eard stabilita pit fardi. (ofe. il § 95)

Gorollaria proiettivo. 1 primo enunclato di lnogo al eorollario proisttive.

Prolsttands i superficis normale. i wao spasio inferiore, da wn.sua clroa
o da sugt. punti, si oltiens una superficie normals.

14. Modo di dederre ogni sistema Uincare da wn sisiema trridusibils.

Sopta, wn eute. algebrico si abbiz un sistoma linetra normale (G} Si assuma
come-immagine dell'ents una superficie ' in un S, Ogni.carva O, (compresi i punti
cha essa pud avere come pud venire. segata 1 su F da
varioth V,, d'ordine & assai elovata,

Dunqus il sistoms: |4} b eontenuto {n quallo imiducibilo || segate su F da
tutle To Vi, Se inoltee & stato scelto assai alto, il sistoms residuo |C — O & irri-
duoibile & mono. di punti (i punti base di

f=

che possono comparire coma” eompo-
zooti fisse di esso: designando con |C;) questo sistema imviducibile costituite - dalle
curve variabili C—Cify 8 designati inoltre eon 0,...0, i punti baso di [Cy]
snllonte, di risp, moltopliith ¢, ... (== 1), si aved:

|4l = [0 — Dttt

oid i pud esprimers dicendo ohe (Caf pud ester dedotto da un sistema. ivridusibile
semplice |G| staccands o curva. gensrics d wn wistoma irviducitils |G| o fmpo-
nenda dei. punti bass Ofs ... al sistema vesidun,
Si noti che se & & assunta ¥ senza singolarlth [C] ¢ wi sistema non singolare.
Si arverta ancora cho por # assai elevato & pud imporre al sistema |C] segato
suF dalle V,, di possedere i punti base 0% .. . deducende cost da [Cf un sistema
irdducibile. ¢ho (reso normale) surh il sistoma somma |G 4-C
Dunque dato sullente algsbricn ws qualungus sistema lindars normale |G| si
pud sempre considercre (in infiniti modl) we sistema irriduoibile |Ca tale che it
sistema warmale somma |Gy + Cu| #ia irviduoibile.
Queste assorvazioni. saranno. utili- nal seguito.
15, Grads, virtals dun sistenia linaare.
Sopra un. ente algebrico 2® i abbia un sistema rriducibile |C,]: se Caf & un
altro sistema irriducibile e |0, |4 non sono fasei eoincidenti, # anche irriducibile
Allora detti ay, s, N, 1 risp. graili di [04] [Ca][€), e designato con
iil anmero dalls intorsesioni variabili di una Cy o uua Cs generiche si ha (10)

N=; -2,
sfochd si pud dire che , 3 definite dall'equazione
N=u+m-21
Suppongasi ora che |C,| sia comunque riducibile (i dimensions = 0) ¢ si eo-
struibea sull'ente un sistema irriducibile |G tals che
Cj=|C G|




sin irridnoibile (14): designati ancors con ;N 1 risp. gradi i |G] |CJ e con
numero dellp intersezioni di wna C, con una Cy, si potrd definire nn mumero &
mediants 1'equazions

N—z4n+2

& ohiamara quosto numero il grads virtacle di [Co) Oveorre perd di- stabilira cho
tale numero #, b indipendento dall'arbitrarieth che comparo nelluscelta di|Cy|, ossia
@ proprio insrento o |C,L

8i prenda dunque sull'ents un altro qualsiasd sistama irriducibile | ;| ale. che
@] = |0y 0| sia frriducibile, e designati con " N' i risp. gradi di |0] [O'L eon 7
il numero dello intersezioni di una C, von una G, mostriamo che lo due equasion

Ne=z &
N=zdn ol

definiscono 1o stesso numero &=, , €iod che si ha

N—ra— 2 =N —n' — 27,
A tal fine consideriamo il sistoma. irriducibile

JIE| = 01+

G +C
& valutiamone il grado rignardandslo una valta. somo somma i |C| |Gy, ur'altra
volta come somma. di |Cy| |} Datto j il numero delle intersozioni & wna Cy eon
tma €7, arremo cho nnn € @ una O, si segano in -7 punti, mentre una Cy ol
tna € si ségano in é- 7 punti; in eonseguenca il geado di K] valo

N/ 42 - ) =N+ m 26+
da questa uguaglinnsa s tras appunto

N

e — =N —u/— 2 022

Dopo cib se [C:] |Cs| sono duo sistemi. comunque  ridusibili -sull’ onte algshrico,
ed m; n; sono i loro gradi virtuali, 7 il numero delle intersezioni (foori dei buchi)
di una Cy con una Cy, 1l grado virbuale mie di {Cy = Caf valo

Mg =t - 20

Por provarlo inteoduciamo nn sistema susiliario irriducibile |C] siffatto che
i sistemi

0, -+ G|

11,107 | =18, 4-0s 6
siono tutti e tre irriducibili, il che pud sempre osser fatto scegliendo dapprima |C|
in guisa che riesca irriducibile |C™| e considerando (ove ceeorra) in lnoge di |C] il
sistoma |m C" — G, — C,| dove m & assai elovato.

0id posto designamo risp. éon




il

i gradi- (sffettivi = vicbunli) dei sistemi |C'], {05 eicon # #x xisp. lo in-
tarseaiont 4 una € con upa €, o eon ung c Valutaudo il grado i |C] avrame

W=t n 25420, (porehd [07] =10, + G+ C)

o =ny a" 2§ 24, (perehd [C7|=]C, - C"]

A= b F 20420 (perchd [0¥]=|Cs + O
siccome poi

Wty a2, A =nt a2,
Mt 27 e

Possiamo dunqué concludere che: Per ogi sistema linsare comungue ridusidile
(di” dimensiane = 0) dato sopra’un ente algebrico oo vysta definito wn mumero iu-
ters detis il swo grads virtuals, madiante le condizioni seguentic
1)1 grado vitucls coineide col grado affettivo per ogni sistema irriducibile;
) 0 |G| 1Cs] somo due qualungue sistomi Yisari sull'ents, di gradi- virtuali
Fisp. uy tyy @ 32§ 00 numero delle. intorsesioni “di wna Cy ¢ wng Cs il grado
virteals di |C, G| vais

51 dedueo

mtm2d

Gorollario. Un punks 0 dell'ente algebrico gantato ¢ volte pud riguardarsi come
un sistema lingare (di. dimensione 0)|0%: il suo grado. virbusle pud quindi essero
salutato considerando due sistemi lineari irriducibili [ C— 07 il primo dei quali
mon ablia 0 ome punto buse; si trova allora ehe il dotta grado vale i (¢ — 2) (porchd
1 gradi i [0]|C — 0] diff di @)z in 15 d'un nusvo
punto base iplo alle curve d'un sistema linears sull'eute, diminuirk sempre di @ il
grailo victuale del sistoma, Indipendontomente dalla irriducibilith i osso o del residuo.
Seus anche cho il grado virtualo d'ub eistewa lineare || sopra un enta algebrico pud
sssers valntato nel seguents mod ronda. un sistema irridueibile || eho con-
tenga [C) o tals che |C'— €| sia rriducibile all'infuori di puuki component fissi

0% O3 .+ (baso por |C] & non por |C:); designati con o " i risp. gradi (affettivi)
i 0] 8 [0 =|C'—C - o eon ¢ Il mmero delle. intersezioni una ¢
S a7, AL gruds vishualn 8 [0 Yalo

{— i — 2 — g — .

n

Oservazions. Un sistema Tingaro normale (comunquo ridusibile) non & contenuto
in altro dello stesso grado virtuale: tale propriotd & carstleristies pel sistemi normal
o pei. sistomi frriducibili fu posta in prineipio como definiziono.

16.. Geners (virtuale) delis eurve piducibili in wn sistema lineare,

Un sistema lingare |G| sopra un ente algebrico st dirk connssso. se ogni sua curva
genetiea € & connessa; vale u dire (considerata 1a C eome nny superficia di Rizwawx)
5i pub stabilire un eammine continwo fra due punti qualunqua di essa: allora b eon-
nosss ogui partioolare curva totalo del sistoma, porché limite duna G connessa.

S sulla C generica vi sono 2p famiglio & tagli ehinsi frreducibili chs Ia ridu-




PR e
cana semplicemente conngses, 88 quindi @ p i) geasre della €, sopra ogui carva lotale
- di |C] s bunno: 3p tagli hiusi i oo 1o riducono con-
nessa limiti. di quelli considrati sn C, o quindi € concepita come eurva totale
 |C] ha il genere p: pub bensl avvenire che lu O abhis gualeho punto multiplo O
ohio non sia tale per lo G (o abbia per C! una moltaplicith maggiore), ma 0 8 in tal
cuso. d riguncdursi coms un ponte di connessione della O o precisamento ¢ 0 & iplo

n

per €' o ton baso per [O] si devono eonsiderare in 0 W= ponti di eouncssiono

(somplict) cnllogunti 1o eoppic di-raari di C'; dfiamo che vi & un ponls. di eon-
uossions tra dus rami di C' in un punto quando in esso si riguardane attaceate
lo due falde dells corrispondents supdriisie di Riemann; sapprimers un ponta siffatto
deve riguardassi come 'esoguive dus tagli chiusi sulln (wperficie di Rrmmaxs) €',
uno:su ciaseun ramo; in O dunguo-vongono. assorbiti ¢y —1) taghi ehiuai irreduci~
bili limiti di eorrispondenti tagli chiusi s O, che si perderebbero rompendo Ja eon-
nesslone i O in esso: per questo il punts. O sl dirh un, ponts. di counessions
ordine if—1) per 1a-C's Quanio-si zumi i € clie passano per O on. & delto
che gssi debbano ad unn stessa. di

Considariamo dunque per generalitd (sull'ente nlgobrics) una particolsre curva
composta

G
antro - sistoma linears irriducibile |C|, -o supponiamo che esta sia connossn ed abbia
¢ punti mulipli di connessiono di- ordini risp. £, da il genere di G vale
me=mg Attt mEa —it1
Tnfatti sulln O s possono eseguire susessivamontes
2, tagli chiusi irriducibili st C,

om - - sit Cy

on v s i

opo oid s possons ancora. tagliare opporbunamente # -y o+ 1y — s -+ 1 poati
di eonnessione fra 1o varie parti di C (¢i0 che equivale a compiers

26+ i+ —s1f

taglt chiusi) lasciaudono ¢ — 1 sufficionti & stabilirs la connessions fea le ¢ campsnenti :
allors 1a € dopo questi 2 tagli @ somplicements connessa.

La procedents formula. & quella di Noruer (1) salvo che in essa nou si ten conto
i tubti 1 punti comuni alls vario parte di G coms ponti’ di connessiono.

Secondo 1a datta formala ai valnterd il genors di ogai carva d'wn sistoma lineare
connosso (se riducibile); questo & il genere di ogni curva totale del sistema o #i dich
genors virtuals del sistoma. Per § sistemi irviducibili €0 genere virtuale coincide
col genere efféttive (3).

(3} Ueher die reduztiblen algebraisshen Curoen. Atta matham. §.

—




g

La formula; precedents si pud aniche applicars alle eurve od al sistemi non oon-
nesst: frivers data una curva eomposta di & parti non conesse, essa si Tiduce con-
nossa con h—1 pontl di conessione ¢ho sono da. riguardarsi come —2(h—1)
tagli oliiusi.

L formula stessa. si applica alla valutazions del gonerd di mma curpa totale ridu-
cibile i un sistemo linear ieriducibile (G| di genere 7 so una € si spexsain du
parti €, 0, di genetl 7y, 7y eon ¢ punti comuni fuori dei prmti base (cisseun punto
essando contato dobitaments), questi £ punti o questi soli somo ponti di connessioue
por Ia €, - C, ourva totale & O] (§ 3) eperd si ba

Bd sy i —1.
Tn puctieslars: 2k

Sa (sopre un ente algebric) s henno due sistenty Unsard irriducibiti [Ci] |Cs)
i geweri visp.  7xy od una Cy ha con una Cy ¢ punts comung vaviadils i1 ge-
were di |0+ Ca vale
—=mm i

11 geners virtuale 77, d'un sistema lineare |C,| sopra wm ente: algebrics ha un
sltro signifieato noteval

Si assumn sull'onts wn sistenn irriducibile |C] (pi & non singolare) da eui|Cy|
sia dedotto staccando una curva Oy (curva &i |C— i spoglista di parii fisse, che
preso |G| pud amehe supporsi irriducibile) o imponendo. dei muori punti
base 0,1 0. 0, (1).

Sia v il genere di [O]; y il genere di Cr. od 4 il numero del punti non baso
per |C] comuni sd wna Gy, Cs.

8i a

[Of=1Cs- G -0 - -0

& quindi

+ I7Ed-@§ﬂ+i-—]:

T

questa formula defiuiseo il genero virtualo o, del sistema linears |C1| e di per questo
un valoro indipendente dalls yartioolare ssolia del sistoma irreducibile |G| che con-
Hiema |G}
T
Curve subaggiunte,

17. Superficie subaggiunte ad wna data di 8y

Agli sviluppi ulteriori della nostra teoris, innanzi di studiare un modo di ope-
rars sui Sistemi lineari divorso dn quollo di somma ¢ & sobtrazione considerato, dob-
biamo premottere alcuni lemmi di naturs profettiva.

(1) 8 rvorte chio 670 B unto basa O, di |Cif figura un certs numors di volte tra lo-com-
‘ponenti fise di [C:] b infuisce salla moltzplicith del punta per 1G] secondo i § 2.




=

Data una superficie By, d'arding  in 8y, diremo suparfois subagginnta ad essa,
ed indisheromo con ¥, una suporficia d'ordine # la quale seghi un pians generico so-
eondo una. curva aggiunta slla seziono piang di Fa
Baistono certo delle 4 per r=n—1, poiché tali sono s superficie polari dei
puati dello spazio rispstto ad F,, unite a swparfioie d'ordine. s — (s —1).

Le superficis di un dato ording subaggiunte ad Fu (50 esistonc) formano wi
sigtema lindare (31 dimeusione = 0). Infatti la superficie generica di un fascio deter-
minate du due ¥, soddist alle stesse condizioni imposto alla . o quindi & nna Y.

Dopo cid stabiliamo il

Lewma. 8¢ F, ¢ wina superficie d'ordine n in S ed A wna rofia generica che
Einconti'n in i punti semplici, una superficie ¢ la quale seghi wn. piana_gonerico
per A seioido wite eurva aggiunta alle sesions di B, ¢ sbaggiunta ad Fu(Y),

« 8i supponga dapprima cho g abbia 'ordine s — 3+ o = 5 — 1 ; allara, csistone
certo (come abbiamo notato) dolla superficie w dollo stésso ordine n— 3 p soddi-
sfaconti alls condizioni che vogliamo mostrare verifioate per g, Cid posto s'indichino
con v tutte lo superficie d'ordine 5 — 8 - o subaggiunte ad F,, ciod seganti | piani «
seconds curve d'ordine 71— 8- ¢ agriunts alla sezione di Fy, o con g butto lo super-
ficie analoghe alls data che godono di quests propricth rispeito ai plani del fascip di
2830 a (tra lo.quali superficie stanno le ).

Lo curve y intorsezioni di ¥, con wna g od una v fuori daile eirva uiltipla (%),
hauno lo stesso ordine perchd incontrate nella stosso numero di punti dai pisni pera
(tale mumoro & 27 —2+ g so @ & il genore delle sexioni di ¥ con un piano &,
geniera uguale por ipotesi a quello di una sezione con un piano per a); ora tutte 1o ¢
(come Je ) formano un sistema linears (o lo si prova analogaments), quindi lo
sozioni delle superficie @ col piano @ sono ourvo d'ordine n — 8 - ¢ appartonenti
ad un sistema linearo; questo sistoma contione in 8¢ quello delle sezioni delle w
(agginnts alla seziono K di F,) e le ene curve incontcano la I nello stesso nu-
moro 27 — 3 - g di punti; tali carve sozoni di F,, colle g, sono dunque sggiunte
alla K ¢ 3.

Resta a stabilire 1a eosa quando Vordine delle ¢ sis <<n—1 e quindi cada
dubbio sll'esistenza delle y; per cid busterd aggiungers a ¢ un numero suffisients
di‘piani acbitraet afinohd: diventi d'ording = »—1 o ripeters. il ragiovaments per
In superficie composta.

18. Curve subaggiunts sopra wne superficie di S.

Data una superficio F. dordine n in 8, wna ourva K di F,, si dird unn ourva
swbaggiunta di rango r sulla superfioic 55 ne sega l-secione pisua generies G, (di
genere ) in un gruppo delln erié geosir doterminate su G, dalle curve ad essa
aggiunte d'ondine 21— 3--r: 1'inters » pad -avere qui un valore qualungue = 0:

(1) L dimostrazione. di- questo lemma & stata composta soprs un comnn comunicatomi dal
s Casmasaworo,

(%) Con questa locasione intendinm che debba computarst como fucents parto di uss &l
enrva - In un piano gonerico, non sola ool punts comuno ad Fu & 8 (o & ) samplics per
s anche (debitamnenta) ogni punto multiplo per ¥y oho evantualmonts avesso per o (o per ) tna mol
teplicith msgyiors di quella eho ivl compelo sd una carvs agginata.
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pardandy- di earve K subaggiunte sulla supeflole; ova non s agginnga altro, si ot
tanderd i rango =0,

8i osservi che: L'intersesions di Fu con und superficis subagginnla Yoy ., .
[fworé della curon multipla, & tna curve subaggivila di Tango r su T

Cid & wia conseguonza immediata deolla definizions.

Viceversa si ha:

Una. swrva K subaggiunta di cango. » sopra wna superfieio By wo vigats, o
szioni @i gensrs =0, dording 1 i Ss, & la sesions 45 guesta, frori delle curve
mrz(lzﬂa con: g superficie subaggiunia sup ording w—3 4-r

Anjitutio si supponga < 8. Si prenda una retta generica 4 ed in o piano ge-
Derico per essn i fissl quella curva C,—; .., d'ordine 5 — 3~ che & aggiunta alls
sezione pidna di F,, e passa pel gruppo comuna a qussts & & K: variando il piago
18 G-y, desorive uns soporfiois w che (pal § procsdants) § subageinnts ad T,:
essa B Tording == 1 — 3 -} 1 dieo eha falo ordine non supees s — 3 I~ Tnvero nel-
Tipotesi opposta 1 rebts ¢ apportions un earts numero di volto alla u- quindi gli »
punti (somplici) comuni ad & F, mmlcmno alla intersezione di y con F, (fueri
délla crva multipln) & poichd dssi non’ stunno su K (essendo a retta generica) la
nominats intersesiono contiono oltre K qualche altra parte cho dove comporsi di linse
piane per @, viascuna d'ordine < ; sequs che vi'sond per a (votta gemerica) dells
sezioni piane spezzate di F,, o quindi (pel feorema di Knoseoxer-CAsteLyuovo) (1)
18 F, b rigata o §'la snperficie di Stereen dol 4 ordine 4 soziani razionali: efb con-
trasta all'ipotesi dell'enuncinto. 11 toorcma resta dunque stabilito per r <8

Buppangasi = 8.

81 pud fissure une C, aggindta alls sezione piana di F, in un piano’ generico
per o o passanta pel gruppo comune al plano ¢ 2 K, colls condiziono che essa dabba
Passaré per un punta fisso di @ fuori di P, Allora variando il piano per ¢ &2 C,
genern i cho si prova (analogamonte al caso r < 8) avers I'onding 4 o non
magglore.

Sapposts » >3 fisstamo su a #—2 punki generici B, B, ... By fuori di Fu;
fissinmoinoltre » —8 i isp. 5 B ¢ non
per a: esisto in ogni piano  contenente u nma ted lo'e SRESH gy o
aggionto alla sdzions di Fy o passanti per il groppo comune o K od alla seziono
pians O di P, che soddisfs alla condisions di contenore B,B, ... B,,, di toccats
il piano 8, in By, di avere un contatto Spunto con A fh By,..., un contatto
(r—2)punto eon f—; in B,y questa €., cost definita non pud esserd spesiata
nommens s piant particolari per 4) nolla sezions € 45 F (Ta quale sotto lo ipotesi
poste & irridnefbile in ogui piano per 4, coms gi s Y avvertito) ed in wis residus
eurya dlorline r— 3 passanto por B, By... B, toceante fain By; avonte un con-
fatta S punto con B, in' B, eco., perchd una siffutta curva non esiste. Ora variando «
per @'l Cyaer Coot dofinita genera uns superficic ¢ d'ordine = n raubaggiunta
& T, (ef. il precedents lemma); che questa ¢ abbia proprio V'ordine a—3—+r o
Hon miaggiors segus analogaments al caso trattato in oui F<Z8.

1) Ofr. Casmresvovo, Re fincal, Genmaia 1594,

Socenra okt XL Ser. 37, Tom
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Cost & provate che 1o K ¢ in ogui cas sexiono:di Fy (faori dalls curve moltipla)
on una s io mubagginnta d'ordine % —3-+-7 e quindi @ stabilito il teorems,

19, Curve subaggiunte ad un sistoma lnsare.

Sia |0 un sistema lineare irriducibile di geners 7 o grado », soprs un ente
algebrieo oo f.

Col ot di 86772 gs w_parn demptiamo (ove esista) 1a serio completa di gruppi
di @7r—2-+r4 punti ¢ho ef otticno su una € gonories nel seguents modo:

1) s 73>0 6d #= 0, sommando (') la serio canonica g3 di € eon quella
rpla dolla secle caratteristica |g,) sezats su O dalla altre ourve del sistoma [C|
(80 |0} &'un fascio si ha 5 =0, ‘o I detta serie 5i riduce, come per =0, allag 52}

3) 88 w>>0 el r—o <0, staccando dalla
speciale);

8) se =10 (r>>0) prendendo lo sorie ¢ 7= & tobti | grappi di r2—2 punti
dolla €.

Una: aurva dell'ente algebrieo i dith una curva subaggiusta di rango r 8 (G|
(o si indicherd con K;), 0 soga. vgni curva C generion seeondo un gruppo di Jas—smrm

Sommando od uon K, delle curve fondsmentali di [C] si b ancors una eurva
subaggiunta di rango 7 & [C]: in particolare se |G & un fascio ad uos Ko=1, s
possono sommare quante si vogliono curve del faseio, Ma se la dimensione di [C] & >1
Vindsterminazione che compare. nella definizione dollo eurve subaggiunte dipendo sol-
{anto da paréi fisss (fondamentali per |€]). che secondo riuscird pill oppartuno potremo
givare sommiate o tolfe ad ssse.

S0 X, b was ouron subagginta di rango 5 [CJ, le ourve B,br (r>0) co-
stituiscons ¢uroy. Kur subagyiuats di rango #-¢ a |OL

La feoria dello curve subaggiunte ad un sistemp linears compare qui ossenzial-
ments coma preparnzione. alln teorin della euroe agginnte che saranno definito pil
u questo studio fatts o fale 300po si pud porro dallo limitasioni che saraano
tolte del tutto nelis teoria delle curva agginnta; precisamente. impo i
lineari [0 rispetio & cul i considerano o curve subagglunte, Iu rostia

ridusibili, semplici, di genere >0, o di non possedere wn fascio di, curve

sull'snto algebrico; fale rostrisions fgura implicitamente in futto quasto
s (oloi fino al § 26).

1a serio gpla di ga (spposta

i

algebries, avent

immaging dol
0 > ourve generiho C, & non vigata 8 souion di gonere 2 >>0.
5i supponga |0] normale; 1a possibilitd. di copsi 1na Gupe
endo dn, un qualunguo sistoma oo contenute in |0 ei parmotte
: woa curvn s gquale seghi locurve d'mn fasoio
o gruppi_ della Gerie s =ws-pn (dsnits fnnana), ed inoltrs
¢ho_non sono base per |Cl, & una curra, sub-
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aggiunta di rango 7 vispetto ad ogni sistema lineare w® contenuto in |G}, @ quindi
rispetto o |0}

Tuntochd non solo 1o curro K, sahagginnte a |G| vengono rappressntate i ourve
sabaggiante dallo stésso range su By, we anche viceverse. E percid l¢ K, (cho su T,
vengouo segats dalle 9 formanti un sistoma linears), formano so F, un sistoma 1i-
ngare (supposto infinite): questo i dind il sistema subaggiuato di range > a Gl

Par precisare come esso dobba osser]dato sull'ente possiamo. conveniro di porre
la massima. congessions in ogni punto-di una K, su F, tranne che nei punti (base)
comuni ally parti variabili delle X, (supposte in mumero infinita). T1 dotto sistema
|| (se w0 almeno) risulta sllora privo- di parti fisse fondamentali por [C]: ossa
4 corto normale: invere i indichi eon | K, |1l sistema normale in cui esso & contenuto
dofslmante (oft. § 11), ogni curva totals di |K'.| sega una ¢ generica socondo un gruppo
dalla. serio (completa) gyz—s+ra 0 pord & mna K, subaggiuats di rango = & [Of;
gisochd w0 una curva gemerica di [K./| segasse wna € @ pib di 2w—24ra
punti, [K| non: contarvebbe piti tatalments il detbo’ sistema |K,| subaggiunto s [Cl

Possiamo riassumere Lo cose dette enuneiando il teorama:

Sopra L'ents algebrico w* yna_ourva K. d subaggisntc di rango  al sistoma
normals |G} () s¢:

1) sega de C d'un fascio generico secondo  grugpi della seris firosern (d6

finita in_ principio);

2) non passe per. quei puentd base:del datto fascio: che non sona base par |Cf
Beistono sempre infinile curve subaggiunts di range v w|C| per v assai alte
Hise spogliate dells: components- fisse (comuni & tutke) fondamentali per|C co-

stityisoono il sistema linaare normals |Ko| subagginata i rango r a |G

1 superfiuo srvertira che di [K.| non possiam diro a priori so sin ifridu
o semplica sec.

Sotte forma. profettiva si pud enuneiars il resultato obtenuto dicendo: Sopra
una, superficie B, dordive w, non rigata ¢ Sesioni di genere >0 in 8, una
euroa K- ohe-soghi & piani - d'ws faseit gorerios seconds gruppi dppartensnti o
owrve d'ording n—8 -k aggiante alle sesioni di Fa, o che non contenga § punti
comicni all'esse del fascio ¢ ad Fay & wna curva subsggiunta-di rango r.

20. Staceamsents di wna curva dad sistoma subaggiunto.

Sopra tn enta algebrico oo si abbia un sistéma lincare normale |C| soddisfasents
alle. restrizioni- del § 19, od essondo | C7] un qualunque sistema irridncibile (21 al-
mono), si supponga ohic il sistema rosiduo

el=jo=0]

lo

sin frriduoibilo.

Si designi con [K| il sistema swllnggmm.a (d rango 0) a |C}, (supposto esisteats)
© si supponga cho' esso ‘contanga |0”| di guisachd esista un sistoma residus | K — 07}

Dica che 1o curvo di |K — 07| costituiseano eurve subagginnte a |C']

Si indichi con ¢ il mumoro dello interéozioni variabili di waa ¢ con una O
(fuord def punti base dei due slstemi) o s sonsidor in | C] una ourva spezzata gonoriea

%) Cha saddisfa alls seatriaiont




di(Cle

totale di ), ohe-ha ¢ punti doppi  fuori-dsi punti- b
dliro quosti nun b singolaEith sho. ton campetin & utts s C,

s come ging dollnte algobriod was sporfcio F 43S
© trucni Ia € -0 sin a Vordine di Fs o' el o gli
= ' =4 o). Una superficie 4 (subaggiunta ad
sega il ‘piano di €' 4= 07 sevondo una curva: dording m— B ohe passn ¢ — 1 volte
per ogai puito eplo della curvn spesaabe, traane. ohe por gli £ punt (samplici por F)
delle  intersezioni di ', ¢ sull'ente: dungue il sisema linearo- sogato
sl piano di € 40" dalle -y & contenutn totalments el sistema. normale somma
e i — 3 aggiunte & C'; segue che la serie segata
curval - generien: di |C7) dalle K & contenuta totalmente nells serie
‘mplp\,; somma dell serfa eanoulon di o dal gruppo it 4 puntt sogat d O 0
pard i gruppi segeti su C dalle curve di|K — 0| sono grappi eanonici, vale a dire
quasto: curve sono’ subiugginnto-a:| O'f o 22

Uns immediata ¢stonsione del xosultato otéenut pod
subagginnte di un qualongue rang (=0} u {Cf; si otkiene allora che 1o curve di

(= (r 10T

(sapposte esistenti) oostituiseon eurve K, subaggiunte di mngo 7 u |C')
Riferiamooi per somplicith sl aaso 7 @ torniamo alla, consideraxions della
P35 considoring quindi vin. Tuogo. dells w, 18:Yms bul:lgg\unlﬁl ad essa.
1L sistema i ourve segato da queste s i & contennto
totalmente wel sistoma: nonmalo somuma delle yotto. o del. sistoma delle curvo d'ording
#—9 aggiunte s G~ O7; por conseguenan Jo-dhace segano su ' n gruppo uppar-
toients alla serie somma di- quelln. canomiea, el geppo segato da €7, e della serie
segata dalle rotta; quest'ultima seria (segata da curve C) & contennta totalmente ng

(om

erst eonsiderando le ourvo K,

prscadento

sogue che 1a secle 5
pletn somma. dolla soric canonica di €', della serio earatboristica (detormingta dalle
altro ) e del gruppo delly interseziont di €7 C7 contato due volte: 5t

(Nel ragionamento 8- suppone: implisitaments ehie 1o O abbiano il gena
il resultato sussisto in ogni caso; bustano: por s = 0. lievl modificazioni. al di-

seorso pmuam
21. na' dé wha curca gl sisteme Subaggiunto.
Vi & pec nof wn intorasse nallosservaro’ che i pud.prenders # tanto- grande che
il sistem K| subaggiunto di range = a
[Cl={C'+c"

od abbia snzi come residuo di esso un sistems

contenga |( - 1) €]
=41

di-dimensione alta quanto si vuole,
Invero si prenda auzitutto s cosi alte che [K,| esista ¢ sia oo almono: il sistema

KA+ =90




(v = o) & contemnto in || (§ 19); oru il
(7 =) Cj = (i — ) O = (n — ) 07}

sontiono (1) 07 g0 st pronds 7 cost graudo (restando. fomio 5} ok |(r — ) €'

L eid o [C'] un sistoma seumplice (pers

sieguato di eurvo ) contenuto in

1 valor dato i v, o per un valors sup K.| contieno |(r 1) €],
8 K — (1)
hia 18’ dimensione =1, o cresoonte con 7
Suppeniamo di aver dato ad » un valoro cosh alto che
e —(rp 1) O
gaista o la 0 almans : indicl <on. 7 (camj monte) le eventunli componenti
fisse' fondamentali por | '] cho compariseons nel sistoma, allora il sistema
= (K= (r - 1) & — 1)

to il §20.1e curvedi |K,—(r-1)C"|
contenuto el sistema subiag

woa componen e fndamantli
subsggtunte di rango 7 |O', quiads |2/
il gquale (por i ) ‘non b componenti fisse fondamental

|
si doved. dunque avers (so || (K| non eoineidono)
B =i 0
alith,def, due: sistami, 9. fin:d'ors, possiaomo, osservacy che la @ dormd
! B0y

diacohd tanto und & come nna- K, 3
vanti Jo stesso numors di- parti. Conside

(stante 1a no
comporst di enrve foudament
wma € socondo grappi d'mna stesss
riamy una Curea eomposta

K/ (r1) €5
eséa froontrs e € i un muinero’ 41 puntE - che ¥ maggiore ol wgnads ) munero
dolle intersezioni di O oon unn curva. i
K| == -+ (- 1D )
nolla geconda potest: il grappo segato su ums 0 da K 1) 07w

non & una subaggiunta di rango = | Of; allora || b contennto parviabments in [K.'| o si his

K e[ 8
dovo come si & detto In 6 i eompons i euevo Tondamentali. per [0}

Ora possiams sgginngere che, 16 6 non & compone tutta di curve fondamontali
por |CL porehd una K" e quindi una &' 6 ha con tina O nn numaro di intersezioni
‘maggiors cho una A Si conclude che so non &

K],

ssistano delle curve fondamentali per LI ohie nen sofio - tali per |G}




Tantochd se [C] o |C'| hanno lo:stosss enrve: fondamentali- (o quindi auche % i
compone di curve foodamentali per [O]) ogai ourza I sommata ad una (r 1) 0"
costitaiseo s K.

Ma questo resultato ¢ stabilito sallanto ove si sappia # priori Vesistenza di [K,|
o di [Ky— (r 1) C'} quindi per r assai alto.

Ponltro possiamo rendorl indipendents da tale ipotesi.

Suppongasi. i sapero soltanto che esisto una curva K, subaggiunta di rango »
@ ahe 1o curve fondsmentali di (C'| sono tali anche per |Cf: dico che XK, som-
St (64 1) " wastitiisco nns K.,

Insero siosservi ¢he wmn K/ r O costitnises una Ky, quindi ma

B rC+rt+af D0
K (r e 1) 07
alten parto si ha gioer assal alto che 1a Ky = (r - 5.--1) 07 eostituisoe wnn Kye,
(subnggiunta 31 rango # -5 a |C}) o pecid Ia
K/ b0 lrf o 1) 0 =K r O (41) 0"

costituisee mnn K.\, ¢ la

costituisce nna

K +(+1)C"
costituises una curva del sistema
|Bre—7 Ot

quest'ultimo sigtema ¥ costituite di enrve K, quindi ln K, (s 1) 073 una Ky 030
Possiamo dunquie afférmare clie:

Se I6l=[C"+ 0|

¢ 80 lo curve fondamantali di |C'] sons’ fandamentali anche per |G} le curve K
subaggiunte 05 rango & 4 |Cl press fusisme ad s -1 ourve |C"| costituisoouns eirve
X/ + (s 1) 0" =K,

subaggiunte di rango s @ |Ch

Come ofollarlo st ha ohe'ta erve subaggiunts di rangs » (> 0) @ |0] sons
subaggiunte i rangs 0. ad [(2=-1) €] invers tali onrve K sommate ad wha curva
8 |7 (¢ -+ 1) €] formano subaggimnte di rango # ad | (= 1) €| (=0 =7 C): quindi
tali ourve del sistona | K =7 (1) O] segano 1a ourva goncrios |(r = 1) €} secondo
groppi della serle complata somma di quella canonien ¢ della. serie pla della carat-
teristion; in conseguonza staccanda r volte 13 curva i |(r 1) C| da talo sistama
K. -7 (r-1)0] si otténgono eurva (K,) subagginnte di ango 0 ad |(r - 1)

Ficeverse {o ourve subagyiunte & saago 0 ad [(r-R1)C| tono subaggiunts
di rango # @ |GL

Cid mostra eome nalla teoria dello ourve sibaggitinte possiamo limitare senza
rostriziono & quelle di tango 0: nol ‘saguits of riferiremo appunto  queste (smottendo
par brevith ln designaziotie « &i rango 0s).
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22 i

isione di aile curve subag dui sistema lineare.
Sieno |G}, |C| duo sistemi Tinoari sopra un ente algebrieo 2! soddisfucenti: allo
restrizioni del § 19., o suppongasi che '] abbia sull'ente dei punti base

O Ot .ol 0F,
aon bass por |C| .o vengn dedotto. da |C|imponends appunto i neminati punti bass, sicchi
[O]=]0" 0% 0t - - J- 0L

Dico-oho Lo (particolari) curve subaggimnte a |C| ohs hanna in O (i==1, .. .s)
18 molteplicith ¢, — 1 (fatto in cinsoun punto O; un bueo) costituiscono (se esistono)
curve subagginnts a |0}

Tnvero si assumn come immagine dell'ente algebrico una superficie F, di 8, &
m certo ondine # avonts por sezioni onrve gensriche O fra le quali una O'; questa ¢
4 I sozions di F' eon un piano o tangents ad F g; volte in eiascun punts 0 (che up-
poniamo semplice per F), ¢ non tangento ad esss in altri punti: lo suporficie vy
(subagginate ad F.) cho toocano ¢, — 1 volte il piano o in eiasoun pusto O; sogano
st ourve aggiunte alla C o peny séguno ¢ in gruppi canonioi, Seguo Ienunciato,

Ta dimostrazione non viens infirmata. dalla possibilith che alouni punti Oy sisno
infinitamente vieini fra loro o cadano in punti multipli- di Fo; 3 appena il caso di
modificars lievemonta Io parols nells seconda fpotesi.

Dave essore notate ¢ho so un punto O; samplios per F, ha (it cansegnenza delle
condizioni poste) una molteplicitd = gr—1 per la sezione di una Y., toocants «
¢i—1 valbo in O, eeo., lintorno del punto 0, su F va debitaments aggiunto alla
seaione di W.p por comporre una subaggiants a |O) altrimentt yi,-, seghorebbe
in un numero di punti minare di quello che: spoita ad un groppo canonieo. Tantochd,
considerate snil'ento, le surve subaggiunte o |O| dedotte -imponends in Oy la. molte-
¢—1 hanno il punto O; come (¢; — 1) plo & non ¢ome punto di una maggiots
molbepliciti. T c0sd 6i estende al caso cha O non sin semplice per F,.

Suppongasi ora che, essondo [0”| frriducibile s almeno, si abbia

JCl=[C O Ot - 0k

Allora |+ €7 i deduce da [¢] imponendo i punti base OG; per eonseguensa
lo curve ' che hanno nef punti O le molteplicits o — 1 od insieme ad una C" com-
pongono. subsggiunts a |G| suno subaggiunte 4 |C'f: vals 4 dice che staccando dal si-
stema subaggiunts a |0 wna C” (supposto possibile) ¢ imsponemdo le malleplicits g — 1
#st punti O; alle curve residue, s ottengono ouroe subaggiunte a

8i abbia ora sull'ento un sistema (0] sodd del § 18, o
supponiamo eho casando O nm punto buse iple per |C], sia ancora irvidueibile il si-
stoma | — 07| che si ottiens fmponends in O la molfeplicith 4= ally eurve C.
86 K| @ il sistema subiggivnto o |K| dico che le curve di |I— 07| (supposte esi-
slouti) sono subaggiunte & |O/|==|C — 0.

Tnvero si assuma uns immagine F dell'ante su euf un faseio gonerico di curvs 0
contanente una. €' venga segato dai piani per una wotts @, o cid disponende dun
sistema. oo sull'ente, contencnte il fasein, il quale non abbis O come punto base.
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Al punto O corsisponde allora un punto di 4. (ohe possiamo. designare callo stesso
nome), il quale ® iplo per lo serioni plane di F faori di a: moa di guesto seaioni
(quella corrispondente alls <) ha in'0 Ta molteplicith ¢ — r.

Sulla F le curre K possono (colla costrusione del § 19, pg. 88) farsi segaro
da superficie w seganti ogai pisno per a sseondo wna mm':ldnrdmn #—3 agrimta
alla segione (d'ording =) di B, e quindi comportantisi eome subagginnte di F tranne
rispetto alla  di cui non possinmo fissare la molteplicith per ¢ . Le sezioni di queste ¢
coi piani per 4 hanno fuori di & la molteplicits £ —1 in’ 0. Quelle ¢ la cni sezione
col piano della O ha in O on punto (i~} #)plo segana su'C’ gruppi. canonict. Segue
I'enunciato.

L'enunciato ¢i cstends subite al caso in eni |C] abbis pitt punti base O,
nei quali yengano imposte rispettivamento lo molteplicith (maggiori) 4 -~ ,
quando |C7] =0 — 0y —0.4...— 0, sin irriducibile, purchd i punti 0, ...
sano pensarsi eome punti &i una medesima superfiois immagine dell'ents, ciob esi-
stano sistami per cui essi non sieno punki base.

Si ‘noti infine che col ragionamento del' § 21 s pud invertire 'enunciate sa |C'|
soddisfa pure allo restrizioni del § 19 & 8o lo sue curve fondamentali sono tutte fon-
damentali anche per |Cf.

Dungue: & ha che: do le moliepliciti delle curve
subaggiunte ad un sistema |C (mdd:afwﬂnbo alla restrizioni del § 19) in un gruppo
di punti base ¢ esso possieds sopra wna superficie mmagine deil'ente, $0 otten-
gono. curve subnggiunte al sistema dedotlo colla stéssa aperasione da'|C| (supposto
o), quanda; nel. 2% caso, mon si vengans @ pordere delle curve fondamen-
talé di |C].

28, Completamento del vesultaty del § 21.

Possiamo ora estondere il resultato del § 21. Sopra un ente algebrico e si ab-
biano due sistemi lineari

1¢] ¢

soddisfacenti alle restrizioni dol § 19, e supponiamo che, essendo 02 i punti dell'ente
oho om0 base (¢ PE) per 7] e non per |C, il sistema

[ —C'— 30p|=C"|

essta o si irriducibile oo almeno (il sistema | €' — €' contiong almeno § punti 0
como parti fisse): si abbia dunque

1€

¢4 0 204

S T ourve fondamentali & 0’} cono ali. ancke por |0} 1a dimosteazioma dsl
§31 i ostendo n quosto caso, @ ci prova che, essendo K wan subsggiuata & |7} 1o
Ko

& sompre una subagginnta o] CL Ma il romltato pud essere esteso anche al caso in oui | €]
abbia sull'ents dei punti base B, (s==1,2...) non baso per [C"}(che sono fonda-



e
mentali per [C'] ¢ non par |C) purchi ancora ogni curva nen eccszionale por|C'|six
fondamontale per |Of: solo in questo caso non K' -+ ma
K 40"+ XB,
costituird una subsggiunta a |

Supponismo dapprima che imponendo allo eurve € di passare pei punt B, si
ottenga un sistema irriducibile il quale non possieds ourve fondsmentali chie non
siono tali per. [0]. Si supponga inoltre che vi sieno almeno oo’ curve dal sistema

|R—0"—=5)|
aventi lo molteplicith ¢ — L nei punti ©;: osse formoranno il sistema che di regola
potrd designarsi simbolicamente con
|K—C"— 3B, — 208
(s0lo 50 qualche punto O, fosse base per |K| eonverrebbe modificare quel simibolo,
ma cid non altererebbe'lo sucssssive doduzioni).

Ora indichiame eon [¥'] il precedenta sistema (normale) spogliato delle evontuali
parti fisso fondamentali per [('— X B,|: |#'] sarh contonuts mel subaggiunto |K,|
@i [¢'— 2 B,), o sard costituito di onrve subaggiunte a |C' — 2 B,), quindi si aved

K] =|# 0|
dove # si compona di curve fondamentali per |C'— 3B, ¢ ton per |[C— IB,; ma
curve siffatte non esistono, perchd le curvo fondamentali di |¢'— X B, sono tali per €]
o quindi anche per |C| (non eséendo costituite di punti B,) e per |C — X B,
1B [ =I|#].
Ma d'altra parts 1s curve
KB,
80no subnggiunte a |0'] (22), e perd 1o curve
K 40" L 3 0pY,
K40

& ngualmente le

sono subaggiunte a
|IC—=
degue che lo
K414 3B,

sano subaggiunte a |C|. Resta da eliminare nella dimostrazione lo ipotesi restrittive

in pri Ma oid si pud fare (in modo analogo al § 21) considerando le

|G| di rango pid elovato, o (cid che d lo stesso) considerando in
luogo dei sistemi |C'[ o |O] 1 sistemi [+ C'] od [+€] dove » & assal alto, ciod tanto
alto ehe [rC' — > B,) sin imridueibile o non ovente enzve fondamentali por |#C, &
tanto alto wncora cha ssistane infinite curve dol sistema
K4 (r—1) 0 — rC"— 3 B,— 204
SacieTd om XL — Ser. %, Tom. X.




—kg —
ottenute staccando
rC" 2B, 4+ X081

dal sistema |K + (»— 1) €| subaggiunto ud |C|.
Si doduce che sa esiste una K' subaggiunta a |C'| la

K4 0"42B,

composts di -essa, di wna O o dei puats base por |0 ¢ nom por |C)y costituiseons
curve subaggiunts @ |Cl: ¢id in conseguensa ucu ipotesi che I curpe non eccesio-
nali fonds 1 por |C| sieno f i por

|C|=|C" 4 O =02

Alla dimosbrazione data si polrebbe muovers un appunto nel caso che alouni
Joi punti B, eadano in punti multipli della suporfisi immagine dell'ents avente per
sezioni le curve (', ginoshd in tal caso si pud dubitaro oo imponendo ad [#C7| i
punti base B, si obtenga moi wn sistema irriduoibile sull'ente: guesto caso. esigarchbe
dunquo ulteriori considerazioni permettenti di togliers ogni dubbio. Ce ne dispensiamo,
tanto pilt cliz applichersmo il resultato ottenuto soltento nel easo che [O] sia non
singolare, od allora Uobiezione avvertita non si prasenta.

24, Riassunlo,

Crediamo utile riassumere i resultati di natura invariantive stabiliti nella teoria
delle ourve subagghunte: 4l puato di vista profetti 0. piil tardi.

i istemi . semplic, sopra un
dato ente algebrico oo, ed oseludiamo che aleuns di tali sistemi ammetts un fascio
di curve wniseconti sull'ante. Allord 1o curve subaggiunte a ciaseuno (supposte in
numers nfinito), epogliste delle parti fisse fndamentali par il risp. sistorua formano
il sistoma hnum normale subsggiuntd ad esso.

. i punti dellente bass per [C'] ¢ non por |
o chis A, abbin I mu]Leplmm tr per 45
8) cho il sistema

le—0
il qualo possiede come parti fisse § punti A, non possisda altre parti fisse o sia,

all'infuori di questi punti fissi, irriducibile, (oo! almeno); vale a dire sia irriduci-
bile il sistema

4) che sieno By Bi...B.... i p.mu dell'anta base per |C| e non per |C')
Allora:

a) 8o esisto un sistema K whnggmntu 4]0 1o curve i |E— G| (sup-
poste esistenti) ¢ho hanno 1a moltoplicith f, — 1 in ciaseun punto A, (riguardado come
1m buso) costituiseono subagginnte a [0k




del
Se nessuno dei punti A, & base pec [K| (cié cho acpidentalmento pub aveenire)
si pud diro che formmmo subnggiuite a |C'] Lo ourve di
K= =34

supposte esistentiz si pud conservare tale forma simbolica sl resnltato s i suppone
di inclndere in |K]| (sommandolo ad esso 5 volte) ogni punto base splo pel sistema
subagginnt di |G}, non' basa per |C}

b) Viceversa: supposto che ogni curva. fondamentale per || allinfuors
degli sventuali punt dase By By... By...di |G| e non di|C'} sia fondamentals anche
por |Cl; se esiste una curva K' subagginnts a |C'), ogui curva

K 40438,
costituisce: ung. subaggionta @ |Cf: od allora eostituises wna subsggiunia o |G| anche
ogni curva

BN, T FRE NS 4

La vestrisians sottolineata per Venunciata §) ¢ meecstaris, sebbene possa in
parte ridursi.

Quando || abbin delle curve fondamentali propric non fondamentali per |Cf si
vedri da. affettivi osempi ehe Ia pii generale curva

K+ 0’428,
non & subsgginnta o |CJ: in altre parole il sistema
[E—0"—X a4

generalmento non b tutto |K'| ma & contenuto parsialmente in esso.

Osservasion. Per quanto riguarda 1n restrizione’ che [C] |C'| non posseggano
un fascio di uniseeanti, osserviamo che tala restrigion pud essere omessa relativament
3 |C’| nell'enunciato dells proprietd ), ma hon in quello della §): invero (ofr. § 60)
figura. qui-in ‘modo essénzials 1a. condiziona cho 1o eurve subagginnte o || formino
i sistoma’ Hinoas, o id (come @ factls vedors) non & pid vers sa |O'| possiede wn
fussio di unisecanti (Vente slgebrico ammettendo fn questo easo’ eome immagine una
Tigate di cul o 0" sono direttrici).

w
Curve aggiunte.

25. Cwrve aggiunte ad wi sisiema won singolare.

Prendiamo come immagine dellente slgebrica cof una snperfisie T mon rigata
soma gingolarith in un S;, sulla quale esistano inficite: cnrve subaggiunte K : asse
formano un sistema linears oui possiamo toglere ogui puito fisso non comune o tutbe
lo K, & sommare ogni punts iplo per 1a K un numero # di volie, per modo da ot~




—
tonerc un sistoma lineare che (rignardato sotto 'asputto invariantivo seeondo il '§ 8)
non abbia punti base su F. 11 sistema eost precisato si dirk 1 slstoms aggiunto &
quello delle sezioni © di F, o la suo curve si dimuno aggiunts al delto sistema 0],
Se i designano con O,, si ha un sistema |U,] che non differisee da quello subag-
gimnto & [€}so non (eventualments) per 1a prosenza di punti fissi di F, non buse
per [C.

Si diranno curve aggiunte od (0G| o curve aggivmte di raugo 1—1 a K 'le
curve del sistema

1(m Chal =l —1) C - Cal-

Evidentemento i1 sistoma | C).| potrebbe definirsi in modo analogo a |C,| sulls
superficie trasformata di F avente per sesioni ipevpiane le eurve di |n Cf (§ 21). 8i
abbia o eu B un qualsiasi sisbewma lineare non singolare €| non possedants un
fascio di unisecanti, il quale abbia ua certo numero 7 di punti base Ak .. Adee

Si cansideri un multiplo {4 C} i |C] eosd alte che

|G| =ln0— & — 345

sin imriducibile (in altre parole si prends a cost alto che o varietd d'ordine s od &—1
dimensioni passanti per una €' non abbiano comune aleun punto fisso su F' fuori di €).

Si ditanno ourss aggiuats a [C'] su P o si designeranno con €' 1o ourve del
sistoma

[(#0)s— C" — A~ =l(n— 1) C+ Ca— 0" — ZA |
vale o dire tutte quells eurve che
1) sono subaggiunte & |€') (pel § 22);
2) sommate ad una curva residua di una O rispetto ad |n G| costituiscons
agginnts ad |n O]

Il sistema [C'a| aggiunte || resta cosi definito indipendeuntemente dal valors
di m; porchd se si muts win =, |(n — 1) 0] si mutn in j(n—m — 1) ¢| o] 0"
si mota in |07+ m G,

Le surve ', sono come abbism notato subaggiunts a ||, ans il loro sistewa
¥ dudto il funto a | O] aumentato di qualche parto fissa, curva

ionale di F per [O°] (immagine d'mn punto dell'snte non base
per |Cf).

0id & una conseguenza immodiata dei rasultati ottenuti nel § 28,

Per la definizions: Lo curve aggiunts ad un sistema non singolare su F hanis
coma (i —1)plo ogni punto base ipls O @ quests su F: s'intends oon eid ohs 56 0
ha por 1 curve suddetts (ntess i senso projettive) uns molteplioith s — 1 - ¢, com-
pare come components sommata allo eurve stosso Vintorno di 0 su F contato ¢ volte.
Orn se (O] [C7] sono due qualsiasi sistemi non singolari (privi d'we fascio di wisi-
secanti) s T, ¢ sono Aj (s==1 2...) i puntidé ¥ base per|C"] o nom por |C], o

M(1 ==1,2.) § punti dé B dass par |G| o non per |} 6 3o inoltre || contions
|C7] ed ¢ O wnacurva vesidua di wae O rispotto a|C'|su F (vale  dire sull ento
[€1=|C" = C" ++ TAS 4 ZB,)) i ka

10 =10+ 07 R A - X,




Al
Infatti lo carve
O+ 0" 243~ A 3B,
1) sono subagginnte a (O] (S 29);
2) sommata 81 usa curva rosida i un €' rispetto ad 10 dono agginate
ad [n0].

La precedsnto rolasione simbolioa ei'dise ‘ohie lo urve G - C™ sonsiderato
profettivamente su P sono contenute: totalmonta in |, ], & 8610 posdonio differire dalle /s
pi 1. prosensa di corfi’ buchiz ove sonza osouparet di tali buchi i voglia porre in
evidenza il fatto cho due sistewi Hncari considerati proicttivamente sn ' sono eou-
tenuti totalincnto in un altro (ottonuto sommando ad essi dei punti) s userd del
simbolo = : seriveremo dunque

|Gl =05 + ).

Una. congruenzd simbolica tra’ due ‘sistemi novmali 'su P denota s
(nguaglianza simbolica) di essi quando le emrve dei due sistemi abbiano gli stessi
buchi, eesia i dus sistemi abbiano gli stessi punti bass colls stesso molteplioita.

Osservazions, T ourve oggiunte ad un sistema non singolare (privo d'un faseio
di unisccanti) rostano precisuto sull'ents assumends nna particolaro superiisio senza
singolarith immagine dell'ente: mutando questa superficie nutano saltants per Is pre-
senzs di punti fissi non base pol sistema, poichd astrazion fatte da tali punti ls
curve aggiunte ad un sistema non singolare (privo d'un fascio di uniscoanti) si con-
fondono colle subagginnte.

26. Dofinizione generale detls e aggiunte.

Sia 0] un qualungque sistema drridueibile nozmale ( o' 1 ficie F
a cul ancora ci riferiamo, 8i pud sempre considerare un sistema nmmslu L| irridu-
sibila soxplice non singolare & non passodonte un fasciy di unisscanti, che oonhmga [}
(§ 14), di guisachd si abbia

JL— Cj=je[4 24 %
|L]=[C 40 4 3d,4|

assendo A (r ...) i punti di F base per 0]'a non per |Li

Como sistema \U possiamo prendere anche un multiplo assai elevato dsl sistema
delle sezioni iperpiane su ¥, siok il sistoma segato su F dalle varioth dordine ab-
bastanza alto (reso normale).

Siong poi B, (s =1,9...) i punti base per |L| o non per (O}

All'infuori di questi punti B, ogui curva fondamentale per O] & fondamentale
anche per [Lf, perohd |8 non ‘singolure.

Indicheremo eol nome di eurce aggiunts a |0) o designeremo con' G, o' curve
(supposto’ caistonti) ‘oha om0 subaggiunts & |C} o che prese insiome con tna'C’ e ool
punti A ¢ B, (r=1,2..,,8=1,2...) Tormano ourve T, aggiunte ad'|L]. Lo
curve C, sono dunque le ourve del sisfema

=l — 0 —3A4 — IR, f;

ove esso sieno infinits, | C,| & normala o dicesi sistema aggiunto a [Ch
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Lo curve O, vengono per definizions ad avers coma (i— 1)plo ciasoun punto
‘baso iplo di [C] su F. Anzi si pud dire ehe le emve O, aggiunte o [O] vengeno
eos) dofinite come quells onrve di |L, — C'] (= |Cal), in cni sono folti i buehi che ea-
dono fori det punti base di C} @ dove & fatto invece un buco in ogni puato base iglo
di |C](¢=>1) impanendo in esso alla ourve stesse la moltaplioith ¢ — 1.

L dofinigions posta deva essere subjto ginstifieata mostrande cho cssa @ indi-
pendenie dal pacticolare sistema |L| scelto su F, nella eui scelta compare uwng,
grands arbitmriefs. Por aid si sealga un altro sistema [M)] soddisfacente alle mele-
sime condiziond, ¢ sin

M —Cj==|0]
|La — | = M, — 07},
wiooehd 1o nlteriort condizion (sonsistonti mel togliere o sommiare punti) che debbono
eseere. imposte alle curva dei due sistemi per avars le 5 portano a togliera alle
eurve di cinseun sistema i buchi che cadonp faort del punti base di |Cf e a praticarne
in questi in modo cho ogni punte base. iplo di |C| divenga per esse (¢— L)plo, cosic-
chi dopo-tali eperazioni l¢ curve. genariche dai dus sistemi avranno 1 stesso molte-
plicith in tutti i punti di ¥, o quindi (essendo normali) coineideranno.
Ora consideriamo il sistema non singolara
|8]=L4M|:
poichd |8}, ]I, || soddisfano alle rostrizioni dol presodmite § si avh
|8 L - M= LA L
|Ljsaje+ 0| M==|C 0"},

Lo~ G - O = Mo+ G €
|Le— O =M, — 07 ¢ 32,
97. Teorema fondamentale.

Ora possiamo estendere alls curyo sgiinto rispottn 2 due gualwigns sistemi
ducibili €] 1] sopta 1a. suporfcte F Lo relaziont dol § 25. Si supponga dunquo che sia
o= 10407 4380
essendo At (p=1, 2021 ) i panti @i T basa per [ ¢ non per [C]; sieno B
(e=1,2...) i punti bass di |C| e non buse per |€']. Si vuol provare che

1G4 =07 40" - 344 =} L 3R],

basta provare che

ma

quindi

ove supposto che abbia significato il simbolo dal primo membro, deve avere significata
per eonsegasnza quello: del secondo o vicevorsa.
A tal fino & consideri su F un sistomn non singolars |L| sotto lo restriziont. dol
procodents S, il quale contanga |0~ C'|; st abbia
L= 0 Cil==ict)!
ha (preseindendo da punti che-figurano come eomponenti nei simboli)

(L= (04 ¢ 4




e
& quindi (pol. § precedente)
|1 ] 0 o 0 6|
Ll =0 6 + 07

segile
1Ca+ €| =0 Cl==|Cla- C' - 07
{Gat=10 oo
Questa congruenzs. simbolica 34 Iuogo alla ralazions che si vuol stabilire tonenio

conto opportusamente def « puntix cho abbiamo trasourato,
Basta infatti esservare che sommando entro il secondo. simbalo

AL 3B,

si ottiono un sistema indieato: dal relative simbole’eho'ha sn F gli stessi punti base
di [C,], ‘donde sogue

1G] =10 -0 A5 - 4

Enunciando in parols il resultato ottenito possinmy dire che:

Sepra una superfioio senga singolirits abbiam yposto il concetto di curve aggiunie
ad un sistoms. linears frridtieibilo 0] in gaisa che:

1) 1o curva Gy aggiunto ad un sistema lingare |C| segano grappi canoniel sulls
curve genoriche del sistema;

2) lo curve agginnte ad un sistenia Lineare |CL compongono (so esistono) un
sistema linears normalo |Ca| (aggiunto o |G) che ha come punti base (5 — 1)phi i
punti base iphi par (] (> 0) ¢ non ha altrl punti base;

8) 1l slstema |Ca| agginuto:a (O] (fatts astrasione da curve eccozionali fsse)
& quello di ¢t lo curve soddishcenti alla oondizion 1) so {C| & un sistema som-
plice, non singolare, now possedente vn fassio di uniseeantis

4) sussiste il:

TEOREMA FONDAMENTALE. Se ad w sistena linsare noviale i iducibile |C) si
somma o toglis ung ewrow G opgure 5i impongone dai nnovi punti- base pli, in
guise che Voporasione eonduca ad wn. sistema irriducitile (o' almenn) | O], sé
otterra it sistema || aggiwnta a |Cll;

a) sommanda o dogliends risp. la O al sistema |G| aggiuato_ |G);

B) émponsnda alls Ca le molteplicits {— 1 i cinssin nuova punto base ipls.

Corollanio. — 88 | 0| |C'|. sono due sistemi lieari Hrridueibi
sono fasei eoincidenti) si ha che

e

10.+€ & contenuto in {(C + C).]
© dn oss differiseo olo. pel fukts di possedero come base #plo anviche (#—1)plo ogal
(eventuale) puato bese iplo di |C') non base por |Cf: in particalare se |} |C'] hanno
£l stossi punti base >

(] 1@+ Chl=|C. 4 ¢

|CH 0l
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La definizione delle curve sggiunte ad un qualsiasi sistema irridueibile 0]'sa B
si riduce con operazioni determinate sull'ente a quella delle enrve aggiunte a sistemi
non singolari & mon possedenti un fasoio di unisécanti. Segue cho 8¢ in luogo di Fasi
sceglio come immaging dell'ents un'slira suporficie F* (souza singolarity) le curre ag-
ginate a [C] su F' differisoono dalle aggiunte a O] su F soltanto (sventualmente) per
« punti = fssi dell'ente, non base per |C). Osdia:
Sultents algebrico o* ie curve aagiunte ad.un sistema lincare irriducibile |G}
restano défiuits o mono di punti fissi non dase per |C.

Trattando di curve aggiunte a |G| suents si dove ricordsto che esiste questa
indetorminatezia nella loro dofinisione, indoterminatersa della quala i pud profittars
ol modo pift conveniente:

Allorch Vente algsbrico oo ammetts delle superficio immagini sensa curve eo-
«cozionali, & conveniente precisare sn una qualsiasi di queste la definizione dells curve
aggiunto, ed allora il teorema fondamentale si pud enuneiare riferendosi all'ento alge-
trico. In quoste caso sa |C||C'] sono due sistemi privi di punti buse (puri) si ba sempixe

10s+ =10+ Cl-

Osservazions, Riferendoci al caso in eui 1'ento ammette suparficie imma-
gini senza ourve eosesionali, ed ai sistemi privi di punii bose (puri) su tale ents,
vediamo come V'operazione geomotrica (aggiwasiane) facente passare da un sistema
lineare (irciducibile) || al sisternn agglunto |C,] (ove possibile), riesce caratterizrata
dalla rolazione (1), che serve a defiuire Isggiunzions appena fissato (ad arbiteio) il
sistam | O] agginnto ad wn dato particolare sistema puro [C'h Invero dalla (1) si
ricaya

[Gaf=[C+ Ca=C,

da cui si vedo ohe |Ca| (ove veista) & determinato (1),

Ta precedemte osservazions pud porsi sotts aspetto analitics, sostituondo alla con-
siderazione i |€] |C'] lo eorrispoudenti funzioni razionali dell'ente /' 7, dove ciascuna
funzione contlens un certe mumero di parametei (i) massimo possibile) @ dove 1a /"
nen hanno punti di zere indipendenti dai valori dei parametri, Oeorre per oid di de-
signare con / /' la funzione confenente il pid ampio  numere di parametri appar-
fengnts a1 sistema lineare dotorminato dai prodottt dalle fanziont £ od //, vale a dire
1a. fanzione eorrispondents al sistema normale |0 €'}

Conviene inolire’ designare eon ¢ 'aperasione funsionale di ngginnsione, quindi
con () @ (), @ ("), le fanzioni corrispondenti & [C,L [C'al (G4 C')al; @ vcon
@ (f) [ @ {r)f 16 fungioni corrispondenti a |G+ C') {0 4-CL Allora si bu sim-
bolicamente

g (=0 () -[ =g () S+
1 chiara Vanalogia di questa equazione simbelica ¢he definises Toperasione fun-
(%) Bi syverta inoltre che Tindoterminazione nells scelta di |C5| viens melto limitats: so ai

yuolo che 1*agginnzions rieses definita razionalmente sull’ ento, Indipendentements dal sistoma
inizials (¢}
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zionale ¢ appens fissate itrari: Ja fumzione i ad una data, col-
Yequazione funsionala

Pl =9 @ y=g@) .z
che lia per fanzione integrale
() = O (C = cost).

T paragono tra 1a folaziono data dal tesrema fondamentale doll'spginnzions ool
Tequazione funzionale

e y) =9().y

mi pare ne fuccia bene rilovare Tintima natura: questo paragone mi & stato suggerito
da ung: conversazione: col sig. PrvowpREE intorno alle sue reconti ricarche di caleolo
Tunzionale (1)

Conng d'estonsions. T1 fooroma fondumentale permetbe di estenders il signifisats
dell'agginnsione anche rispoito o sistemi normali riducibili ‘di’ dimensione = 0. Non
cl tratterromo su quests facile estencione che non oscorre pal seguito.

98. Now influsnsa dells curve fondamentali impropric d'un sistama linsare
nella detsriminasione. dells eurve aggivile.

81 pud ora domandars uns definizione déretfa delle curye G, sggiunte ad un
sistema irridugibile |C] sopra wn ento algebrico % mostrando, in qual modo la de-
terminazione delle G, fra le curve subaggiunke sia leguta alle curve fondamentali di [CL
In questa ricerca supporremo ansitutts il sistema Uincars |C| irridueibile zemplice
® almamo 8 non possadsits wn faseis di owrne wniseoanti s O qualehe altra 1i-
mitazione velativa alla natura dolle enrve fondamontali di |C] sard posta in segui
@ appunte per 1s difficoltd che i incontra’ quando ' vi ‘sond: ourve-fondamentali infi
tamente ‘vieine (§ 8) che &' preforibile di dave delle eurve “ogginuto 1a- definizions
indirotts del § 26., che comprends tutti § casi, Per precisare lo definiziono delle
ourve agginnte a || riferiamoel ad wna superficis F senza singolaritl, immagine
dell ento,

Sappiamo’ohio il sistema | ;| (che supponiamo’cst almeno) eventualmonts spogliate
di'parti fisse fondamentali per |C| & contonuto nel sistema | K| subsggiunto’n | O} & che
16 enrve vasidng i eompongono (dve esistano) soltants' di un numero finito i ourve fon-
damentali per [G] il oui’ complosso demotoramo oon 6; quindi [K — 6] eoincidorh eof
|Gal 8 mono @i eventuali parti fisse che gli sl doveanno agiungers.

La daterntivngione di |C4) (a mono di componenti: fisse fondamentali per |C
dipondo dunque dalle’ ctrve  di P fondamontali per [C] 1& quali seno in  numsro
finito: ciosenna curva fondamentale di 0| avrh wna fufluense wetla: daterminasions
il ourve aygiunts, infinenya data dal numero r{= 0) delle volte ohe essa vompare
some componenta in 0, eiod dal numers delle wolts che essa dove essoro stacesta

;una ourra fondamentale di [C| di eni la detta influenza valgn r=0, doved
dirsi non avere influenza’ece.

() Cfx. Ta ma Nota = Sulle gperasioni funsionali distribubive = (R. Aooad. d
braio 1865).
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Gurve fondamentali di {0} chie compariseaun come parti fisss in|,] o non i | K — 8]
non hanmo eerto inflnenza nella dsterminazione dello aggiunte a|Cf perehd ea noa tal
ourva 6 comparisso fn 0 si potrebbe staccore da [K| ln 8 — &' amziche la 6, ed il
sistera, residuo coincidorebbe ancora con [C,, a meno di parti fisse fondamentali
per |C] da sommarsi.

Teorema. Una curva foundamentale i |Cehe ha influcisa nella determinasione
delie curve aggiunte a |C| influisce anche sl genere delle curve residus, ossic 4
wia curva [fondamesntale propria.

Sia |G, il sistema agginato di |G o snppnm)unn che esso mon possieds come
parti fisse delle eurvo por [C] (di oni potrebih spogliarsi);
allora detto [K| il sistema subaggiunte a |G} [€4] & contonuto in [K[: se 88 (su F) una
curva fondamantale di |G| che ha infiuenda nella determinasione delle curve aggiunte
si avrd

|Gl =E— 0 — |
donotando @ un eventuale csmplosso di altre ourvo fondamentali per |G}
Si indichi con
1¢]=c—9|

il sistoma residuo di § rispetto a |Cl; stants 1o fpokesi poste per|C| questo sistema
| € & irriducibile tranng nel easo che per lo staceamento di 6 x.l staechi in conse-
guenza da [C] qualeho altra otrva o, ma in ogni easo i pre-
soinders da queste parti fisso; si denoting con sz, = risp gonori di |0/ C']: si deve
provare che

o

A tal fine si ossorvi cho lo K (di oui la 6 non & parte fisss) segano le O ge
norigho'in 2w — 2 punti, & quindi- segano lo-C'in un numers & pnti = 2 & —2;
in consogruenza 1. ourve dal sistems |K — 6| segheranno le C'in un numero- di
punti << 27— 2. A fortiori dungue la owrve di |G, — 0] seghierauno Jo ¢ in un
numero di punti <2 —2: ma (pel teoroma fondumentale) |O,| coincide con |C,-8]
(0 & contonnto, in esso), quindi le curve di |Gy — 6] sogano Jo €' in 2 ' — 2 punti
(almeno) ; dunque

2 —2 <2n—2
A e T

Nel raglonawento si suppone tacitamente eho da |Cs| possa staocarsi 8 (ossia chs
esista |0./]): Ia conclusione & vers indipondontemante da tale. fpotesi, ginochd so. il
raglonamento precedento non sark applicabile o |OL sarh pur ssmpre applisabil ad 14 C|
dove & assai alto, o dall'avere stabilite che 8 & cwrya fondumentalo propria
per | C| seguirh che essa & pure fondamentals per [} T1 teorema pud. essero posio
sotto: altra forma, aifermando’ eho o eurve fondamontali: improprie i |C] non influis
seono nella determinaziona delle sue ourve sggiunte. Se ne frae il Corollario. S@
s sistoma linsare irriducibile semplice (now possedente wn fasvio di wnisecanti) ¢
prive di enrps fondamentali propris, it sup sistema aggiunto, spogliato di cvens
tuali componenti fisse fondamentali, cotnside col sisiema subaggtunto.

ossin
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Osservasinne: Non sone soltanto: 1 enrvs fondamentali foproprie &'nn sistema | 0]
che non infiuiscons nella determinazione dollo sue eirve agzinnts;

Le curve fondumentali i {0} non influenti nells deferminazione delle sue curve
aggiunts possono chiamarsi curse fondamentali apparenti: un esewpio di - esse’ (al-
Vinfrori delle: curve improprio) b dato dalle ourve fondamentali drniducibils rasionali
a cui mon sieno infinitaments vicino alise curve fondamentali (*).

20. Injusnsa. dello. merve. fondamentali: propris d'un sistema: lingars noila do-
terminasione dolle curoe aggiule.

Liinfluenzn di uan curva fondamontals nells detérminazions dells curve aggiunte
a [CL pud essers valutata nel easo genvrals, quando |O] abbiz curve fondamenais
distinte: conserviamo:la. limitasione che |G| siz semplice o non possieda un faseiv
i uniseoanti.

St asuna eome immaging: doll'ente algebrico una superfivie F' (d'ordine n)in 8,
L quali sia’ proiezione goncrica d'una superficie senza singoiarity in wn iperspasio &
contgngs: unn. skolla (avente un sentro O iplo poc F) di sszioni piane O (curve go-
neriche di [0) (ofe. § 8): In T (per sostruzions) non ba: punti muktiphi isslati- fuori
i 0. Allora le curve subaggiunte a |©] vongono segato su F di suporfisie s (i
ording s— 8) aventi O(§ —1)plo o seganti i pisni genariei per O soeondo . ourre
aggionte alla sezioni di F. (Tuvero. un tale . 5i costruisos ool motodo del § 18).
Una curya fondamentale dil |G| ha per immagine su F una retts & pla por 0; s quale
non ‘sariin generale (s —1)pla per wna fale i, (so-& una retta fondamentale non
apparente), ma. sath (s — 1)pla per quella tra le W, considerate chi sogano = F
curve: aggiunte & |G}, giacohd tali curve agginnte insiome ad 0 & setle per esso
costituiscano. (per dafinisions) delle ourve aggiunte (allo sesiont - piaue) su. F.

i osservi poi che una 4, ‘Avento unn vatta o per O, spla par F, come (s—1) pla,
ineontra n - piano. genericn por @ seeondo una ourva dording. s — s — 2 (particalars)
aggiunta alle sezione di F faori di @, avento como o plo. ogui punto ¢ plo- por essa
sn a (il quale & un punto (¢ -+-s)plo non isolata pec E): seguo che wa eura ag-
ginnts o |G| sega uun suve i yesidun, dells. fondamentale a in un gruppo 4 punti
appartenante alla serie somma; di quells canonics di. €y ¢ del gruppo. di. punti co-
mune 2 Gy, @ (3

D'altra parts le condizioni cui deve soddisfare una w,-; 1a quale detormini su F'
una eurvs aggimts a |G| (e non soltanto subagginnta), somo tutte esprosse dal conte-
nexe oome (s — 1)pla o, retts sple per F (distints) passanti per. O

Dunue s trao i1

Teorema. Se |C| @ wi sistoma Yacare irriducibile semplice di geasre > 0,
atate i curve fondamentali progrie distinie, ¢ mon possedeats wn fascio di uni-
secanti, o enros aggiwnte a |G| sono qualls che

1) sepana una curoa G generica secondo, wn greppo. canonice;
2) segana wna euroa: gonerica Gy (di gosere m=0) residua &' wna curva
v 1o mia « Ricorchen ¥, 4, 0.

{3) Parlsndo dl serls sommn 4l ‘quells casoalca ‘e 0 4 grappo di 4 punti sopra unn curva Gy,
acluderems canyenzionalmonts anchs i} easa in ozl C, wbbia il genern 0, rigusrdsndo allor come
serde somma sifftta quells o4~ dei grappi-3i 3 —2 pusti-sn. G




fondamentais propria 8, secondo w grupps dolla serie somma della g7 eansnisa,
di Oy o di guella cui appartiess il grappo dei punti comuni.a Cyed a 8 ()
Iienunciate perdercbbe il significato se e G, zesidup di una 0 fossero. ridueibili,
1ma. allora G| possoderebbo un fascio di unisseanti, o non sarebbe somplice.

Una estensioue si pud proveders: pel éase di eurve fondamentali qualunque, ¢ho
vengano distribuite in gruppi cinsonno dei quali i possa consideraro come I'insiemo
i un certy numora # di curve fondsmentali #, 8;. .., infinitaments vieins. Allora
occorrert esaminare i sistomi |G, |G| . che si obtengono staccundo, da || suvessi-
samente 8, 8, ... (riportando 1a essa ad un multiplo di |C] ove |C| non sin assai
anmpio).

11 resultato che si proveds & analogo & quello pidl limitato cho & stato stabilito:
perd 'argomento & dolicato ed esige cautela ove si voglia trattare oon rigore.

B0. Sistewni lineari possedonsi wa fascio di curve wiisscanti:

Un cenno specialo meritano i sistomi lineari possedenti un faseio di maissoanti
che sono stati esclusi in vari enuneiati precedenti: I'ente algebrico cui appartengono
sistomi. sillstti’ ammota come suporiicie immagine una rigats di eni la eurve del si
stama sono diveteriol.

Comineing dunqus & stabilive un lemma sui’ sistemi lineari appartenonti ad
uza rigata o pill in generale ad wna superfioia con un fascio di curve razionali K.

Soprs wna tale suporfieie si consideri un sistema linears di curve seganti in
e(>>1) punti variabili le eurve K del fasoio; sia |C] il detto sistema eho supponiamo
irriducibile oot almeno.

CGostraiamo un faseio razionale di curve composte clasouny con WD Certo NUMETO §
(assai grande) di curve K, il eho pud fast considerando nna soris g3 sull snte oot
ohe ba per elementi lo curve K.

Trasformiamo la data superfieis in wua F di S, in modo che ls curve del no<
minato faseio vengano segate dai piani per una retts a, ed in modo cha le co* curve
genariche: C (di uoa' rote) vongano segato dai pidni per un punto O fuorl di v
Sia @ Vordine di T, ed ¢ la molieplicitd per F della rotta a; possiamo supporea
senza restrizions # > 0; ogni piano per @ sega ulberiormento F'sceondo ¢ enrve K
cinsouns (incontrata da un piano per O in ¢ punti o quindi) dordin g3 si ha quindi

n=i--s0.

Le curve aggiunte 4 | O] sono contenutd nel sistema delle enrve aggiunts (alls
sezioni piane) su F: queste ultime (non essendo T rigata) si trovano  fra-lo-sesioni
@ T oolle superficia iy d'ording % — 8, subaggiunte-ad essa.

Ora una talo Yy o la sotta @ como retta (i — 1) pla, ¢ soga quindi ultorior-
mente un pians gonerice per @ secondo un: curva @ ordine s — 2, sggitnta alla
curva compesta di 5 curve K sozione di F': par conseguenza il grappo delle interse-
zioni i una’ Wes 000 noa gurva K (dordine ¢) appartisne alla serie sogata sulla K
stessa. dal sistoma somma delle alire 5— 1 curve K ohe sono nel suo pians, o delle
curve d'ording ¢ —2 aggiunte al essa: ma poickd due K 6l segano soltanto in punti

(1) Tale & appunto I definfeions dirstta dello carve agimito a (C)ilats nolle miv u Rivarahs w 111
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multipli di F (sollente non hanno punti. comuni) si conclude che lo .-, segano
sopra una K una serie di gruppi di ¢ —2 punti. Poreid lo curve aggiunto a [C}
incontreranno puré le K in ¢ —2 punti al pil, Vale a dire:

Sopra un euts algebrica oo’ possedents wn fascio dé curne razionali K, le curve
aggtunts ad wn sistema linsare irviducibile oof almeno df enree @ secanti le K (e > 1),
segano-le K stesso in ‘¢ — 2 punti ol pi; o si vedrebbo oho fali curve aggiunt
sogano le K proprio in ¢ — 2 punti o now in meno (cfr. § 52).

Un corollario immediato & il seguente:

Sopra st onts algsbrica e wun sistema lneare frriducitile | O] oo almena, il quals
postegge wn faseio di curve unisoeanti (eero razionali) non ammells curve aggiunte.

Infatti se |C| ammettcsse curve aggiunte, una di queste sommata ad una G eo-
stituirebbe una curva aggiunia a 2 €| o segherebbo in un punto (almeno) le curve
(razionali) dell'ente unisecanti le C, mentre le curve di |2 C|segano in due punti
iqueste stessa’ ourve,

Ossereasions: Se sopra un ente algebrico co? osiste un faseio di- eurve razionali,
partendo da un' opportuno sistema irriducibile ed applicando i I'opera-
sione di aggiwzions si giunge a sistemi di curve bisceanti o wnisecanti quells del
fascio, & quindi ad uma superficie immagino dell' ont rigata o con un fasclo di
conichs (1).

i

Superficie agginnte.

1. Suparfioic aggiunte ad wia di Sy

Sopra wn ente algebries & abbiajun: sistoma linears irriducibile semplice |C):
soegliamo como immagine dell'ente slgebrico una superficie F di S, avente come
sezioni. piano oo eurve O generiehe:1a F' sin non rigata ed abbia Vordine #. Le curve
aggiunte ‘s €] (che sono definite a meno di punti 4i F) vengono scgate su B da
partieolari superficie (d'ordine » — 3) subaggiunte ad F': queste &' indicheranno con ge—s
e si dranno. superfols agpiunts ad .

La loro particolarith tra lo subaggiunte dipende dal modo di eomportarsi el
punti multipli isolati (propri) non apparent? su F, ciok in quei punti isolsti di F
che mon sono immagini di curve fondamentali apparenti del sistema dells sezioni piane.

La definizions indiretta data di esss & goneralo’ qualunque natura abbiano le
singolarith di tali punti. Ma le condizioni che’ vengono imposte alle g4 aggiunts
ad F dai punti multiphi isolati possono facilments essers fissate quando 1a B abbin
punti multipli ésolafi distinti (immagini di curve fondamentali distinte per |C);
allora wna. superficie Yoy aggiunta” ad ¢ uax superfivie (dordine n—8) che
sega un piana gensrice di 8, sscondo wia curva agginala alla sssione di B ed un
plans gensrice per wh punte. widtiplo isolate O secondo wie curva ehe insioms ad.

(1) Cf, Nowruen. ¢ Yeber die Fldehen weleks ein Schear vationaler Ciéreen besitzen s Mathom.
Ausalen, 11
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s rotta per O costétuises wie agyiunia alla sexions di By () s tale su
porfiie ha dunque coms (£—2) plo un puuto iplo isolato ordinarie di ¥ (2). L de-
finizione data delle superficie aggiunte ad F 'si-cstends allo suporficio agginnto d'or-
dine >u=—5 o <Cn~-—8, {anchs. nel caso di singolarift srhiteario por F):

Basta infafti valorsi delle ewve: agriunts ad |r O] componenti il sisoma
1Ga=b (r — 1)} (se si vaole « onrve agginnte di rango »—1 u F+) o delle corva
di |, — ( —1) 0} supposte csistenti (ourve nggiunte dirango — (#—1) o definirsls
particolari superfisio subagginnte ad F di‘cui tali curve sono sozioni con B (fuorf della
curva multipls), eomo suparfisis fivr aggiuate ad .

Adottata quests definisions dolle g—ere DT 2 asEai alto, in modo cho. esistano
infinite superficie d'ordine n — 4 -} sggiunte ad ¥, potromo definire anche il sistema
dell0 gu_isres (3 10) come il sistema normale (ciok determivato dal grappo hase)
‘somma el sistoma d8lle’ Gyier & dol sistema di futte 1s superfivie. d'ordine 5 (s > 0),
o invees come il gistems residuo di una superficie. generals d' ordine o5 (conte-
nuta nel sistema delle piier) ispetto al sistoma gu—c. Possiamo esprimere  oid
dicando cho:, riguardo ad ogni superficie By d'un certo ardine n in 8y (non rigata)
risublang, definite Lo superfieis agginnte @ording n— &~ (Gi-isr)y in modo che
ne ciistoun sempre infinite per v asal alto: eho s Is superficie agginnte dei vari
ordiui si comportans wgualmeats nes punlé singolari di Py e sono definits da tals
comportamanto » = che s la data definizions ricade in gueila di Nomtuse se e sin-
golarita di B possons riguardarsi coms ordinarée o ella mia (dello « Ricercho =) s¢
Ia F hux punti isolaté (propri) distiati (caso che include quello delle singolarity or-
Qinarie). Si poteobbe ginngere uguslments alla definizione delle superfivie aggiunts
ad I con opportuna estansione della definizione del sig. Nogzugk per singolarith or-
dinavie, considerata le singolarity superiori come limiti di queste ().

Tn ogni esso qualunque via si segua per stabilire il concetto dolle superficie
sggiunto ad F. i ha:

Sopra una superficie B (dordine ») #ow rvigata, in Ss le curve aggivite al
sistama rplo. di quello delle sssions piane (curve aggivnte di rango r—1 su Fy)
cengono ssgats (fuari delle ourva multipla e dei punti multipli) daiie. suporficis
Gamser (Lording n— 4~ #) agginnte ad F. Alle parole « fuori dei. punti multipli »
si-deve dare nn significato conveniente tenuto conto dolle ipermoltsplioiti sho ovon-
tnalmonte 18 G, PosSoN0 averd in un punte multiplo.

Corallario. Nel piano il sistema (non: singolare) di tutte le curve O, (d'ordine:
#>>8) hn come sistema aggiunto (= subagginto) quello. di futte 1o Cpms, quindi
(pel § 26) il sistema aggiunto ad mn sistema lineare di C. determinato da punti

{#) Quests interpretazions protettiva ded resultati 2ol §29 o trova pavo nollo mi

) Bd in questo casa sl ha delle super!
preveds poi cha, ova lo singalarith superiori
ardinarl Infiaitaments lo ondinaria fnfinitaments piecale, 1o condizioni che un
panto multiplo xslats impone alle superfoie apgiunte f esprimoranuo dicenda ohe osse debbony
passeders come (i — 2) plo olasenno di tali pusti & come (i — 1pla cinsonma di tali eurve. Cib
i suppone generalmants in vard farari.

(%) A questo propesito cfr. Nowrue, Guttinger Nachrichton, 1871,

Riverchen T
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base multipli & costituito da tutte 1¢ surve Ou, aggiunts all C, (1) (nel senso or-
dimieio di Brive. ¢ NopTaem).

Sipud dungque alloimars che: data ia 8, ea suporficis (rasionate) B d'an
earto ordiis m, rapproséntala punto per puato sal piano, le curve (dardius n — 3)
dsl piasa, agyivale alle cwrve (dording n) immagini delle sesioni piane di Fu
rapprossalano le sesiont di Fu (foorl dells curva multipla) colle supanfiois g
dording m — 3 aggiunte ad Fu o vicsoersa.

Questo. teoroma si trova gid nello. mip « Ricrche » (111, 5), con qualohe restri-
sione (punti isolati. distinti per Fi): il sig. Homserer lo ha stabilito nuovamente per
¥in. indipendsats (3, estendends I considersaions alla gy ir (r qualuniue): chisro
come si perverrebhe anche qul a tala estensions,

32. Superficis aggiunts alle rigate.

L superficie rigate, fatta ecoezione dai coni, non hanno punti multipli isolati:
& guindi natwale in ordine alla dsfinisione generalo di chiamare supericis agginnta
ad uns rigata ¥ di 8; tutto lo saperfisio (subagginnte) seganti un piano genarica se-
condo una curva agginnta alla sexione di F; soltanto se F & un cono derding 5 si
imporrd altres) alle superficie agginnte di possodere i1 wortice del cono F oomo
(2 —2) plo.

Dopo cid & essanziale notare come si estondano alle xigate i precedenti teoremi
relativi alle suporficie aggiunte, beneh 1o rigate stesso si siano dovate ssoludare in-
anzi ‘& eagione del procedimento saguito.

Lasciamo da parts i coni pet quali ln verifica doi rosultati si fa immedintamente.
‘Cominciamo dal notara ehe:

Lot suparfiele. §o s darding n—8 <4 r aggiunts ad wna rigata ¥ Lordine n
in 8, segais, lo generatrics (fusri dalla owrna mullipla) in r—1 punti (si sup-
potia #>>0; per =10 non esistono gu),

Invero un piano per una generatrics 4 segn ulteriormente la F secondo una curra ¢
d'ordine » — 1 eho. sega Ia gencrateico stessa fuori dolla curva multipla fn ue punts
(variabile col piane): lu sezione dello stesso piano eon Una @i ser b und curva dor-
dine 0 —8 7 clhe passa pai. punti fissi 4L C su g (panti della owrva multipla) o
&l comporta in essi come lo C: essa sega dunquo a in »—1 punti.

Ora s considert s I una. ourva £ agginnta al sistema segato dalle suparficia
dordine r -1 (necessariaments » > 0): benchd In F' sia rigata si prova col ragio-
namento dol § 21 ok la k sega Iu seaione pians gemerica i F in un gruppo se-
sione di una eurra agglunts d'ordine #n— 8- 7 giacehd porcid si esige soltanto
Vapplicazions, dsl teoremn fondsmental (nen seguirebbe invees la propriefd inversa):
st deduoo col procedimento del § 18 che questa eurva % & sezione pursialo di F
(fori. dolla: curva multipla) con una superfieie sgginnts e, dove s> r: non di-
clamo s = appunto perchd ¥ & rigata. Ma nol caso #>>r (seguendo appunto I

(3) T sletoma agirtunt ad un sishoma Tineare nol piano of trova conslidérats da Noxres, Eaxton
© vistematicamenty nel lavoro di Casreuntove s Ricerche gensrali topra i aistemi finéari di cirve
piane » (Acead, di Torlao, Memorio, 1201).

(%) Mathems. Aunalen, 1895,
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eostruzione del § 18), 1a sezione di B colla gymye, olivechd di & (e dalla enrva mul<
tipla) si compene soltanto di goneratrict della rigata (ciod di eurvo non sventi intor-

i variabili coi piai d'nn faseio); si dodurrebbe: quindi che £ soga T gene
Pin s— 1 pusti, mentre sappismo dal § 80 ¢ho essa sega lo dette generatric
in'r— % punti al pib.

Conoludiamo:

Sopra wag superfieie rigats dording n fn Sy, L exrve aggiunte al sistema
sugato dalls superfizie d'ordine v~~1 (#3>0) wono Is sesioni dalls rigata (fuori
della eurvw multipla) colle superficie agyinate dording i —38 7.

E Ia coss valo anche pei coni.

i ha dunguo che lo rigate non diumo eccozione ai resultati gensrali.

Osservazione. Si noti come possono costruirsi sapra una rigata T (dordine n & go-
nétop) 1 sistomi agginnti ai sistemi seguti dollo superfioio Tording »- 1, por Fe=1,2...
(sistemi aggiunti 41 tango 7). Tn primo luogo il sistoma ngginato di rango 1 sk com-
pone di oo P+ curvo ciasouna eostitnita di 2p — 2 4-a generatrici. Gl altrisi of-
tangono sommande @ questo sistema o sezioni piane, 1o sezion quadrichs, ece.

Begue che 1o swparficio agginnte ad F dall'ordine # —2 in s, segano sopra un
piano futto il sistema delle ourve aggiunte di quel dato ordino alla serione di T

Vi sono su Feurve subagginnte di rango =00 di rango r=> 1 che non sono
agaiunte: 2 ne possanoinfabti- costruirs oomponendolo oon gruppi diganoratrici. Kese
non possono ottenarsi come ulberiori seaioni dotali diF fusri delle curod wiltipla,
con supsifioie aggiunte.

8. Interpretasiong proiettiva del tzorema fondﬁmm!m

11 teoreing fondamentalo del § 27. % 1o di wna i ione ‘proiot-
tiva'cha (in virth della definizions diretta ohie s e pev 1o superficie aggimnte- ad
una superficis di S, con punti multipli isolati distinki) pud fornire e unova: dafi
nizione delle onrva aggiunts ad un sistema lingare, Quests & la seguente. B

Sopra un superfioie B (dording 1) {n i, now rigata; I curve aggiunte ad
wn fascio {inoare ireidueibile ‘i sesiii piane pek wha vetta ipla | (sriinaria) a,
wong ségate dalls supsrfiele' s (d'ordine n'—8) aggivite ad'F ohe hanne comd
ipla la relta & ¢ eoms (¢ —1) plo ogni punto eplo’ di F s a.

Dunque il sistema di ¢urve cosl ottaauto-su B'non’ muta per una trasform azions
bitazionale @i F in eui s conservi il detts faselo di seeioni piane, oppure si’ muti
questo in wn altro fascio doll'sventunle sistema lineara pil ampio cni esso appartione
comi faseio genariod:

Uni inforprotations wnelogs i quel boorems fondamentals i avrebbe rifsrondsi
4 una veto segate su T dai piani d'una stolla

84. T faorenia di Nogruew sulle superficie aggiunte alle cwrve’ gobbe ¢ la sne
dversione.

Un'ulica interpretaziono profottiva del tooromn fondamentals del § 27. serve nno-
vamenta a definire 1o curve aggiunte ad un sisterd lineare, o fornisos coma corol-
lario il teoroma dol sig. Nogruer relativo alle superficic aggiunte alle curve gobba ().

(1) Mathem. Aunalen, VIIL
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Sin F nna superficio d'ordine #, in 8, & sezioni piane O, Un sistoma lincaro [K]
(o almeno) su F venga sogato da superfioie f,, d'ording m passanti per una curva I’
e por corti punti base su F (sempliei per F), IL gistema agwiunto a m €] vien segato
suF dalle superficie agginnte gu-iim (dordine #— 4 M) 08 Foorrm ohd passans
per K od kanng coms. (i — 1)plo. ogni gumta haso iplo dé K] eu B segans ov F
le eurve aggiunte o [K}; vicevdrsa queste curve aggiunts si ollengone sempre come
sasiont di T con tali @usen. (Nell'applioars il feorema oooorre: qualehe avvortenza
riguaydo alle eurve che compongono K' qualeuna delle quali potrebbs asser Vintorno
d'un punte multiplo su F, o riguardo ai punti base per [K} qualonno dei quali potrabbe
essere pure un (parziale) fntorno d'un punte multiplo).

In particolare dunque 1o dette’ o—iom Sogano &n una K gruppi canonici, e cid
vale anche se invece di un sistema linoare i ha una sola K; in quosto consiste il
teorema di Noeruee, il quale sezme git dal nostro teorema del § 20 (nel quale ap-
punto non & essenziala cho s ourve residus di quella staccats sieno in numero infi-
nito). Ma Iinterprotazions proiettiva eho abbinmo dato del teorema fondamentale of
db anche & pitt, ¢i db (si pud dire) Pinversiona del tsorema di NorTHER (078 questo
si applichi ad un sistema lincars sulla superfisie T), almeno 0 quells wisura in
eui essn ¢ possibile. (Si confrontin » questo proposito lo considerarioni in principio
del § 25).

85. Completamento proiettivo del teorema del resto.

Sapplamo (§ 19, 27, 28) cho il sistama subagziunto od aggiunto ad un sistoma [O]
sapra un ente algebrico sono sistemi normali: o sebbene nello stabilire quests fatto
pol sistema subaggiunto si sien imposte & |G| lo restriziont del § 10., relativamente
sl sistema sgginnto esso risulta vero por ogoi sistema | €| (stante il teorema dol § 27).
Interpretando projettivamente  questo resultato otteniamo il complemento proiettivo
del teorema del zesto.

Sopra wna superficie By, dording w i S, tutts lo superficie apgiunte di dato
ordine segano su F (fuori della ewrow mullipls) wn sistema lineare normals,

Ogni sistema linsare wormale su B pud essero segato su di essa dalle super-
ficie g aggiunte ad T di ordine abbastansa alto che passang per curve (¢ punki)
Ffisse (intorsesioni residue): questo sistoma su ¥ viens dunqus segalo wgualments
dalls @ che possano per wn'alira intersosions residua con F.

Lo rigate non fanno ecoezions al teoroma (§ 82); restorsbboro soltanto fuori 1o
superficie & sezioni razionali; ma per queste (she sono rigate rasionsli o superficie
di Sremer) (1) 1a cosa si verifica direttamonta.

Data su F una curva © 6i pud considerars una ¢ di- ordine abbastanza olevato
che passa per essn; so O b Vintersezions residna di g, T, tutte lo ¢ per O se-
gano su F un sistema. normale: quosto non dipende’ dsWordine @i ¢ (supposto nssai
alto), nd dalla ¢ da oui si parta eomo.segue dal teorema precodente; so inoltrs si ton
conto del buehi della € osi costringone lo g & passare per quoi punti ed & toccare
debitaments la F, il sistama oftenuto b il sistemwa normale cui appastiene la O (Iata

() Picann « Giornals di Crollam, t. C.

Boorerh o1 XL. Ser. 8, Tom. X
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Sull'ente), o perd non muta Heppure rificendo Ia costrazione per wna superficio tra-
sformata (')

86. Lemmi sulle superficie subaggiunté.

1° lsmma. Se O, & una curva piana d'ordine n ¢ genere w, ¢ coh Cugir

(== 1) sindicans le curve dording n— S~ aggiunte a Gy, il minimo sistema
tineare i Cpmsepury contonenie tutbe lo ouwrvs spelzate in una retta e in: una
Cuser 8 il sistema normale di bubbe le eurve d'ording n— 3+ (r--1)
aggiunte & Ca ()

Per 1o dimostrazions i ossorvi ohe il shinimo sistema delle’ Coaeprury predotio
contisne lo

R
curve composte d'unn retta o o d'na Cyosers © lo

rirt)

enrve oomposte di un'alira retta @ o d'una Chser; questi duo sistenni han comune il
sistemn composto di &, & o di WNA Coaromsy cho &

it
w
@ pord il minimo sistema che li conticne entrambi ha wna dimensione

RS = R

= DD, -

ma questo sistoma & contenuto o coineide con quello delle Cpgy gy passantl pel
punto comune ad @, &, e poichd le curve composte d'nna retta o d'una Ciser n0R
passano tutta per quel punto, la dimensione del sistema delle Oy s, cOnsiderat &

=1 O,
o quindi & appunto 1a dimensions
1o D L =D)

del sistema normalo di fuste lo ourve d'ordine # —3 - (- 1) aggiunte & Cp
20 lommas Kl minimo sistema lineare di curve pians Cpsee conteneate tutto

Ie. curoe composte d'inz O,y aggivata a Cu ¢ d'una ratta contata v volte (r = 1)

211 sistema normale di tutte le curse dordine n— 2 r aggiuuts a Ch.
Auzitntio si noti ho una Cas ba come residus rispoito al nominato sistema

(1) 8i vodle cosd che I'enunelato precedents abbracels in sb e completa il Restsats di Nogrumn
(Mathom. Annalen, VIIT) o quello stabilito nel cap. 3 delle mi¢ « Ricerche n. (A questo proposite
efr, 1'Appondice).

@) Gfr. « Ricorchan pg. 8334,
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di Cresr un sistema contenento tutte lo xette: rplo, quindi il sistema di futto lo
curve d'ording . Segue che una rotta (r— 1)pla ha come residuo rispetto al sistema.
dellg Cysyr un sistema di ourve O, (Fordine n—1) contenente tutto lo lines
composte d'una Ony & d'nnn vobta ossia (pol presedente lemma) il sistema di tutle
Io Oy agginmbe o Cy.

Adoperando ancora il pracodente lemma si deduce analogamente cho una rottn
(—2)pla ha come rssiduo rispetto al sistema. delle. Cser il sistema di futte lo
curve d'ordine n agginute alla dats O, sec. sieshd infine risultn stabilito cho wna
rotta (semplieo) ha come residuo rispetto al mominato sistema di Ca-sar quello di
0kt 16 Cosogrsy © pord il sistoma dolle Gger & guello di futse 1o ourve d'ordine
#—2-r aggiunte & O, ¢

Teorema. S8 Ry & una superfisie dordin n in Sy, ssiste un nwmern h assai
alto, tile che 1o superficie Yo dovding w— 2-=h subaggiunte ad F, segano
sopra ogni prano i1 sistome normale df tuite le curve d'ordine a— 2+ b agginnie
alla serions piana di F.: alfrettants avviens allora (se k= 0) per 1o subagytunts
d'ording 'superiare:

Stabiliamo 1 prima pacto del toorema; 1 sooonda segue quindi ecome immediata
applicazions del primo lommsa, poichd fi 16 Pa-seirery ¥i 8010 qualle composte d'nna
Wiemses © d'un. piano.

Per cid s fissi una retta genorica @ © in un piano 4 per e i eonsidori
una Oy aggiunta alla sezione dil e Ja’ quale incontesrd @ in n — 2 punti eho chia-
meromo Ay Aq .. Ancs sl fissine inolbe 7w rette generichs 4y . o v ax incidenti & Cee,
essendo. il genere delle sezioni pisne di F.. Allora in ogni piano per a rests fis-
sata wna curva O,y d'ordine 1 —2 agginnta alla sezione @i Fu, 1o quale passa
DEr Ag... Apeg 8 INCODETA 4y ... @y B QUEStL G,y vaviando il piano por @ gonera
nnA SUPTAcic Waisn subagginnte ad . (§19) d'on certo ordine »— -k dove
k= 0; questa contione a come retta jipla. Per cid lo .y subagginnte ad Ty
sogano sul piano (generico) « un sistema di curve contenente tutto imelle composte
d'una retta Apla s d'una €,y agzionts alls sezione di F,: in virtit del nostri lommi
precedonti 16 W arn Subigginnte ad F, segano’ dunque su « il sistema di tutte lo
curve dordine #— 244 agginnte alla sezione di Fn: cid & guanto dovevasi
dimostrare.

87. Dimensions virtuals del sistema delle superficio di dalo ordine aggiunte
ad wia data.

Lo condizioni. ohis i punti multipli isolati d'wna superfieie F-in 8; (non rigats),
impongeno alle superficls subaggiunte w perchd esse sieno agiunte o B, sono indi-
pendenti dallardine delle: g (supposio assai alfo); st tratta invoro di imporra allo
un tal modo di comportarsi nei nominati punti multipli isolati di F, che dal sistema
(subaggiunte di rango #) sezato dalle o, vengano stacoats un eerto. pumero di velte le
curve fondamentali del sistema |C] detorminato dalle sexioni piane di F, o questo
numers & uguala al numero analogo ealoolsto por un sistoma multiplo di [C]i1 quale
possiede le medesima curve fondamentali 4i |C| eoi medesimi carattori (efr- i § 21, 31).

Portanto si pud vedere ehe il sistema di curve segato sopra un piano dalle s-
perficio gaer dording 22— 4--& aggiunte ad wna F d'ordine # in 8y, sark fulto
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il sistema normale delle: enrve d'ording m— 4 - & aggiunte a quella. sezione di ¥,
sa ke b assai alto. Tovero s designi con My il numero delle. s (nedrmonto
indipendenti) o con Ny quollo delle uisas 0 8i supponga di prenders k== 4 dove h
o gih oost grando che le (subaggiunte) Yoes (b=, A~1,...) soghino sopra wun
pizno generico il sistema di tutte 1o curve O.y.r ogginuto alla sezione di F, o cost
grande ancors cho sin My — Ny = My — Ny = Py; i desigui con ofs (5=, A1 ..)
1a deficienza del sistema. di. ourvs 5ogate dalle P—yex #ul piano stesso: allora si ha

Mii =N+ Pa o e

da cui

L=

od analogamente . =0 668, ¢ 3.

Pin tardi (§40) sard data 1 determinagione. di wn intoro 4 al di 1 del guale
avvenga il fatte menzionato (/x intanto preme. rilevars sotto altra forma il si
uificato dell'ossorvazione proesdante,

Suppongasi di aver preso » > h, o di voler calcolars il numero delle supor-
2l Propoieer; Bggiunta ad By dato il numero delle gp—ipq: st csserver por questo
cha e ¢ er aumentate d'un piane fisso a costiluisoeond Gu_eepen; 078 per staccare
il piano « dal sistema Aelle Gy Disogna scegliors wne tralo-On i oty Sozioni
sw e delle’ g gyqesiy ¢ imporre smcoassivamente alle: gu_ys sy ohe passane per essa
di. contenare sncore wo-altro punto di e eid (stantechi 1o guye s Sogano su a il
sistema di- tuble e curvo aggiunte alls sezions di ) porta ad imporre alle g,—sewer

8)

w2

condizioni, essendo s il genere delle sexioni piane di F.

8i pud dangue affermare che: -

I umerd No—ioy esprimenti la dimensioni dei sistonti di Superficis Gu-vee agf=
giwnte wd wna data d'ording'n, a Sesiond di gemere = (nom rigata), fornuns al di
& dun cerlo valors per r ung progressione erifmetica di terso ordine che ha per
ragions

R0,

Se si imtagiia questa progressions’ prolungata anche al i sotto del dotto valor
di o, i termini di esoa oi daranno dei valori ohe ohiameromo 1o dimensioni virfuali
dei sistomt di gu—sor & ehinro ohe questi valori non possono. supecare. gl foteivi
per n= 0, gincehd in questo caso il sistoma sagatn su. a0 dalle Guoiipery DUD honsd
nonl gssore ormals-ed avore quindi wna dimensions minors di

e P

ma mai avers uon dimensione: maggiors.
T progressione aritmetica &i terzo ordine di eui- termini esprimono ls dimansio




s il e
virtuali dei. sistomi i gi-iers ricses determinata appena 56 e ¢ caloolato nn termine ;
basta per ¢id avere il numero-delle g, Zysp per # assai alfo. Cid vien dato, nel case
che F abbia singolarity ordinarie, dalls formole di postulazione del sig. Nozruzr (1),
11 sig. CasTerxvovo () ha osservato appunto’ che. quests formle di postulazione
possono esprimersi nel niodo semplive detto sopra; sotto questa forma esso risultano
ors estéss & tutti i casi; indipendentemente da ogni mmmnu per le singolarith di B,

Una ultima ione riguarda I iva del resultato
precedente.

Sia |O] il sistoma normale delle sesioni piane di F ‘e quindi [~C] il sistems
normale cni appartengono 1o sezioni di F eolls superficio d'ovdine o =>1).

Si indiehi eon @ (€) la deficienza (5= 0) della serie dei grappi cancniei sogata
sopre s ourva: generics: di |0} dal sistema | (<O)uf, ossia dslle ge—cor sggiunts ad
F: ¢ si denoti con il genero di {#C]; di guisachd Ia dimensiona-dalla serie segata
dalle ¢—gsr sulla curva generica di |[#C| valga

m—1—d(rC)

Cid_postocaleoliamo la dimensiono Na—isy dol sistoma delle ¢n—ier. Poichi per
ogaieursa- stziono: di una gy con F passano (per r = 4) oY o
© poichi per ogni gruppo sezione di wna di fali curve con uma curva di [C| pas-
800 o Famias ourve tra quolle, si ari

Nosat 1o (o) =D EB)

do oui (mutando 7 in 71 6 sottraendo)

Nuir

Nty Mottt = 4 (14 1 0) -8 ) EE= g
d'altronde 88 v, = mr & il genere dollo sezioni piave di F si ha (§ 16)
e

dunque

Foieigos — i =m0 (ot 1) 0) 4 (r0) - ZE= 2L,

D'altra parte i & visto prima ohe Np—iaaty — Nacysr PO 7 assai alto valo

ERAg e e """’_s) + segue dunque cho por » sssal alto, dovrd avorsi

3 ((r-1)0)=d(rC).
Tnvaca pat valori inforiorl (=20) @ », #(»C) (di sus natora positive) - ero-

) Annali di Matematics, sério 2%t Vi Alenni onsi di’ quoste formule orano stati frattati in-
nanai dal sige Car

(3) 4 Suils uperﬁci- algaliiché e eui nesioni piahe sons-euroe iperallitticho . Rendie.
colo Matematico di Palormo, . IV,
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‘sonbe yerehd por # > 0 il sistema segato sopra un plano dalle gy (m == 0) pud essera
incomploto ma non sovrabbondants, o quindi & sempre

Nilipsny— Nasudpisim ol ?_(rz;s)

onde
Hro)—d((r+10)=0"

sogue che il detto §(r0) al crescers di # ammette un massimo.

Dunguie s pud enunsiare il teoroma:

Sopra un ente- algebrico o si abbia- wn sistoma lnsars irreducibile som-
plice |C], (= abmomo) ¢ s'indichi con 8(rC) la defiéiensu (=0) della serie di
Gruppi. cansnici segata sulla cwrva gemarica di |rC| dal sistoma aggivnto |(rCi
il d(rC) ¢ una funsions positiva o nulla di r (per 73>0) che non decresce ol cré:
scere di v & per - assai allo ammetle un massims (')

Nell'snunciato non figura (como sembrerebbo doversi) Veselusione del fatto e G
possegga un fasclo di eurve unisecanti, perchi g9 cid accade por |C] non aceadrd per
12C}, ¢ modiants i1 toroma fondamentalo Ia proprieth stabilita per |27 i estendos
|@r—1)CL Daltronde questa estonsione rientrorbbs coms  corollario nel teorems
del § 41.

Osservarions. Se immaginiame di caleolars col i soguito- innansi il
numerd No-cer delle g err agginnto ad F (r2>0) partendo  dal numere supposto
n0t0 Noyegrosy, @ invece di supporre eompleto il sistemn segato sopra un piano dalle
Puetsr m indichizmo eon o, la deficienza troviamo

i b = EHE=

. pa

da oni (facendo percorroro ad 7~ la serie dei numerd interi o 4 zero o sommando lo
sucoessive ugnaglianze)

N

No -

L

=N —Dr— %
8 0 i
ande

a(rC) 1!...‘
T

Lo o da un certo punto in poi divengono tutte nulle (sppons d(rC) M too-
cato il swo massimo); quindi & ha:

1 massimo’ i 0(+0) & wguale alla sowma delly defioiinze dalle serie ssqats

sulla ourva gentrica C dai sistomi aggiviti o |O] di tutti i vanghi 0, 1, 2,...

Cid vale per ogni sistema semplice [C]; auche se questo possiede wn fasoio di

unisecanti come si' yede dando al ragionamento pracedents la forma invarianti

() La questions dellesistonaa di quosto massiomo di @ (e 0) mi-si ora prosentata melle. « Ri-
cerche s TIL, 2); fo Tavoro ricondotls alls formalo di postalasios forzn ehe dhuno. i1 numare
dello superficls vggiunto ad ann dats di 8, onde; essa ara risoluta affsrmativanasts wolo eon re-
stristont relative alle singolarith della superfele
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Caratteri invariantivi d'una superficie.

8. Curve canoiishe ¢ genere geumetrico superficiale.

Lo considerazione del sistema aggiunto ad nn sistema lineare sopra un ente-alge-
Drieo o, ¢d il relativo teorema fondsmontals del § 27 condnes (como applicaziono
immedinta) a stabilire tutti i caratteri invariantivi generalments considerati por lo
superficie od & trovama dei muovi.

2 ¢ib cha' qui vogliame mostrare, Riferiumoci ad wna suparfiete ¥ senss sin-
golaritd, immagine dellente.

Sieno | C']|€"] duo diversi sistemi lineari (irveducibili oo’ almeno): denctando al
solito eon [ 6,10 4 loro sistemt agginnti (dove i simboli avranno un significato
o questi sistami esistonn), o denotands con z; i1 gruppo dei punti base per |0 &
non per | C¥| (contati siasouno una volts) o similmenta con #, il grappo dei punti base
per|C7) & non per O], st ha (ragionando noll'ipotest ehe i simboli abbinn significato)
a cagions ' del teovems fondamentale

1€+ 6" | = 0"+ 0+l

gincehd questi: dus sistemi- coincidono’ anibodue eol sistema | (€407 agginnto a
|G+ 0%}, Dalls relazions preosdents s ricara Ia relazione simbolica

10— C'— | =[C"— Ll

la quale avrh wn significato effetivo so wuno dei simboli dei due membri (e per con-
soguenza Valtro) aved siguifioato; vale & dife ‘50 p. 6. |0, contiens |C'], giacchd in
tale ipotesi mol residno |0, — 0| oamparisoe bme parts: fissa {1 grappo i punti ,
(gincolid uno di questi punti iplo per [¢') & (5 — L) plo-per [€%]). Allora anche |07
sarh ootennto i |C,0L

11 resultato obtenulo pud essore enunciato riferendosi all'nte algobrico. ¥ vero
olio wntando 1n superflcio. F scelta coma immaging di esso, Ia dafinizions def sistami
agginndi |0,f] [€,7] potrd mutars, ma 1a variazions porta soltants o sommare o fo-
gliere ontemporancaments a-| G, |C.”} dells pacti fisse (ourve: eccesionsli ‘o punti
i F) dato da punti dell'ente sion base risp: per | O] |C7.

Si pub donquo dics cha se, sull'ents, (0| contieno | '] (e V'indeterminazions di
[CJ| non fa mulla & quoste riguirds), anche || conterrd [ 0| ed i sistemi residui
|04 — "] G, — €| differiranno soltanto' por parti fisse « punti doll'ents ehe sieno
base per 'uno dei due; sistemi |C'] [C7] & non per Valixo =.

Bi pud anche agginngers elid in |0 — C'] sono certo contenuti come parti fisse
tutti i panti buse di € sull'ente (e forse aliri punti non base): questi punti sono
dunque i nuniero finito,

Consludiamo:
sapra unente. algabricn 0 i sistema  linears irreducibile (oo almeno)
uto nel. proprio. sistena. agginnio, ogai allre sistema lincare irreducibile

& contel




il
@ conteuuio nel sub dggiunts, ed ogui sistema ha rispelto el propriv aggivnto
wit sistema vesiduo (dF dimensions = 0)iehe spogliato dei punts fissi che entrans
in esso come componenti, ¢ indipondonte dal sistema di partenza. Ogri sistema
lineare irreducibile ha i, questo caso (ak pin) wh numoro. fiuito di punti bass
sull'ents ¢ quosti entrana come parte fissa @ comparre lo cirve residue del sistema
rispeito all'aggiiio.

Una curva residua d'un sistema lineare irredusibile |0] rispetto ol sistema ag-
giunto |0, spoglinta. dsi punki base di O] ¢ degli eventuali punti non base par |G}
o por. |C.f cho (sopra una superficie immagine) costituissern pacti fisse di |Ca|, eosti-
taisee une ewrva eaonica dell'ents algebrico: Vesistenza di uoa fal cutva men
dipende dalla seslta’del porticolare sistems |0} sull'ente, ma dalls natura doll'ente
stasso. Si ha infatti la proprioth caratberistioa :

U ¢irva eanonica di-un cate algebrico o', sommata aglé evontuali punti
buse d'un sistoma. linsare [0 (irredusibile w ! aimeno) costituiscs wia ourva. ré-
sidua di |O) rispetto: ab sistoma. agyients | Cal

Per conseguenza s

Ui eurva canowica su ¥ sega sulla curva gensvica d'ogni. sistema irredu:
cibile (=" almens) |O| un gruppo speciale residus della seris caratteristion di ||
e dei punti base di |C] sullants ().

« Viceversa tale proprield verificata rispetlo ad un particolare sistema |C|
irraducibile nmﬂm, non: passedente wn faseia di unisecanti; ¢ dolato soltanto di
ervs fond i apparenti b i ewrcacananica sull'oate B (%)
(6 mens di parti fisse socesionali).

Pit generalments 84 [C| & su B wn sistema irreduitibile somplics won posse-
dente un faseio di wnisecants, e dotate. di curve fondamentali proprie distinte,
una curva canonicn su B ha Is sequewtd propristh caratteristiche:

1%) o ogni- curva gewerice G- in-n grugpe rasiduo. dsila seris carattori-
Stica di |C| ¢ dei punti base di- [O;

9%) guds dellanaloga proprieta rispetto ad ogni sistenia rosidua @una ourva
fondamentale propria vispetto a |0}

Effettivamento s0 K 2 una tal owrva KO & una ourva aggiunta a |G| (§ 89).

Corollaria. Uns superficie a sezioni-non speciali mon possieds curve canoniche.

Tnfine-se si prende eome immagine dell'ente algebrieo una superficio P d'ordine #
in 8 o oi si riferiso ol sistema delle sue sexioni piane, si ba che nnn curva oonics
su F,, aumentata delle eurve cooezionali su Py o di una sevions piana deve esser so-
sione fuori della eurva multipla d'uins guss aggionta dungue

Sopra. wia superficis B d'ording n in S le: curve: canonichs (s evistons)

(1) Como dexto residua dan punta iplo’ o di wna carva @/ rispetts’ 8 ung werio data, inter
dio quella attonnta staocando gli § pantd oostituenti Pintorno i 0 xw C.

(%) L condiziono che |G sia semplice b superfius; non eosi quella che von i sia s Fun
fasela di upisecanti le C. Si vede infatti che sopra uni rigata non pub esistere alcuna curva, g
aunica, stanto 14 possbIith 4f frasformary Ia rigsts I una rigata o sesiont non speefali s ma presa
unn rigata F & seaioad spociall sanxn ponti multiplt isolati i sono sempre groyp di guscratrici cho
vispetto ol sistian [C] ddlle seaiond piane (o iperpianch di ¥ sl froversbbero molla condision
dellenunsiats.
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sonb Ie vesiont di By (fuort dells singolaritd ¢ fuori delle curve eecesivnali su Fy)
colle superficie aggiunts ga- d'ordive -h—4 Vicerersa tali sesioni delle ¢,y s
By (32 existons) soms curos cannishe.

Se'la B, & rigats non vi'somo maf g.— ad essa aggiunte o soltants subagginnte,
©ome. non Vi om0 mai curve canoniche sopra di essa.

T numero delle curve eanvnicho linsarmsnte indipendanti sopra wn ente alge-
brico o* F costituisco il gewere geomotrico superfieials p o p, dell'onte.

Si pub dire che p—1 & Ia dimensions del sistens residuo d'un qualunque si-
stema |0] su F rispetto al proprio aggiunto |C.}

Sard dunque p==0 48 su F nossun sistoma |C] & contenute in |}

Barh p==1"se (uio o ‘quindi) ogni sistema {C| & contemuto in |C,[; ¥i ¥ allora
s F wea ourve canonica ohe pud eventualments aver Vordine 0 (ciob mancare);
quests 2° caso ha laogo se |G| différises da|C,| soltanto por ¢li eventnali punti base.

Quando p>>1 vi & su P un sistoma lineore cunonico 071,

Tn linea storice relativaments ai resultati asposti in questo §, possinmo dire che:

19) 11 geners dolle superfivie 4 stato introdotto da Crpson (Comptes ron-
dus, 1868), come il numero degli' integrali- doppi linearmente indipehdenti ovungue
finiti & continui sulle superficie.

2¢) 11 sig: Noprmen (Mathem. Annalon, T1, VII) ha considerato le eurve cano-
nichs sopra i suporfisla d'srding # In ,, come sezioni delle superfisie d'ordine 1 —4
aggiunto ad essa: di tali curve (che corrispondono ai detti integruli) ha dimostrate
algabricaments il carattere invariantivo in una trasformatione della superficio.

89 Tl sig. Norruer (Comptes rendus, 1886) & il sig. Oastarsvovo (Tstitato
lombardo, 1891) hanno osservato 1a proprieti dalle ontvs canonichie sopta uua super-
fivio di sogare sopra 1o ourva generica d'nn sistbma (ircedusibile) |C] nn gruppo con-
tenuto mells sorie residua della serie caratteristioa di |C)

4°) Tale proprietd; convenientements precisats, & stata sssunta do me come defl-
nizione delle curve canoniche sopra una superficie (Rizerche. eap. 11): il loro carattors
invariantive resta quindi’ fissato’ per 14 nators stessa della Toro definizione.

59) T dofinizions indiretts data qut dello ourve canonfcho sopra una suparfiels a
partire da un'sistema lincare |C] ha il vantaggio di essers fndipendente dalla natura
delle enrve fondumentali di [€], per le quali non si osige aleuna restririone.

89, Curve bicanoniche.

Consarvands 1e demominaziont posts in priveipin del presolenta §, si considering
gapra 1 dato ento algebrizs o* o rlsp. sopva mna fssats superficle immagine, i si-
stemi Lineari |2 C”| |2 C"}207] 2C,"|; svremo la rolaziono simbolica

300 =[2Ca+30" +2p] =202+ 2],
du oni segue

|20/ —207—2y| =20, —2C"—23|.
Questa relazione simbolica seguircbbe (moltiphicands per 2) da quella del prece-
dente §; ma potrebbe’ avvenire che quella non avesso significato o quests s, ed in
questo caso tale modo di deduzions  non. sarcbbe che. solamente formale. La prece-
denta relazione ci dice cha:

Socrerh pur XL, — Ser. 3%, Tom, X,
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§¢ sopra wn eate algebrico oo R, it dappio di un sistema lineare frreduci-
bils |C| & contenuto nel doppis del proprio sistema aggiunto |G|, altreitanto av-
viena v ogni altra sistema linsars au ¥ o o cwros residue di |20] rispetta
@ |20, apogliate daile fore componsati fisse costituite da: punts bass per |Clo da
punti che eitrano come parti fisse in |Cal, non dipendono dul sistema di par-
tensg |C.

Questa curve i diranno curve bicanoniche sull'ente.

Le curve bicanonishe sopra. wn ents. algabriso w® godons dslla seqicants pro-
prista paratieristica: prese insieme al gruppo dei punti base d'un qualungus -
steina lingars irreducibile |C| (ogwi punto base vonendo contalo due volte) seqans
sopra e carva gemevica G an gruppo appartenente aila serie vesidva del doppio
deila serie caratieristica di |C| rispetto ab doppio della seris cansnica su C.

Uaa curva lo quale goda. di tale proprists vispetto. ad. wn sistema |C| sem~
Plico, now possedento un faseio di unisecanti, o dotato soltanto di curve fonda-
mentali apparents, ¢ una ourva bicanonica sull'ente (a meno di curve ececsionals) oo,

Lo curve bicanoniche sopra un ente algebrico w?F (se esistono) formano il
sistema Uneare bicanonico di F: il numero P delle curve bicanoniche linearmenta
indipendenti 5i ohiamorh Aigenera dell'snte algebrieo F: sl dove ritenare P=0 so
nossun sistema [2 0] & contenubo in |2C,| od fuvees Pr=1 so (1o o quindi) ogni si-
stema [2C] ¢ contenuto in |2 C,| o vi 2 al pil una curva residua (di |20, —2C]),
che pud anche mancare,

Se F possiede un sistema canonieo (ba il geners p>1): it sisteua disanonico
& il dappin. del sistena canonico,

Ma la considerazione delle curve bicanoniche sopra un. ente algebrico % *, trag
I sua offettiva imporianza da cid cho:

1t bigensre B pub exsere =0 ¢ possoua anchs esservi. infinite curve bicang-
nichs, sopra. enti algebrici w® di gensrs pe=0,

Per stabilive queste fatto 8 safficiente ecitars degli esempl.

Un primo esemplo di suporficie di genere p=10, per eni P=1 (sulla guale il
doppio d'un sistema |G| & contenuto nel doppio del sistema aggiunto & |0]), vien
dato dalla superficie E del 6° ording con G relte doppic spigoli d'un tetrasdro (e
puands tripli nai vertied) (1); essn ba le sozioni non spesiali, quindi certo il sistema
aggiunte a quello |C| delle sezioni piave (segate dalle superfivie cubicke per gli spi-
goli del tetraedro) non conbione |G| ed & p==0; inyeeo il doppio di tals sistems ag-
giunto, segato su F dalle superficie del 6° ordine aventi come rette doppie gli spi-
goli dello stesso tatraedro, ¢ segato ugualmente su F' da tutte 1o quadsicho, ooinside
col sistema [2C[: pertants il numero P delle curve bicanoniche linearmente indipen-
denti deve considerarsl per quests superficio come ugualo ad 1.

Sulla. superficie nominata non si hanno perd eurve bicanoniche propriamente dotte.
Sotto queste nspetto. rissce piil luminoso il seguente esempio (comunieatomi dal
sig. CASTELNUOVO):

(3) Tale 2 1a superficio
P B T B Bem ) S (o 2 =0
i rodott 7, s s 7484 24 22 8 enellezy, iz




Ui superficie B? dal. 7° ordine passante {re volts per waa velta a ¢ dus volte
Ber una conica ¢ (rette o conica semsa punti. comuni) aveate inolire 3 tacnodi
AB,C i cui piawi twenodali passans per @ ¢ di gencre O ¢ possiede come curve
bicanonichs le quartichs ellittiche segate dai-piani per o,

Oltre al easo dolle superficie di gonere 0 1o cnrve bicansnishs possono riwssire
utili anche: nello studio- di superfisia di genere <20, ad cs, quando esse si presen-
tano in numero infinite sopra. superficia di genere 1. La possibilits della cosa &
provata dal sequente esempio: Una superficie del 5¢ ardine T con 8 tacnodi
siffatti che 1l loro piano sephi B secondo wna eonica ed wna cubioa che si foc-
cano #n essi, ha il genere 1 o possiede wn fasoio di ourve bicansniche sasioni dells
quadricks passanti per la conica s tangenti ai piani tacusdali.

Infino oi si pud domandare eome: i possono ottencre ls ewrve bicanonicho sopra
ons superficie B, di mn certo ordine » in 8,

La risposta pid somplice si ha nel caso in eui Fy @ dotate soltanto di punii
multipli isolati apparenti o di eurva doppia: in questo caso le superiicie subaggiunts
ad F sono anchs agginnt,

Possiamo supporre senza rastrizione =5,

Una curva bicauonica 2 sommata a curve eosozionali su F, il eni cormplésso
demoteremo oon z, o sommata allintorno K della curva doppin di .., costituisce una
ourva A z--K la quale presa insiome alla sezione g di F, con una quadrica in-
contra uny sezions piana di P, (di genérs 7r) secondo un gruppo appartensute alla
serie somma del doppio  della serie canomica o degli intorai del punti doppi; vale
& dirg che A--z-+K-g incontra una sezione piana di. By secondo un gruppo della
B0 o 2.0 (n —3, 0GR (Tuorl dlei punti doppi) dalle enrve agginnte d'ordine 22— 63
in conseguenza Ji A}z K incontra In detta sezione piana seconds nn gruppo della
serie sagata dalle ourve aggiunte di ordine 2m—3, ossin 1o detta - g-LK & nia
eurva subsggiunts su F. Segue (§ 20) oho K & sezione di F, con una superficie
$1u—n (subagginnta ossiz) aggionta ad F, d'ordine 24 —8: ma di quests sexione
fa parte Vintorno K della curva doppia di Fa, quindi In C,—s ha la dotta corva
como doppin, ¢ ln A4~y & 1a residua intersezione della F, colla Can— 5 tolts In curve
doppia contata 4 volte.

Cosh vesta provato ehe. ogni curva bicanonica su F,, @ sezione (parziale) di F,
eon wna superfieio gy avente come doppia la curva doppia di T

Piit in. generale i prova analogaments cho: Sopra wna superficis Fu d'ording
n(=5) in 8, e curve bivanoniche supposte ssistenti vengons’ sepats da superficie
('ordine 25— 8) ohs possono. divei superficie biaggiunts ad P queste si comportano
in un modo’ determinabo (') relativamenta alla singolarith di F,. S ¥, ha soltanto
curva doppia e punti wultipli ‘isolats apparenti, s superfieie biaggivete ad
cesa d'ordine 2n—38 soito ‘quells ohe passano doppiamenie per la cwrva doppic
di Fo

(1) Una corva Ipls d P, & in generalo ipla per 1o snporficie bisggiunts, le quali hanuo inoltrs
langa sst. 6 fale contatta con Fn da segare In Fy comp snporlicio che avessero la. curva come
(2i—1}pla, tce.
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Alle serioni di tali superficie bisggiunta (spogliate ‘delle componanti eccezio-
ali) competa dunque il earatters. invariantivo nollo trasformaxiont birazionali-dalla
superfioie.

Giservazions. 11 concetto che conduee alla eonsiderazions delle curve bicanoniche
darebbo lnogo A una consid analoga di curve pluri o' canoniche
(r>>2): di questo sucve no esistono sempra (risp. per qualunque valore di-r o/ per

pari) sopra enti algehrici dotati- di onrve sxtonicha e hicanoniche; tali sono infatti
Yo eiteve composte ‘d'un certo numoro di gurve canoniohe o bicanoniche, Perd & dubhio
se allinfaori di questo caso (clod sopra enbi. lgebrii privi di ourve bicanoniche) si
POSSON0 Avers, ourve ed b questa o che special-
monts fruttuosa la considerazions delle ourve

40, Genera numerico. Sopra un ety algebrice, e bopra una superficie immagine
F (s oui of riforiamo), si abbizno due sistemi lineari |G| €. (irredusibili oot almenc),
il primo contencote il secondo. Sia 7 il gedero geometrico di T\, ar, m i generi di

1,1: 1o dimensioni dei due sistemi aggiunti risp. a |C[ |C,] (pel §' 88) valgono
1—w, p-m—1—o dove

w=0 o =0

dico che

P

Sin Oy unn ourva residua & [O;| rispette |0}, di genere virtnalo sy , ed 0 >0
denoti il numero dei punti comuni ad una Oy e ad uny Gy che-sono punti di con=
nessione per @, -Gy in [Cf. Potrd dasi cho |G} non sia tutto il residuo.di Oy ris
spetts & (O], sa |C;| possieda dei punti' buse (ipli) non base: per |C|: allora il gonere
virtuale delle C; considerato come curve residua di G rispetts a |

ii—1)
i

o gi ha

T i —L

Comungue |O;| viene dedotto da |€| slaccando €, o imponendo i nominati punti
base ‘ipli alle eurve vesidus. Allora il sistema agginnto |0, si deduce dall'agginnto
2 |C] staceando Cy o imponendo eome: (7 — 1) plo alle ourve residue: ciaseuno: dei
mominati punti base ipli per [Cy]: le condizioni cost imposts possono mon éssere tutte
indipendenti, ed allora ln dimensione del sistema aggiunts & €y risulta maggiore di
quella ealoolata moll'ipotesi opposta; pel nostro scope dungue il supporce. tutts indi-
pondenti o nominate condizioni equivale a porci mel cuso pid sfavorevolo. Ora ela-
soun punte base iplo per |G| non baso per |C}, impone alls curve residue di Oy ri-
spetto_ all'aggiunto & |C| che debbono, essere aggiunte a |Ci (¢ perd debbono avarlo

oomo (1 — 1)plo), “8==1) nisioei: el nasteo scopn oseorre dunque mostaro che
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prasenta alle ourve aggiunte ‘a [C] che debbono contenerla un numero di con-
dizioni

=m+tn—1.
Om cost ecada effettivamenta.
Per camineiare dal caso pib semplice supponiamo cho Gy sin irredueibile. od il
suo. genero virtual /v, ia nguals al suo genero offettivo; 1a serle sogata su C, dal
sistoma. aggiunto a [C| & non gpeciale di grado 2, — 2+, poichd le agginnte a

_2(‘“%11_{_21,2 )+n—l}—2

€| segano une Gy --Ca dn 2a—

punti ¢ segano C; in z(

%] a9 puntd; essa Ba quindt la di-

mensione

Ay B — (8=0),

© pord 4l mumoro delle condizioni prosentats da C; alle curve agghunte a |Cf & ap-

se oho Oy pur cssondo irroducibile su F possiede dells iper-
moltoplicitd di guisashd il suo genere effeftivo my sin <Zm: oid diponde dall'esi-
stenza di qualshe punto (j-4)plo por la Cy (F4E2>1,i>>0, j=0), splo
per |G (s=0) el (s-7)plo per [C|. In un punte siffatto imponiamo alle curve
aggiunts o [C| i avere la moltsplicity s-j-i—1 (anzichd s-j—1);
cid_ porta ;:(:—H—}-t-— Disdi+i—2)—(s+i—1)(s -2){ condi-
zioni (o mona), ciod tante condisioni quants @ la diminuzione del gonero di C; dip:
dents dalla ipormoltepliity (1) che os
aggiunta @ |C| soddisfoconti alle dotte condizioni rispetto ad ogni punte ipermultiplo
di Gy, segano su Oy una serio (non spociale) di grado 2y — 2-n (essendo oy
il genere offettivo di Cy), o pard O, presonta ad csse un pumere & condizioni
v ~Fn—1: anoora in questo caso dunque la Oy presenta alla eurve aggimnte
& | ehe debbono contenerla un numero di condizioni

e

Allo stesso resultato sl porviens s € si spezea in' pit
semplicita. al caso in cni Oy si compono di duo ourve frredus
sono ancha coineidere) di- genori virtuali risp. n ;
siono: Vestensione al caso generalo on prosenter
risp. i punti comuni (di connessione in |
. 1l mgionamento del '§ 20 ¢ chunte |
Vo101 ol st

Ln O presenta dunquo:a tali ourve agginato wn numero di condisiont

arve: rifériamaci por
. (eho. pos-

be muove  difficolth indiching
05

i1,

@ cid (per 1o considerazioni precedenti) pud affermarsi anche nel easo che essa abbia
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un gemere effettivo <<, Staccata 1o €' dal sistema aggiunto a [Cl, il sistema ve-
siduo (ova Ia O, nen so ne stacchi di consoguenza) sege su Cy” wna serie & grado
2" b1 —2 o perd presents a tale sistema residuo un numero di condizioni
=m'a"—1;
Ia €y = Cy' - C," presenia dungue alle curve agginnte &) 0 che debbono contanerla
mobr— 1= i — T e — 1

condizioni, o meno.

Pertanto rimane stabilite il femma. Sieno |C| |Cy| due sistemi Iinsari irvedu-
cibili (@' almeno) sopra un ente algebrico, o si indiching con 3(C) 4 (C,) I defi-
rs'm.:e delle seria segats su wna C o s wia Cy generioa dai visp. sistemi aggiunti

Cly |Cif: 80 |C] contione |Gy] & ha

I () =4d(0).

Ora 5o anshe [Cyf non & contenute in |Cf 2G| & un sistema sn!mp]aw polsh sempre
prondarsi 7 oot granda che [C,| sia contenuto in |rC: alloza

4(C) = (r0).

Dialtrondo si & visto nel § 38 ohe il d(r() per r assai grando assume un va-
lore. massimo costante (oiod indipendonte da 7) k: il massimo & rappresenta duque
la massima deficiensa della, serie segata sopra be enrve generica dun qualsiasi
aistema, lingare (irreducibile oot almono) dal sistema aggiunts, o questo massine
& ragginnta in corvispondonsa ad un meltiplo assai slevato di ogni sistema lingare
semplice (irreducibils oo almena) sull'snte algabrica.

Porremo = p;— p, (=0) -0 p, si ditk il geasro wumerico o aritmatico (si-
perficials) delleate algebrica. I caratisre di wn eute algabrico &7
b anche definire come la somma doile daﬁm:ma el srerisiissgatessulla, prve
generica dogni sistema. irredusibils senplice dei.sislewé agginnté di (et i rasghi
=0 (efe § B7).

Tt gemsre nunerico di wi ene algsbrico ¢ il mumero virtuals dalls sus curve ca-
sonichs linearmonts dndipendonti, ossia i numero virtuals dells superficie d’or-
dine n—4 (linearmente indipendenti) aggiunte ad wna suporfivie dordine n in 8
immagine dell’ents algebrico. (mmero caloolabo secondo lo formole di postulazione
del § 47).

A guesto numers: pa < p, compels, dungus, il caratiere inoariantive neile tra-
sformasioni birazionali deila superfisie.

0ib fu stabilito dai sig. ZevTaen (') o Noprumn (%) lmilandosl perd a brasfor-
mazioni dalle quali non naseano. singolarith straordinarie della superfisie. Nolle mie
= Ricerches (ILL, 2) ho netato (pex p, > 0) il significato funzionale del detto numero
(relativo ol ‘sistama aggiunta), da cui apparisce il legams fra questo cacattare ed il

) Mathom, Annalen, I,
(%) Matliem. Amnalon, VIIL
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genere géometrico, Coneepii fin d'allora (some appare da una nota) il disegno i sta-
bilire sotto il nuovo punto di vists Vinvariantivith del genere numerico por futfs i
¢asi, Ma non ero ancorn riusoito a Jiborarmi del tutto dalle formule di postulazione
caleolate in bass alle singolarith della supseficio, eid che qu & ottenuto coghi svi-
luppi del § 87; e d'alira parte non possedendo il teorema fondamentala non potev
prescindero. dall'ipotest p, > 0. Mi limitai per cid ad esaminare (per p, = 0) quando
si abbia p, =p,, ed il vesultats si estendorebbe anche qui al 480 gy =0, 0'8i po-
trebbe enunciars dicendo el « per un sistema semplioe privo d'un fascio di unise-
cunti &

2(r0) =

(#>0)

4(20)=0 r.

Ma. il signor CasLxoovo & riusoito & fare un passo di pit, mostrando che basta
sapere eho d (C)=0 pur concludere 4 (»C) = 0; quindi nella sua Memoria ) st
vedrd stabilite il teoroma:

U eate algebiico w* fa i due generi superficiali wyuali se sopra di cssa vi
¢ ua 'sistonta leare irreducibils semplics || tale che il sistema aggiunte |Cy
aaghi sulla curva gensrica O la serie canomica completa.

Ossereasions. Applieando o definizione posta innansi all'ante algebries razionale
si trova p, =0.

Sa si applia Ia stessa definizione all'ente rappresontabile con una rigata di go-
nore p, si ha

Pa= Pu P

Infatti una rigata d'ordine ' in 8, non passiede superiieie aggiunts dandine # — 9,
mentre le superficie aggiunte ad essa d'ording # —8 +-r (> 0) segano sopra un
pisno generico il sistema di futte lo curve d'ordine m— 3 -k 1 oggiunte alla sezione
piana della rigats (§ 82).

A questo proposito ofr. Cavimy, « On the deficiency of certain surfazess (2).

L. Geners linsars.

Se per un ente algehries oo? il genare geometrico vale

=0,
resta dofinito un earattere () dell’ento che & il geuers del sistema canonico
(teanng 62, per p, =1, mancanp enrve canonicho propriaments dstte): questo
carattero i dird il gonsrs Linears (Curvengoschlocht) dell'ente. Por ,™>1 & ha
anche un altro coratters dell'ente, vist il grado p™ dal sistoma cnonico inten-
dondo di considorars il grado virtuala ove il sictema consnico’ sia ridusibile’ (son-

(1) & Alewni verultati aui sisteimi linoari n ecs
(%) Msthe 1.
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{ongndo una parts fissa ¢ho B o o essero un punto del'ents) (1), susslste sempre
{come dimostrersmo) 1a relazione

@ g ]
data dal sig. NoETmER,

Ora. i proponiame di definire per un ente algebrico, dei caratteri g & pt®
(==p" —1) che abbiano il signifioato precedente ove csista il sistema canonieo, ma
che esistano (sotto fpotesi molto-late) auche se p,==0.

La rostrizione imposta all'snta algebrico consiste nel supporrs che esso ammotts
wna soperficle inmagine priva di curve socezionali, e perd ogni sistoma. lineare (irre<
ducibile) su di esso abbia un numero finito i punti Base: quests vestrizione & da ri-
tonersi soddisfatts (almeno in genorale) sé esistono sull'ente curve bicansniche (o plu-
vieanoniche) ¢ quindi in particolare ss p, > 0 (cir. I'Appendice). Ma per p, = 0 levi
modifieazioni al ragionamento darsbbero il resuliato indipendentements da oid.

Data la restrizious di eui sopra prendiomo appunts eome immagine dell'ento
algebrioo una superticie B senza curve eccezionali eid che si dive su questa pud con-
sidormsi gome detto sull'snts algebrico.

Per arrivars piit naturalmente al rosultats eonsideriamo dapprima Vipotesi p, > 0
(dove sia |K| il sistema canonieo) o valutiamo il pV (gonors del sistema canonieo)
Sieno 7, u il genere e il gmdo d'un sistema irreducibile [Of; ., 7 gli
caratferi di |C,] (virtuali se |O.[ & riducibile): slono 7, .. i s molbeplicith dei puuti
basa Ar.n A di [C] (su F ossia) sall'ents. Allora dico che si ha

M= B (r— 1) —n—r.
Tavero cid seguo (applicande Ja formula del § 16 ehe @ 11 gonere d'una curva
speasata) dalla relazione

[Cal= [0+ i+ 3 A,

ove i tenga conto-del fatto che wns £-1- ¥ A, sega Ja € gonerieain 8 — 2 —n
punti (§ 59).

Cid posto s ricava pal genero lineare dell'ente il valore
) B0 =m— 8l —1) katr,
caleolato in base ai earatteri di O] ¢ di |C.l.

Tn medo simile (per p,>>1) denstando con 7 il grado (virtuals) dol sistems
canonico, st ha (essendo |Ca=|C+k+ ¥ AJ))

o =% 44 (2 — V) —n+r

(1) Eftbtivl esompi provasio che non & sempre possibile trasforsare in u panto semplios wna
curva d'ass superBoie d'ordive A in 8 comune a futis ls superfitio agginnl Gu—q, el tha site
tonewa. genoralmente suppenendo Pinvertibilith della formalo dolla momerin del sig. Noriese (Math,
Amn. VII} Basta p. ¢. ponsare alls superfi 41 5° ordine. con 3 tacaodi cho dal piano &1
essi venga seguta secondo una enbiea od waa ooaica el sl toccans T essi: quests T ha § caral-
teri py =1, pO0 = 1. (Bsemplo seggeritomi ] slg. CasvEssvovo)




==
da cui
@ PP =n—d(m— 1) fn—r.

Dimostriamo ora indipendentemonts dal significato di 5 p® relativo all'ipotesi
75> 1, Dinvariantivith dei secondi nembri nelle. formule (1) (2); dimostrizmo  ciok
¢ho ossl danno per p " valori indipendenti dal particolars sistema |C| seelto su F.

Per questo si consideri su F un sltro sistoma irreducibile |O'| o si denotino
per esso con A" i ;' ;' lo quantith analoghe a o # m, #,; sin # il numero dei
punti base di |C] sull'ente (che per Lo ipotesi poste innanai & finito).

Si vuol stabilire ohe

—1)+¥+r
(' —1) o 7.
Supponiamo per generalith che vi sis un eerto mumero o di punti base comuni
sicljct
Eésondo A; ... A i punti base per |0| e:non per O], o By.x
base par |C'| & non per |G|, abbizmo
1CFC A A

Fa—S(m—1)datr=mu—3
o — 4 (x—1) 0}

2 1 ptnti

=

+ 0B,

Si denoti ¢an
4 il numoro delle intersezioni di una C con wna O'a}
¢ il mumero. delle inkerseiont 45 wna ¢ oon o Ot
i Al mumero dell Sntorseaiont di una € con
i 1a somma delle moltaplicita doi pant
# I somma (aunloga) delle munpum dei punti B per |C'):

1L goners di |04 @y Ay o - Ale] valo

1 i —(r—1)

4B ale

invece il genere i |07~

dungue intants (sommando @)

Y| (avante i1 go-
¢ quasio’ pamero & anche quello
eon.nom ourv i [0 O k-t

h—2]

ezioni di una curva dif 11 +C
valo anche

A b2 = 1) - dpiy

o analogaments
B(w—1) o ki

Socterh o XL, — Ser. 3%, Tom. X,
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Uguagliande questi due numeri i trova
Nt —1)fdfi=n 2 (r—1)f 47

i rieavi di qua il valors dells differanzs & - § — (&'~ ) & =i sostituises nelle
relagioni precodonti, facendo o opporfune ridugioni; si deduse allora

Ta— 3 (F— 1) ntr=m'—8 (7 — 1)1
M —A(r—1)fatr=n—d (@ —1) a7,

appunto o3.

Si pud dunque afermars che:

Per wn ente algobrico o3* il quale awmetta wia superficis immagine sense
curve eccesionali restans defwiti (dalle formule (1) (2)) due caralleri p p® le
cui espressioni vengono formate col genere e col grade d'un gualungus sistema
linears ¢ dal suo aggisato, & ool numaro dei punti base del sistema dellents. Questi
caratteri s¢ 1l genere dellonte vale p, > 1 (¢ pel 1° basta py >>0) sono il gowere
¢l grado virtials) del sistema canonico.

Conserveremo sempro al p' il noms di genors Lineare dell sute.

Dimostiamo ora che sals in agné caso sotto gussie ipotesi pi generali (in eui
pud anche cssere p,= 0) la relasione del sig. Nosrusr (date per p, > 0)

PP g1,
Questa relazione (stante lo formole (1) e (2)) equivale alls relazione
@) = — 2

che dimostreremo sussistors sempre fra il grado (virtuale) o il goners del sistema |C,]
aggiunto ad un qualunquo sistema icreducibile || o il genero = i |O] stesso. La
relasions (3) vale anche se wull'ants non sonn definifi p™ & p™ (ciod indipen-
dentements dalle restrizioni procedenti per Yents) (1). Basta stabilirla per un si-
stema irredueibile [C| siffatto cho  abbia sull'eate soltanto punti base di molteplieity
>1 ¢ cho ammeffa un sisbemn gginto irreducibile [C,] ed un 2° aggiunto (C.).|
of: si estendord 1a relasione ad ogni altro sistema col procedimento che sta-
bilisee 1o formule (1) & (2) (anche indipendentements dall'ipotest che [C] abbia un mu-
mero finito di punti base): il ragionsmente diretto androbbo solo licvomente modi-
fieato 5o || avesso punti baso semplici ecc. Ora nelle dette ipotesi si ha
1(C - Co)u| =12 G| =[C + Cul;

quindi il grado di [2C,] pud essere valutato in duo modi:

1°) doterminando le intersozioni di due curvé CaC,, che sono 4 1,

2°) dotorminando 1s intersosioni di una O, - C, eon una G- Cy, che sono
4(n — 1) = & (m, — 1): paragouands segus appuste

Ay—my=r—2 6%

(%) Nel piano esso dico che il sistema aggiunto ad ogai sistoma linesre b ragolare. Cfr. Castrce
NUOTO, « Ricerche ganerali sopea i sistami lincari i curos piane » (Ace. di Torino, Memorio, 1801).
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Avveriensa Se per p,=>1 il sistoma. canonieo ‘& ridugibile sull'ente (o deve ri-
guardarsi coms tale se ha dei punti baso sopra une superficie immogine) p* & il
grado. virtuale di ‘esso; prandends il grado effetiivo non varrsbbe piln la relaziono
P =p" —1, 8i prenda ad ¢s. Ja superficie del 5° ordine ¢on due tacnodi che
ha'un faseio di. curve canoniche (sezioni pians per i dus taonodi sumentate del punto
serione della loro vetta) di genere p' —2; il grado effettivo del sistema canonico &
=0, mentrs quello virtuale & p* = 1.

APPENDICE

42. Superficie sensa curna tecesionals,

In tutto il corso del lavoro (tranne nell'ultimo §)non s & imposta agli entd alge-
Trici considerati aleans restrizione. Per collegare i risultati generali qui ottenuti a
quelli delle. « Ricercke = & opportuno aggiungere questi brevi sviluppi.

Fondamento di molte semplifieazioni nello studio di un ente algabrico, & I pos-
sibilith di assumere come immagine dellente stesso una superficre B sonsa curve
ecceatonals,

Conviene quindi esaminare anzitutto quando eid & possibile.

Vi sono carto dolla superficia che non possono essere trasformate in tal gu
tali sono 1o superfioi. eon wn faseio di curve razionali, (fra oui la superficie razisnali,
e le rigate).

Allinfuori di queste & dubbio se vi sieno altre superficie siffatte.

Qui ci limiteramo & indicare come si possa almeno. venire alla persussions cho
ogui- superfioie avente il gensre geometrico p,>>0 (o soltanto §l bigenere p>>0),
pud trasformarsi in una senza curve eceozionali; e cid surk dimostrato rigorosamente
per 1o superficio aventi il geners numarico =, >-0.

Comineiamo dal notars ehe nna superfiole T per eui p, =0 contiens un numero
finito di ourve eccezionali (§ 88).

Ora. ciascunt. di queste pud essere trasformata in un punto, (semplies per la tra-
sformata F); ma pud domandarsi. « nolla tresformuzione effottuata potrh aceadere che
qualche punto di F debba necessariamente mutarsi in nna curva (eceezionale per FY) =2

Noi of limitoremo & constatars cho « 86 z & una ewrva eccesionale su F, tra-
sformandola in 1 punto non accadr cho a qualehe punto di y corrisponda una curva
accezionale su ' » = poichi non sembra probubile che nella trasformazione di x in
un punto debba mecessarismente mutarsi in carva qualeho punto fuori di x. quests
osserviione, una volta stabilita, si pud rignardare come una dimostrazione non xi-
gorosn dol fatto che la F possa trasformarsi in una superficie F* con una enrva ecce-
wonale di meno, e quindi (dopo un numers finito di passaggi) in una superficie senza
curvo eeserionali.

Stabiliamo la precedento. osservasione.
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Suppoviamo por semplicith che B sia priva di singolarith {in un iperspazio).
Sia O mn punto qualungue (semplice per F) della eurva ccsozionald: x| o supponianiy
che esso-si muti in una ourva su F" dove & y ecorrisponde nn punte; cid dimostroramo
essora, assurdo: indichiamo eon | C| il ‘sistema - delle sezioni di F! che avrd su F il
punto base O di una certa molteplicith £ 0: siooome z si muta'in wn panto s 7,
le curve. G non hanno colla % intersezioni variabili. Supponiamo per sempliciti obe |€
non abbia altri punti base su x: non farcbbe alouna difficots iburarsi daquesta
ipotesi rifercado o elagoun punts base il ragionamento o si f per O. Precisando
Loperazions i aggiunzions sol partir da F consideriano il sistema [nC G =
1({n=1)C)a} dove & assai grande: le curvo di questo sistomn. segano su una ©
una serie completa (§ 40) o perd do esse non si stacea (1'intorno. del punto) 0:
se da esse si stacea la curva y nol la immagineremo tolta; 1 ourve variabili rosidug
non hanno sllora intersezioni variabili eon x giacehd la superficie aggiunte ad F'
(supposta. T’ in 8, dove oventualmente si projetterebbe) mon passano per il punto
fisso semplice di essa corrispondonte a x (basta somsiderare le co? polai sispitto ad
F'; ehesono pactieolart superficte: agginnte:ad: essa).

Abbiamo. dimgua. chele cnrve di (s 0=t Cof su 2 hanns il ponto O eonie) (n 4-1)
i—1fplo (al pili). 8 non eame punto i ‘moktoplivith; ingyiore, ‘o (private i z) on
hanno intersezioni variabili con esse, ma d'albre pacte lo ourve di {(w4=1) 0] con-
tanuto in |04 04| (essendo 5, 7>0) hano O'comé punto. |(4-=1)#plo, non sonteri=
£on0 % € non : eib eostituison un asairdo;

Non savebbe. difficilo-estendere questo ragionamonto  alle ‘superficis per-cui gr, ==
madl bigenors P3>0;

Lugciamo stare questo, & indichiamo invoes o dimostrazione rigorosa della teasfor:
mabilith di wna superfiele in ina senza curve ecoezionali pel cuso py=pa >0,

A questn dimostrazions) occorre: premetiars il lemma:

Sopra wn_eate uigehrico avents il geiere geomatrics wguals al iutierigo
Po = >0y L sistema aggiunty ad- wn sistma linare irridueibils semplive senza
curve fondamentaly proprie (spoglinte di- eventunli componenti fisse) 2 pure esso
(iretducibils) prive. di curve fonddmentali proprie.

L dimostrasions del lamioa & fa eol procedimento adoprts dal sig. Casentivovo
pel 0aso p,=py==0 (ove perd comparisce wna. eocezinne) ofr: 1s sun Mewmoria o

Oru covsideriamo s superticis T di 8, priva di panti nultipli izolati, 18 quale
abbin ;<=7 7>0. T ourve Oy aggiunte allo sesioni piane su di cssa, won’ pussano
tutte por ono’ steseo punto, altrimenti esse non segherebbero la serio canonisa ‘eom-
plota sopra unn curva O pezions pana di 1.

Per la medssima ragione non i stacea dalle €, una ourva fissh covexionnle di F.

Pertanto passando snll'ents dal sistemn |G| al sistema sggiunto |€], & trasou-
rando in questultinio lo eventunli parti fisss, si La wn sistema lincars feridusibile
(contencnto |G ehe ha {al pit) eome (#—1)plo ogni punto base iplo di|C| e non
o nuovi punti. base.

Stanto i1 lomma posto innanzi s pud applicare’ al sistein |C,| cos) dedotto, i1
ragionamento applicato a [C]: poi ha un numero finits di punti base dotati
i molteplicith finite, i1 prosodimento rioorrente eonduce ad un sisters Tingars irre-
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ducibile (purs) privo di punti base sull'ents (), o la superfioie immagine dell'ente
avents: por sexioni le: curve dal sistomy risses priva di ourve: eteezionali

Dungue & derto /he:

Una superfigie ‘di gemore. goomelrico’ uguals al numerico

Py=pn>0

4 trasformabile in g snsa ewrvs secesionils.

Avvertonsa. Nolle.mie « Récorchie = si suppons costantemento In trasformability

d'una superfiele in- una senza urve: eccesionali- (facendosi mso sistematico dei sistemi
puiri)j qhoste ipotesi mon & restrittiva nel eampo ‘dslle superficis di goners geome-
trivo 0 numerico py=po>>0 ivi considerte,
i uns differénis fra il significato dato gud alla parols = eurva
eocezionales ol significato Uato’ alla stessa pavola nelle « ficerche's. Noi infon-
dianioigon ool nome:d < ourra - escizionsle = lu trasformata’di nn punte; invece
nelle s Rigerohe = la stossa locusions denota wis. « curvn appartenents a futte 1o
superficie (d'ording #— 4) oggiunte alla data superficie (d'ordine # in 8;) = (otrva
< ausgezeichneto » decondo Noprmer).

1L siguificato dato qui- alla Joouzions  piiy restrittivo, oiok (ofr. il § 38) « ogai
ourva sccazionale & una eurva susgeseichineto » ma oA picsersa: il sig. NorTHER
a¢l § 9 dolls sun oitata Mowmoria (Math. Ann., VIID), ha dato le formule & trasfor-
maxiong 4 n punto somplice d'una superficie in usa onrva ausgezeichnote (eft. lo
formule T, L), ma queste forniule: non sone sempre- invertibili come si & ritennto fin
qui (ofr. anche 1a fine del § 10 della sus citata Memoria); & pravarlo basts 'ssempio,
gib dato: inpanzi; delle’ superfiole del 5° ondine ‘con' 8 tacnodi (py=pyi=1) dove si
ba wng- durvaseaioniss: (ausgozsichnote) di geners pi=1.

Dovesi dungue esplicitamente avvertire che il resultato del cap. 111, § 6 delle
mis s Ricerche s concornents Ta superiieie di goners. i, = pu==1 (siod Vesistents d'un
sistema puro @ ® di genere 5 o grado 3 — 2 'sulls suporfieie) si riferisoe alle super-
fioio- di gansra 1, prive di owrve canoniché,

Nel seguito delle  Ricorshs = si ammotte, por pj = p. 1 Vimeduoibilitd del
sistemal canonico; con eid Tosta cselnza I possibilith di curve, « susgezeichnote » non
eoveziona

43, Sistomi linbari compleli vispetto al yonere.

Allorohd un eno algebrico ammetts’ delle superficio immagini prive di ourve
cooguionali, giova riferirei ad wna di queste che sia iwoltee priva di singolarith; la
curve ad i sistemi linpari dati sul¥ente si possono considerare indifferentemente como
dati- iniséoso profetiv, s quests superficie: - in’ conseguena. di cid si’ba ‘in molt
€089 wna notevole semplificazione.

I questo oaso i pud, pores’ aceanto alla considerngione dai sistomi linéari: com-
pleti Hepetto al grado (o normli), ‘quells dei sistemi complété Tspels” al genare o
brevoments completi,

Passiamo _previsare il loro eoncetto cosl.

() Questo proccdimento s trova gib adopomto nelle & Ricerche, 111 ».
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Sia F uns superficie sowza eurve ecoszlonali, priva di singolaritd in un corto S,
Diremo che uny ourva: O (data sull'ents) appariens od un sistema lineare |G| so
@ contenuta (totalmente o parsislmente) in |C), in guisa che |G— ('} sia un gruppo
di punti dell'ente; in alire parols se la O, projettivaments considerata s ' & con-
tenuta totalmente in |CL

Allors i dofinirh come compisfo rispotto al geners wn sistema linsare irridu-
cibile [C| non appartenents ad un sistema pit ampio. di wgual geners.

E si pud stabilira che:

Sopra una superficie ' sensa curve eccesionali wha curva irriducibile C appar-
tions ad un. determinats sistema linare completo. dello stesso gensrs (di dimon-
sione = 0).

La dimostrazione del teorema: si basa sui lemmi:

) Sopra la superficie F senza curve eccerionali e una curva irriducibile G
di genoro = appartione a duo sistomi Hnsari irreducibili |0 ||Cs| dello stesso gonors 1,
essa appartienc ad un sistema lincare pid ampio pure di genere s, che contieno
1Ci] o 1G] (1)

In primo lnogo si pub supporre souza rastrizione: che |O,)|Cs| siono novmali (al-
trimenti si renderebbere fali). Considerismo su B il sistema lineare

1646 —0f.

Poichd C appartione a |Cy]{Cs, questl duo sistemi appartengono: ambedue o
Gy + C: — €], e (poichd F non hn ourve cccozionali) projettivamente su F 1o 0 0y
sano. eurve. totali di |Cy 40, —€ su E.

Ogui punto multiplo iplo (i2>1) di € & base iplo per |Cif e per |Gl (cui C ap-

partiens, ¢ che hauno il genore di C); un fal punto & quindi 2 iplo per [C,4-Cy| &
iplo per |Ci+-Ca—C}
Oltra ai punti multiphi di [0f |G| potrd avers dsi:pnti bass semplici su € co-
muni anche & [Cof . doppi per [Cy 4-Cdl ¢ somplici per |0y~ Ca—0], ed infine. |Cyf
potrd avere suF doi punti base semplicl Ay A; ... non base per [Cy], o similmente [0,
potrd avere dei punti base semplic By B, ... non base por |Ci): 1a O passa pei punti
AyAg i ByBy oy quindi |0y Co—C) non ha come punti base A, Ay .. B, By

11 sistema |C; §-C;—C| differisce da |C;] |C;| appunto per cid che questi due
sistemi nascono da esso imponendo i punti hase Ay Ay ... @ risp. B, By ...+ poichd questi
sono punti. semplio; [Cy—0Cy—0C| ha come |C)], |Cof ¢ come € il genere =

Cosl viena. stabilito il lemma.

) Sopra un ente algabrico. che non abbia come immagine una rigata di ge-
nere = nn sistema lineare irriducibile di genere o ha al messimo la dimeunsione

(5) Conh viens procisato il Jesnma o pog< 16 (1, 9) dell « Ricarhe n; ek non varrshbe favece sehra
Ia rostriziono qu) introdutta: qaollerrare b sonzn consognent nel seguitn gineehd Nupplicarions -
mane limitata al esso in cui esso d valido ; cost essonialmento nel teorems, dol resto (IIT, 8).

8i uvverta che quel lemma mon procisats si trova Hiehismato nell'ultime § della mia Nota,
«Sulla marsima dimensione dei vistemi lineari di curve di doto gemere . (Ace. di Torine 1894)
dove no & fatta Tapplicazions ¢): ol deve dunqae futrodurrs fn quell'tannciato In stessn restrizionn
<he qul figurs.
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B 45 0 O (pr mw=1) (massimo roggiunto in corrispendenza agli wnfi ra-
zionali).

Por la dimostraziono ofr. 1o mia Nota, s Swlla massina dimeusions doi sistemi
lineari di enrve di dato genere apparienemil ad una superficie algebricas (Acc. di
Torino; Atki, 1894).

<) Sopra una superficte senza curva eosesionali ohe non pud essere una rigats,
&l abbia una curva ioeducibile O di genere ¢ o essa non appartiene ad aloun si-
stoma linears (2! almeno) dello tssp genero; o esss appartions a qualohe sistema
lineare dello stesso genore: ma in questo 2° caso dati due di guei sistemi cui O
apparticns 6o no costruisce un altro pit ampio dello stesso gonere cui C parimenta
appartione; lampliamento dei sistami di genéve 7 avendo un limito (¥) s giunge
necessariaments ad wn sistoma completo di genere v oui O appartiene, nel quale sono
contanuti tutti gli altri sistemi di genore = oui O appartione.

Can ¢id & dimostrato il teoroma.

Corollario proiettive. Dats s superficie trasformabile in nma senua curve
eocezionali, &i cerchi s esiste una superficie di wno spazio pit elovato (s soziont ipor-
plane dello stesso geners) della quale la prima sia projesions da punti semplici:
con questo provedimento s ginnge sompre ad una superfiele projettivaments dater-
minata da cui si oitieno la prima come proiezione da punti semplici, o che invecs
non i oltiens & sus volta similmente da altra.

Osssroasions, L'nso dei sistorini eomplati rispetto al genere in confronto all'uso
dei gistemi completi rispetto al grado o normali, i presents spontaneo per ottenere
sistomi determinati da una sola eurve, perchd la prima definizione di normalits d'un
sistema irriducibile suppone ln dimensione del sistema =1: ma quando il conostto
4i sistema normale sia convenientsments estoso ai sistemi riducibili (come nel § 11)
s pud sostifuire in ogni easo sensa danno quello di sistema complets, ed offre
anzi il vantaggio i essere adoperabile in futd i casi.

44. Uiteriori. soiluppi.

Nello « Ricerche » (I¥, 1) io avevo stabilito che « sopra un ente algebrioo di
gonere i, = po =0 ogni sistems linearo wormale o eompleto ha la serie carattoristica
completa se tale proprietd compete al sistema cananico (supposto rriducibile) ».

Ora il sig. OasTELNUOYO dimostra Ia stessa propriotd indipendentementa da ogni
ipotesi pel sistema canonico ed ancho per py=p.=0.

Tn conseguenza di cid il lottors potrd passare ai cap. IV, V, VI dello « Riverchs =
(estensions del teoroma. di Resaxn-Roon eco.) ritenendo che « i resulati ivi oftennti
si possono riferive & tutti gli enti lgebriel ai goners p,—pa, pei quali si ba In
irridueibilith dol sistema canonioo (f;=p.>>1) ove di quosto sistema & fa uso»;
ed eliminando la restrizione superflna ivi imposta.
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