Aleuni risnltati sui sistemi lineari
di corve appartenenti ad una superficie algebrica.
Memoria di GUIDO CASTELNUOVO

premiats dalla Sosteth Naliona.

Quando sistadiano quells propsiefd di nna suporficio algebriea che non vengono
alterats da una Grasformagione birazionalo della superficis (oho si trasmottono adunque
a tutt le supericie in corrispondenza birarionalo oolla primitiva), convione ausitutto
di fissar Vattanzione sui sistemi lingari di curve giscenti sulla superfieie (1), i quali
godono importanea analoga a quella delle seris Hneari di gruppi di punti nells geo-
mafcin sopra und eurva algebriea.

E tra i caratteri dei nominati sistomi vanno eonsidorati quelli soltanto ‘elie hanno
propristd invariantive rispait allo trasformazioni birazionali; dei quoli earatteri al-
cuni variano al variar dol sistems che sulla superfioia si considora (come sarebbe
ad o9, 1a dimensions del sistema), altri invoes si riconoacono indipendenti dal par-
ticolars sistema sul qualo vengono considerati, appartongono a tutti sistemi lineari
di ourve gincenti su quella superficie, o danno aliccttanti earattori tnsaviantivi della
superficis stessa.

Le relazioni ocho passano tra le due classi di carattori presentano il massimo
interesse; ma solo in questi ultimi tempi vennoro studiats, sicohd per ora si eono-
scono pochi risultati sull'argomonto, ¢ i riduono quasi interaments (almeno por quanto
rignards la teoria generale delle superficie) (*) a quelli contonuti nelle « Ricerche di

(%) Coma & nots, por sistema finsare i cwre sopm una superficie s intends Viashume dalle
curvo segnte salla saperfiin (suppesta ad o, nolla spasio ordinario) da o sistesn neare di u
Boi¢ costrette sventualmentn o passare tna o pit volfo per curve fisse della superficie pr
quali ultime possono o no riguardarsi come formanti parte dolla curva gonerica del sistema.

Direms (eol sig. Exntques) che un sistema linearo (la oni curva geuerica ¢) frriducibile & sem-
plice, quani lo carve i beso paasanti por un pento genorico della supsrficie non vengono tutte in
comsegnenss u pussare per nltri punti determinati dal primo o ean eseo variabili (i) esigo cho il
sistoma sin Almeno 03, tolts il exso delly reti omaloidiche di curve raziomali, possibile sole sulls
superileis razionali). Diremo, ancorn cho il sistema & normalo quands non & contonuts in na sistemn
pih amplo avante 1o stesso numoro di intorssziont. variabili di due enrve gonariche.

(%) Vori risultati si posseggono fnvecs per suparfiels particolari, ad os. por In superficie razianali
(propeiath fnvariantive dei slstomi linear df curve pianc), per le superticia Tigate (Saazs), per In
supartlole iperallittiche (Picann ¢ Homszuz).




T
geomeiria sidls superficie algebrivhe s A6l sig, Dxmiquss (%), o nolla « Fafrodusions
alla Geomelria sopra le superficie algebrichs » dello stosso autore, pubblicata or
ora nelle Memorie di questa Sociefd.

Un nuovo contributo & quests Eeoria i propone di portare il presente lavoro,
nél quale aoeants ad alonni teoremi del sig. Exxiques che qui vengono onuneiati sotto
ung forma pid semplice, si troveranno altri Tisultati nuovi.

Le questioni di oo ovooupo viguirdano specialments la seris caratieristica
i i sistoma lingate, e indirettamente il sisfema iinsare aggiunto sl sistema pri-
mitivos due: enti-che sono legati in modo invariantivo-col dato sistoma, o che ven-
nero il adoperati eon frutto in precedenti ricercho: (2).

La serig caratieristion i un sistomn lineare |Cf oo % di eurve irridueibili {(sopra
tma superfics), secantisi o due & duo in 4 poni variabili, & la serie lnearo (di
gruppi di punt) g/~ ssgate sopra wn ourva gensriea O del sistema dalle rima-
nenti earve di-osso. B chiaro che se il sistemn |G| non ¢ wormaele, vals o dire sa
csiste wn sistema di dimagsions &= il quals contenga. |G|, ed abbia sempre # coma
wumero dallo intersozioni varinbili di due eurve gonorichs, la seria caratteristion’ g~
i 0] & eontennta entro una serie lincavo pit vasta ga™" dollostosso ording a (I seria
caratteristica del secondo sistema); in altre’ parols la serie gu'=" no & completa,
ha un difatto di complatessa, o dsficionsay oho ugnaglia o supera la differenza (s—1)—
(r==1) == 5~ r. Supponiamo all'incontre ehe il sistema | C} sia normale; si potrd chic-
dere allors e risullé completa 1 consequeensa la seris oaratieristica del sistema stessy.
E questa domanda si presenta tanto pitt spontanca; in quanto che sisa che tale fatto
(Vosser completa. la seri) si verifica nei sistomi lineari 2 curvo sul piano (%) (o sulle
superficie rusionali); ¢ (come si vedrebba senza diffieolta) sulle superficio: genersli di
dato ordine, Dalira parte si sono presentati in questi ultimi tompi esompi di super-
ficie sulls quali esistono sistemi normali aventi la serie caratteristica éncompieta; ba-
stord. oitare, oltrs allo vigate (1), o superficie: épereilittiche ( ). Quals relazione passa
adongue tra la deficienza della serie carabteristiea di un sl & normale, ed i carat:
teri invarintivi della superficie coui il sistoma um\m‘iaﬂm? Ecoo ln- questions alla
aquale il presants lavoro & dedicato.

Per potervi rispordere conviens di ricordars quali sono i due caratteri invarian-
tivk il importanti di-una swperfioie (8); 1 duo gonar? superieiali (Flachengesehlachts)

(1) Mesn, Acead. . Scienzo di Torino, serio %, & XLIV. (1808).

(¥) T dns nominiti eati & trovano infrodatt per Ia prisia volta (per quabts riguizda 1o studio
metidico ot sistom Tisard) nalls mis « Ricorche gemsrali sipra i sistemsi linsari di ewrve pianes
(Mém, Lee. d. Se. & Toriso, sorio 2, +. XLIL, 1801); ma in'modo meno esplicito compariscono
purs i precelleti Licori; o nello ricorele sopra argomenti allini pubblicati in Tralia weglf ultimi
e anni, eontlinamiost fntervengono (sf veds ad os. i1 eitato Tavoro del g EXnicurs).

(%) 8 veda ad us. lo mie « Ricerchs » citate, n. 15,

() Suoun « Racherches géndrales sur lex courben ot les turfuces véglées ulgabrigues » (Mathim,
Analon, B4).

% Hostunar « Thitaric yénérals das surfaces hypereliptipuers n. 114 (Joursal do Mathion.,
44 serls, 1* X, 1803,
(98 vela & questo projosito 1) Lavero’ fondasiestals del sig. Normsm & Zur Theorio des
windeutiyen Bitsprochens ... » (Mathew. Aunalon 8k Lo definizion def duo generi vengono ripartate
< qualchs’ modificasions di forms nel n. 1 del presente lavors,
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che veuigono chismati I'nnd genere geometrico py, Valtro genero numerico py. Il primo
d il numero (=0) delle superficie linearments indipendenti i ordine m—4 che
sono aggiwite alla data superfiele (') (supposta di ordine » nello: spazia ordinario);
il senondo & il valoro (250} assunto. dalla. formola cho permetta: di calealars il nu-
mero delle superficie. aggiunte alla data linearmente indipondenti, di ordine » supe:
riore o un certo limite, quando nells formola stessa si pone in luogo di » il numero
#—4 (sventuslmenta inferiore o quel limite). Ora per molts superficio (suporficie razio-
uali py=yp. =0, superficio genorali & dato ordinis. . .) sussiste U'ngualianzs tra i due
gomeri; o si vedrk appunto da quests lavoro oho sopra wna qualsiast supenfiois fisr
cui py=pu, & compista laserie caratleristion di ogni sistema lincare normale.

Ma vi sono suporficie ¢he hanno il geners geomstrico diverso dal geners nume-
rico (precisamenta: p;7>p,); © sopra di esse si dimostrs ohe esistono sistemi lineari. nor
mali aventi la serie caratteristica incompleta, 4ali anzi cha Is corrispondents defisienza
risulta non inforiore alla differenza 1, — p, (%)

Intorna & questo risultato altri si raggroppano ¢ho gui mi limito nd accennare:
cosl i vedrd (. 8) in quali easi dall'esistenza di una serie speciale sopra p,—ps-}-1
ourve di un sistema linears oo sulla superficie, si possa concluders esistense di unn
setie ansloga-sops ogni altra eurva del sistama stesso; o s vedri come la cono-
stenza di un sistéma linearo di curve (almeno w3), o dol sistome ad wsso sggiunts,
sopra una superfiie sia suficients per docidere so In superfisio ha 1 due goneri nguali,
appur no. (. 6).

Mo un'altre proposizions che indirettamente qui st presenta (u. 10), va messa
in luce. Lo proprietd-che: jud spetéare ad wna, superiicio, di avers il goners goomib:
trico, uguale al genera numeries, &f trasmette non solo. alls superficis in eorrispondonsa
birazionals oolla data, ma pure alls superficie in corrispondenza. semplicoments ra-
sionals eon essa, o per essere pi procisi, si trasmetts: ad ogoi superficie il cui punto
gonerioo abbis eoordinats esprimibili razionalments medianta 1a coordinate dal punto
generioo della. superficio primitiva, Da ¢id si deduce, come immadiata eorallario, che
sopra.una suparficis avente py==yp. , ogni serie algebricn o' -di ourve dotata détle
propristd che per {1 punto generico della superfieis passi una sola curva della seris,
0 farei dipendere razionalments (anzi linsarments) da un’paramera, & wn si-
siema: linsare’w?; proposizions quests che pud -assumersi anche’ come definizione

() Uns. saperficlo d ording » sl dice agginate sl was superficio di ondine 5 dollo spasio or-
dinario, quando. (seconds il eig. Noraza) Ja prima superficic patsa h—1 volts per ogni eurvi f - npla
della séoonds, & k—12 volta pex ogui pintok - wplo di questa. In questa, dofnizions: s1 suppons cha
lo Moo o i punti multipli dells superhsio primitiva. sinn ordincri. T difiedlti ohs gresentershbo
Testensions di mua siffatta. definisiona al caso i singolarith straondinaria pad oveiarsi corcando di
definire direitamento 11 slstema di curra segato sulla superfleie. primitirs dalle smperficie aggiunte
di oline » (sistema conanico w0 ye=n—4, sistema. agginto ol sistema - dalle-sorioni plane della
snperfclo primitiva o »=n—3) modianto i logami invarisotivi cho passa tra 1l slsteran shesso ad
il sistema. dalle sesloni pinne dolls sapericia. Cid appunto-si prapone di fare i sig. Exniques nells
Memaris eltata, = Jatrodusions . . . .  § B1,

(%) 88 po) dir di pibz py — po & precisoments il valor mawivo reggiunto dalla defcinsa
della aeris caratiaristicn di wa, vistema. lincare sula superfisie, Bporr prossimaments I dimo-
struzions di questo tearema, alla quale. pervenni troppo tordl per inserisla qui.{oitobre- 1595)
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del sistera lineard oo !, Cid inveoe non & pit lecito per lo suparficie con =i 1o
rigate ierazionali eolle Toro seria 00! i genaratrici dhnzo un eéemplo del eontrario ():

Ora i gssarvi cha 11 sig. Husmerr in un vocents lavoro (%) giungs ad un tesrema
analogo’al precodenite: Sopra una superfisis priva di integrali di diffrrensials fo-
fals di prima specie (integrali inteodotti- dal sig, Proanp nella tearia delly superficie
algebricho) ogni serie o' di eurve dotata della propriett che per wn punto gene-
rica della superficie passi wna sola curoa della serie, & wn sistema lineare, 1 con-
fronto dei due tooremi mostra cho solfe alenni rapporti I'uguaglisnza dei due ganeri,
& Is mancanza di integrali di differenziale totale di prima specie sono carabteri oqui-
valenti di uno superficie. Ora l'mo dei due earatteri porterd di conseguenza. Taltro
Pit in' generalo, quali- reluiioni passsano tra la differénzs p,—p, dei due generi
od il numers degli iotegrali nominati che sono linearments indipendenti tra di loro?
Teco uns questione molfo importante che orn 5i-affuceis, & &i oui il progrosso della
teoria delle superticie algabriche esigs 1o soluzione.

1. T superfivie algebrics frredunoibile P sn eni sl ragions nel seguits, consi-
dérate projettivaments; nd osemplo nello spazio ordinars, pub esser dofata di singo-
laritd (surve multiple o punti multipli) quadisioglians. Si suppone perd chesia possi-
bils di trasformare Birazionalments ln superficio ' in una superfieio di un iperspaio
priva di ‘punti multipli, o, 6id oo fa 1o stasso, in una superficie dello. spasio ordinario
non avente eursa maltipla allinfuor di una owra doppla, nd panti di molteplicith
supariors, all'infuori i qualotis (ventualmento nessune) pusts teiplo, il quale sia pur
triplo por I carva doppla. Uns siffatta ipotesi apparisce becessaria per poter appro-
fittars doi principali teremi che si possogmono nolly teorin dello superficie. algebri-
che, nei qual in modo pili o meno esplicito quells ipotesi interviens. Essa perd, o
quante’sembra, non ‘eastitaises una estrizione, ma i verifica per futts is supérficic
algebriche; d'alironds sicooma 15 dimostrasiont oho finors si sono dite in proposito (%)
sambrano i qualehe ‘purito incomplets, pur lasoiando prevedore Ta  vorith el risul-
tato, & bono per miageiore precisions avrartire, che so esistessern superfivie non sod-
disfeonti o quolln ipates; tali superfieie si riferrebbero soug'ultro aseluse dnl nostro
Tavoro,

8ia dunque P waw supeeticie di ording n dello ‘spazio “ordinario la quale, pur

(1) Laltiomn toarema s visttacea sl & del sbg By obiua qusstions dulla | :
(Bosi: Avs. d. Lincal 1808) seounido 1L quale Sopra una quelaissi auporfcis @ Jincare 1 sistema
w (r==1) quands per v puati genstici dells superfcie passa wna sola curea del sistanc,

(1)« Sur qualyues points dela. thioris das courbes ot des vurfoces alpdirigues s 111, 5 (Journal
do Mathimatiques 4 52, t= X, 1804),

%), Tali sone In dimostrasins acoannats dal sig, Normen nells Nots = Anzehl der Moduln .. .0
(Bitwaber. d. Ak. d. W. su Herlia 1988), o quells fondata sopra aliri comeetti che & dovata al
sig. et Prio o Eitenciing i wn feorema di Nother s (Rondic. Circalo Matem. di Palermo, & 115 si
vols pacs. os Nots. complomantare  delln atesso sutaro nal ;111 di quolla zaceolta); por quanto
riguards 1o vingolarith i una muperfleis sf conaalti inoltre s Memorin del vig, Konn (Journ. do
Mathém., 4% VILI}. Dats Jimportases delllargomento (del quale. pressntements sta octupandosi
anclie 1, elg. Senan) b ds nugurans cho o abbia peesto mna risposta definltiva sop
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avendo  singolarith qualisivogliono,  eoddisfa alla detta condizione. Consideriamo
aquelle superficie %Y di ordine + che. diconsi aggiunts ad T, o sono- definite-dalla
condiziona di segure un yisno generico dungo curve agginnte alla: corrispandente
sezione piana di F, o di i inoltze in modo i i

#) nel punti multipli fsolaté di ¥ (ossia in ogni punto: che: produca una diminu-
zione el genere della seriue pimna generica di F passante per esso). Sopra que-
stiultima condizione imposta alle. ¥ nou occoreo ol saguitn- di insistere;. ricorderd
soltanto che e il punto fsolato d nn punts ¢, uplo ordinario di F, per esso lo @
dsvono passare £ —2 volta (1),

Le @ csistono corto (come @ facile: persuadorsi) pec valori abbastansa elovati
di v (ad es. per vZa—1); esse segano sopra B (all'infuori delle’ curve multiple
di F) curve che diremo. aggiunte (di rango v— (s — )5 0) al sistema linears delle
sexioni piane di B ().

Le @ (o quindi 1o ourve da osse segate su F) formano evidentemente un sistema
lineaee (aggéunts); sia # 1 dimensiono di esso. Allindice » dovremo attribuire in
seguito valori =5 — 4; siccome & possibile che per i primi valori dellindice non
csislana superficie @Y, darems convenzionalmente il valore — L i eorrispondonti v

11 sistema delle @ segn sopra un; piano generico (il gquale - appartions a
ey %), un sistema lineare o2% "= =+ di ourve di ordine ¥, aggivnty alls
ourva sexione / di ' otteauta con quel piano. Quests sistoma & adunguo. contenuto
gl sistema. di futtz le eurve pians w* di ondine » agginnte ad /. Se indichiamo
con g, la. dimensione dell'nltino slstema, avremo quindi la relasiono:

(1 Ty—Te1—
dove & dy = 0.

8a g, =10, il sistema dolle superficie % sega sopraun pisno generics il sistema
di tatts lo eurve di ordine v aggiunte alla cnrva f; o quindi-esso (o, in altre pa-
wole, il sistema delle curve aggiunte dstarminato su F - dalle ) seza su / wna
serio linearo (di gruppi di punti) sompleta. Cid non aceade pid quando d, = 03 al-
Tora Ia serie lneare sogata sulla sarva / dalle superficie % (o dulle corrispondenti. curve
aggiunts) b insompleta, o & vede facilmente cho J, & appunto la sma defieiiesa
(numezo. cho: va ogglunto ally dimensione della. seri por ottenere 1a dimensione doll
serio complata o eui quella appartiens) (3).

=e—d

() Noruen « Zur Thoorie des sindavtigen Butspreckens ... » (Math. Annialen, &)
TUn mods indiretto per suporare Ta difficolih cho presnta il caso di ningelarith superiort s

citatn = Introdusione . ..+ del sig. Exwmiques, eap. IV,

() Bd atteibuiremo oarattars' invariantiva (rispotta ule trasformmelont birrionnll) ol legame
che pasts. tra o slatoma linoars 8 di eurve sopra uns superflele's 16 eurve © d 0sa0 aggiunts
A1 dsto rango #; di goise che s una trasformazions birstionale mats 1 sivtoma 8¢ To carve €
istema 5o nillo carre C' (@ altva sapocficie) of diea ancora oho b’ G 1omo agiunte - raago
" 1L slg. Toontqoes dimostra appanto oome | sivtem aggianti'sd w duto sistema’ dinears §
sopra o data superticio (od onto nlgebrieo %) pomano dofinire senea ‘ricarrere a considernainni
proicttive. S veda: Exwiquis « Iatrodusions ., v citata, oap TV:

() Infatti In serin sogata dalle %% pally carva / Tin Ia dimensione sy = ryly —1— (s 1),
iniicando eon « In dimensions del sistema & quelle seriond delle % (eol piseo df ) chosi sper-
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Ma questnltimo oaso si prosents solo per 1 primi valori i », poishd si dimo-
stm che osiste sempre wn pumero £ (= —8) talo che per ¥ =1 ¢ =0 () ¢
Tuguaglitnsa
A—roa—l=g (=D.

Nells (3) il secondo membro al variaro di #, dan—8 in su, peroorre uus pro-
gressions aritmstica del secondo ordine (poich? si ha, come & pota, “‘:(‘. — cost.);
10 vions cho al variare di » da I (=#—38) In &, 7, percorrs una progressione
aritmetica i terzo ordine alla quale appartiens pus ry,. Prolunghiamo ora (arit-
meticamente) quella progressions anche al disotto del termine ry,, ed indichis mene
eon #%, il termine generals (che ugusglin », quando » =/ — 1); avremo dnngue por
definizione (limitandoci ai valori di » superiori ad 7 —4)
ar ot — ey (r2A—0).

Noi diremo cho , & 1a dimensione virtuale dol sistema dolle superiisic * (%),
mentre r, & 1a dimensiona offeitive de) sistoma stesso. Lo due dimensioni coineidono
quando ¥ 2=/ — 15 mentre por n— 4= v<{— 1 la dimensions effettiva 7. su-
pern o uguiglia In dimensione virtusle 7', poichd decressends # in quell'intervallo,
7, deoreseo pit (od alirettanto) lenamente che #, wome risalta dal confronto dalle
(1) e (1)

Questa considesiaiont cf giovano per dire una semplice definizione di un nu-
mero cho continuaments si presenta nel seguito; intendiamo parlare di

(4]

(canvenzionalments o =0 se {=n—3) che & Ja_somma delle deficiense delle
sarie degate suila sesione piang generica. { di ¥ dalle superficie ﬁpymu’z‘ di or-
ding =n—3, o, cid cho fa lo stes, dalle curve aggiunte di rango = 0.

Se nalla (1) poniamo al posto di » i sucessivi valori 2 — 3, n— 2.
@ sommiamo lo ugnaglinnze cosl ottemnts, abbiamo

i — Fami U—ﬂ+5)'ﬁ29,—d:

ano mells ol in carve rosidve &1 onlise v—n; dunque o & In dimenslone del m &
futte 1o eureo dl onding r— %46 r Zmi ¢ oo x = n, b comyontigualmente ¢ = — 1. IV altrond
1a ez, cario complets, seguth knlla curva 7 0a fabts 1o enrve o ¢san agginade & ondine » ba la
dimanrions gy — (s - 1) duinijie 14 doficienta della prima soriy valo
sl —n 1 D)=,

() Exniques « futrodusions ... = cliata, § 31,

) 8 pab aneho i che 'y & 1a dimbsnione dedotia dalle formole di ;-.m s
quoste formole calealato in qualche caso sl sig. Cavuxr o sotto dpoteai p Al (relative perd
& singolarith ordinarie di F) dal Sig. Novaew (Avnali i Matem. s 1L & V) nrrm‘MH. di calee-
lave effettivamente ¥y quando s conoscona lo singolarith dells superficie F.
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asogaendo 1o stesse aperagioni sulla (1) trovismo fnveos:

=
P =P — (= n+8) =Y ¢t
= (i )=

Confrontands o ricordando che 7.,

‘4=1, ofteniamo in fine la relazions
) A =Fa— T

Ora le dimensioni effottiva o virbualo dal sistoma delle suporfiole agginnte' di
ording #—4 pon dipendono pitt dai earatteri proiettivi della superficie F che si con-
siders, ma, dinno quei due cavstferi invariantivi di F (o dell'ents algebrico dop-
plaments infivito df cui la F & una immagine protettiva), i quali anmentati di nua
wnith prendono il nome di gewsre geomatrizo (0 effcttive) pp o gensre wmierico (0
virtuale) p. della superficie F, o del corrispondenta ente algebrico (1)

Possiamo adunquo concluders oho la sommia delle doficiense deils serie sogate
sapra la: curva gensriss di un sistema lincare dai sistemi ad esso aggiwsti df
rango =0 wguaglia la differensa tra i due generi p,, pa della’ superficie. Tn
particolare se la superficio ha il gencrs geomefrico uguale al genere numerico, la
serie segata sopra la curva generien di wn sistemn do un sistema ad esso aggionte
i zango =0 & complata.

2. Cid premesso, voniamo ad una prima questions sulle superficie agginnts.

Riprondiamo 1o superficic F d'ordine # ¢ le snperfioie agginnte @ Poi con-
dotto un piano generico ¥, il quale seghi F lungo una curva / (il cui geners sup-
poniamo > 0), segniamo sn y, una enrva yy¥ dordine »(=x—8) aggimta ad /, @
cerchinmo 56 por v, passine superficie Y, o come si eomportine. Dus casi possono
darsiz

1) o le superflcie ®* passanti per In ourva " si spezzano tutte nel piano y,
di quest'nltima curva ed in superficie ¥, ‘ed allora la dimensions del sistema dalla
nominate B* § Feoi (88 rey=—1, mon esistono ¥ per v}

2) oppure’ esistono superficle @+ irciduoibili passanti per 1s eurva ¥y, o
formano un sistoma livears di dimensione 7., <1 (perchié wna i queste 97 co-
stretta a passare per un ulteriore punto del piano y;, si spersa in 7, ed in una @°-Y);
questo easo si presenta cort quando § # ==, perchd per tali valori di ¥ 1o super-
fioio W segano sul piano generico y, il sisteran di futse To curve aggiunto yy'.

Gib vale anche se la curva w," da oui #i parto si sposza in wna ourva v,
'ordine n— 8 aggiunta generica alla / @ in wna retta g del piano y, contate ¥ — (n—38)
volte; nel qual easo la ¢ sard indicata brovements con Gy'

Ora per la retta ¢ conduciamo un sacondo piano generieo ys, ¢ su questo fis-
siamo nna curva d'ordine n—3 agginnta generica alla corrlspondente sezione di F

(1) Nommen

Zur Tknwlidnundﬂllgu Bntsprochens ... » (Mathem, Annale, 8). Qui, se-
gacado il sig. ntros  § 1, faceiamo diativzions ton. sperci (dolla quals
si intendono da ine, spad partionn .. ). ol eace, algebrico 1,
che ¥ 1i tipo dolla classe costitaitn da tutte lo superficie rifaribili birssionalments tra loro.
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& consideriamo 1a onrva 3s* composta di quell'ngginnta o dolla retta g contata » —(n—38)
volte. So esislono superficio W7 passanti per " o v, queste o si spezzano tutte
nei due piani 7,75 ed in uns @' gencrica, ed in tal caso formano o - sistema. oo’v-1;
oppure non. s spozzano tutte, e allora (si vede come mel caso 3)) formano un si-
stema 18 oni dimensions supera di una unith la dimensione del sistema delle superfi-
el -1 che passano per la ourva =, oftennta dalla g, sopprimendo una voltala retéa 5.
Quest'ultime caso si presonta quando: v = { - 1, perohd allors 1s eyt quparfiois B
ohe passane por Ia curva data ' e quindi (somplicemente) per ln retta g, Sogano sul
piano v, (ohe appartiens ad coms-a+' tra esse) foori di g il sistema eompleto delle
ourve aggiunte Y1 (aiehd roy 1 —(Feoat-1)—1==gi); Vi sard quindi tra
quello superfiois % passanti per Ia eiirva G, una superiioie irriducibile passante
inoltre. per In-curva ' fissata su y. Ma un rgionamento analogo mostrerebbo Vesi-
stenza di supecficle @' passanti pec §,* e " soche nella ipotesi » =, purchi
fosse di=1.

Pil in gonerale per questa vin si vedrabbe che fissate comunque s v — k(=0)
plasi por la retta g altrettante curve 5" (composte di ™= prese insiomo can g
contats »—n-5 volte), esistono carto. superficie W lo quali passan per quelle
aures senza contensre i loro piani, quondo #=/—1. A esistono superficie o
siffatte auche por & =[—2.50 » ~+ dii—1; 0 per valori superiori-di » si
trovarshboro in corrispondenza valori inferiori di k(= —4).

Al motodo di induzions suggerito da questi esempi, ¥ preferibilo sostituiro,
quando s voglinno trovare relazioni generali tra v o k, il metodo ticoente che
ora esporrd,

Introduciamo snzifutts alouns notasioni. Condobti per la retta g v — & plani,
Firpea (B— A4Sk = %), o fissata su cinsouno di questi una curva G indichiamo
eon 4% +=% 1o superfiole ¥ che  passano per lo v —& curve §7, @ con 7y .y ln
dimensiono dol sistoma. liveare che guelle superlicie formano (). Per v(={) sufii-
clsntemonto alto rispelio @ & csistono carto (come segus dal nostro Tagionaments)
superficie #72** le quali non contengono i piani y .. e (¢ so000 irriducibili); ma
se tenendo fisso & facoiamo decrescere », ariveremo finalmento ad wn valors, che

J indich

con [&]. tale che per v =[4] osi-
stmo ansor. %= irridueibili, mentre per v <[] ogaed @4 si compone dei #— &
piani 7 & di unn delle oors 6k (3),

In un easo partioalare, quando k= ¢—1,In determinasions di [£]=[I—1]
&l fa subito; in virtd di considerazioni precedonti si trova infatti

®) f—1]=:.

Ma per § valori di & che avremo da considerare (n — 4 = k <0 — 1), occorrs
premottare. alouns ' relazioni tra § simboli introdotti.
Segue intanto dalla stesss definizions

©) Mo =, (S —1)

(1) Par k==v 5i ba evidantemente 414 =i , 1, ,
(%} Tultimo fatto sl prosenta certo s »== 1 —1 sicchd qualunque sis & & [£]>1—1.
Socuevh oir XL — Sor. 8%, Tom. X
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perchis lo superfisie @ d'ordine [4]— 1 che sogano su [4]—1— & piani y per ¢
altettanta carve 7, si compongono tutts dei piaui y presi fnsiame con una delle cors 1P,

Una seconda relazione si ottiene osservando cho s »2=[k], od esistono quindi
wr=t ireiducibili seganti 1 piani yy ... yuey lungo curve 3 date, ¢ostringendo una
di queste supecfieie & contenere un ulteriors punts del Piano yi.s. la superficie si
spezsa nel piano stesso e in wna =ik che soga i PN Fi1 s Fur sy i
curve =" fisse; si ha dunqus la relaziene

w1 (r=[AD.

So in questa facciumo decresoore » di uns unith per volta finchd saso ragginnge
il valore [£], e sommiamo membro & membro le relaziont cost obtamuts, avromo,
tenends sonto della (6)
) Pra=re—[E]4r+1 (& =0

Par giungere ad un'ultima relagione  osserviamo che lo =" (sagando sui
PIRDE 71y ey e PO 1 rolts g curve §* che contengono la g contata v—n -3
volts) passano » — k volte almeno por 1a retta g, quando v — &= » — u - 3, ossin
quando A= — 8. Quindi le ¥*~*, lo quali formano un sistema di dimenstone
7u.v-k + S6gANO. Sopra un ulteriors Piano yy_y., passante per g, curve d'ordine + che
8 spezzano nella retta g oontats » — J volte (ulmeno) ed'in curvo y*; o polohé i1
PIARO. yoyyi, 80 &0 stacea da wma Pk, db per residuo una superfloie Pr-tivt
ne viene ¢he il sistema delle nominate curve 4 ha la dimonsione

Ty vy =y

=15

1
Tn,virth della (7) (nelle ipotesi » Z[K] , »— 1=[k—1] , &
questa espressiono pud soriversi. cost:
n—rm— (A —[k—1]),
a—&+1—(K]—[k—1]). .
Dialtrondo il nominato sistoma dello curve y* sul Pians faoe d certo eontes

nuto enteo al gistoma di fette lo curve @ (aggivnte ad /), del quale sistoma la di-
mensions & gr; dungue 4

ol anche per 1o (1)

— 41— (] — [ —1]) =0

ossig

Sain sta relazil ibui iy akivaloian—8 ,n—2, .,
¢—1, o sommiamo le relazioni ¢ho cost si ottengone, abbiamo in fine

[—1]—[n—4
ossia. per 1a (5) ¢ (3)
(0] [r—4)=n—8-+4.

=
—#ti= 3




=l

Tntorpretiamo. questo risnltato tenendo conto: della definizione: del simbolo [/
trovismo, che per ogni valore di » =[n— 4], quindi certamente per ogni valo

Zn—8-4-4, esstono suporiivie irriducibili W v~ valon dire super-
figie * ls quali sogano su ciascuno di v — -4 piani scelti in un fascio, una
oWy generica nssegnata (ourva spenzata nall'asse del fuscio contato v — - § volte
o in un‘agginnta generica d'ordine » — 8); Vasse del faseio & multiplo v — u 9
wolke per quelle . Enuncismo il teorema limitsndoei al valore s == — § 4~/ ;
avremo ln seguente proposisions:

Sta F ung superficic algebrica irriduciils di ordine n (delio spasio ordi-
Rario), ¢ sie d la differensa tra it genere geowmatrico ed il genere numerico deila
superficic. Condotti f 41 piani di wn fassio o fissale sopra egnuse dv qussti
una curva: gangrica di ording w—38 aggiunta alla relative sesiows di T, esi-
song certo. superfiore. agginnie ad B di ordine n— B~ 4; le quali passain
woite gior Vasse ol faseia « segana imolire quei o 41 piani lungo lo- curve
isiale sensa conlenere i piani stessi.

11 ragionamonto che proceds, monte dimostra eho il teorema continua a valore
quando al posto di o si sostituisca un nunioro ¢ > 4, non eselude che posss va-
lere anche per & << (ami valo corto por d = [n— 4] — n--8). Cosd 6o le mu-
perficie aggiunte di ordine #— 8 segano sulla eurva sezioue piana generica di P
una seris lineare complota (vale a dire 56 d,- = 0), allora il teorema valp quando
al posta di o 5i pongn 0, parchd in quel easn per ogni curra aggiunta Y*= passe
una superfiole aggiunta 4~ che non contiens il piano della curva.

8. 11 teorema. ohe proceda b caratory proiettivo; & s pud estendere facilmento
ad un gualsissi sistoma Tineare di superficie definito da un grappo baso (di linee o
punti) ancho sa 1o superfisia non sono agzinnto ad una F. A nol pard interessa
mon gid quosts. estonsione, ma piuttosto un eorollario dol teoreia eho pud enunciarsi
sotto forma invarinutiva per trasformazioni birazionali della F.

Riprendiamo poreid 1a- supsrfisie F, 1o superficie aggiunte % od il corcispondonto
A= p, — p; lissata o una retta gererien ¢ onduciamo per cssa A +- 1 piani y
© %u ciasouno fissiamo una onria " coll'nvvertonsa questa volta che le of -
ourve: % pussin futts por. corti Punti @ 1y du-y fissati salla rotta g, Allora
ogui superficie’ @~/ Ta quale (secondo il teorema procedente) passi # volte (al-
Wweno) por 1a retta. g o seghi ioltrs i piani ... lungo de eurve W= profis
dongu. contenere i piani stessi, aved, questa volts, la molteplicith 441 (slmeno)
in ciaseuno dei punbl @y ) | segherd ogni altro piano per g,
aella vetta g contata of yolts ed inoltro in uua eurva y— passants per i puoki
a4

0ibd promesso:si consideri Ia pit generale superfisie’di ording 4 — 8 -4 4 ag-
ginnta ud B, costrotin inoltre o passare 4 volte per una rette generica g e of 1
volte por & punt 4. G- fissati ad arbitrio su g. La curva di ordine n—=$ che
quella superficie segu (fuori di ) sopra un piano generico y condotto per g & la piit
generale curva > (aggiunta alla-sezione di F con y) cho passi per i punti ay... gy ;
poiehd fissato. comunque sopra una, anzi sopra of -1 posiziont i y altrettante
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curve g passanti pei punti ¢, o dmers
gr=s+4 dol tipo nominato.

Ora sopra o 1 posizioni del piano y acends ohe ognd enrve Y passante
por i punti fissi @ ... @y di g venga a passare in conseguenze per un ulteriors
punto fisso gm: allora dovrd @ rinsoire multiplo secondo o -1 por agni super-
fioie @'+ Ia qualo passi o volte por ln ratta ¢, o <1 volte per i punti a, . car§
o quindi sopra ciascuna posizions gemerica di y ogni eurva w' passante pec i
PUnti 8 ey o ANAEA A Passare in consoguonza Pol Punko e

Quasto risultato aoquists una particolare importanza quando i Punti @, .. Gue , G
di g stanno dnche su B (m = n). Consideriamo infatti una sesione f di F ottomuta
con un piano y per g; 88 accads che tutte ls curve Yo~ (agginnte ad /) lo quali
PASSANO. AT i DKL iy yuury ey L, pASEILO I cORSeguOR por un nlteriore punto aw
di /', allora (per il teoroma di Biomann-Rock) risulta cho i punti @y .o - , d 00-
stituisoono un gruppo di una serie speriale g.' sppartenente alla curva £ @ vice-
versa. Abbiamo dunque il teorema:

Se m tra lo intorsssiond di una. superficis con wna rella gemerica costitui-
scons un gruppo di wna seric (spociale) gu' sk ciascunc di py— pa—1 ssrioni
dalia superficie ofteuls con: piani per. ia retta, alirellanto accads sopra ogni aliva
seaiome. della superficie con wn piano per quells retia.

0 sotte forma invariantiv

So wn ents algebrico o df. generi P, pa possieds ww sistema lineare seme
phce di curve, ed aceads ehe un gruppo di punts: scelti tra Lo intersesioni vario-
Bili di due_curve del sistema appartenga ad una seris specials @1 sy ciastuna
di py—pa 1 curve del faseio determinato de quells due, allora lo stesso fatto
s vorifica sopra ogni altra euwrva di quel faseio.

i sa gid che per quells passa una superficie

4. In casi particolari si pud giungere a teoremi ancho pilt espressivi
terd ad un esempio notevole.

Sopra un ents algebrica si abbia un sistema linsars |C| almeno o ? di eurve C
di genere & (>1); o sia |C'] il sistem agginnte a |C| (i mngo 0) (sistems lo oui
eurse segano gruppi della sorie canonica g%, sulla curva O generica).

8o accads che [C| seghi twiée 1a serie canomiea su O, allora la condizions ne-
cassaria o suffioionts afinohd un gruppe di m (=) punti di O appartengn ad wna
serie gpeoiale gu' su C & (pel teorema di Rismann-Roch) che quel groppo preseati
m—1 condizioni soltanto (ad ogni gruppo della serie eanonica o quindi) sd ogai
curva ©' che debba contenerlo. No vien subito ohe so per un groppo di una g,.! spe-
cialo giacents sulla ourva genetica C passano altre (o quindi infinito) curve di |C),
su iasomna di esse esistord una seris specialo g.' omtennte quol gruppo. Dunque:

Se il sistema aggiunto ad un sistema lineare |C| almens ©* sopra wn ente
algebrico @ * sega sulla enrva © gewsrica la serie canonica complela, un grugpo
di C it guale appartouga ad una serie speciale " su C, appartiens ad wa serie
analoga su ciasouna alira eurva di |0 passants per esso.

11 toorema si applion per es. ad ogoi sistema Yinears (semplice) sopra wn ente alge-
brioa avente i due generi py, p. uguali; parehd allora, come fu ossorvato, & d,_y = 0.

i Jimi-




= =
5. L osservazione del n. precodents fu dedotts da proprieth notissime dells
curve algobriohs, o uon dai risultati pitt generali ottenuti nei n. 9, 3.

Ora noi partiremo appunto da quells cssarvazions per dimostrare un teorems
fondamentale nella teoria delle superficie algebricho.

Sia ancora ¥ una superficio di onding # dollo spazio ordinaris ; nef questa volta
farsmo la ipotesi obe F sia priva di punti multipli fsolati, tali ciod dn sbbassare
il gonore di una sexione piana di F' oftennta con wn pisno passante per uno qua-
Tunque di essi; in altro parole supporrame che ogad piano dello spaziv scghi la F
Tungo una ourva di genere costante = >> 0 (anche se il piano @ tangente, uel qual
caso si intonderd conveniontements fissata 1a connessione dells curva swzione nel punto
di contatto (*)).

Facciamo ora una soeonda ipotesi su F: che le superficie ™ aggiunta ad P
soghing sulla sezione piana generica / di I (e quindi sopra ogui sezione piana di F)
In serio canouies complets g3, . Con oid vemiamo intanto ad escludere il ¢aso che
F sia rigats, poichd uns rigata df ordine = non ammette superficio agginnts di or-
ding n—3; per wm rella generica non passerannc dunque piani secaoti la F lungo
eurye ridacibili.

Ma un'altrs owsarvazions segue pure dalla ssconda ipotesi. Si consideri wne sezione
pisna /@i B, ¢ lu serie’ g,° che' lo rette del piano segano sn f, serie carafteristioa
del sistame oo® costituito dalls sezioni piano di F. Questa serié pud non csser com-
pleta; o certo non 1o & se il sistoma lincare mormale & eurve, 81 quale apparten-
gono 1e sexioni piane di F, ba 1o dimensione r>> 3, poiché in tal caso la g.* & con-
tanuta nella sorie caratteristica dol sistoma mormale, serie che ha Io stesso ordine »
o'la dimensione uguale & #—1>2, In ogni caso indichiamo con g’ (x=2) la
serie oompleta. ohe: eontiens g.% Allors, pel teorema @i Rismann-Roch, il gruppo
delle % intersosioni dolla curva £ con nms retta gemerien y dol sno piano presenta
m— & condiziont ad wn gruppo della serio eanonies §EY, , 0, eid che @ do stesso,
ad nna superfiele @ oho debba contencre le » interseioni. Si possono quindi see-
ghiere, tra quoste, 1 — s — 1 punti &, by ... boss , § quali prescntine condizioni tuite
indipendenti ad una W= che debba contenerli, o wano i conseguenza tali ehe Ta
&% generioa per essi mon contangn tutta 1a retta g. Non esistono allora piani per
g sui quali quel punti &, ... ., forming parte di una serie speciale slmeno o'
(ofr. 0. 4).

Gid promesso. proponiamoci di costruire il sistema linoaro normale contenents il
sistoma co® delle sozion] piang di . 1L Restsats sulle superfiole (2) of da 3l modo
i ‘eostruire il nominate sistemn normale. Si eonduea woa superficie 9,7~ aggiunta
ad T di wn certs ordine p— 3, la quale of eonviene di supporrs che passi per i punti
Biibayoy gt Assatl tea 1o Tntersezioni di g con F. La @, s supetficis ¥
(fuori dolle linee multipls di quests) in una eurva di ordine 2w — 2 ehe indicheremo

(1) Bxuiques « atrodusione . . . » Cap. L
(%) Dteorema n cal i alluds d dovato ol uin « Zur Theoris dex eindentigen Entipre-

Con (Mathens, Anmales, Dd. VII); nells formn sotto cul qui 1o s1 ndopéta viens asposts dal
Eques » Fntrodusions . .. n §35,
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con Cy. Allora il sistema di tutts la superficio aggiunte di ording.n—2 eho passons
per C, o che indioheroma. poreid con 4,2, sogherd ultériormento su ¥ il sistema
normale di curve conteneate il sistems delle’ sexioni piane di F; e precisamento ogni
ourva del sistomn normale verrk segata da uma @7,

Noi vogliamo dimostrare, ohe il dutto sistoma normale (sssia ‘il sistoma delle
w,*1) bn 1a dimensione s+ 1, ¢ dotermina. dunque sopra ogui sua curvh un serie
camtteristion g completa, Ora, poichd una retta generica g appartiene ad o ! super-
fiele @~ (spezxate nella ;" od in un plans generico per g), tutto si ridnos o dimo:
strare cho fissati s — 1 punti generiol &, @aediy 80 g (deb quali @, almeno supt
poromo oo, appartenga slla superlicie #,%"), esistono co® superfiele @, passanti-per
eséi; una delle quali rimane individuata quando ne sia assegnato il piano tangents
a, i a.

Proviamoei a. costruire 1a suparfioio WA~ ohe passa por i puitl ay o gy diig
tooea in a, il piano . La sexione della superficie con un piano generico 7 per g
sard una, ourva 9,2 agginnta alla sczione /i F, passants per il groppo Gt
sezions di C, con y (al qual- gruppo appartengono, pure i punti. by« bacs di g)
ed dnoltre per i punti ai..a-y di g, ¢ fnalments tangente fn a, alla retia
&,y Ora esisto infatti su 7 una ol una sola eueva 9s"—* soddisfoente alls ‘nomi-
nate eondizioni; pereld lo ourve aggiunte "% che passano pel. gruppo Gie—s se-
gano (in virth del Restsats sulle ourve, piane) la serio complota g, sulla /o for-
mano un sisteima o0 & cui apparkiens 1a eurva. 1,72 - g (essendo. i, Ia sezione
della 91,7 con y); sicohd una tra le ourve y,"~* b individuata da s — 1 punti di g e
dalla tangente in uoo di essi. Faceinmo variare il pisno 7 intorno & g (lasciande
fissi | punti' g, .. gy ed il piano «, por i), e ciaseuna posizione di y costruiamo
la corcispondente curva ,*~% 11 luogo i queste oo * y*~* sark unn superficie &, il
oui ordine, come ora dimostreramo, & #— 2. Pel moments possiamo affermre soltanto
¢ho 1a superfisio %, ha un corto ordine s — 2 - (4= 0), o passa J volte per la
robia ge 41 volto per i punti @y Gymyy By e buosy @i 9

Supponiamo, 56 & possibils, ¢ = 0. Allora in wn punto generica a, di g 1a su-
perficia W, ayrd J piani tangonti passanti per g5 wno qualsinsi ¥ tra questi seghery
W, (oltre che in g contats d volio) in una curva W= passante per gli 2 — 1 punti
Ay ymy s @y By e Bmi A g 8 tangente inoltrs al piano ey in @y, Ln gt si
speszerh quindi nella rotta g ed in wna Y= agginnta ad f, passants per 4, ed
aventa in comung colla y,"* (seriono di ®,"=?) quei punti del gruppo Gz (se-
ione di C,) che non cadono sopra . Le due curve =3, y,4=* carto diskinto (poichi
In prima e non Ia seconda passa por 4,) determinano un faseio di eurve, il quale soga
sulla curvs  una serie gl 4 cui appartione il gruppo by dimsmss O oid n0n
& possibile poiohd quel grappo fu ppunto scelto in modo da mon appartencre. ad
una siffabta serie lineare. Dungue & assurda L'ipotesi d >0,

Coueludiamo in conseguenza ohe il sistema della %,"%, & quindi il sistema nor-
male |C| contenento le sezioni piane di /, ha la dimensiono s~ 1; e la saris carat-
toristiza dellultimo. sisteme o complela,

7L teorema & eui siamo giunti pud emunciarsi nel seguente xodo sobfo forma in-
variantiva:
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it wistema binsake normale. dF curve: (semplice, irriducibile, privo di curve
fondamentals propris) slla oui curve generica il sistema agginnto Seghi ln sevic
canonica complata, ha pura la seris caratteristion completa.

Qui. pir eurva fondamentale propria di un sistoma oo” si deve intenders wa
ourva fondamentalo il eui sistoma residno. oo~ abbia il genore (della curra gene-
viea) infariore al genery del sistema primitivo,

6. Un primo carollario del teorema i i, sotto In forma pid sumplice, ln condizione
affinehd un ents algabrico abbia il goners geometrico uguale al genere mumerico.

Consideriamosopra 1'ente un sistema lineare (Cf irriducibile, semplice, normale, privo
di urve fondamentali- propris, e formiamons i sistemi aggiunti di rango = 0, cho indi-
chpremo eon |07 J0ln |0 por definizions il sistema. agginnto 3i rango 4 |0's] non &
daltro-cho il sistema normale somma dell'aggiunta di rango 0|Cs) & del sistema pri
tivo |Q| ripetuto /& volte. Dungue s serie lineare che O3] sega sulla ourva generica G
di|Cf contiens 1a somma mimima (') della serie seguin. da |C's] su €, ¢ della sarie 5
gats da [C] su €, quest'nlf ripetuta & volte. Supponiamo ora che il sistema ag-
giunto | €| soghi an Cla serie onnonica comploti allora pel teorema  del
u. 5 & pur complota la secle segata da | 0] su C,cme \a serde caratteristiva & |G,
che indishiremo oon g.f. D'alt parts si dimostes facilmente che sopra una eurva
1 gommn minima dolls serie eanonica §%2, o di una seoondn serie complata qual-
siasi 7" ripetuta Jk(=1) volte, § essx sessa una seris conplets (*); dunque nel caso
nostro & puc complets I ‘seris segata su O dal sistema agginnto 3 |C| di rango 4
Ne viene che la differsnza p; — p, (sommn’ dells deficienzo dells serie segate su C
dai sistemi aggiunti di rangs ==0) & nulla. S§ ha quindi il teoroma:

S sopra un ents alysbrico esiste s sistema biweare di ‘curve (semplice, ir-
Fiduzibile, privo 4i cwros foidamentali proprie) 11 'cii agginito seghi sulla eurva
genarica del istenta primitivo la serie canowica cowpleta, [inte ha il genere geo-
msérica tguale al gonere mwmerico; ol in conseguonza wulls eurva generiea di ogui
aliro sistemn di cueve (irridncibile) sull'ente il corrispondente aggiunto sega la sorio
canonica completa.

) Per somama minioia di dus o i sode. appactenentt ad wnn stosss emrva si intando T
sarlp linesro di minima dimonsiane che cantions tatti 1 groppi offenutl presdendo un gruppo da eia-
jono & trove nells Nola s Sui multipli di

'y che debba costensrli, montse s punti wbitrari di £ preson-
tano condiaiont ndipsudeati ad un grapps di gur cho d i b o 1 pre-
sontn Wl i grappo della berle somma dgat) n—1 od & condizlont (alsusno] seconds
elio ki1, 62> 1; (el veda fa proposite 1n mia Nota sopra citatas n. 2, 8). Da eid i deducons
ke relagioni

Aonde s tme




B e
L'esistensa del primo. sistoma & quindi la condizions nescssaria o sufficiente
affinché 1 dno goneri dell'ente siane nguali (1),

7. Ma il corollario pitt importants del teorema 5 si ottiens ricordando che sopra
un enta, algebrico co? il eni genero. geomatrice ugnagli il genars numerico, il sistema
aggiunto ad un sistema linears qualsiasi sega snlla ourva generica di questo la sario
canonica complota. Seguo che soprn un siffatto eute nlgebrico ogni sistema lineare
nommale di ourve, il quale sia semplice, privo di curve fandamentali proprie, a la
serin carsiteristica completa. Ora b nofevols il fatto ohs lo due restrizioni sofboli-
neate non sono necessarie: il teorema vale per ogni sistema lineare normala almeno
@* i eurve irriducibili, Por veder cid non eonviene seguira il procedimento cho i
ba condotto al teorema del n, 5, chd si incontrerebbero serie difficolth; ma ping-
tosto conviens di applicars al teorerna stesso un motodo che in un paso amalogo ha
servito al sig. Exniques (%),

Tn wao spario elovato 8, a r(= 8) dimensioni costruiamo nna superficie F che
non abbia punti mulkipli e sia in cordspondensa birazionale colls data. 11 sistema
di ourve dato, normale, almens oo, vorra rappresentato su F da un sistema |0 do-
tato eventualmonto di punti baso; nei quali soltanto posson cadere i punti multipli
della ourva generion O del sistemna (se esistona). Ora sf pu facilnente costrairs un si-
stoma lineare di vorield V o r—1 dimensioni di ordine abbastanza clevato o com-
portantisi in tal guisa nel punti maltipli base del sistema |G|, che le V seghino
sulla curra O generica una serie completa. (%); Ia. sarie stessa sarh purs segata su C
dal sistoma. normale K| di curve a cui appartengono 1o intersesioni delle V con F.
Consideriamo ancora il sistema normale |D] =K — ©] residuo di. |C| rispetto s |K|:
seogliendo Lordine delle ¥ abbastansa alto noi possiamo sempre oftenere eho il si-
stema |D| sia semplics (di dimensione > 2) s sia. privo di ourve fondamentali, perohd
si pud ottenara ad es. che |D| contenga coms curye parzinli lo sozioni iperpiane di
F. Soddisfatte queste condizioni, trasformiamo birazioualmenta la superiicie F in
wn'altea superficio F* appartenente ad uno spazio 8, (se & & la dimonsione del sistoma.
K[}, sulla quale gli fporpiani S,-, seghino il sistema corrispondente o |K; o indi-
chizmo con |C] o{D] i due sistemi in ¥ immagini di quelli cui spetiavano gli stassi
simboli su F. Siano 8., Sy gli spasi a.cni appartengono rispettivaments una O od wng

Ora Yording della serle somma g7t kgat & - 2% — 2, dunqua 1a dimensions o non
pad muperare kb — 2 o 'a4 ngueglia quests valora (coms qui & 01 easo) la sorie momma §
ecampleta.

) 10 sig, Exmauea nells suo « Ricarcha di geomatria sulle supenfioie algsbriche w (11T, 1, )
stabiliscs In condixions afiachh sia p; = pu sotto un'altra forma; colk ai eaige infatti, che da O]
il sistoms doppio di un altro sistemn esistents sall'sate. Il procediments qui tenato differisce da
quells seguto dal dg. Exmques, solo in cid che noi abbiamo potuto approfittsra dal tesrema
el n. b,

) « Ricerche di geometrin sulle superfivie algabriohe = (IV, 1),

(%) Tntarno olla esistenza dol sistoms delle ¥ si veds Ta mis Notn sopra. cltata « Sui madsipli
i wna sevis linsare . .. n 9.
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D generiea diF7; risulta anzituito do and delle ipotest fatto zul sistoma |K| che 12 Gé
wua curvs mapmale entro a8, (*). B poichi |0] ¢ |D sono matnamente residui rispatio a
||, sisulta ohe il gistoma |G| & seguto sulls I dagli iporpioni 8,., passanti per I,
‘mentre | D& segute dagli iperpiani passanti per €, Sicchd 1a serie carabteristicn di | C|
bsegute sulla € di 8 dogli spii Sy che passano pér lo spazio intersezions di 8
o 8, spazio che indicheromo. con S5 e similmente la serie earatteristien di |D| &
segata sulla'D di 8 dagli Sy passanti per-S. Ora s lo spaio §; ¢ Individuato
dal puati ohe esso-sega su F', punti comuni alle dus curvo C o D, ghi spari 8.y
per 8 sagang salla €, wormals in 5., una serie complata (%), che ¢ precisaments la
seris esrattoristin @ Cf; Pl in geverale se 1o intecsexioni i & con F individuano
soltanto uno spazio 8z () =0), I secie segaia su C Jagli S., por S, oho & I
serio carattoristion @ |C], Ba la deficionza J. Per la stesss mgione, o tonendo
tonto inolire del fatto che ia curva D-di Sy pubd non ¢ssere normale, si eonclude che
1n deficiensa della. sorio eariteristica di (D] . D'attronda il sistema normale | D
¥ per ipotes] semplics (slmeno c*), privo di eurve fondamentali proprie, o ad exso
quindi- & applicabile i1 teorema del n.5, il quale afforina che 1n serio caratboristics
i D] & completa; dusque & d=10, 6 si ha il teorema:

Sopre wn enle algebrios oo guente il genere geometricn uguale al geasre
umerico, ogni sislema linears mormale almeno o® di curve irriducibili ha la
#erie caralteristica complata (¥).

8. Ora sl pud chiedere se un fooroms analogo al precedenta valgn per gli enti
algobrici aventi p,>> po

Senan affeontare pel imomento 1a dificile questione (¥), o limiteremo a mostrare
ho sopra un ente algebrico di gemari p, , pa esistono sempre sistomi lineari di cui la
serio curabboristion ko una deficienaa non inforiore alla’ diffirenza p,— p,..

‘Riprendiamo peccid una suparfios F dollo spazio 8, (r=8) che sia priva di
puntt multipli, e &a I corrispondensa birasionalo eoll'onte algebrice duto; indichismo

) Vals a dire che C non pub otteaersi eomo prolexione da una eurva dells stossa ordine ap-
partunonte & See

) Infatdl wopea wia curva oormale di S, tuith gll So, passas
dalla eurva magane unn ecio complota, ohs & Ja residus di quel puoti flssi sispetto alla
Pleta wegats wulls curra da tutti gl iperpinni & 5,.

(%1 Botta farmn proettiva il tooresia pab onunciarsi ccal: Se una superficia di geners peo-
melvico uguals al genere Aumerica 2 normals per wno spasio ad v dimensioni 8, (valo a diro,
appartions ad 8, 18 non b praferione &i una superfcio dallo steseo ordine apparten
la éurva aexioni iperpians (con &) delln superficic son0 pire normali
nelle sva « Ricercha di Geometria sulle superficie alpebriche » (IV, 1) dh 11 risaltato del testo
ginngends. pord. alls {pateai gy =py quella cho sla complota ba saria camtteristicn /de]
éanonieo (weguto sopma 1 suparficia supposts d'ording n in S, dalle suparfioie nggingte d'ardine x — &),
Ora &l & visto oho 'ulia rostriaions & stperfios, perehd camseguensa dells py == po. Ma rimane da.
eexminare e vioavarss la ipotesi eho wis completa Ja sario carattoristicn dol wistemn canauico tragga
‘Gon ub1a relazions py=pa, o quindi Vesser complota ln serio carsttoristics di ogai altro si-
stema normale sulla snporiiaie,

(1) BEvoda & quests proposits nna mota all introdurions del presents lavoro.

Soarerh prt XL, — Sar, §3, Tom, X.

oS,
-
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questa volia con |O] il sistema delle sexioni iperpiane di F' (sistema che diremo won
stagolare perehd 1a corrispondonte superficie B & priva-di punti multipli); e sisno
v il genere della sezione generiea C od # V'ordine di F. Consideriamo pol il P
i sistomi |0, 01 |Gl - ogginati a |G| dei sucoossivi ranghi 0, 1.
dichiamo 600 #, 7y, # 1a dimensione, il geners od il grado (numero dell
variabili di due curve) di|0y|. Per dofinizions [C,] & il pilt vasto sistema sccante
groppi della serie canonioa sopra la ourvs generica C di |0], mentre |Cy] @ dofinito
dalle relazioni
103 =1€% + #Cl=|0" + (¢ — 1) O] = .. = [Cs £ C.

Dunque 1a serio chie |C] sega sulla ourva € & una ga. (somma dolla seric
canonica e della serie caratteristien, quost'ultima ripebita & volts).

La dimensione di questa serie valo 5, —su_y— 1, dove per &= 0 al posto di
s 8 devo porre 1o dimensions p, — 1 el sistema canonico || sulle superficio F
(sistema residuo di [C] rispetto & |O%[)

Disltra parto quolla seris gro s, @ comtaunta in wna serie completa Ia oui
dimensions & 7w — 2 /n per k>0, ¢ w —1 per &= 0; indioando percid eon &y
Ia defioianza della prima serie (numers che al n. 1 fu indicato con dus.x) si ha

s —l=n 2 —n >0
=g  =E—l—d

Sorivando nella prima relaziono al posta di & i successivi valod £, & —1,
o aggiungendo le nguaglisnzo che cosi si oftengono allultims, avremo

ampt et e+ EEED 5,

Ot 66 & & scolto cosl grands che la serie sogata da | (ed anche da @]
per eid che poi si doved dire) sulla enrva C sia completa (il che & sempre possibile,

i
n. 1) allora Zrz & la somma delle deficienze di futte la seris segate su O dai
7

sistont aggiunti di rango =03 si ha dungue (. 1)

& quindi sogtituondo
® b= U D =)+ KD,

relazione 14 quale ci csprime la dimensiona del sistema |0'3] in funzione di & e doi
caratteri di |C} o di F.

Ora ol vogliamo provurarei wna relazione tra il ganers m, o il geado my di
1€ od 1 carattert @i |0].

Consideriama poroid il sistema aggiunta (di rango 0) a |0’y che n
com |07

Paich ¢

indicheremo

Claer 0|
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o poiokd inoltie il sistema |C's..] non ha punti base sulla suporficie F le cui sezioni
iparpiune costituiseons il sistema [C] ('), me viens, in virth della proprieta caratte-
risticy del sistema aggiunto (%), Sha

agginnto @ |C'l==| 01| - agginto a (€]
[l =0 - ).

Da questa si deduce subito aggiungendo ai doe membri il sistema |(k - 1) 0|
{castituito da (] ripetuto (£~ 1) Tolte)

107t (b 1) €] = (s = 0) - (0 -+ 20)|
=24

Ora. wo ourva del sistema |0~ (=f~1) €] sega sopra. wua curva: generioa di
18] un grappo i
(@2n=2) 4 (- 1) (2w — 2 - k)

panti, poiehi 2, — 2 punki sono segati sull’altima enrva da una 0% 0 3% — 2 - b
punti sono ssrati da wia C. Una curva 3 [20%] soga alla sua volta sulls curva go-
neriga & |O' un gruppo di- 2a, punti; si deve aver dunque

2y = ey — 2 (k- 1) (2% — 2 - )
ossl: ()

o) m—m= (e (e — 1) EEED

() 8o fnfuttl [C'y—,| avesso un punts bass fulla ssporfile , sopra unh earva gncrlen € (so-
sions iparplana, i F) condotta per quel pouto base il sistems |C'a—| soghebbo wna scric
FE=r eS¢ qalidi 1 urva © dovrebbe voro il ganere <, e il pants baso ssrebbo malti-
Blo per B, contro Ia ipotest fatta cho ¥ sia priva 1 puoti multipll

{#) Lt dotta propeiot af enunein eoshs 86/10] o |D] sono dise sistoi Tineari sopra wn enta al-
gebeies, O satoma | agginales ul felino, suenmabo col socondo slstatia D), di un wistema | €7D
cla forma. yacts del Mstonis agginnt . [0~ Dl Jo-dn osso differies pol fattn cho |€-5-D| by
coma peati  uptl, anzichs (3 —1) .opli, quel puati dellento (s aiatcnc) sho somo base ¢, apli par D)
& 808 wona ase per |C]. La dimostracione i quosto tearams, dovato al sig. Exnroues, sl trova
nolla citata « Futrodurions .. s § 97,

) La Formola (19) &l putzebio wncha ottemcro par I seguenta vin, che porh non diffricein
Soafabicn Oa qusll bogeits wel fasto. Bi cantidaed igaelln soperficia al ordine n dallo spasio ordi-
nacla cha sl ottlens dilla ¥ eon ns profeaiine. Sula 7 i sistoma (profosiona 4i) [C4] vien so-
B34 dille saperficio ngyianteal orifn m — 84y quindi 1a eurva gonerica del sliteina ha come
wuperficio aggiunto (el semso! di- Woraa) 1o saperficls 4§ ondine = (1 — B 4-&) — 4 ¢ho passann
I8 mida counsoleute per 1a carva o 1 puntl maltpl A1 P, Ora w41 quets snperiol reds tslesns
€on &1 pland wega sopra una' Oy un grappo di 2y — 2 (k1) (2x — 2} kn) puoti, gruppe
sasiralontn ol YGppo i 2 panti-sigats 4w O dallfnstems di dus soperiele aggiante 1d I dI
ording 5 —38 - £; di qua risalta subits 1a (10).
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Paragonande: eolla (8) i ottisne

(11} a— i+ 1=

nella quale relazione eompariscono soltanto i earatberi dol sistema | €3] (non pit quelli
i [6]) ed il gonro numerico i delth superfisin,

Ora quando un sistema lineare di curve, normale, non speciale (ciod non conte~
nuto el sistama eanonico [K|), domunque ottenuto, ha tali oaratteri (grado, dimen-
sione, gonere) ehe tra ossi o fra il goners numerie dell’ente su eui il sistoma giaco,
passi una relagione: del ‘tipn:(11), noi diremo’ che il sistema & regolare.'Il ra-
gionamento che precede dimostra [ esislensa’ di | snfiniti sitemi vagolari  sopra
Pents, od anai di il modo di costrwirne, perché d ragolurs ogni sistsma cha sia ag-
giunto di rango abbastansa allo ad wn sistema non sngolars.

Per giungere al risulisto ehe cf siamo proposti, rimane da dimostrare che la
defigiensa della serie cavatieristica di un sistema regolare mon @ inferiore alla
differensa iy = pa tra'i geners geoiistrics s numsrico dell'snts a'oui il sisteina ap-
partisn.

Consideriamo pereid un sistama regolare |O] di grado s, dimensione s, o go-
nere 7 ('); sarh per. dofinizione

{11y . r—itr—

P

La seric carattoristioa del sistemsa 3 una’ gy sopri wma € di gonere =3 so
con & ne indichiamo la defleienza, essu & contenuts in wna serie complsia g;—*d
sulla C.

Ora o questa sorie & non spesials, nel qual easo manca il sistema. canonico | K}
sull'ente od # g, =0 (3} ‘o -allote i dove avere

A—(s—1 4 d)=
i

ossia per 1a (11)

TP Py Fa

Oppure 1a Seric edmplita ¢,=1+2 & spociale od allora essa smmette una serie
residua (rispotto alla §Z=,) di dimensione

B—1—af(—1+d)=p+d—1;
daltronde questa seris contiens (o' coimeids oon) yuella: ohe il
o®" sega sulla stessa ecurva C; si bha dunque

P—1=put+3d—1
I=p,—pa.

stema canonico | K|

ossia

(1) Por_stars sin_srmonis. con eid che preeede st nrebbe: dovato, sorivers |Cal i, ma, i
ma si b ommessa Vindice & porchd aroul basta sapere cha il sistens & regolare, poco importasdo
qual me sia Ia leggo di genaraxiona.

%) XL sisbema, eanonico | K] so. esiste, soga: per dsfinizions sopra la eurva generion di un bstema
linears |C] una sorlo confennts nella residng della, serle cartteristicn; se questa & mon mpeciale,
dave mancare [Kl.
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(on (cid: Iultimo teoremn & completamente dimostrato; anal si vede per incidenze

dalla solazione (1) ohe sopra una supsrficis avente 1l genore géomelrics ¢ Rumerico

melle oyné sistema ragolare ka la seris caratteristica (complata) now speeiale.

9. Le considerazioni proedenti, o quali mostrano T'esistenza di sistemi normali
dié ourve o oni serie earutteristichie hanng lu dofieionzd. = g — pia (sopra ‘un ente
i genoei ) conducono alle suguenti. proposizioni:

Condisions. wscessaria o wufivivnts afinchd wu enie algebrice w* abbia it goiere
gaometrico wynale al gosrs mansnica ¢ che ogui’ sistema iineare normale ginzente
sull'enle abliie la serie caralteristica completa.

Ui ente algebrico di genere geomeirico ¢ nwmerico soro ¢ caratlériziaty dal
[atto elia ngné: sistema ineare normale suli'onde ka I sevie caralleristiza complate,
& cha inglive esistono sull'enta sistemi lineari aventi la seric caralteristion noa
speciale.,

10. Per mostrare la focondith degli ultimi teoromi, esporrd qui una  propristd
Qalle involuziont tracciate sopra ghi enti algebrici &i genere geomotrico uguale al genero
nUmArico.

Supponiamo che o coordinate del punto generico di una superficia i possano
ssprimore mediants fnzioni razionali delle coordinate del punto genecieo di- una su-
perﬁnin F; per mad.u che tra le superficie (od enti algebrici oof) @.ed F passi una

slgebrica (1, ) dove supp 5 = 1. Ai punti di ® corrispondono
su P groppi'di o punti. costituenti una involuzions T di ordine #1; ad ogui sistema
lingaro. di curve |} su @ sorrisponda su B o sistoma Tineare |0 il quale apparticus
alla incolusions 1 (3 tala ciod ohe ogni O passante per tm punto genarico di F con-
Hene in conssguenya tubti i punti del gruppo di I determinato dal primo  punto).
Ora 56 supponiamo che In F abbis il genore geometrico ugnale al genere numerico,
alloss ogoi sistema. lineare normale su F ha la serie caratteristica complota (n. 7).
Di qua, coll'idantico ragionamento ohe adoperai in mi precedents lavero nella ipotast
ehe F fosse un piano (1),si dimestrn cho la stesss propriotd relativa all'esser sompleta
Ia sorio caratteristion appartiens pure ulla superlicie @, o si conelude quindi (n. 9)
cho @ ha il gonara geomstrico ugnalo ol geners numerico. Dunque:

S fra dus enti algsbrici oo* passa wna eorrispoudensa algabriea (1, n) od il

el dus apté ha 5l goncra geometriso wgwale al gessre numerico, la stossa
propristi appartiens anche al primo ente.

Od anche: ke propriet di wna superficie di aver il genere geomeirico wguals
al gonsre numerico si trasmette ad ogni superficie il oui punto generico abbia
coardinate esprimibili rasionalmente mediante I coordinate del punto gensrico delin
prima superficie (7).

wn.‘ui‘:‘:ﬂ Fazionatith dells intolusion pians s : Capitola T, in particolare u. 10 (Mathem. An-

e ;':ufm-m ehe, come risulta sublta per vin geometrica o trasctndente, il govere grome-
#3 cul sta Ia involuzions & mag re o o a i et e

i wiore od cguale al genero geomatrico doll'ento &
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1L teorema: ha un corollario molto notevole. Supponiamo che una superficie T con-
tenga una. serie o lgehrica non mzionals di ourve, tale che per ogui puate generioo
i ' passi una sola curva dells serie; in brovesu F gincoia un faseio frrasionale di
ourve K. Costruiamo su F un secondo fascio di curve, quest/ultimo razionale, il che
in infiniti modi & possidile. I gruppi di punti intersesioni di una curva K con una
curva del seoondo fascio eostituiseono eome & ehiaro wia involuzions sn T, tale che
sopra ogui K sts una serie lineare oo di gruppic In conseguenza i grappi della in-
voluziona possono rappresentarsi binnivocamente sepra une superficie rigata @ lo oui
goneratrioi corrispondono. elementa per elemanto alle eurva K (1), 11 genars della serie
delle generatrici di @ uguaglia il genero del faselo delle K (eonsiderando ls K come
elementi). Ora quosto genere & per ipotosi un certo mumero m > 0; dunque il gonere
goometrieo g, = 0, ed il geners numerico p, = — 7 di @ sono diversi, & por conse-
guenza differisoono anche i dus generi di .

8i ha dunque il teorema:

e superficie la quale confenga un fascio irrasionale di curve ha il geaere
geomatrico. diverso dal gensrs numerico; e quindi:

Sapra wia superficie avents i genere geamslrico wuguale al genere numerico
ogni fascio di eurve ¢ lineare,

Roma, Novembre 1884.

(1) Normxn = Geber, Flichen, welche Scharen rationalar uroen besiteen » (Mathem. Annse
len, Bd 9),




Sulle superficie di genere zero.
Memoria di GUIDO CASTELNUOVO

premiata dalle Societh Haliana.

Nella Goometrid sapra wna superficia algebricai primi enti che si- incontrano
sono. quelli elo: possono porsi in corrispondenza birazionale con un piano, gli ensd
(o stgpérficia) rasionals, come hrevemonta 1i chismersmo. Sorgo adunque sin dal prin-
cipio Ja necessith di aver def criteri per dsoiders o nnn- dato supeeficie sia rzio-
nale, oppur-no.

Tali eritori variano naturalmonte seeondo’ i carattori dells supecfiic che si sup-
pougono dat ; o percid possong dividersi in vario categorio.

D'ordinario & parte da un sistema lineare di curve di coi-sis nota 1 esistenza
au quella suporficie, o si ohiede #o o presonza di un siffatto sistema sia caratteri-
stica per una superfieio razionale. Ma i sistami lincari sopea nna swporficis possono
olassificarsi in pift guiso; od o queste corrispondono altrettanti gruppi i ricerche,
Tnfatti i pud far attenzions ol grado del sistema, vale a dice ol numero delle intor-
seafoni variabili di due curve generiche di esso; ed allora si presentano, ad ssempia,
1o ricerclie sulla. razionalith doi pians doppi (grado=2) (1), delle superficie dello
#paaio ordinario doi primi ordini (grado = ording =2, ... 6) (%), delle superficie. di
ordine # appartenenti allo spazio o n--1 o ad w dimensioni (2).

8i pud invees tener conto dei carattert invariantivi della ourva generica del sistema
(igonere, sorio linoaro minima di grappi appartenente s quells,...), o si alfacein allora

) Oumion « Ueber don Zusammenhang... » (Math. Annalen; 3% Noruzn « Gabor dic ¢in-
wtidentigen. Eenentrans farmationen = (Sitzungsb. d. phi med. Soe, su Erlangen 1878}
(%) 8i conenlting i classiel lavori di Oy A, Cubmson, Nornem, Svomy, Cavonatt.,
!l I“_A:n‘bll‘\lnlw i frovano raceolte nolla Nota di quest alting apra i sislemi linears triplamente
IBfici. .5 (Colleotanes Muthomatica, Milano 1881). Al bibliografis snll'argomento va aggiunto il
!’ Novaxn «Uher ionalen Fliches vierter Orduung = (Math, Annalen, Bd. 33).
(3) Dat v . Silla super iz di ordins n iwmarse wolla spasie i np-! dimonaioni o (Rowdie,
Aa. 1 Napoli, 1885 « Sulis superiie dell woe ording immersa nello spasio di n dimensiani» (Rene
dic. Circolo Matem, di Palermo, ° 1),
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wna teoria la quale inaugurata da un notissimo teorema del Sig: Noprume (1), i &
arrieehita in questi nltimi amni di parecohi risultati (2).

Ma il probloma dalla tazionalits delle ewperfizie pud porsi sotto uns forma ben
diversa, ln quale vion snggerita dalla questions analoga cha i incontra nello studio
dello ourve algobrishe. B noto infattl eho nella geometria delle trasformazioni bira-
zionali e superficie algebriche (come le ourve) si sogliono classifieare secondo i valori
(interl) eho’ assumiono cevti caratteri-invariantivi dells superficie, detti generd ().

A tatte 1o supocficie di una elisss (superficie trastormabili birazionalmento 'uma
nell'alten) corrispondono doterminati valori det generi ; ed in pactivolare allo superficie
razionsli eorcispondonnsporiali valori ¢ha, con una seslta convenionte delle costanti,
possono ritenorsi futhi nulli. Viceversa Yavar nulli tuttl 1 goneri sarh nba propricth
carattoristica dolle superficie ririouali? Si o indotti  farsi una sinile domanda ricor-
dando eho un fatto analogo si presenta ralmente per le- curve; Vessar mullo il genore
di uma ourva ' condiziono, mon solo necossaria ma pur sufficiente, afiinchd lu curva
sia razionale (9. S0 la. questione sopra cnuneiata & rimasta sinora sonza risposta,
cid va abtribuito alls grandi difforenze cho (accanto alle analogis) presentano lo due
teorio dells curve o delle superficin.

Una prima differenas s incontra subito nella definizione di genere: Per/lo curvo
(piane); come:d noto, si soghiono dars -due definizioni di questo carattere: Ia definisione
geomatrion (mumero dolle earve linearmento indipendenti di ordine n—3 agginnte

catva primitiva, supposta di ording ), o la definizione aumerica (numero cal-
colato in bass ad una eorta formola i eui compariscono Iondine della eurva primi-
tiva o lo moltaplioit) dei phnti singolati che possiedo); sl dimostra perd che 1o dne

definizioni condncons sempra ad no stesso risultato (quando =i considerano. ourve
irreducibili). Lo duo definizioni &i ostendono, & vero, alle snnntﬁcm. ma i due: earat-
tegi w el esse conducono (gencre geomotrics Py @ GeNgre: AuNErics. ) Possono, per

() & Uiz Flichan ivolshs Schaaven. miann_kr Gurven, bositzen » (Math. Annalen, 8),

() Razionalith delle superficie n sexioni ellittichs (Casvisiovo, Rondic. Ace, d, Lincoi, gen-
naio 1884), n sexioni iperollitticho. (Exmauus, Beudic. m A& Live, dicembre 1898 uspertic
fonent wna rolo g curse ellitiisho od iperellittisho (Castisstovo, Rod. Ace. d
Per I supériicie a serioni di gonere 3 alouni ‘risulfati 'si trovano in una min Neta pubblicuta sei

dell’Acc. di ‘Torisio) 1800,
) Pex Jo definsaions i gmam df un’ ente algobrico sl veds Cuensen (Comptes, Rendus do
8). Tl nome di, genere patrbbe anche estendersi ad
sun natars fosse nemero inforo; condizions questa
che distingue § generi dai meduli, i quali costitwiscono puro doi caratter] invariant dell'ente, ma
possono. vaxiars coneontinuith quando-si passa da wn ento ad un altro.

(%) Teorama uotisimo dovato & Cunac.

§i ossurvi qui il fatte notavols che mentre la-classe dello carva-s (eomo vednemo) delle supor-
ficie ruzionali & piensments dfinits dai ‘valori (sulll) del generi (ano per 1o curve, dus indipandenti
per le suparfivie) ad osex corrispondenti, aceade fnveca in goneralo che assoguati al generi valori ar-
bitrari (enten  certi limiti) non rimane deflaita in-eorcispondenss nus wnica clasee di entl, ms infite
classi lo quall formano per cost dire una varieta continna. Per dsterminara uad clawe entro guests
varloth oecorre fnoltre asseguare i valori di quoi carattori detti moduli cho vaxéano: con continaith
a classe o clatse.
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s supsefielo ssar fstinti on Joro (). Por Lo uperficio rsionali s ha tnttaria 5, =p, =0:
sicehd la questions di oni ol occupiamo pud om formularsi cosl: & posionals ogni
superficie apente aulli i due gonsri, goomotrico o wumerico? Ad essa appunto @
dedicato il prosente lavoro.

Tiouo quala vis 51 prosenta per risolverta. Stabilite le proprietd fondamentali dei
sistomi Tingari' dil curvo sopra una supérfisie avente p,—p,—0, si consideri un sistema
lineara O] sulla superficie, ¢ ad ¢sso si applichi quella determinate sperazione colla
quale &i passa da un sistema lineare ol sistemn sgginto (). Si ottiane cost wn
sistoma || primo. aggivato di |Of al quale si-applica di puovo la operasione stessa;
alfrettanto si fa sul nnovo sistema || secondo aggiunto ottenula in tal guisa, o cost
i eontinma finehd & possibile.

Ora dus casi possono presontarsi: infabti o 1a serie doi sucosssiviagginuti|C].|C'].]C7|
dopo tm' certo dorming si arresta, od allora Vultimo sistoma della serio & di
cos) bussol oo ln ragionalith della superficie segue imwmediotamente. Oppure quella
--ﬂ- @ dnfinita, ed allor 1a superfizie non & certe razionale, poichd sul piano o quindi

sulle superficia mrionali, 'nperazione di agginnzione non pud applicarsi i
ad un sisterna lineara. Tutta la dificolth sta dunque nel deciders quando si presenti
ill primo 650 o quando il secondo. Ora questa distinzions si pud gih fare dal sonfronto
dol sistema. dato ] eal sistema sseonda agginnts |G} 3i dimostra Infikti ehe o |C7 non
contiene il sistemn primitivo | €|, ed allor lo. nominata surie & finita; sppuze |C7] con-
tieng |C], ed allora ogni sistema della sorie contione quello cho lo precede dil due posti,
@ In soria & infinita. Anzi in questo ultimo caso =i dimostra (Exriques) (%) ohe ogni altro
sistoma |D|sulln superficie s 1n proprioth di ssser contenuto nol smo secondo agginnto |D'];
@ oho il sistema residuo di'|D] rispstto n |D”] (eostitaits dalle curve ohe insioms alla
ourya genorica. di |D| compongstio eurve particolari di |D7f) coineide (fatta astrazione
eventuslmente da curve fisse) ool sistems residuo i |C] rispotto a |C7]; quel sistoma
residuo’ & adunque invarisntivamentd collegato eoll superfieis, o la dimensione di esso
aumentata di una unith 44 un nuovo earattero invariantivo P (4igenere) della superficia.
Le superficie avent! p,—p.—0 (como dol rosto le altre superficia algebriche) possono
aneora elassificarsi secondo i valori (= 0) di P. Colla introdnzione del nuovo eazattere

(3) Novams, 1. e, (Math, Auo. 8).

{2 8e U] slstemn dello sovioni plane & uun superficie B di- ardine v dello spazio ondi-
mario, (G711, sistewsa segats sulla, F dalle superficin ad esea agghinte di ondine sa—> (pas
olta, por pgni ourva i, upla o k~2 volta yer ogni panto &, pplol. Alla definizions 3 attribuieco
cratlrs forarlantiv, per ol cho e 1a EE e tm el sl |0 (G
matnns in dus sistemt di oui il seenndo
10 & 31 sistema Tappresentaiivo sl pi mqu S df o - sl 10" | i ricanasen
e i sistemn, dello /curve i ording 1m—8 agginnte alle <.

Appanto por mettars in ceidenza il legame favariantivo che pusss tr mn sistema, Lineare od
AL w0 aggionto. e por ovitare 1o dificolth n aui condurrobbo Is. definizione sopra rivoriata nol caso
chie Ta P avossa singolarith straondinarle, il Sig. Exmiquea dofink crasiomn i aggisnsions solio
forma fuenriafina (per trasformusiont birnsioasli). Questa nnova definisions sl trova riportata n
il gresants lavory; eon » magrioct mmn.sm' iLlettora1a tronarh exposta nella Mer
A .

@ Iarmdumne " dwn. cap. u

Sogrerh per XL Ser, 3%, Tom. X,
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tatta la discussione precedente pud rinssumersi in breve. Data nna siporficie avente
[y pa=" 8 esamini quale valors abbia il caratters P; se P—=0 Ta superficie & razionale,
se P20 T superficio certo non & razionnle. In altre parole: Affuehd wna superfioie sia
rasionale ¢ necessaria o sufieiente che siano verificate ls condisiont py=0, p,=0,P=0
(delle quali ‘pord Ja seconda, como &i vede facilments, sogne dalla forza, ma non
inversamente).

Ma la torea condizione non sard forse conseguenza delle dus prime? A questo dubbio,
cho Vanalogia colla teoria delle curve razionali fu sorgers, si risponde negativaments.
Si dinno infatti esewpi di superfisie (qui- tiportati) o quali hanno uguale 8 4ero sia
il generé gosmetrioo sia il geners numerioo; eppure quelle superfisio hanno P=>0 o
quindi non sono rasionali.

L condizioni di razionalith di wna superficia si troveranno in seguito presentate
solto vari aspetti, sui quali mon & il easo da fermarsi qui; solo parohd il lottors
possa seorgere: come quelle. condizioni-siano applicabili in pratics, quando la superficie
& data mediante i stol caratteri proiottivi, accenno alla forms cho nssume 'enunciato
dell'nltimo teorema, el caso ohe & pibsomplice dal punto di vista projettive.

Sia date nello spusio’ ardinario wia superficie di ordine n #on avenle linst
muitiple alfinfusri dé una curoa doppia.di ordine D e geaere m, nd punti muls
sipli all’infuori di T punts dripli tanto per la superficis quanto per la eurva
doppia condizioni necessarie e suffieionti affiache wia tal superficic sia vasionals
sono e dus sequentiz

(1 —1) (2 —2) (s—3)
[3

1) —(A—4) D=2 Tifiri

2) non' esistwno superficio di- ordine 3 (n—4) passonti’ doppiamente’ per la
ourea doppia della siperfieie primitiva, all'infuori di quelle che si spessana nella
supsifisie stassa ed in una superfisia vesidua di ording n—8.

1. Quando sopra un ente algsbrico (irvedncibilo) eot di punti fsuperfeis) (1) &
dato un sistema lineara S almeno co® di onrve irreducibili di gonere n>>0, rimane
determinato sull'ento un soeondo sistema linears di eurve &, il sisfema aggients ad
8, il guale & caratterizzato dalle sermenti propriet:

1) Ta cnrva genorica del sistema & seza sulla ourva genoriea del sistema 8
(fuori dei punti baso di questo) un gruppo canonico dell'ultima curva (ciot un gruppo
della sorie eanonica gie, giacente su questa curval;

2) comungue si seslga- nn muovo sistema linare T sull'ente, la curva generion
dol sistema lingare somma ST soga sulla eurva generica (irreducibile) del sisteman
linears ST (fuorl doi punti base di questa) un gruppo chie & contonuts in wn gruppo

(3) Seguendo il siy. Exnrques distingueromo &' ordinnrio nol soguito le supericie dugh enti
algebrici b, Parlindo &1 superficie faremo sttonzlond af earuttord projottisi (spazio oui la superficie
apparticns, unding.); éntre per cute algabrico oot latendsrenso il ipo di una inters clzsze 0 snper
fioke (biraxionalmonte identiche).
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canonieo dallultima eurva, & da esso differises per la somma dei groppt di ¢ (=1
punti raceobli in. quei punt éupli della eurva. stessa che sono hase pol sistoma S
ma non pel sistems § (), -

Dalle. relazioni che passane tra un sistema lincare S dell'ente ed il sistema
sggiunte S, 8 possono dodurrs i prineipali caratteri. invariautivi dell'ento. Cost se il
sistemn 8 non & contenuto nel sistema S, la stessa propriokd (di non esser contenuto
nel proprio sistema sgiunte) spetia ad ogui altzo sisbemn lineare sull'vte; si dico
inital gaso eho Lante ha il genora. geometriza nguale a sero (). Se sulla curva di ogni
sistomy linoare, comunque scelta, il sistema aggiunto segn la serie canonica complata,
Vento ha il gensre geometrien wgnale al geners wmerico (. In consegueaza J'te
algobeeo i, geners  geumeleion o musezico. e & complelamente. dofinito dalla
seguents. proj

ay di ﬂ-ﬁm‘lﬂ tinegre 8 aggiunto ad un qualsiasi sistema lineare 8 (irrs-
ducibile, alneuo cob) dell'ente non contione il sistema.8, ¢ sepa sulle curva geasrica
di questo la serie canonica complele; 1a dimensione di 8 & dunque w—1 se 7w @
il ganere di quella. curva.

Dalla proprieth a) si deducono altre due proprieth fondamentali per un ente &
geneta (geom. = pum,) zero, e eapaci (prese insiome) di earatterizaarlo (1) :

b)) La sarie caralferistica di ogai ﬂlbxml Linsara mormale almeno o' sul-
Fante d complata,

o) Sull'snta’ existons sigtemni lineari irreducibilic (almeno %) aventi I seric
caralleristion won speefale; o gusi 8 pud sempre scogliore wno i siffatti sistemi,
dlguale sia inoltne semplice @ prive di curve. fondamentaii proprie (tale adungue
elig o eurve dol sistema. passani per un punto generico dellente non abbiano in
eomune altrl punti variabili eol primo, e tale ancora che entro al sistema, sup-
Pa8to. ey ow Gsitans, sistemi limenri oo™~ eompasti +di- eurve di genere infoviore
al genoro delln curva generica).

1L teoreran, #) @ la prima parte del teorems c) si trovano dimostrati nel mio
lavore gitato ai ! 7 o 8. Quanto alla seconds parte del teorema o), si osservi che
888 & il sistema delle sevioni iperpiane di una supedficie di un corto iperspazio,
Iy quale. sin. s immagine prolottiva. dell'enfe, e sia inoltro priva di punti multiphi,
allor il sistema. 'y sggiunto di range Jad S (vale s dire somma. dell'aggiunto ad §

)
7

{4 L secorid parts i questa definizic
1Al enmncinesi pare sotto farma di t
¢ 8

{dovata,come ho detto ualla prefazion
, ¢ come. fala Yorzh adoporata in seg
& 1omo due ari sopra wn ente algelrico, il vistoma 8 aggiunto al ;
rommate col seeaiids sistema T, o wn sistzma’ ST cho forma parts del sistema aggivnte al
# du wnao differisce pel faito ehe ST ha come punti iupti ansich? (i— 1) upli quei puati
(ae.maistome) che zono dave iupii per 1T, ma nas sona buse per

i voda la citaln » atrodusions..n cap, 1IL,

) Per I definisions di genere geometrico p
trodiczidns... » cap,

L deflalgions b siportata piti avantd nol prosente lavoro (u. 9).

(’} Enniques « [atrodusions... » eap, V

(5) L vola in proposito Ia mia 3
Mamarie, 1895).

d sig, Exauqen)

tomi 8, 8 ai veda Exnigues « i

taorin wAlound risullali aui sistemi lineari di curpe.a
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sopra. definite ¢ dol sistema 8 contabo & volte) ha la serie caratteristion non spe-
ciale quando % & abbastanza alto (L c. n® 8). Ora 8y & la somma di 8 o di &y
sistorna aggiunto di rango £—1; questi dus sistemi (nella ipotesi di & ablustanze
alto, per quanto rignarda il socondo) non hanno punti- base ‘sulls superficie (1), ed
inoltro lo enrvo di S-che passano per un punto @ comunque scelto: sulla superficie
sono (per ipotest) irreducibili, banno wn punto semplice in 4, & nessun altro punto fisso
comune. Seguadi qua che la curve di 8 che passano per @ sono irredueibili, hanno wn
punto semplics in 4, e nessun altro punto fisso comuno; hanno quindi lo stesso genore
della ewrva generies di 8% B oid appunto dimostra ehe il sistoma S & semplico'e
privo di- eurve fondamentali proprie.
Nel seguito indichersmo con |G| un sistems lineare normale sull ente, il quale
s privo di eurve. fondamentali proprie, ¢l a serie carat-

con 1w, la aijol
il suo grado (numero -dnls intarsesioni vaciabili di dug curve generiche), ed il genare
(della C generica); poichd la seris caratteristioa o' su C & completa, pel teorema &),
o & por ipotesi non sposialo, sard

&1
E
1
¥ 5
{x?’
3

A=mtr—1,
Di ogni altro sistemn sull'snte ohe goda lo quattro propietd ora enunciats diremo
che soddisfa aila condisioni di |C) o che ha le proprista di |Of
Tatts la dissussions che segue & fondata sulls fro proposiziont a), &), c).

2. Per vender pi sempliei aleuni ragionamenti conviene di rifericei od una su-
periicic che sia una immagine proisttiva dell'ente algebrico considerato @ del sistema |G}
Supporromo poreid: eostruita in uno spazio S, ad r dimensioni una superfioie T in
talg corrispondenza birauionale coll'ente dato, ehe gli iparpiani S, di S, seghino su F
quel sistema lineare di eurvo: che corrisponde al sistema |G| 11 nuovo sistoma (delle
sesioni iperpiane) di ¥ sard aucors indicato con || La superficie F & non rigata (),
il suo ording 8 7, e 7v & il genere della sesions iperpiana generion Anif = @ il
geoere della sezione it F' praticata con un iperpiano generics tra quelli che passano
per un punto di. P comungue aoelfa (sis pur singolare), poich si & supposto che entro
8 || non esistano sistomi lineari o™= di genere <Zm; questultimo fatto si ssprime
dicends che s F non b punti multipli isolati, oiod tali da influire sul geners di
unu sezions iperpiana. per essi.

Considariam ora sopra F il sistema lineare o ™! |¢'| aggiunto a |CJ; ess0 sega
sopra 1 curva C generica (sexione iperpiana di F) la sorie eanonien g5, (quindi
Ia curva C' generica di |C| ba Vording 2w—2). Anzi possiamo veder eubita cho la
sorie segata dal sistema | '] sopra wna curva Gy sin pur particolare di |O] (purohd ir-
reducibile o di genors ), ¢ ancorn la. serie canoniea eemplata w ==1; poichd se quella
serie avésse une dimensione <Zw—1, la surva O, farebbe parte di qualehe curva €,

{!) Le e n. & seconda nota & ple' di pagina.
1) Unn sapordiio sigats @ seaionl di genese s > 0 ba il gonore wamoricn o — <0, ¢
aquindi non pab essere dell'ents dato, chu la il & mamarico uguals a zero,




—0 =

o quindi il grappo sogato dalla Oy sopra wna © generica (giacersbbe entro al grappo C'C
& percid) sarchbe’speciale, montre abbiamo supposto non speciale;la serie caratberi-
stien di |C) allé quale quel grappo- appartiens (1)

Di qua segue subito (poichd 1a sorie canonicn su €, non ha' punti fissi comuni
& tutti | suoi gruppi) ¢he il sistema aggiunto |C'| sulie superficie B non ha punii
Jbase (comuni 8 tutte le-sug curve).

Promess queste ‘osservazioni noi vogliamo esaminars sotto quali vestrizioni il
sistoma agginnto |C'] goda: la propriets del sistema |}

Noi possiamo. limifare 1a tostra ricerca ‘al caso in cui il goners 77 i € sia = 8;
poichd in corrispondensa ai valori w=1,2 la superficic F di §, ha rispettivamente
Vordine w==7, =1, o quindi medisats projezions da #—3 suoi punti dk wna
superficie non rigata dol terzo o quarto ordine: (quest'ultima con retta doppia) dello
spazio ordinario; ed & noto che ambedue queste superficie sono raziouali, il che ci
dispensa. da ogni ulteriors ricorca.

3. Vediamo anzitutto so |0'] possu esser widucibiie.

8e |C| & riducibile (non potendo esister punti fissi comuni a tutte le '), ciascuna
felle o0 ™1 O (A ording 2 —2) s spoaza in 7w — 1 coniele (¥) variabili in un
faselo, il quale & razionalo come o serie ‘di eoppie di punfi ‘che cssp sogn sopra
niia C generica. Lo B dunque & rasianals (%), 8 1é sua sezioni’ iperpiane sono ourve
iperallittiche.

Viceversa 86 lo sealoni iperpiane 'di' T sono iparellittiche, ¢i veds subito eho
ogai curva aggiunta si spezza‘in sr— 1 coniche di un' faseio ().

Dunque: eccebtiats il caso ohs le cures © siang dperellitiiohs (e i conseguense
s F rasionals) & sistema’|C| @ irvodacibile.

480 il sistema |O'] supposto ora irreducibils non & sémpiice, allory 1o oo ==
curve O' cho passns per un ‘punts ay generico di F' passano in conssguena per wno
0 pitt punki ga.;. g (3= 2) doterminati' dal' primo ay, ‘e oon esso variabili. T1
gruppo di punti ay, @:...dw 02 i’ suoi amaloghi determinano su F una involuziono
T dien* grappi. Ora deve prosontarsi uno dei- dus seguenti casi: o clascuna delle oo™
sezioni iparpiane C di F eontione un certo numero finito di eoppie (i punti) ap-
partenenti o gruppi della”I; oppure ln © gonerics non conbione coppic siffatte, ma
ogni- C condotta per due punti di uno stesso grappo di I, contiene oo ! coppie analoghe.

) Lo stessa ruglonamapto yrors chs |03 1 sistema di fimensione pit slivata fra. quelli
b sogano gruppt delly werid*eanontes sulln curra € gencrica; 8 1l slstema subaggiunte (= aggiunto
Bl eann cho trattiaiio) o C1; dove per sistema subaggionto (di rango 0] a O] o deve futondors 11
Bl vastn sistoma segants mills € genories gruppi dells. sorie oatemics (Eriques).
8 La arm v si sposza necessariamenta in. pii {almeno 7 — 1) eurve - vaciabill (Bimidons
- 1) @ questo 1om pasons omer retto pereh In ¥ nom b rigata.
ek s Usbar Fidchen woiebe Sabueren, narialan. Curoes

ota. « Stalls supae icie algebvicha. lo cwi serioni pianssoso. curva
sperellittiché = (Ramilics Clrodlo: Maténs, 3 Palermo, t. IV).
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11 primo caso si eselude -subito, perchd se duo punti di'anal G genorica presentano
na: sola coudizions (wd ogni € per essi ¢ quindi).ad ogni gruppo della serie canonica
ohe debba eontanali, Ja C & iperslittios, mentro abbiamo supposto i Ja O generica
non: sig ttendo ohe | sia

Rimane' dunque da- trattare: 1 seconda: ipotesi 1o «quale. porta: con s Lesisienza
diso7=1 © iperellittiche comprase entro al sistema delle-se” O von. iperellitic)
1 iperelliftion ogniC ohe contonga dus punti y; i ad uno stosso gruppodi I
quei due punti sono coniugsti (nella serie gt gincente) sulla C;ed ogni altra. coppia
di punti coningati. subla C.appartions ad un: grappo di L. Se dungue tra 1o o *=* curve
iperellitticho © che passano. por. @y ey noi ‘fissiamo oo eurve; formanti un  sistemn
Tingaze; 16 oppic di punti coniugati giaconti sopra queste detsrminano una involns
zioue T, la quale o coincide colla I (s m=2); od & componenta. della T :inguisa

cho ogni gruppo di T & eostitaity da %lgmppi di 1. Ogni “curva 'O ‘contenents una

woppia di I’ contiens <a ! coppis di I, o quindi dne coppie di I' presentano re (non
quattro) eondisioni ad ogni G ehe dobba econtenerle. In linguaggio  proiettivo, due
rette detorminate: da due coppie dit I' giacenti sulls superficie ' di 8, prosentano
tre sale  candizioni ad un iperpiano &, che debba contenerle, ¢ quindi lo: due refte
si segane.. In conseguenza la o ® rette contenenti.la. slngole coppie di I'si segano a
due ¢ due, o (non potendo gineor tutte in uno stesso piang) passano tutte per wno stesso
punte O. Ogai retta conginngente O con un punte di F passa dunque per un seeondo
punto di B coniugato al primo nella I'; ed ogni iperpiano, S,y per O- ssga F in una
erellittion; dus curye iperellittiohs ottonuts con dus iporpiani per 0.si se-
gano (fuori- di. 0) in un certo wumezo i coppie.di punti coniugati, Ogni curea € (i
oriine 2 —32) del sistoma. agginnia |C'] contiene o* eoppie di punki coniugati, e
viene quindi proicttata doppiamente da O mediante un cono di ording w—1 ()

Viceversn so una superfiois I'-dollo spazio Sy di eni 1a sezione iperpiann ge-
neriea. C ha il genore 7= g pon ® ipevellittion, vione segata da tatti gli iperpia
passanti per un punto O Jungo curve. iperellittiche di- genere m, allora dug punti
a1 cho siano, coningati sopra una di queste curve ipersllittiche, presentanc una sola
condizione lla eurve ¢ dol sistenis aggiunto. ohe. debbono. conteneeli; & guindi il
sistama agginnto non & semplice.

Enunciando questi risultabi sotto forma invariantiva, sbbiamo:

I sistema. ) aggiunto al sistema o (O].& semplice, eccottuata £l 0aso in eui
esists wniro @ |C| un sistoma linsare o™= costituito da curve ipereilittiche, seoantisi
@ dus o due in coppie di punti eonigati.

Dells suporfiele F studiata nol presente numero possiamp procararci uua im-
magine. semplica dal punto di yista proiettive, purché projettiamo la P di 8, da r —3
suol puati generict, sopra o spazio ordinario. Se.osssrviamo che una curra iporellit-
tiea: di ‘ording s =t —1 o gonsrs 7z di 8.y (quale & una sexione di F ottennta
con un iperpianc’ per 0) 'viend proiettata da p— B suoi punti generiei in una curva
pian di ordine’ ¥ =2 ¢ genors v —2 dotabs i m punts 4 (projeione di 0)

1) T € non passano tutto por O perchi il sistema. |O'f nem o punit bose) wolla s
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multiplo seoondo ¥ <=2, o di nossun‘altro punte maultiplo, vediamo subito ‘che la
neminata proiezione di F & wna superficie [ detly spasio ordinario, di un certo or-
din:#, dotata df un punto o mubtiplo sscondo w— 2, 1a quols how pud avers eome
curce multipls che’ ratte uscenti da 0, ed 4 priva di puti wltipli fsolati (poiohd
r[lmlt.i mancano sulla. F). Te'sozioni” piane’ Aells- supechicio /' sono curve: Ai genore
— 2, anche so il piano  passa por 03 in quésto nltimo case’ perd somo: curve
imarnl]llmhc
Lo co™3 eurve i ording 2 —6 di £ nggimnto alle sezioni piane: (o' profesioni
delle € di F) stanno sopra coni i ordine » — 8 ehie lo proiettano doppiamente da o,
¢'¢ho costituiscono To suporfieie: di ording »— 3 ‘aggiunte alls £ &i ordine ¥ quei
coni si obtengono pure profetbindo da o dp enrve piane di ordine v — 3 aggiunte alls
sexione piana generica di /1

5. Riprendiamo v suporficio’ . di 8, (4. 2), o supponiamo. questa volta cHo
il stema oot || dells vezioni iperpias di F nd si compagn di eurve tutle ipor-
ellittiohe, nd contenga un sistoma ‘o™= di' ourve iporellittics. Potremo alfermara
allora ohe il sistema aggiunts (C'] & frcadnoibile (n. 3), ¢ semplicn (n. 4).

Ora facendo un altro posso vogliamo dimostrare che il sistema oo =~ | (7| & prive
di enrve fondamentalé proprie, coms |C|; vale a dire ohe seslto comungue un punto
Poan B, lo 27" eurve (' ‘per P (tolte, ovo & spexsing, lo componenti fisse comuni)
hanno lo stoso genors =" della’ C" generien.

Tndichinimo fofatth eon Oy una euive generies del sistema [C| passonte per P,
ol asserviamo ohie siaseuna dolle oo =~* curve ©' per P sega 1a €, (fuori di ‘P contate
wna g6l wolta) in B — 8 punti che variano: &l variare della C; poichd 58 una almeno
delle 2 — 8 intersexioni rimanesse ferma, In enrva G, nominats sarebbe iperellittioa,
contro la ipotesi. fabta. Da oid segue ansitutts ebe P & punto somplice per quelle
oo ™=* O, ‘i guisa che cinscuss di essc, so non si spezsa,’hn lo stesso gemero =’
della € ganorion.

S0 poi ‘futte 1o so7=* O par P sono spezzate, vi devs essore una parte fisa ¢
all esso comune, poichl u easo apposto cinseuna delle due o pifl eurve componenti
variabili dolla O genorioa por P, dovrebbo passare per P, mentro si & visto che P
& punto ssmplics dolla C Quells parte fissa ¢ dovrd passare (semplicamente) per P,
poiolit s non ¥i passasse, essa segherebbe la €y in un punto almeno distinto da P
@ comung 4 tuite lo C pussunti per' P; mentro it fu eseluso dalle eonsiderazioni
precedenti. B fuori di P la eurva o non ha altri punti comuni colla €, generiea (per
Ia stessa ragione). Dunque sulla superficic P dello spazio 8, ln curva ¢ & segata solo
in P (contato una sols volta) da un iperpianc generico condotts per P; b in conse-
guenas wnd refia; retia fondamsntals pel sistama |C'] poichd tutte 1s O condoite
per P contongono I retta ¢. Segue da questo ragionamento che il sistenia || son
pud aver altre curye fondameatali che rette; od in realth pud averc rette fonda-
‘mentali (1),

{8) St vede sublts che 0. F & profisione 4i unn sperficia di ordine n-p1 dello spa
desguita da e 510 punto, In rett che su F apprésents quel punto & fondamentalo
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8o In retts @ & fondamentale per | €' indicheromo con @' — g-la eurva generica
rasidus di ¢ rispeto a |C'| (curva cho insieme a ¢ 43 una curva di |O')). L emva
@ — ¢ ba Vordine 2 — 5, non-contiena parti fisse (par lo considerasioni. precedenti);
o varia in un sistema oo <=*; essa @ dunque frredueibile (poiehd in easo opposto si
speazersbibe. in 7w — 2> 1, 0 pi, owrve tutte dollo stesso ordine >>1, . dovrebbe
essor 3 — 3 multiplo di 7w —2 o di un numern piin elevato). 89 ora noi rinsciamo
a dimestrare che il genore di '— o nguaglia il geners &' della @ generica, avromo
provate ohe ¢ & nna ourva fondamentale fmpropria, e quindi che il sistema €] non
possiede curve: fondamentali proprie, al che appunto vogliamo arrivare,

Indichiamo a tal fine con » il mumero dei punti che la ewrva @ —¢ ha in
comung colla retta g, numero cho carto supers gora (. Un - ipevplang S, oondatto
por 1a rebta ¢ sega la eurva O — ¢ (di ording 2w — 8) in 2w — 8 — w punti fuori
di ¢, punti comuni alla ¢' —p ed alla curva C — ¢ intersezions residua di quel-
Viperpiano colla. superficie F: quindi sulls €@ — ¢ lo co™~2 curve (' — ¢ sogano una
serie 772, Quosta serle & certo speciale, parchi in wirth del toorema fonda-
mentale sul sistema aggionte (*), & certe €' — g oggiunta (o parte di aggiunta) &
C— g3 ora I sorio yf=t—, non’ pud esser speciala 56 non quando

o —8—0=2(r—3) omis w =1,
poiohi il valore o =0 va' respinte. Dunque 1 curve O — ¢ residue di ¢ rispetts
al sistoma 1] segano Ia rotta ¢ in un sol punto; e tants basta per affermare. che
it genero di O — g @ ugualo ol gesero di €, come s dovera dimostrare (%),

Possinmo dunquo conoluders che 32 i% sistema |C'] aggiunto @ 0| @ irredusibile
o semplice, esso |G} & prive. di- curve’ fondamentals. propric.

6. Una ultima questions vimane de trattare sul sistemn O] (0, 2); 5e Ia sua
serio curabiaristicn g,7'! == g™ sin esso pure non spociale, come § por ipotesi Tn
sarle camtteristica =" del sistema |C[; vale a dirs (poichd il sistema sggiunto
%=1 (0] & normalo ed ha quindi Ta soria earattoristioa completa) rimans da vodero
s0 11 numero ' delll interseztont (variabil) i due € sia ngaale &

b —l=nta'—2
dove o & sompre il genere di C". Naturalmente affinel questa ricorea abbia senso,
si deve supporre ¢ho il sistema [C] sia irreducibile, in altre parole che O] non sia
costitnito da curve tutte iperellittiche; ma nessun’altra restrizione (oltra a quelle
contemuts mel m. 1, e)) & neecssaria (4).

(3) Exntquss = Murodusiane... » cap. 1.

(%) Tooroma ricordata nella seeooda neta al 1. 1.

(% Exmaus s fatrodusione.. = ca

(9 Verumpit som ookeed memmens: I sondizkons- ks Ja verl, savattoriston 41 0] alx nou
special (3 cai 6 puta 2l n. 1y 0, perehd quest nan compacaes nela dimortssions. Di qea s

aggiunto di un. altro sistema somplice: irsoducibile privo i carve fandimentali proprie.
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Par caleolare ' siprendinimo I'ente algobrico (git considerato al n. 1) del quale ¥
3 una immagive projsttiva; ol punti dell'ento corrispondono i punti v le curve ecee-
sionali di F. I sistewi lineari [C] o || sopre F sono immagini di due sistemi li-
peari. (she indichersmo. cogli stessisimboli) sapra Vente; o questi avranno eerti punti
Dase, in parte comuniy in pate o,

In particolaro un punio dell'ente chesia Lase per [C] o non per|C], ba per im-
magine su F ung curva (scoezionale) fondamentale pel sistema |C'| su F, curva cho
deve ridursi ad una di quelle retie nominate mel n. 5 (essendo quests lo sole curve
fondmmentali di |C7|). Tovecs un punta dell'ents cho sia base per |C'| e non per |G| la
por immagine un punto di P hase pel sistema |C'| s F; ma fu gik osservato (n. 2)
¢ho il sistoma || su F non ha punti base, dungue sopre Lento non esistono punti
che siano bass per O] e non per |OL Ne viene (applicundo il teoroma fondamentale
sui sistemi aggiunti. pit volte ricordato) che il sistema aggiunto al sistema somima
di |C] ¢ |1 ossia a 10—+ G| caineids cal sistema. [20'|, ¢ contiens 1l sistema |C+C"|
dove |G| & il sisiema aggivnto a |C') (o 1) secondo aggivato a. |C).

Di questa doppia Do ora Ia prima parte,

i sfruttars in seguito 1a soeonda parte,
Ly eurva generiea i [C-+C'] b il genero

mym v 2 — BB — 8

perehd € ¢ €' hanno i generi 7, 7' o si sogano in 3 —2 punti (7). La curva ganeries
di [2¢] aggiunta alia curea generica di [C— O] sega quest’ ulfima in 2rr,— 2 puati;
dungue 1a. C genorica Sega la curva generica di |O-+C'] in

m—1=8r—d-+n'
punti. 8o in partieolare Tultima. curva si spesza in due eurve G, , Ci' generiche entro
ai sistami [6],1C] (i1 cho non altera quel mumero di mmmom). tra le nominate
Sr—d ’ intersezioni si trovane § 2w —2 punti di incontro della O colla Cy; le
s, 35k itoreaiond. sune: Acterminato dalln . culla 0y Dunque sta il
fabto che il numero delle intersezioni di due O genericho, ossia il grado del si-
stema. |C7), &
W=/ —2

conie &i doveva dimostrare. Di qua il teoremn: o seria aratteristica del sistema |G|
o essa pure non speciale, come per ipotesi. & quolla dol sistema |Cf

7. Riunendo i risnltati contenuti nei nn. precedenti pessiamo ora enunciare il
saguents toorom:

Sopra we enle algebrico di genere (geom. um.) sero wn sialema lineare
@r|C] dé curve © non iperallitiichs (quindi di gensrs n>>2), sistoma. irredusibile,
sempiice, privo di curve fondawsutali proprie, & seris caratieristica now speciale,
ha il sistoma aggiunts |C'| che & pure irredueibile ed o serie caratleristica  non

1) Bxwguzs = Introduzions...
SecrerA ver XL. Ser.
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Specials; se dnolire entro a|C| won esiste un sistema linears o ™=V ullo composto
di ‘eurve ipereilittichs, allora |C'| & esso pure somplice o privo di curve fondanten-
lali proprie.

Nell'ultima. ipotesi al sistema |C'| od al suo aggiunto |O"] si possono applicars
gli stessi ragionamenti fattl or ora per |C| o |C']. Cosd continuando e eostruendo lag-
gimnto |C”| i |€”], ece., uno dei due soguenti casi deve prosontavsi:

1) o i suceessivi aggimnti |C[, |€7]..., per quants si prolunghi la serie, sod-
disfano tutti alle proprieth di |C[; vale a dire sono irreducibili, semplici (di dimen-
siono.>>2), privi di eurve fondamentali proprie, ed a serie caratteristiea non spociale;

2) oppure si arriva ad un primo- sistema [0%] (F==1) il quale non soddisfa
pill o gualewns delle proprietd di |C|. Questo caso si spezan nei dun seguonti:

2) 0 il sistama 0] & riducibile e quindi Ia curva generica del sistema. pre-
cedente |G| & iperellittica;

27) o il sistema 0| non & semplice (in particolars ha dimensions <3, &
parte il caso che la curva O genorica sia razionale, e4so che porta como immediata

1 rast dell'ente vonsid ed allora entro al sistema precedente
1G] eho ha la dimensions ri-, (=38, poichd essa per. ipotesi & semplico), esiste
un sistema lineare di dimensione r;—,—1 tutto composts di ourve iperollittiche.

Nel caso 1) Fente algebrico che si considers cortamonte non & razionale, poichi
Topecazione di aggiunzione non ha termine, mentre il contrario accade sugli enti ra-
wionali (ad es. sul piano)

Nel caso ) invece I'enta algebrico & razionale (sft: n: 8); finalmenta il caso 2%
si presenta, come mostrerh Vultoriore disoussionc, ftanto sopra enti razionali, quants
sopra enti inazionali

Noi ora appunte vogliamo stabilire un oriterio per deciders in base ai caratteri
del sistema ] dato sull'ente, quando si presenti il caso 1) e quando il caso 2), @
sotto quali restrizioni i1 cazo 27) condues ad enti razionali.

8. Conviene pereid ehs nol mettiamo in relacons il sistersa lineare || col sistoma
sacondo aggiunto |07) (o aggiunto A1 |G, i) qualo corto esiate ed & 5 so ln curva
generica ¢ non & ipersllittiea, o se inolive la curva generica O/ del sistema primo
aggionts ha il genere #>>0; (1o ipotesi opposts conducano a superficis razionali). Ta via
da seguire ci O suggerita da un lemma di eui una sola parte abbiamo adoperato
nel n. 6. 81 & visto infutti ool eho il sisteme |0} 07| & contenuto(nou esclusa. 1a aoin-
cidenzn) nel isterna |2 C'| (agginnta & |G- C'f). Seqns ohie 1a serio sogata sopra una ©
geuerica dal sistema [C--C'] & contenuta nella serio gi==¢ che sulla O stessa sega
il sistemn 2 C']; Is prima serie adunque aved Lordine 47 — 4—d (eon 9220), ¢ in
conseguenza Ja serie segata sulla |C| dal sistoma || avrd Fordine 47— 4 ——d
(polehd w somo le intersezioni i due C).

Quanto alla dimensione dell'ultima serie, possiamo dire oho essa & ugnale alla
dimensions 7’ —1 del sistema [C”], 8o la onrra © genorica mon fa parte di qualche
ourva "; ed & inveee minore di &'—1 ¢e ogni ¢urva C fa parte di qualche curva C7.

La stossa condizione pud ancho esprimersi in forma diversa. Se infatti |C] & con-
tenuto in |C”|, allora [2C] & contenuto in |O+-C'} 'altronde questultimo sistoms. &
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contenute in |2C°) dungne in fne [20] & contonuto in [2C') Viceversa se |20] & con-
tennto in [2€7, i1 sistoma | C-07| aggianto 4l primo & contenuto nel sistema | C'--C"|
aggionto al secondo; una ourva spozata O-C" fa parte adungue di wna curva di
|6'-4-C7] obe carto. devo spezzarsi mella Ced in una curva di |0| contoncnte Js G5
gicchd |G| & contenuto in |C|. Possiamo dunque enuneiar cost il risultato s cui
siamo arrivat

La serie Gin=s-n-t ($350) segata sopra wna curve C generica dal sistema
saoonda aggiunto |G}, ha la dimensione w'—1 s¢ il doppio |2C| del sistema pri-
mitivo non & contennls nel doppio |20) del sistema aggiunto; ha la dimensione
<n'—1 el caso appost.

9. Per yoier V'importanza dells distingione che qui ci i presonta & opportuno
vichiamare qualshe nozione della teoria generale degli enti algebrici doppiaments infinti.

Quando sopra un ente algebrico oo si mette in relazions un sistama linears §
(almano <c*) col sistema aggiunto &/, duo easl possone darsi socondo che I ultimo
sistawn contiono o non eoutiene il primo. Si dimostra’ perd (*) ohe il presoutarsi del
primo o del seeondo easo costibuisce una proprietd indipendente dsl sistema 8 cho
si flssn su quell'ente; lu stessa propriet sussiste qualunque sistema si sostituisoa ad 8,
ed & intimamente legata colls natura dell'ento. Si pud anzi dir di pitc s & § con-
tannto in §, il sistama 3 residuo di S rispetto ad § (liberato sa ocoorre da punti
eho siano componenti flsse) won varis quando al poste di 8 ed 8 si sestituiseano doe
mmnovi gistem di eui il secondo sia U'agginnto al primo; il sistema 2 & dunque legato
dnvariantivamente coll'ente, o dicesi sistema canouico dell’ snte; la dimensione di 3
aumentata di una unith (sssia il umero delle enrve canonichs linearments: indipan-
dentl) dicest (come & nota) gensre geometrico py dell'ente algebrico. Ora & ehlaro cho
507, >0, 50 adunque wno (@ quindi ogni) sistema linears 8 & contewnto nel suo ag-
ginnto S, ollora anche il doppio 28 di ogni sistema linears & contenuto nel doppio
28’ del proprio. agiunto; e le cwrvo residun di 28 rispatto a 28° costituiscono (a
meno di punti fisi) il sistomn 23 doppio dol. canonio, detto - parcid dicanonico, il
quale & pure legato i coll'ente; Ia dimensiono del sistema 23 aumen-
tata di onn unity, ossin ¢ numero delle curve bicanoniche linearments indipendents,
da un nuovo caratters invariantive P (= p,) dell’ents (camattero che dipende da p,
@ dal genore di una curva canonica).

Ma e, come acends mel easo che ¢f interessa, Tente algebrieo ha il genere
goomefxico p,—0, non risulta pik 8 priori (o non & sempre vero) cho il doypio 28
di un sistema Tineare possa esser contenuto nel doppio 28 del proprio sistems ag-
giunta; si possono, @ vere, citare ssompi di enti algebrici sui quali quella proprieth
§i verifioa per un certo sistema 8 (2); ma la stessa proprieth si verifioherh in conse-
BuEnIa por ogni altro sistem sulla superficie? Ed il sistema residuodal doppio 28
iy sistoma rispotto al doppio 2 del sne aggiunte sack indipendente dal sistema
da oui s parto®

() Bsnguen = Jutrodusione... » eap, YL
(%) Si veda per o6, 11 n. 15 del prosente Invoro.
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Alls due domande i pud risponders affermativamente; il sig. Exriques dimo-
gten infatti (') che il sistoma residuo di 28 rispetto a 25 ha proprieti invarisntive
anche sugli enti algebrici di genare geometrico vero; gli consorveromo il nome di
sistema bicawonico, e vontinneremo a indisare con P il numero delle curve bicano-
niche linearmenté indipendenti, numero ¢ho sark sémpre un carattare invariantivo del-
Tonte. Questa volta (p,—0) potrh anche cssere P=0; ¢id accadrd quando 28 non
appartenga a 28% T sark poi P—1 nel caso cha la curva generioa di 2 S formi parte
i una sola ourva @i 29, ancho se non vi & curva residua (so 2 8 coincide oon 2 8

Siamo cost condofti a classificars gli onti algebrici di genere (geom. = mum).
uero secondo il valore di P(=0). Ora tra gli enti nominati si trovano gli enti razio-
nali (rapprosentabili punto per punto sul pianc); o qual valors di P corrispondono
enti siffaiti? A1 valors Pi=0, come & chiare; poichd sopra wn ente rasionalo (ad os.
sopra un piano) esistono sistomi S (ad es. il sistema di tutte lo curve pioue di dato
arding) tali cho 2 § non b contenuto nol doppio 28" del sistema agginnto. Vediamo
dunquo che condizions nacessaria afincké un ente wlgebrico (superfcis) di' geners
(goom. = mum.) sero sia rasionals, & ohe anche il caratters P sia wullo.

Ma tutbo Vinteresse sta nel declders: so questa condizions sia pur sufliciente; che
fosse necessaris poteva rifenersi evidente a priori.

10. Per trattar la questione ora praposta conviens premotbere due. osservazioni
sul sistoma bicanonico. Ta prima 3 di natura invariantiva.

Sopra un ente algebrico consideriamo un-sistema lnoare S iredusibile oor (r=>8),
i grado # o genere ;o sia § il sistemu sggiunto ad 8. A sistema bicanonico
(se esiste) & por definizions il residuo di 2 S rispetto a 2 §' (a parte eventusli ourve
socexionali fisse), e soge quindl sulla curva gonsrica di S una serie che ¢ residua di
quella segala swlla cwrva stessa da 28 (sorie doppia della saratieristica gt
rispetto alla saric segate da 28 (serie doppia della canonica=2g5=) (). Ta
propriets qui ouuneiata, non & perd sufficients a earatterizaars in generale il sistoms
bicanonico; ma & sufficiente nel easo cho il sistema 8 sia privo di eurve fondamentali
proprie (%)

11. B veniamo ora alla osservazions di indole profcttiva sul sistema bicanonico.

Consideriamo nello spazio ordinario nns superficio / di ordine #. 1 noto che la
¢urve canoniche di f° (ove esistanc) vengono segate dalle superficio aggiwite ad [ di
ordine w— 4, superfisio eostratte a passare h— 1 volte per ogui eurva i .upls di £
(hZ=2) o k—2 volta per ogni punto & .uplo isolato di £ (&= 3), nella ipotesi
che Lo singelarity di / siano ordinaria (1.

00 « Introdusions... w cap. VL.

() Di qua segne per cs. ebn 50 a>2w—2 od r>u Hon esiste slstema bicanonico ¢d & quindi
P=0; 16 y=@x—2 od remz allora P31, ece.

(%) Bxmiques « Jatrodusiang.. » cap.

(9 Xom

w « Zur Theorie dos eindoutigon Entsprechens...» (Mathom. Annalen, 8)
norale, nella ipotesi i singolarith qualisivoglians, 18 primn condizlons ol traduce
well'altrs i scgase | piani genorici in eurve aggiunte allo. eorsispondenti scaiond di £ ¢ quests
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Ora & chiaro ehe linsieme di dus superfioie aggiunte ad £ di ording n— 4, 0od
anche ogni superfisio di ordine 2(z—4) 1a qualo si oomporti come la precedonte
superficie composta (abbia Lo stosse molteplicits) Tungo 1o eurvs ol i punti multiphi
isalati di / (senza conbenor 18 £), sega sopma £ una ewrva Bicananicd (siod apparle-
sente al sistoma. doppio del cansnieo); sicoh lo presonza di wna siNatta supurficie
gil i por sb sufficiénte. per asserire cha 1a f ha i caratiors P20 ().

Non deve credersi perd che tutte le curve bicanoniche poseano in gencrale of-
‘tonorsi mediante lo nominata superfivia; ma si dimostra che ogni eurva bicanouica
i f o ottenersi. mediants wna supecfiele df ordine 2(n— 4), 1a quale (nella ipotesi
di singolaritd ordinarie) sin costretts o paseare A volta per ogni curva'A.upla di /
(§=2), in guisa pord chi lo sozioni dulle duo suporfieie oon wno stesso piano ge-
norico abbiano in comne ancors h— 2 punti infinitamente vieini sopra ciascuno
deghi & rami uscenti dal punbo b uplo (in futto 2 A(h — 1) intarsezlont assorbite dal
punto & uple); o sia costrstta inolire a passaro doppismente’ per ogoi punto triplo
isolato di £, o & volte por ogui punta k. uplo isolato di / (k= 4), in guisa pord che
poll'ultimo caso 1o sezioni délle due supérficie eon uno stesso plano generico passanta
par quel pnto abbiano in comune ancora & — 4 punti infinitamente vicini su ciascuno
def /e rami uscenti dal punto (in tutto 2 & (— 2) intersczioni assorbite dal yunto
Fuplo) (9). Una siffatta suporficie i ordine 2(n— 4) si dard biagpiunta sd /.

Nella ipotesi pit semplice che la [ sin dotata soltante di ewrea doppia ¢
o alibia punti multipli isolati (3, lo superfeie di ordine 2(n — 4) biaggivate ad [
(secanti dunque su £ futto il sistema bicanonica) sono caratteriszate dal fatto di
passar doppiaments per la aominata curva doppia.

12, Cid posto riprondiamo il nostro enta algebrico di gemere (geom. = num.)
xero, & supponiamo ora che sia pure P— 0. Considerinmo sull'ante il sistema |C| do-
propriets nominate al w1 ¢), e eostrulamone § successivi sistomi aggionti
+ noi voglinmo dimostrate anzitutto che la serie di questi non pud pro-

lungarsi. indefinitamente.

condizione & suflicionts o caratioriazare uporficia agginnts allerchi / non possieds punt mol-
tipli faofati (tali da faflairo sul geners di wnn. sezions pinna i f otfcnuta con un plano condoito
por tno i assi). Se invoco / possiede pantl multipli feolati accarre inolire precisare il comportamasto
A o superiic ta i ciascano i quelll, « qui si possono presentars netevoli complieasioni
dipendont dalls naturs, della dingolarith.
. () Pex una superficis £ dotata di curre multiple quallsivoglions, ma priva di- pusti malfipli
isolat, o1 pab s dirs cho ogni wuperficie di ordine 2 — 4) 1a quale determini sopra un pisne
gomerico una curea cho (rispotto all corrispondents sezione di f; nof punti multiphi di questa) s com-
Tortl coma Tinsiemo di duo eurve aggiunte, & non contenga f, sags 5u funs surva bieanenics (n. 10}
i wnin siffatta superiicie prova cho P> 0f di quests ossorvazione dovremo tence

) Bsuiquss « fatrodusions.. = cap. V1
) Com cid non et eaclude . presenaa i pant & upli (k> 2) solla. superhcie, ma st esige
ho or ogui ponto . uplo Ia carva doppia. past -Lz—LL volta,
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Supponiamo il contrario, & supponiamo. che' olasoano dei sistormi
(LB {40 4 P [ P

di- dimensioni 7, ;77 ey 7%, ..., 8bbin la atessa propriets di |C|. Seolti tra quelli;
tro sistomt. consscntivi, ad es. |C|,|C'|,|C”}, considoriamo In serie di grappi, ¢ho il terze
sega sulla curva genorica C del primo: Abbiamo gid visto (n. 8) che questa serie ha
Yordine 4w — A —n — d (dove w ol 2 sono il ganers ed il grado @ [C, ed 4. =0),
o la dimensione ' (poichd, essendo P =0, |C7| non contiens |Of). Ora la sarie
§ix— s —w ¢ S0pra una ourva € di genere w & certo non speciale s w— 1 <Z#"
ossia g6 ' <" ed & pure mon speciale (nel caso che stiamo {rattando)se ' = #%,
poichd nella ipatesi opposta quella serio (avendo la dimensione i — r — 1) dovrebbe
onineider colla serle canonica g%, di O, ed il sistoma |O”] segands sulla eurvu
generica di [C] la serie canonica, doveebbe: eoincidere con || (. 2, ultima nota), il
che & impossibile (n. 1, a)).

Dunqus o si ha:
1y i,

oppre 1a serie giy_ . _._ 2 & non speciale, ed & in conseguenta:

(r—d—n—d)—r" =n
ossia (ricordando ohe =+ r—1, 71,8 =0)
@) A —r
Similmente ragionando sui tre sistemi consseutivi O], |0],|C™|, si trova che o
ay =
oppuro
@y P

E qui va notato che so sussisto la (1), allora sussisto pure Ia (1), poichd la
stosea (2) sommata menibro & memhro ecolla (1) ef db la (1).

Questo wagionamonts naturalmente si pud continuare a condnce al seguonte . ri-
sultato: melle serio dei mumerd (Enderd, positive) v ¥ ¢ (¥ .., 190 . od wn
dei termind ¢ inferiors al tsrming precedents, ed allora da ,m posty in poi §
Lermind vanno successivamente decreseends ;oppure le differense tra ciaseiws termiie,
e il procedents vanno successivamente decreseonds:

T

Ora. entrambi questi cast (dei quali il secondo fiuisco per ridurst al prime) sono
incompatibili colla ipotesi che sia infinita la serie dei numeri », ossin dei sistemi
sucosssivi agginnti. Dobbiamo dunque concluders che percorrendo questa ultima serie
si giunge necessarinmente ad Un primo sistama |G|, il quale pid mon seddisfa alla
condizioni di |C[
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18, Abbiamo gid  visto' (. 7, 2)) como questo fakta possa prosentarsi; dei due
cast ), 2") & oni @sso @4 luogo, abbiamo gib notato che il primo & possibile soltanto
sopra enti rastonali, & ol siamo riservati di discuters in seguito il caso 27), in cui
sull'ente sta un sistoma |0~ | & dimensione r  , = 8 godents 16 propriotd di |C|
o contenents un sistora di dimensiono »— ; — 1 tutto composto di eurve iperellittiche.
Ora siamo in grado di compiers la discussions.

Possiamo nuzitutto asswmers come innnaging proiettiva dellente algebrico (n. 4)
una, superficie / dello spazio ordinaris, di un carte ordine v, dotata di un punie o
multiplo secondo ¥ — 2, non avente altre curve multiple che rete uscenti da o, di
tali molteplioita oha il genero délla sezione piana generies ¢ risulti ngnalea »—2,
sia chio il piano passi o non passi per o 1a /& priva inoltre di punti singolari isolati. 11
sistema |¢| "~ delle curve di ordine 2 — 6 sgginnte al sistoma |o] delle sezioni
piane di £ vien segato v f dai coni di ording »— 8 ehe passano h— 1 volte per
ogni retta k. upla di f, ¢ sono quindi aggiunti ad £ ed alla seriona piana generica
di /. Ora i dico cho se il caratters P (dell'ente ¢ quindi) di £ & zero, quei coni
sono. raaionali. Supponiamo Topposto se & passibile; esisterd allora lmeno nn cona
di ordine » — 0 aggiunto ad e, il quale passerd i — 2 volte per ogoi retts 4. upla
di £ Un siffatto cono progo insiems al cono di ording » —2 tangenta sd fn o, il
quals passa & volte (almens) per ogni retta . upla di /, & complessivamente una
superficie (cono) di ordine 2(» — 4) passante 2(h — 1) volte (almeno) per ogni retta
Aoupla di /; superficie 1a quale, segando wn piano generico lungo una curva che,
rispetto alla corrispondente sizione di' f, st comporta come Yinsieme di dus carve
aggiunic, & wna particolare superficie biaggiunts ad f: e eid non & possibile poichd
In f per ipotesi (P — 0) non ammetto superficie hisggiunte di ordine 2(v — 4)
{pel 0. 11). Concludiamo dungue ehe i coni d'ordine » — $ aggiunti ad / sono -
gionaliy o quindl sono iperellittiche le o ¥=2 ourve ¢ di oding’ 2(»— ) cho essi
Segano spra £ Ore Poiohd il sistema |e| ha lo proprietd di |Of (n. 1 o)), il sistema.
agginnts || b la serio carsbberistica non specials (n. 6). D'alira parte & noto (1)
oo uns superficie la quale contanga un sistema linoare di carve iperellittichs a saris
earnbloristica non spesiale, & razionals (essluse &l solito e rigats irrasionall
dismp dunque cho anche in questultimo caso che oi rimaneva da esam
ossia Vente algebrico cho casn rappresents, & razionale.

14. Bd ora possiamo enunciars il risultato finalo dolla nostra ricerca:

Afinchd wi énte algabriea w* (superjicic) sic rasionals (rappreseutabile punto
Ber puiaty sl pians) d necessario. ¢ suficionte che siano malli il generd itimsrica
Pay ik gencre. geometrico py od il caratiere P (definite al n, §). Lo tre. condizioni
1on sono perd indipendenti, perchd Ia p; =0 & conseguenza della terza P =10 (2 non
Yiceverss), eome i & mostrato al 0. 9. Invece la prima e teris condizions g, =0,
P =0 sano indipendenti, d esistono superficio per onf si verifien una sola dells due.

)81 veda ad e 1 miaNota « Sulle superficie algabricke che contengonc una rete di curve
Sperallitiiche = u. 4 (Rendic. Accad. . Liuced, 1604); la questione sf riduce subito & quella della
maiomlith, del pionl doppi ik risolta dai laveri di Crenscat'o WER.




— 120 —

Sotto varie forme. pud presentarsi I enunciato dello. stesso teorema; notevola &
1a seguento:

B ente. algebrice oo di goners numerico sero ¢ razionals se e condidits
wn sistema Lineare di- eurve irreducibili, sistema. almeng oo, 4L cui grodo # s
pert 2w — 2, dops w & il gonsre del sistema sfesso (o la eni dimensione 7 superl
); poich in tale ipotesi & P =10 (n. 10, prima nota)()).

Dal punto di vista proiettive pud riuscire utile anche il seguents snunciato:

Afnehd una guperficis di ordine  dallo spasio. ordinario sin rasionale & ne-
cessario o suficients che oltre ad avers il geners wumerico zero, ¢ssg nen ammlia
superficie biagginnte di ordine 2 (n— 4) (allinfnori di quells che. contengono tutls.
1a superficia: primitiva) (n. 11).

15, Per esaurive lo nostra risores rimane ora da mostrave con effotbivi eseniph
olie. esistono superficie aventi il genere geometrico ¢ numerico zero, ma P20,

1) Un primo essmpio molto semplice di siffatée superficls mi fu -uggmma.l
sig. Exmiouss, Si immagiol una suporficio 1 del sssto ordine, 1o quale possi. dope
plaments per i sei spigoli di wn {etrasdro o tre volls per ciasoun verlics, super:
fiie ecorto esistenta como mostra L'equazione :

(1) fa (@02 2ay By @y 0, @0 82 Bey 82 2a) + &0 B1 & 21 1 (T11 Ty 800 2) =0
dove fu @ ¢ sono forme quadratiche quaternarie nelle variabili indicate tra paren-
tesi, ed @ @y #a2c=0 b il nominato tetraedro. La F* & priva di pmm ‘multiphi
isalati, poichd eomunque si seelga un punto sulls superfiie (sia pure in un verties
del tetraedro), sempre il piang generieo eondotto pel punto sega F? lungo una curva
C i geners costante 77 =4. Quindi le superficie aggiunte ad F* sono soggette alla
sola condizions di passare semplicemente. per lo sei rotte doppie di F*; e le supar-
fiele biagyiunte alle sola ocondizione di passare doppismente per lo stessa sei rotte
(n. 11). No vieno che la F* non possiedo superfisie aggiunts di ordine 6 — 4 — 2,
od ha quindi il gensre geometrico py== 0, mentre il genere manerics J pur 5850
=0, poichd § sef spigoli di un teteaodro impongono ad wna delle oo® yuadriche delly
spazio 10 condizioni. Tuvece asisto waa (= cof) suporficie di ordine 2 (6 —4) =4
biaggiunta ad %, e si compone delle quattro faceie del tebraedro; quindi (n. 11)
iz % ha P==1; od in conseguenza non ¢ razionale. La superficie biaggiunta del

1) Tiultimo tooremn, tondo waperfua o dinenssion cho e trove nel eapitolo 11 della mia
Nota u Sulla razionalitd dalle incolusioni piane» (Mathem. Anmales, Bd. 44); poiehi quanda sia
dimostento (capitolo T 4i quells Nota) che sopra una superficio i eul ponti rappresenting § gruppl
i una fnvolusiono pisna, ogni sistema Thheare d1 curve ha 1n sarie corattoristion completa (qaindl
Py=—=u) 60 esistono sistorni di dismensions superiore l geners (quindi gy — P=0), i pod conch
dere sens’altro Ja raxionalith di quella superficio o di qusila fnvolnciane in base al presents lavare
(o <ul consideraziont perd hanno vari punti di eontatty olia Nota dei Math. Aus).

So pol & bada al 5, 15, lemma a) della Nota citats, da osso o dal teoroma. dol tosto & de=
durrh facilmente 1L ssguonte: B razionale wna superficie dells spazic a r dimensioni S, priva di
punti multipli isolazi {a quais enga segata da wa iperpimn Se_, gencrico lunge win curva mor-

maie di ganteé v (o uindi di ohding n = w7 —1); bastercbbaro anohe Lo ipotest ey
om=8u — 1 (presa insiomo), purehd sempre 1a superfielo fosse priva di pantl- singolar! isolat.
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quacto ordine non séga B faori- delle linee multiple; quindi la eurva bicanonica di
F* (intersozione residua) b, si pud dive, Yordiua. soro ().

Al resultate B ==1'si pud unchs arrivare csservando ohie su F* il sisterna li-
sears, ee® |C'| aggiunto al sistema |C] delle sevioni piane della superfioio, & segato dalle
suparficie_cubiche passanti semplicemente per gli spigoli dal totraedro; (dal cho segus
fcilimontd cho [C] ha il gonere ' == 4 od il grado ' =6, como. 0}, quantunqus
(@} sin distinto da (Of). 1L sistema [20'| doppio i |O'] vien segabo: su F* dallo su-
perfioie. di ordine 23 ==6 cho passano doppinmente per gli spigoli del totrasdro,
dunque. dalle supert 1o ot equazioni si ottengeno dalla (1) lasciands variare i
coefficienti che in quella contrang. Ora tra quests superfisio si trovano pure la

L@ e (1, Tny 2y 2) =0,
dove si laselano variare i dieci eoefcionti della forma gy quindi il sistomo nor-
maly [2C] contione. le sezioni di F* eolle quadriche; gy =0 dollo spazis, contiens
adungue i1 sistemn normale |25, doppio. & [C]. Ansi si vede subito (confrontando
adl o5, i geadi, entrambi =12, di |2C] o {20]) che |207| coineide con |20}, dal che
segue appunto Pe=1.

10 sistema |C"] aggiunto di |C'| ha la dimensione w'—1=8, ed & contenato
(2. 8) nel zeoiduo di |O] rispetto a |2 0| =2, residuo che &]C| stesso; anzi poiehd
1C°| ¢ |C| hanno la stessa dimensione sogun che |C7| soineids con |G| Quindi Vag-
giunta |07} di |0| eoincide con |C), o cost via; Vioperasione d aggiwnsions appli-
data pits wolts @ |C| & periodica col periods 2; ossa non ha tormine, ed in cid si
ia una nuova prova dal fakto che T° non & razionale:

Qui non mi propongo i fare wno studio completo della superfisio B¢, sebbene
questo poirebbe rinscire interessanto sotbo vari aspotti (). Solo fard notare che la F*
modiante Iz trasformagione eremoniana quadratiea dello spazio

EEE = Y B 0 Y
s mata in una superfisie del quints ordine Ia oui equazione ha il saguents tipo
vi i Gy
Aty by b gy e )t e Y e o, 5 =0
dove ¥y & wan forma. oubiea cho contiens oiasouna dollo quattro variabili y al grada
sopra. seritto (o minore).

Ln superfivic non ha curve multiple, ma possieds’ dua dacnodi. nol veetioi 1,9
ﬂ'JlW'nsdm fondamentale, ooi piani taenodali y; o =0 rispettivamento, ¢ pos-
siedo inoltro dus panti tripli nei rimanenti vortiol 9, 4 dol tolraedro. Le superfcio ag-
giunte ad ¥ passano semplicomento por i taenodi & per i punti tripli, lo superficie

() Un easo nualogs pud  presentars la‘surva  canonica:dl sén superficio con o =1 (per o5,
della superficio gonorala del quarto. ordine)
) Un onso partieolars notevelo della F4, che pub dave un eaempio dells soperficie oo
I8l o d, ol yresenta quunda il fatraodo 51 riduce ad un angoloids fofraedro 11 cal
Wiruplo por B o | cai sal spigoli sono doppl per 1 saperfcios Leqiasions della

P
allors naturalments modificats,

tia parocohi’ earatteri geometrici pormangoms; & sempre sd-es.
Fym=pam=0, P=1,

Bocteri vm XL. Ser. 3%, Tom. X. i
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hiagginnte passano semplicements per i taenodi foccando ivi i pinni tecnodali, o pas-
sano doppiswento per i punti tripli; siechd la unica superficie bisggiunta di or-
dine 2 (5—4) =2 & la yyyo=0. Con una' proiezions dal punto triplo si ottiens
ano doppio’ (con eurva limita di ordine 8 soindentesi in'due rotto od in uma
sesticn) rappresentative della superficie.

2) Le cansiderasioni preceienti sul modo &i comportarsi di una superficie ag-
giunta o biaggionta in un tacnodo della superficie inizials, non dipeadono dalla na-
tura di questa, e possono confermarsi direttamente nel modo pid facile applicando
anaitutio ally superficie inizials una tal trasformazione birazionale (per ce. una inver-
sione col centro nel tacnods), la quale muti il taonodo in una linea multipla ordinaria,
o riesreando poi le superficio aggiunte o biagginnte alla suporfisie trasformata.
non of farmeremo sulla sccennata verificazione, ma approfittorema dei risul-
tati a cui essa conduce per eostrirel nna‘muova superficie con py==p,==0,P>0.

Consideriame anzitutto wna superfioie cubica’ generals /3 =0, o su guesta fissiamo
una retta » od una conica % non avente punti comuni colla retta; per r passano
cinque piani tangenti altrovs & /43 sinno @==0, =0,y =0 trodi essi, cd A, B, €
i loro punti di contatte, sia inoltre d==0 un quarto piano qualsiasi passanio per r.
Allora Ja. superficie

fre=0

@ una prima superfioie del seftimo ording passante fre volte per’ la relta r, die
solts per la conica &, ed avente inolire i punti A, B C voma tacuodi ad «, B,y
come corrispondsnii piané tacnodaii. Un seconda superfisie del settimo ordine sod~
disfueento alle stosse condizioni si ottiens considerando una superficio del quarto or-
ding ffy==0, la quale passi doppiamente por 1a conica &, e toochi i piani @, By
inA,B,0("), e riunendoln ai piaui =0, #=0, =0, in guisa da ottenere la suparficie

fiefy=o0.
Ogui superficie del faseio
Byt d A foafy=0

(dove 2 & una eostanta arhitraria) ha Lordine 7, passa (re voite per la votta 1, dus
polte pér la conica ke, od ha § punti A, B, O come taciods dotalé det piant tatio-
dali a,f

Vogliamo dsterminare § carattori invariantivi di Fs. Ansitutto nna supetfisia ag-
giunts di ording 7—d4 =3 dovrebbe passare dopplamente per 1 retta -, somplice
mente per la conica &, e semplicements inoltve per i tacuodi A, B, C; ma lo prime
due condizioni farebboro gih spezzare la superficie stessa nel piano di % o in dug
piani per » i quali doveebboro potec conteners A , B, O3 cid non ¥ possibile, quindi
non osistono superficie del torzo ordine aggiunte ad Fy, o in conseguonza b =03

(1 Eelste corto una siffsta /i, porch 1n /i passant doppiaments per una data conica soo 5%,
menro | tre contatti in A, B, C impongono § eondiztonis del resto. como superfisic fs i potzebla
nssumere il piano di k contato duo volte press insieme col piana ABC pure contste dus volte.
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&  pure py==0 poiehd lo nominato eondizioni ¢onsiderate staccatamente equivalgono a

104-7+8=20
condizioni semplici imposte alla oo '* superficia cubichs dello spazio.

Per caleolare P osserviame che una superficie biagginnta g, i ordine 2 (7 —4) =6
ol ¥, devo passaro tro volts por a rotta ., avondo perd in ogni punto & questa
gli stossi tro pinni tangenti della F-, deove inoltre passare ﬂua volts per 1a eonica k,
¢ foceare i piani @, f,y nei punti A, B, C.

Questo condizioni portane. anzitutto di conseguenza lo speszaments dells super-
fiote e nel piano di k ed in una suparficie dél 5 online g, passante tre volte per
1a robla + (cogli stessi piani tangonti di f in ogni puute di 7), una volta per &, &
tangente ai pioni «, @,y in A, B, C. Om un piano generico condotto per r (rotta
teipla di F) tocea la Fr in quatéro punti-di 7 (variabili al varlare dol piano poiché,
come & facile vedere, Ja F; generica non ha punti quadvupli su r); dunque quel
piano per  deve toccars neghi stassi quattro punti la gy cho passa tre volte per 7.
Cid esige naturalmente. che questa suporfieie passi (non solo tre ma) quatiro volte
per 7, @ quindi (tenuta conto delle altre condizioni) si spezzi nel piano di & od in
quittro piani pessanti per ~ fre doi quali coincidono col piani «, &, y, mentra il
quarto & variabile in un fascio, & segn su ¥, 1a parte variabils della surve hicanonica
generica. Segue che P—32, e che la detfa parte variahile & una quartica dotata di
due panti doppi.

Riassumands

e superficte del settimo ordine avsnts wnn rottn tripls, wna souive doppia
non secante o retta, £ tre tacnodi § ewl plant taenodali passans per la relta, ha
i caratters p,—pa=0 ¢ P=2; I o' curye bicuntwiche variabiti sono quartiche
dllitticke sopra piani passents per la reita iripla.

Quest ultimo fatto & onso partieslare di wna propriotd eho vals per tutie 1o su-
nefitic contencnti un fascio di curve ellittiche; ogni eurva bicanonica (od anche ca-
nonics) sulls superfieie =i campone di wna o pin curve di quel faseio (prese eventual-
mente insiome & parti fisse) ().

Roma, Dicembre 1894,
(1) La propricth i dimosten’ in modo analogo a quello che ho tennbo. tratinndo delle enrve

eanoniche nelle Osiervazioni interno. alla Geometria sopra wn superficic, Nota I, n. 2 (Rendic.
Tetitat Lombarda 1591),




