Tomo VIII

MEMORIE

DELLA SOCIETA ITALIANA DELLE SC E (peria et XL)

SULLA ESPRESSIONE DEGL'INTEGRALI ELLITTICH IN INTEGRALI DEFINITI
(G0N DIVERSE APPLICAZIONE

MEMORIA
el Soxio nacioasls GIUSEPPE ZURRIA

Ricevita W gioran 15 Seitembre 1896

Mi propongo nel presénte lavora di esprimere gl integrali ellittici in integrali de-
finitiz i dedurce dalla espressione relativa all'integrale ellittico di prima specie una
serie, 0i cul trovo [l termine generale, ¢ per mezzo della quale si pud ollenere con
approssimazione il valore del medesimo integrale: di assegnare,, parag gonando guesta
serio con quella data da Gudermann ¢ pabblicala I anng 1837 nel Tomo XVI det
Giornate di Crelle, P espressione generale dei coeflicienti di quest’ ultima ser
tare, che tanto [a predetta esp
mola indicata simbolicamente
differenze finite di secondo ordine a coefficienti variabili, esprimente
ione, alla quale sono soggelti i medesimi coeflicienti, nd rappresentano sotto forma
Zione

fone generale quanto gella chie e
1 Gudermann, soddisfacendo Pequazione line:
it scala di T

arminare I integrale della stessa eq

diversa il corrispondente mlemLc di de
¢ol metodo di Branasei a tin
mente oltennlo: di dedurre, median
allfintegrale ellittico di prima spec
specio: ed infine, col mezzo delle oltenule formole esprimenti
integeali definiti, ¢ eon nuoro melodo breve e puraments: a;
bile non ostapte che conlenga a
udo, rispelto ad nna delle due varia
oide.

oname il to con quello precedente

una semplice inlegrazione,, dalla serie relali
quella spettante all integrale ellittico di s
tegrali ellitici in

litico, di ridurre

forma semplice, di cui ¢ sus
sultato che si oltiene integra
pio rappresentante la-superficie dell’el
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Esprimendo con % una quantilh minore dell* nita, ed integrando la funzione dif-
ferenziale

si ofliene il risultato

da cui si deduce

Vi—#so &

Se si moltiplica questa equazione per dw, @ se ne effellua I'integrazione rispetlo alla

7, sl ha
ki

e quindi per mezzo defla (1), permotando la ¢ in'g, e la e in 4,

T—Rsen e

T %J&dﬁtf' do

are. tan /1 —Fa

Se, denotando con b una quantitd arbitraria maggiore del modulo k, si conside-
ra la funzione

come il
mente

sultato della differenziazione di |/ — sen*y rispetto ad h, si ha identica-




any—

Ponendo nel secondo membro di questa entita Pespressione di

. < 4
dedotta dalla (2) mercé la sostituzione di - invece di &, si otterrd, invertendo I'ordi-

ne dell’ integrazione ,
9 2 B dh
J-'Iv:— Faon ot g

s gion Y 1(‘ = "'“‘""*‘”“9)

I ksenyseng) “

(5}

:ulllapnnendo fuesta espressione al metoda d’integrazione per parti, si olliene il ri-
sallatg

il quale in vi
diviene

i —m?](i




—_— -
Sostiluendo questo valore di K nella (3), ed/indi riducendo ¢ facendo aso della (4),
si trova I espressione

)
]
i
1
Se poi nel secondo membra dell’ equazione identica
» = J" dy YI=Fienty l
v —een’p 4,
si soslituiscono i valori dei due integralt rappresentati dalla (3), e dalla (6), otterrassi |
puranco la seguente formola: |
—cotg (1 —YT—Foen's) I
are. tan YI—F e §.tang .
3.
Se, denotando con % una quantitd reale, si soslituisce nella funzione
i - BRI
TFnens | I—Fwy
il valore del secondo fattore rappresentato dalla (2), si troverd Ia relazione {
Likinil yad by ey .
(L -usen )V T—Fraen's e aen g,

la quale,, moltiplicala per de ed integrata, diviene, mercé la (1) ed il reciproco per-
mulamento delle due quantiti ¢, 64,

Fauay) Y1




attesa I'enlitd

de 1

o Sans Ay o, tan I m . tang,
Frsonty ~ YTrn

ng segug che, se il parametro n & posilivo, si ha
L]
=

|’1+.v=v 14

ro. tan .}/ ITn dangs

56 4 & negalivo minore dell"unitd, e maggiore di

Pa—— L it fi—mtan
o

l/lu,‘

©35¢ 1 6 negalivo maggiore dell unitd, attesa la nota relazione

o




s
tra le funzioni circolari e le funzioni logaritmiche, sard

Perd in quest’ ultima espressione di P, la quale svanisce eon I"amplitudine ¢, si deve

prendere fan & , se i vuole che essa dia risultali reali.

Vi

Da tullo cid si deduce
espressioni di P, sopra asseg
terza specie corrispondentemente al segno ed al valore del paramelro &

bisogna meltere nella (7), o nella (8), una delle tre
ate, onde conseguire il valore dell'integrale ellittico di

&,

Le formole (3), (6), (8), che abbiamo ottenulo, esprimono le ire specie dinte-
grali ellittici in funzione d’integrali definili, nel quali I’espressi
composta dal prodotto della fanzione circolare

da inlegrarsi &

are tan. PT—Fsen' . lan g

per il differenziale del eorrispondente integrale ellittico, eccettuato quello, da cui di-
! g Ll ¥
pende Pintegrale di terza specie, nel quale il parametro 1 ¢ rimpiazzalo da =0

Osserviamo che valutando i predetti integrali tra i limili di =0, ¢ & T i duo
membri della (3) e della (6) divengono identici, laddove Ia (8), ponendo per brevila

Alk,g =)

Twie,

couduce alla nola relazione

3 g : 5 e Ny =
.[ (pnsep)Alk, ¢) .f (14 £ /\n’q}_\(’.“q)i

2\ aem(14 )

Osserviamo altresi che, allese I relazioni esistenti tra le varie funzioni circolari,
si polrebhe esprimere Ia funzione

re. tan, per mezzo i arc. sen., arc. secante, 80t




—, T

I’ gspressione per arc. tangente mi sembra merilare la preferenza, siccome guella
ntegrale definite, conlenuto nelle predetie
6 po-

e

ma
che fa olleners facilmente il valore dell
formole, per mezzo di serie di cai i termini olire che risultano ordinati secondo |
Lonze asoendentl di tang , procedono anche con legge talmente manifesta da pote
agevolmente trovare il lermine generale. Perd lali seris, che sono convergenti per
, polrebbero non esserlo allorehe la ¢ olirepassa que-

allre che

Comingiando dalla (3), e sviluppando il secondo membro di essa secondo Ie po-
tenze di lan ¢, olienghiamo I espressione

J=e=

in cui abbiamo posto

g — L A et M g . 1 M

ovvero effetinando Pintograzione

M=1—m. o )
R D

o m{m—1)(m—2)
5 T

Se fnvece di tan ¢ si metle il suo

=¢, la for-

mola (93, esprimendo il secondo membro di essa

¢
I serie ordinata secondo Je poten-
zedella ¢, diverri

=2[4 B0+ B,04+B,04... 4B, o

(1




i
in 6ui il coefMiciente B del lermine generale ¢ rappresentalo dalla

Ay 2 r=1)r
=H— S globe )

4 1) (r2) ?_'M_(PE)(r-l)|‘(r+1)(’+2)(’-i3} 2
4 T 2 0.6 Feyrir)

O o etV g ) o
1.2.3.4.5.6,7.8 O

_‘_(r-n:-{—l)(r—lm

Se in questa formola, la quale si arresta quando & , essendo eguali a zéro i ler-
mini sussegnenti, si pongono i valori dei eoeflicienti M., dedott dalla (10) per mezzo
della successiva soslituzione dim=0,1,2,3,4,. .., olferrassi, ordinando i risul-
tati secondo le potenze del modulo,

O

L

208

(1—20k B0k~ 140R%4-

1—30AE 210K — SO0 G30%'—  2023°)

() — 2 84 420 51— 1680

3150K"—

Bp G2URT)

+ 56 k4 4200 R4 1155045 — 16632 4401 19201241 — B4TRAY)

In questi risultati i coefficienti dei termini, racchiusi fra lo parentesi, godono
Qella proprietd, che Ta somma di quelli di posto impari differisco di -1, o di—1
dalla somma di quelli di posto pari, secondo che I'indice » dello funzioni B, & pari, 0

disy

. @nie se nella (L1) si rimelle il valore di f=tan &+, ed indi i pone k=0,

1



—ig=

@ k=1, si trova, come allronde si conosce,

Sebbene nei precedenti valori delle funzioni B, non si osserva 2 prima giunla la
legge, secondo la quale procedono i coeflicien chiusi fra le parente-
si, pure ponendo atlenzione all’ andamento dei medesimi cooficienti relativo alla st
sa potenza del modalo nelle varie funzioni B, si rilevera che i predelli lermini costi-
tniscono le seguenti seric:

termini, r:

i1,
,1,
@,0,
0.0,
0,0,

Se st d

orming, dipendentemente dall'indice » delle fanzioni B.., il termine ge-
tale i ciascuna delle serie contenute fra lo parentesi, le quali serie, a contare dal-
Ia seconda e dal termine che in ci
che la seconda, la quarta, I s

mna di esse & uguale all*nnild, non sono altro
Foltava, ece. delle serie algebriche conoseinte
sollo. la denominazione di serie dei numeri figurati; ed inoltre sesi considera che le
quantit

P

5 v R 20K, T0R, ech ece

P0ssono seriversi rispellivamente sotto la forma




g
si troverd, fatle le opportune riduzioni, che I'espressione generale dei coefficienti B,
& rappresentata dalla formola

rlrkD) 1.,
1—1—-.T.2h

cosre

e

Bl

nella quale i valori di p si estendono da p=1 sino a p=r inclusivamente.

2

Se si paragona la formola (11) con quella data da Gudermann, gid di sopra
citata, @ scritta sotto la forma *).

ds

i
1— sau®f sen?

o

si oltiene la relazione tra i eoefficienti dell’una ¢ dell’ allra formola espressa in gene-
rale dall'eguaglianza

_eisrn

T A28

(13)

1l Gadermann denota con send il modulo che abbiamo rappresentalo con &5
e in fanzione delle potenze di cos20 i coeflicienti A, , che sono soggelti alla
seala di relazione

esp
A= (@r—1)ces. 204, —(r— 1A, y5 (1)

*) . F. Yorhulst, Traitd démentaire des fonctions elliptiques, § 7. Bruselles, 1841,




=i

o dopo avers ollenuto per mezzo di essa i seguenti risultali
A= cos 26
A= Sew'zt— 1
A 15eos’2h—  Deost
A= 105eos'26— Qoo 0
Ay= (dGecs 20— 10506087201 226caa2h
A== 10305 005" 20 — 14175 cos? 20 - 4725 005720 —
ece. ece.

accenna soltanto ¢he si ha in generale *)

1y

oon v=cos2f.

Eseguendo le operazioni indicate in questa espressione, si trova la formola
1) (2r —2) (20 —B) @r—d) . r— 1)o7
—B)(2r—8)... (r—B8)o* f

_re=hir=a
2.3

—6) (2 —T) (2r—8) ... (r—B) 0" \

L.

per mezzo della quale si oltengono i su riferiti valori dei cofficienti A,.
Nel caso di r="5 si ha, come sopra,

45 6* — 1050

= 04 cos* 26 — 1

Risolvendo la (13) risplto ad A, e ponendo in essa il valore di B, rappresen-
tato dalla (12), olterrassi Iespressione gencrale

,3..:[ ?_\“cq:[: {

*) Ho carretio questa formola can apporro Vesponenta r al binomio *—1, omesso per errore
tipografico nel Invoro di G ndormann, insarito nel Giornale di Crelle,




iiose

la quale, istrando il valore di un i A, in funzione delle
potenze pari di k=send, riesce anche adalla a dare il valore del medesimo coefficients
in funzione delle potenze di cos28.

8.

Se nella (14), esprimente la relazione tra e (re funzioni ¢ onseculive A_,, A,
A, st pone 14 vece dir, ed 1—28 invece di cos29, si ha equazione lineare
a differenze fnite di secondo ordine

Aa—(@ra) (1~

A 1A =0, an

La i ituzione, in questa iong, dei valori dir, a pariire da) r=0,
fa dipendere la delerminazione della funzione A, da quella delle due quaniita A, ed
A,, le quali, restando indeterminate, rappresentano ls due coslanti arbilrarie, che
devono contenersi nell' integrale generale della medesima equazione. Or la formola (16)
soddisfacendo questa equazione ne esprime I" integrale corcispondente alla condizione,
che per r=0si ha A,=1, e per r=1 si ha A, —1— 2K,

La stessa cosa avviene per la(15), la quale rappresenta I'integrale della mede-
sima equazione (17), scritla solto la forma

Aa—Erd)ed L F 1A =

e per 1a quale st ha A=1 ed A,
Se, per determinare l'mlzgr'\lc m qquest’ ullima equazione, si adoperasse il me-
todo di Brunacei, si troverebbe per risultato la seguenle espressione:

(r—1p [
a=ler—ne—t—"r — — Jer—gp=tt=2 . Qu
[ el L 1 [ @r—5)p — ]
(2r—5p—

[(?H,)x -..‘N_SL.. ],[(‘JJ‘—T)E—- ]H.[ar-»- ;Jv
i

Questa formola composta dal prodotlo di r funzioni, espresse sollo forma di fra-




-
zioni coptinue, conduee a risultati eléganti; ma nelPapplicazione di essa ai casi par-
tigolari il ealeolo per la determinazione di A, riesce, come ile comprendere, pit
Jungo di quello delle formole precedenti. Nel coso di 5 essa da il risullato

30—
v

=045 &* — 1050 > - 225 v

il quale, come ben si vede, & conforme a quello gid di sopra ollenulo.

La serie, esprimente I'integrale ellitti conda specie in fanzione di ¢, si pu
dedurre facilmente da quella dell’ integrale di p specie. DI falli se si soslilnisee
nella (11) %inrcnu di k, ¢ si denotano con B, cid che divengono i coe
virki di siffalta sostiluzione, si olliene

20+ B, 0+ B, 6B 64,

Moltiplicando quests equazione per dh, integeando rispetto ad &, ed avendo riguardo
all’entita

Ll
J e VR —F st e

si lroverd
? e
J\ dy VE—kTees - O i Byl oo

ma dalla (12), meltendo —E al posto di %, ed integrando riguardo ad &, si deduce

" f B',-Jh=:%




S 1
dongne, fatto k== 1 tanto nella (18) quanto in quest ullima espressione e denolando
con Q- il corrispondente valore della funzione FB. dh, si otterrd il risultato

a‘ﬁh Ve 2

valore di un coefficiente qualunque Q, & dato dalla formola generale

=2+ QP+ QA+ QE o QT ), a8

rbp) 1.8.5... (=1}
e

T

Tn questa formola i valori di p si estendono, come nella (12), dap=1a p=r inclu-
sivamente.

Dal paragone della (20) con la (12) risulla evidente; che i valori delle funzioni
0, si possono. dedurre con facilits da guelli delle funzioni B., cambiando il segao dei
Lermint, contenuli lra le parentest, a cominelare dal secondo, e dividendo ciascuno:
i essi per la corrispondente potenza del modula diminuita di nna unitd. Esegnendo
le indicate operazioni sulle quantita B, assegnate al n® 5, si ha immediatamente

_cos.m

5 (L4 28

-r<1+ Bl — 2LY)
QF_N{;_%(}.HW, W+ 4R
(1308 — 30k'-} 288 — 10R")

(30K — T0k'-F 2R — ODE*- 28L7)

eoo. g0,
Per mezzo di queste espressioni la (19) da per k=0 lo stesso risnltalo della (L1),

e per k=1, essendo
o1t gy

1, ¢=1,




conduce all’ entita

1 1
senq=2(tm-l S’ é - tan® g —

come deve ayvenire si nell'uno che nell’ altro caso.
0.

Le formole {3),(6),(8), esprimenti glintegrali ellittici in funzione di integrali
definili, si possono viceversa adoperare per conseguire il valore di quest’ ultimi inte-
grali per mezzo dei primi. 1’ nso ioverso di ssse mi sembra-essere importante; po
sp Pintegrale di nua data fanzione differenziale non pud oltenerst in fermini finiti, sia
algebricamente,, sia per logarilmi o per archi di cerchio; ma si puo far dipendere da
integeali ellittici , massimamente di prima e di seconda specie, per la valutazione im-
mediata dei qualisi hanno principalmente le tavolo confezionate da Legendre, la qui-
stions rignardaute Pintegrazione della data funzione si reputa come risolula. Per dare
un’esempio di questo secondo caso mi propongo di determinare la superfioe dell’el-
lissoide di cui-allvove ehbi ad oeeuparmi con metodo tullo diverso °).

Sia

Pequazione della superficie dell’ellissoide riferita a eoordinate reftangolari, e di col
il conleo & nell’origine, sia I'ordine di grandezza dei semi-assi @, b, ¢ espresso da
a=l=¢,lo che non nuoce alla generalit della quistione; ed avremo per la deler-
minazione della predelta superficie la nata formola

o T

¥
e,

Ia quals integrala rispello ad y da y=0 ad y= = /@, od indi riguardo ad  da

=0 ad &=, dard la porzione della snpcrﬂcm ellissoidale definita da questi limiti.
Facendo per sempliciti del ealcolo

") At doll’Accademia Gioenia, Vol. ¥, Serio I11, Catanin 1871, ova trovasi insorita uny
Memaria sulla super fieio del¥ ellissoide a tre assi fnsguali, pubblicata per estratto I'snno 1870,




e
1a precedente espressione di § sard rimpiaz

la daila formola

s_«aJTduJ"Vm‘auV

la quale, posto p= [/I—u*. sen ¢, si presenta sotto la forma

Sunbrn‘ur a4 VI— T i (P — et 5
J o

— Ko )t .

Questa funzione, essendo k=&, legra
variabile u. Quindi invertendo I’ ordine de

integrazione si ha

Il primo integrale esprime I'integrale ellilico completo: di seconda specie avente
¢

: ma‘, per modulo. Quanto al secondo sembra non polersi ridurre ad integrali el-

littici che nel caso particolave di w=1; ma in lale caso la (21) rappresenta [Poltava
patte della superficie totale dell’cllissoide, o diviene

ma

dunque

Ay K=

= are. fan.

(2)

A o s
Feont i, are. tan. b Py
Vi—#=

le per archi di cerchio relativamente alla



=17 =
Per ridurre quesla espressione, conlenente in modo eomplicato funzioni cireola-
ri, olla forma semplice, di cui essa & suscetlibile, ponghiamo nella (3), e nella (6)
& tang 1
V]
Da quest’ultima equazione si deduce il valore di

veee di &,
e, tan .
Viw

che denotiamo con p. Dalla (3) si trae

& dalla (6)

X Yy s
r T e R e

=— 2(|_|/|u ) Y=

Sostiluendo questi risullati nella (22) moltiplicata per 8 si trova, che la superficie Lo-
lale dell’ellissoide & data dalla formola

=2ab = Vil Y 'fi”[u—ﬂu)

la quale, essenda

[ f e J"«’v Visew]. @
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Se pol per esprimere gl’integrali elliltici di prima e di seconda specie si fauso
della notazione di Legendre, allora la formola (23) verrd rimpiazzata dalla
2br

S=2d'm 4 —— —[aF (¢, p) -} ('~ ) B2, )]

conformemente a quella data da questo illusive geometra,

Catania, 14 Setiembre 1850,

Tinia dtampare (Ll 33 Otishre 1890,




