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Scopo del lavoro.

4. Il Fuchs nella memoria: Sur quelques propriétés des ntdgrales des équations
différentieiles, aucquelles satisfont & ériodicité des intégrales elliptiques
des deusc premiéres espéces (Journal Grelle-Borchardd, Vol, 83, p. 13) fra le varie
importanti ricerche che compie, trova delle formule che danno i valori, che gl inte-
g quistare in un medesimo punto k corrispon-
dentemente ) indipendente pud deseri-

odules de

ali ellittici completi K, K’ possono

nple:

i diversi cammini, che
rione del-

vere per pervenire a tale punto. Tali formule, secondo una sagace ossery
PHermite dimos

delle sue applicazioni della teoria delle funzioni ellittiche all'aritmelica, cioé:

a hase

1o I'importantissimo teorema che il Kronecker po

B 2 = =
Posto H— — , e K'={(H), e chiamato I, uno qualunque dei valori che H ac-

Tom: Vil — S

N




quista nel punto &, tutle le soluzioni dellequazione f(H)=/(H,) sono date dalla for-
mola

dove X, p, %, p s0n0 numeri reali interi soddisfacenti alla relazione xp-t-pv
Nel presente lavoro noi eslendiamo i risultati suceitati. L’ equazione differenziale
di 2° ordine resa celebre da Gauss

a—1)7Y—

& soddisfatla daglintegrali trinomii definiti

J’.I “HL—zs)Cds

Jv:?“(a — Pl = (=) 5] s

quando le parti reali di a4-1—y,v—B, B, I —a sono positive. Tali integrali per
> v=1 riduconsi agl'integrali ellittici completi di * specie.

Ora in questo scritto noi cereheremo un modo come esprimere fulti i valori che
lintegrali X, X assumono in uno stesso punto z, corrispondentemente ai cammini
diversi che pud deserivere la variabile complessa % per pervenire a tal punto.

Supposto pol y=a+-B=1, restando perd generalmente = diversa da B, faremo
vedera che la formola frovata permette di estendere il teorema Kroneker-Hermite
colla te che &, , v, s rappresentano dei polinomii ordinati secondo le polenze
di 2senwr, e aventi per coeflicienti numeri reali interi.

IL
Notazioni che si adopereranno,

2. Per esporre con chiarezza 1a ricerea propostaci, erédiamo opporiuno richiama-
re quel tanto della teorica relativa alla equazione

Y d
) ele—1) T [ (o 4Dl oL+ apy=0

ceorrerd applicare.
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Enuncierenio soltanto i risultati, rimandando per le dimostrazioni dapprima alla
memoria del Tannery: Propriétés des intégrales des équations différentielles lindaires
@ eocfficients variables (Annales de I'Ecole normale supérieure, 2” série, T. IV, pag. t81),
e posecia alla memoria del Goursal: Sur Péquation différenticlie lnéaire qui admet
pour. intégrale la série hypergéometrique (Annales de I'Ecole normale supériente, 2"
série, T. X, Supplément).

E notissimo che la proposta equazione ammelie i tre punti singolari 0, 1, o,
Chiameremo campo del punto 0, o campo Cy, il cerchio deseritta centro il punto 0,
raggio Iunitd, campo del punto singolare co , o campo C,, la parte rimanente del
piano, campo del punto singolare 1, o campo C, il cerchio deserilto, centro il punta
1 e raggio I' unitd.

Cid poslo, supponiamo dapprima che nessano dei numeri complessi y, v — =
«—p i riduca ad un intero.

In tali supposizioni la (1) ammette il sistema fondamentale & integrali s, (@), v, (=)
che nel campo €, hanno la forma

@) P (@) =TF(a, By, @)

() W@ =a" TR (a+1—y,f+1—1,2—1,a);

slema fondamentale g, (1 —a},v, (1—w), che nel campo C, hanno la forma

) WA—@)=F (2,8, a4 1—a)

®) W= my= (=R — By —ayy 1 —a— 1 —a);
s {1 1
e il sistema fondamentale )A,IL:) 3 e (?) cha nel campo G, hanno la forma

® (ﬁ,¢+1—g’,m—p+l,é)

® w(f)=gr(prta—rp—atr ).

Per precisare i significati dei simboli v, , v, , 1, , v, occorre fare le seguenti con-
venzioni, Seeglieremo per argomento della qua complessa & il pit piecolo an-




g

golo, del quale bisogna far rotare il raggio vellore che dal punto 0 va
aflinché venga a passare pel punto z; questo angolo sard considerato come: posilive
o negativo secondo che la rolazion fleltna nel senso diretto o nel senso opposto.
Quando  riducesi ad nna quantitd reale, se positiva le assegneremo Pargomento 0,
tiva P argomento =. Per le potenze delle quantith compless
fe le determinazioni principali.

al punto 1,

3. Glintegrali () , v, (x) che nel campo €, hanno le forme (2), (3),, gl'integrali

1
(1 =) 3, (1 —a) che nel eampo C, haauo e forme (4), 3); gPintegraliv, (),
I (—} ehe nel campo G, hauno le forme (8) , (7), faori dei rispettist campt cessano
di aver tali forme, non ess
in ognuno degl
damentali rispe

ido piu le serie convergenti; eppecd possono esprimersi
altri due campi linearmente per mezzo degl integrali dei sistemi fon-

amente in essi

Di queste formole di passaggio iportererio soltanto quelle che a noi

Per interprelark

franno,

giova nolar prima quanto segue, Col simbolo T'(a) indichiamo ;
come si @ solili, I'inlegrale enleriano di seconda specie

(8)

che ha la proprieta fondamentale

appresentata dalla eguaglianza

P (a1 =al(a)

L espressione (8) perd non definisce la funzione ' ¢he fin quando la parle reale di a
& positiva v
P

ddisfare

, giacehé Pintegrale (8) non ha senso al di faorl-di questa ipotesi.

gli altri valori d ") & definita dalla condizione di
alla (9), per mezzo della quale si pud ricondurre la variabile ad avere una
parte reale positiva.

la variabile Ia funzione

indicheremo il rapporto —

. Questo rapporto i per modulo 1, e per
Se @ ¢ rappry

entata da un |nm!u della parte del piano superiore al-

reale, I'argomento del rapporto quindi ¢
da un punto della parte inferiore all'asse reale, P'argomento del rapporto & — =, quin-
die=—1

Quando z &

ale positive

1, & 50 & reale negativo e=--1,



=i

Cio premesso le formole di passaggio, che a noi occorrono, sono quelle che
rappresentano 1 integrale () nei campi C,, e C,, ¢ Iintegrale u, (1—) noi campi
C,, e C,. Esse sono le seguenti:

NN

(1) )= Tlr— o

4, Se y riducesi ad un intero, un solo degPintegrali (2) e (3) resta a far parte
sostituito da un integrale in cui figura una
nta pel sistema (4),(5) quando

&un sistema fondamentale; Faltro vien

funzione logaritmica. Analoga eccezione s

¥ —a—p si riduee ad un intero, e pel sistema (6), (7) quando & —
Noterenio solo i casi in cul

pre:
& intero.

f—1=0,y—a—p=0,6—p=0.

3 assumiamo in loogo di (2) e (3) sard
) logx. Nel campo C, il primo di que-

fondamentale ch
o (i) & %, (@)

, il sistema
icato coi simbol

sli ha la forma

2) 5@ =Fia,Bi1,m)

e in quanto al secondo, posto

sl ha




)

i fondamentale che 2

sumiamo in luogo di (4), (8).

3 (L — ) log (1 —a

i hanno rispeltivamente le forme

11— z)="Ya,(l—a

0,6, (L — ) 3, (1 — ) log (1 — )

—p=0, il &

sari

da noi indicalo con

&)

5. Dopo cio le formole di passaggio nei casi particolari considerati restano cost
modificate.

NelPipotesi di y— 2—#==0 la (10) va cambiala colla

(10) pyr= "N HE—¢ , (1—a) log (1— )




ponll S
=0al posto della (11, si ha

Nellipotesi di «

()~ (a) =y —a)
Il(‘x‘r--'x)

) 1 &
(3) S

(11} p, (]

Supponendo y— =0, va soslituita da

b (1) = Etog T
#(E) = 1o 0,

e la B indiea I'integrale enleriano di 1 specie che, come ben si sa, & legato a quells
di 2 specie dalla relazione

Rappresentazione degl’integrali trinomii X per mezzo dei sistemi fondamentali
assunti in ognuno dei campi C,, €, G,

6. Consideriamo glintegrali

1
xmfl 0o

L1 — 2P (L — 2R) s

[L— (1 —a)e]"ds




==

Si prenderanno quesPintegrali s
mento di z,edi 1—3
sogai

e |

condo il cammino rettilineo 0'— 1; per argo-
sceglierd 0, & per argomento defla quan

complessa z si
3 norma_fissata nel N. 2. Per le determinazioni dealle polenze restano fissate
ncipali.

La variabile complessa & potendo rappresentare
finché gl integrali
atl—1,1—B,
parti reali di &

lunque punto del piano, af-
rio ¢ sufficiente che le parti reali di
1—e sieno positive, indichiamo con @ , &, ¢ ordinatamente le
abbiamo dungue

abbiano senso, & neces:

(14) adl>e ; e>b b0, 1>a.

Da (queste deduconsi

Se—1>—1
1>c—a—b>—1

1>a—0>—1

Laonde, poste le cond

ni (14), se y—
ridueono ad untintero, questo intero non pud e

oppure y—a— ., oppure «—3 si

e che zero.

7. E noto (vedi la gid citata memoria del Gours
disfano alla (1) e che nel campo G, si ha

X' s0d-

DET—

(15) x

¢ nel campo C, si ba

o _ I
(18) X e

Laonde per mezzo delle surricordate formole di pa
presentazione degl’integrali X

agia si pud ricasare la rap-
X" in ognuno dei tre eampi €, , €, , .

Nel campo €, si ha dunque, se r— 1 non & eguale a 0, facendo nso delle (15),
(16) e {12)

(17)




Sl

esey—1=0, por Je (15), (16) ¢ (12), si ha
am) }.
X (1) — (o) — 4 (B)] % () — [ (&) o3 (¥} dog o] .

Nel eampo C, si ha, so v — a—Bnon & eguale a 0, in forza delle (15),, (16) & (10)

[ X=BE r—a—@k1—a)+Br—p,a+p—1)v (1 —a)

[X=B(g, N l—a),

0, in virl delle (15), (16) e (10)

24 (1) — (o) — $ (B 5 (1 — ) — [, (1 —2) + 3, (1 —2) log (1 — )]

Eivia—a),

Nel campo Gy, se «—Bnon & eguale a 0, si ha mediante le (15), (16) , (11) ¢ (13)
(x=p—pp—aern(5)+oE,a—pe(l)

s
{ (a4+1—7, ﬁ—n),x( ),—B(d‘a-r)h(%)‘

e sg a—B=0, per le (15), (16), (11) e (13)

E=[ 2 (1) — ¥ () — iy —a) —emi] 258, (i)—L"=‘;m,(£-)+:,({}1ag%(
(19)
‘ ?\ 20— () oL — 13 (1) = | o () 5 () s 2] -

8. Per controllo deduciamo dalle precedenti le formole che il Fue hs, nella memo-

tia succilala, ricava per g integrali ellitlici. Supponiamo dunque ==
L’equazione (1) diventa

dy i
z(x— 1):1—;—(1—2.«);1;"

Soeietd de” X L —Tomm. Vil — Seris Il — X0, 2




- 10 —
e i tre sistemi fondamentali possono essere indicati con
¥ (=) . a (@) -3 (2) log
S(l—2) a(l—x)+3(1 —a)log(l

ljz’(]?) 1 |1~: ()

Abbiamo inoltre

=29

. o i 1
Nel primo integrale poniamo % — — esso diventa

wr

s=1z ™ = V.
l".ﬂrl’:(i —Au—s) i

nel secondo, ponendo

1—(l—a)n Ca=—
sl ha
= My 3
: i ;
dunque
1 -
(20) == =

wremo ka rappresentazione din, ;w, nel cam-

Sostituendo ad X, X i valori
po di £ =0, cioé di =20, ¢ ponendo col Fuchs

risultano

MRy M= ey

che sono le formole (C) della snecitala memoria del Fu




— 11— i
8i hanno le relazioni [Vedi Tannery, Sur une équation différentielle linéaire
du seconds ordre. Annales seient, de PEc. Norm. sup. 2° s., T. 8, p. 169, form. (28)]

yl—a)= K .3 (1—u)
ol =@ b3 (1 —x)log (1 — ) =Vi[= (1 —@)+3 (1 —w) log (v —1)] .

Sostituendo tali valori nelle formole (18, queste si irasformano in

43og 2. Vu vl —i)— Vule(l — ) +3(1 —w)log{u—1)]
mWus(l —u).

do tali joni nelle (20), otteniamo la rappr iane diw, 1,
nel campo di w=1, ¢ ponendo col Fuchs
Sl—w)=r, , —dlog2.3(1—u)+[o(1 — w31 — wlog (u— )] =05 ,
abbiamo

=Py M=

che sono le formele {B) della memoria del Fuchs.
In sostituendo nelle (20) ad X ed X' i valori (19'), ricaviamo la rappresenta-
zione di v, , n, nel campo di x=so, ciod di u=0, e ponendo col Fuchs

() =rg

4 log 23(u) — [= () -+ (W) logee] =74,
si perviene ad

= Oy
e = Paz
che sono le formole (E) del Fuchs, prescindendo dal fattore ¢, che & uguale a+1 o

a —1, secondo che il punto u sta nella parie inferiore o superiore del piano, della
quale ¢ircostanza il Goursal ha nolato doversi tener conto. F
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bile, specialmente se trattisi di estrarre schegge ossee, cadute per trauma, non
dovrd smarrirsi se per avventura, aperti i lembi del cuoio capelluto, si troverd
innanzi a qualche sutura che, pel sito ¢ la direzione sua, gli sembrerd strana od
anomala, & deve essere molto accorte a non prendere la sutura che I'osso breg
matico forma coi parietali posteriormente, quando & di figura quadrangolare,
per la sutura coronale, ehe dovrebbe ricercare molto pit innan.

SPIEGAZIONE DELLE FIGURE

1" — Osso bregmalico, reltangolare, del cranio maschile di Veroli (n.” 25 del
Catalogo del Gab. Antr.) — fr., 0sso [rontale — p. 5., osso parierale si-
nistro — p. d., 0ss0 parietale destro.

. 2.2 — Osso bregmatico, triangolare, del cranio maschile i 8. Chirico (n.” 68 del
Catalogo del Gab. Antr.) — fr., osso frontale — p. s., 0ss0 parielale si-
nistro — p. d., osso parielale destro.

Fig. 8. — Osso bregmalico, triangolare ad apice (roncato, del cranio maschile di
S. Giovanni Campano (n.” 147 del Catalogo del Gab. Antr.) — fr., 0ss0
frontale — p.s., 0sso parietale sinistro — p. d., 0sso parietale destro.

Fig. 4.2 — Osso bregmalico, quadrangolare irregolare, del cranio maschile di Alta-
mura (0. 178 del Catalogo del Gab. Antr.) — fi., osso frontale — p. 5.,
0550 parietale ro — pi. d., 0550 parietale destro.

— 0sso bregmatico, pentagonale, del Museo Antrop. di Roma (n.* 367 del
Catalogo); vedesi pure la sutura melopica — [r. s., 0sso fron
stro — fr. d. , 0sso fronlale destro — p. 5., osso parielale sinistro —
p. d., osso parielale destro.

Fig. 6. — Osso bregmalico, quadrangolare ad angoli arrotondati, del Museo Anat.

di Napoli (n.” 842 del Catalogo), a sinislra ha un grosso wormiano,

Fig. 7.7 — Cranio di feto di 4 mesi ¢ 2o giorni, del Museo Anat. di Napoli (n.* 711

del Catalogo) — fr. 5., osso fronlale sinistro — fr. 4., osso frontale de-

stro — p. 8., 0ss0 parietale sinistro — p. d., 0sso parietale destro — fra
le quallro ossa si vede la fontanella bregmatica con due ossicini.

ile sl




e
ik dalle (17) 51 traggono
3 ()= 2P
e

gy () 15, (#) log £ =

D=4 (x—4@X

dunque, sostituendo nelle precedenti, si ha

ma queste non sono che le stes
ritenere che le (21) si verificano qualung 1.
Le (21) dicono che un giro della variabile complessa & nel senso dirello allorno

al punto singolare ©=0 cambia X, X' in funzioni line
quantitd rappresentate dalla sostituzione lineare

1
ok
5= o nenr.

In conseguenza i valori di X ed X, dopo m iri in senso diretto atlorno al punlo

singolare 0, sono rappresentati dalla sosliluzione compos

a 8., ossia oseguendo la

composizione e notando che

senm(l

son (1

o | ¢

so inverso cambiano X ed X' in funzio-

Analogamente si vede che m giri in ser
ni lineari ed omogenee di queste quantita rappresentate dalla sostituzione linears

san (5 — B v (r— 1)
T senfy—1) %




—
ma questa sostituzione si ricava dalla (22) cambiando Ja m in —m, dungue possiamo
concludere che i valori di X ¢d X' dopo m giri della variabile complessa z sono dati
sempre dalla (22), coll’avvertenza che la m deve assumersi come posiliva o come ne-
gativa , secondo che i giri sono in senso diretto o in senso inverso.

0. Gon procedimento del tullo analogo, e ricorrendo alle (18), (4) & (3), & alle
{18),(4) e (5), s vede che n giri della variabile complessa « attorno al punto si
golare 1 cambiano X , X' in funzioni lineari ed-omogenee di queste quantith rappre-
sentate dalla sostituzione lineare

{ gmr-a-pr _

|

san (7 — ) molr —a— T uoapm |
sen(y—a—pr s
0 1

23)

dove la n va considerata come posiliva o negativa, secondo che gli n giri sono de-

sritli nel senso diretto o nell’inverso.

44. Supponiamo ora che la variabile complessa & compia un giro nel senso di-
retio attorno al punio =ce .

Cominciando dal caso di=—F non eguale a 0, in virth delle (19), (6) e (7), si
hanno

[ (XY B g gl gy B o —§)
PR —8, B —a) e a—p (=0
| X Blat1—v, f—a) B, a—p)

|&F eBatl—t.p—a) ¢ BEa ) |
: SR — B, 8 —a) #RE, a—8) |=0
Blat1—y,p—a) B, a—g) |

le quali semplificate si riducono

(X an(y — gy el

X & genfy —a)m et =0

x sen(r —B) 7w 1

XY e amly—pw

X MHan(r—a)n
I X n (1 —@)




Se in queste relazioni supponiamo s—-}- I, ricaviamo i valori di (XY, (X)), e ci
avvaliamo delle relaziont fra le funzioni iri iche ¢ la iali i

Y = (— T 5 B X L5 e ( — ) 7 (TSP

(XY ison (y — ) w. o™ X oK,
Se supponiamo invece e==—1, abbiamo
(XY= =B 2 eom (1 — ) e o1
(X)=—isen (y — B)m. Mebrmiy 1 ) b

Vale a dire che nel primo easo i valori di X ed X' sono rappresentali dalla sosti-

| — T g e i som (y — ) TTE
| —2isen(r—B)m

)\

€ nel secondo sono dati dalla sostituzione

Bhaen (r— ). TEIE Y

@5) - bz

ne (24) ¢ eguale al prodol-
, ', dunque si pud concludere che
atlorno al panto £=—-eo cambia le
ri omogenee di queste quantila rappresentate dalla sostituzione
composta 8,5 oppure $,7'' S ', secondo che il punto iniziale del giro sta nella parte
del piano superiore o inferiore all’asse reale.

Se a—B=0, ci serviremmo delle (29') , (), (7'} e perverremino alla slessa con-
chiusione.

. €la (25) & invece eguale al prodotto 8,
nel senso diretlo della variabile compless:
X, X in funzioni I

Analogamente procedendo pel easo di un giro in sepso inverso della variabile
complessa x altorno al punlo £= w0 , i vede che esso cambia le X, X" in fanzioni
lineari omogenee di queste quantiti rappresentate dalla sostituzione composta §, S
oppure 8,8, secondo che il punla i ¢ del giro sta nella parte del piano supe-
riore o inferiore all’




e —

Totalita dei valori degl'integrali X, X' in un punto z.
Estensione del teorema Kronecker-Hermite.

variabile ¢omplessa & partendo da un punto qualunque
va un cammino qualungue non passante pei punti sin-
golari, ¢ ritorni al punto iniziale. Poiché tale camming pud decomporsi in una serie
di cappii attorno ai punti singolari 0, 1, e , cosi, giusta quanto si ¢ detto nei nume-
i 9, 10, 11 si raccoglie che il cammino percorso muta X, X' in funzioni lineari omo-
genee di esse rappresentate dalla sostituzione composta

12. Supponiamo che
golare del piano de

non s

0 culm w0, w0, 0 sono0 numerd interi, positivi, nulli o negativi.

48. Or supponiamo
—1=0 , t—e—p=0:

Wl esytds

L= (1 — =) €] *ds,

o
= J A=
[

essendo, in virta delle (14), la parte reale di o compresa fra 0 ed 1.
Le sostituzioni (22) ¢ (23) diventano

(@)

23) —Eniimaﬂ)

1




1l prodotto 8,° 8" risalta

( 1
(—‘Imfmnnr imn .=-n’a~.)
e il prodotio 8" S, risulta

(I - o son a5 .:y..mg:)

—Zmisenan 1

Il prodotto di quanti fattori si vogliano dell’una o dell’altra forma conduce a una
sostituzione della forma

in cui A e p sono delle espressioni della forma

(26) L A, (2 sen @)t 4 A, (2 som a)* -+ A, (Zs0n a)*
@, v s0no espressioni della forma

(27 B, (2 sem &) -+ B, (2 men & - B, (Boen a)’ .. o
nella quali A, A LA, ..., ,B,, ..., sono numeri reali, interi, positivi, nulli
o negativi.

Poiché il determinante di ognuna della sostitozioni (22) (28) & 1, cosi il deter-

minante della sostiluzione risultante & 1, quindi

8) Aprv=1.

Possiamo dunque concludere che: (utli @ valori di cui gl integrali

J" SO (l— Pt (l—w2)

xHJ"rAu — 5 (1= — )] ds

Sacieta de* XL —Tom. Vil — Serie IIL —N.* 4.




=
sano suscetiibili nel medestmo punto X, sono rappresentali dalle farmole
AX fpiX

wiX

44, Dal teore
quoziente H=

ori di cui @ suscettibile il

ora dimostrato dise che ot i v

entati dalla for

S i un punto & sono rappr

P

dove H, & uno qualongue dei valori ehe H acqui

a nel punto @
Tn altri termini: Pasio
@ =70,
tutte le soluzioni deil’ equazions
£ = (H,)

sono comprese nella formola

dore X, g hanno la forma (28) 1, v la forma (27), e soddisfano alla ). Oltre il

1
caso di a= 5 che conduc

al e

rema Kronecker érmite, & nolevole

di a= si ridue

N eui X, p, v ri initeri

) pure a




