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INTRODUZIONE.

{ 4. Nell'analisi la derivazione e I'in! zione si considerano come le dug ope-

razioni i i fond li; esse si defini in modo indig 1

dall'altra ¢ si dimostra che I'una operazione & inversa all*altra.
! 11 mezzo che mi son proposta per stadiare le equazioni differen

dalla considerazione di due analoghe operazioni fondamentali infinitesimali le quali

sio dughi integrali fondamentali di una oq
i dells stessa ed inve e dai flici della

rispeltivamente dinno il passa;
T

differenziale linears ai

equazione differenziale agli integrali fondamentali

2. Eccomi ad esporre in succinlo come si oltengono tali operazioni.

Se sopra una variabile qualunque u si eseguiscon due sosti-
| tuzioni Tinear! | eui coefficienti sono rispellivamento (lr:)‘ (“‘5‘) cid equivale ad
i 1 By
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E nolo che se

si avrd in generale.

Prescindiomo dalla variabile u sopra eui debbono eseguirsi le sosliluzioni e
consideriamo sollanto le relazioni fra { coelicienti delle sostituzloni. Supporremo

Ie sosli

wzioni a determinante uguale ad 1.

3. Dulla operazione fondamentale considerala del prodotlo di due sostituzioni
possono farsi dipendere come casi particolari la somma, la moltiplicazione, la sollra-
zione e la divisione ordin

rie.

Infatli, come & nolo, avremo

() =

béils

(1,0 (1
Im.]“.al
B0
ol

4. Supponiamo ora di avere una sostiluzione i cui elementi siano funzioni di
una variabile: chiameremo lu sostituzione finzione di quella variabile , o so gli ele-

menli saranno funzioni conlinue si chinmerd pure continua la sostituzione. Mediante

*) Ora od in seguito il segno =|= stari & significare diferente.
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tale con o ad oltenere una operazione infinitesimale colle

sosliluzioni.

iderazione si passi su

By . f bt A 2
Infalti, se l?.«l) & una sostilugione continua di &, avremo che le due sostil
zioni
b
0 ( e
a, b\ [
) (5

quando &, tenderd a zero, Lenderanno indefinitaments verso Ta identitd in modo che,
solto certe condizioni, le sostituzioni (1) e (II} polranno rispettivamente seriversi, col
traseurare infinitesimi &'ordine superiore al primo,

(14-:,,:: B Ax \’
nd, o 1E5al

(Iho,d,, Ba
(Boes o)

essendo
oy B (30 Bl
l':‘ .5.}' ‘.'y‘.}
due sostiluzioni fanzioni di @.
Queste operazioni fondamentali infinilesimali le chiamerd rispeltivamente de-

pa i i (a, b
vivasione a sinisira ¢ a desira defla sostitazione primitiva ( ) .

Analogamente partendo da una sostiluzione

(feetame

(a determinante eguale o no ad uno) fiinzione di @ definita in un intervallo (p...q),
considererd guesto intervallo diviso inn parti A, A, .. h,. Formerd i due prodotli:

dla oty

Lbad, Bk
( ko 113,

Tty 118, A,

Lieh, | B (s )
(o e U )
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8,
in r‘ulk

Vi 5 | rappresenta il valore della sostituzione per un valore di @ compreso nel-

I'intervallo & Considererd quindi i limiti, se esistono, di questi due prodolti quan-
b

o indefinitamente impicoolendo e ¢

doh, h, merd rispetlivamente i due

Himili integrale destro ¢ integrae sinistra della sostitzione | [} nellintervalla (p...q).

i della

rivazione e della integrazione delle

Dimostrerd che le due opérazi

sostiluzioni possono ritenersi come operazioni inverss

Ssse fanno parle di quella classe di aperaziont infinitesimali a cui alludeva

da principio; perche, come d trerd, dimne appunto il passaggio dagli integrali
fondamentali di wna equazione differensinie lineare del secondordine ai coefficienti

della stessa ¢ i

ersamente dai coefficienti agli integrali fondamentali,

Per ollenere lizzazione delle slesse aperazioni al caso di una equazione

differenziale d' ordine #, bast ina sosliluzione.

di ordine n ed estendere , come & fi

5 @ quests le due operazioni fandamentali i

derivazione ¢ di inlegrazione, T

In altei te

i il calcolo differenziale ed integrale relativo alle so-
ce 1a teoria delle foni di u- |

stituzioni cof for
neari.

" ]

5, Se i lien presente quanto dicemmo nell'ArL. 3 3i vede chia la derivazione e Ja
integrazione ordinaria, come pure la derivazione logarilmica & la sua operazione |
inversa, possono. ritenersi casi particolari della derivazione e della integrazione di |

sosliluzio

6. Nella prima parte di questo lavors mi ocoupo dello studio delle due opera-

zioni fondamentali, a ¢ui bo o
di variabili real

Nel 2 1." studio le de
per la loro esistenza, le laro praprieta e le regole-per la derivazione dei prodotti di

cennilo precedentemente , sulle sostitu; funzioni

vate delle sostiluzioni del secondo ordine, le condizioni

sostituzioni.

112 2.°& relativo alla integ
fra la derivazione ¢ la integrazione.
Nel 7 3. mi occupo delle sos

azione delle sosliluzioni e alle relazioni che passano

ni funzi

di pilt variabili e dei loro differen-
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e
ziali del primo e del seconde ordine o trovo lo condizioni aiaché una espressions
jale data per sostituzioni
n§4si Il espressioni differenziali, ¢ nel §
trova un cepno cirea alle variazioni delle sosliluzioni.
Nel § 6.° dopo definits la inte
Pinte

esalto d"una soslituzione,

forisce alla inogr

azione multip

viene daly un leorema che tra-
Ie doppio; da questa
nonodromia di una soslituzione funzione di

sfory

le curvilineo di una

sosliluzione in un inlegrs

trasformazione risulla la condizione di

due varis nzisle esallo.

ili oltenuta inlegrando un
Nel 2 7.7 viene esegui
che gode di proprietd analoghe al parametro differonz

o un breve studio sopra uria sostituzione di due variabili

e seeondo di nnd funzione.

Quesli primi selte paragrafi (per rendere pi

semplice I esposi

oo della pre-
senle leoria) sono relalivi alle sostituzioni del secondo ordine, la-generalizzazione ad
una sost

uzione di o

ine n viene eseguila nel 3 8

Nelle: parti' che faranno seguilo alla presente verranno considerate le sostitu-

zioni: funzioni di v

bili complesse, Per esse vals un loorema analogo a quello di
residui,

Cauchy relative
Si considereranno poi e sostiluzioni olgebr

he, cioé quelle soslituzioni mono-

drome sopra una superficie di Riemann e che non posseggono ohe poli, ed i loro

li. Si olliene in

al modo una classe di soslituzioni che chiamo sostitusioni’

per la loro propeietd possono dividersi in varie categorie. Queste so-
e g Riemannse-
normali, in modo che i due valori della sostifu:

slituzion

hanno Ta proprield di essere definite sopra una superfi

zionala mediante i (gl ane alle
due rive di ciascun taglio si ollengono I'nno dallaltro moltiplicando a destra, o
alori per

soun taglio o oivscuna porzions dy laglio compres

sinistra, o do ambo le parli uno dei due

oslituzioni cos

anti lungo e

fra nodi conseculivi.

fra i tearemi delle funzion

anno seguilo aleune analo;

ebriclie ¢ deg

tegrali abeliani e le proprield delle sostituzioni algebriche o abeliane le quali rosul-

no da uno studio sul teorema d'Abel.

L

Verranno poi considerale aleune

ssi speciuli di sostituzioni abeliane.

almente un'ultima parle rigus

dora 'applicazione dei resullali trovati alla

teuria delle equazioni difforen
con quella della derivaz

lineari e mostreri appunto il nesso di questa teoria

one ¢ delly inlegrazione delle sostiluzioni,
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PRELIMINARI
# 1. Formule preliminari della teorin deile sostitusioni — Netazioni.
1. Ricorderd le formole seguenti:

Si ha
=

ln,,u,) l‘n.,it‘\) s (.zl ab ey, @bk, .m}

i ! \og eyagtd oy e b dd 4

e in generale, s

by s by e
g Bt by
si ha
| ity iy - -
) e
J e
e
con
=B bt
2. 8e
o [d 8 =
8= [‘_dl..m‘_b —
siha

sl

€ in generale, se

By

Ay 2y

] R ST
i+ g

essendo A, 1 elenento reciproct ad a,, nel detei minante D,




3. Se si hanno dué soslituzioni = e o, si chiama

Slos

la trasformata di 5 mediante =, mentre

la chiameremo la trasformata inversa di o mediante =.
Supponendo =8 — fr = 1 ¢ ad —be qualunque , avremo

@ aBa—ofo-y8h—Frd , Fa— “h—gad |
[\_,‘-H oMb ayd \ —ypatahe —5betavd)

" L Baat-Bge—yab—prd , —paa—pletatdtpad

o = (aYE.Jra'P,u-, Byd, —

m‘rﬂ-}-asd) :
In generale, s

by
b
¢
avremo
s
(n y
<on

essendo A, I'elemento reciproco ad a, nel delerminante D,




T
Facciamo la somma dei fermini in diagonale nelle (I (I'); avremo

(a0 — e+ 18— Brd) + (—réa +aho—yBd+ obd)
= (3xa88c— yab—Brd) + (—Ba— B0 +yabtuid) =
+d) (w8 —p) =

Anslogamente formando la somma dei termini in diagonale velle (1) e (IT) a-
¥remo.

B,

£ 0ty =

=Enb B =E,.

Quindi si otliene il leorema :

La trasformata di una sostitusione qualungue ha la somma dei termini lunge la
diagonafe eguale alla somma dei termini lungo lo diagonale nella sostituzione pri-~
mitiva.

5. Ricorderd la proprietd associntiva del prodotto di sostituzioni che pu
mersi nel modo seguente.

Se si ha il, prodotto delle sostituzioni

posto S,

6. Accennerd che nel corso del lavoro ho adoperato qualche volta il simbelo

(o b

a dy

slituzione

per denotare Ia s

o,z 0, 5
(et

7. Quando nel parlare di una sostiluzione sard neeessario’ di aver riguardo al




A
valore del determinants della soslituzione, scriverenio dopo la sostituzione il valore
{e col simbolo (det. D). Analogamente il simbolo (som. &) dopo

del suo delermi

una sostituzione indicherd che la somma dei termini in diagonale & A.
8. Siano
|
i A= B

v

la sostituzione

m
B e anieny
diordineN=%, #, la quale si ottiene scrivendo nella (IV) al posto di A, A,...A, i

secondi membri delle (111) @ completando le linee ¢ le colonne con tanli zeri. In al-
tri termini, se avremo conlemporaneamente

(1)

prenderemo

¢ le r 8 s non soddisferanno contemporancamente alle relazioni (VI), prenderemo

0.

Per. rappresentare la sostitazions (V), oltre al simbolo (IV) adelleremo ancora

gl altri

} Ay
R N
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9. Se in una sosliluzione qualungue

)

+d

a, b, ¢, d, gono minori di m, la sostiluzione si dira minore di m.

Sedue sostitazioni (2*7) + (& ") sono wli che a—u,, b—0,, 0—c,,

d — d, , sono minori di m si dird che le due sosliluzioni differiscono meno di m.
1. Se la sostituzione S (del. A) minore di m differisce dalla sostifusi

S8

minore di s ¢ 8¢ minore di m, S ¢ S differiranno fra loro neno dice (14
2. Se si frasforma una sostitusione = iferiore ad « mediante una sostitusions &

L : (14
(det. &) inferiore ad m, la trasformata ( ‘J

ra inferiore a =

",) (det. A) sono rispethi-

¢ lofd 4 d
sard minare gi

) (det. '), arema che

differivd da § meno di 2mm’; ¢ che S8

Znen [

2 (it m)T
A

10

sima 050

una sostituzione (7% ) & fanzione di @ in un intervallo (p...g),

Hazione dei suoi elementi si chiamera 1 ossillazione deila sostiluzione nel-

1" intervallo.

% 2. Sulla riduzione delle sostitusioni alla forma normale.

iluzioni sotlo una

1. Avremo spesso bisogno nel corsa del lavoro di por
forma speeiale che chismerema la forma normale.
tal fine di un teorema di K. Weierstrass da questi dato nella
Zur Theorie der bilineaven und quadratischen Fornien ).

Ci varremo a

Memor

11 teorema & cui o & il seguente:

Se per mezzo dele

. 18 Mai 1868,

") Mouatelericht der Einigl. Akndemic der Wissenschafton zu B
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k. sono costandi ¢ le X, ¥, v sono cariabili, le due forme bilineari

ove leh

L R R e A e A
QU &gy v o Ty | Yea ¥y oo 0= Enp BapZaity
si trasformana in due alire
Pi(yatyy oo M 10,000 - B)=E0 g Ny

[T L SR S =t R

e se ¢ due determinanti

non sono nulli; avremo che i pivisont EsueNTAN def determinani delle dus forme
PP, pP
coincideranno fra loro.

Recienossnere se le due coppie di forme bilineari

By o | i s 90 QR0 B Al et s v B

i s ] mae ) v Qs i L )

sono tali che i determinanti delle due forme
PP4Q 5Pl

hantio @ medestnii divisori elementari, si potranno trovare 2n* costanti (h,,. .. k)
By | %

’N‘. ¥ A |

(a-+ < k) per de quali H = |
i

in modo che {e sostituzioni

..,_?. By it .,.,:%;.W,_

trasforming contemporancamente P in P e Q in Qs




b
icalo seguente ai divisori elementari del determi-
40, che indica col simbalo [P, Q).

Questo determinante & una funzione omogenea di gradon in pe

Il Weierstrass da il sig
nante della forma pP -+

550 PO~
bed quindi considerarsi (se si esclude il caso in coi tulli i coeflicienti delle forme
P ¢ Q siano nulli) come il prodolto di n fatlori lineari, e omogenei di p e . Sia ap-+-by
uno di questi fatlori ed / 'esponente della pid alla potenza di questo faltore che di-
vide [P, 0]; ™ I'esponente della piit olta polenza dello slesso fallore che divide
tulti § determinanti minori di [P, Q] di ordine #— =, Avremo

(T T N Y
supposto I =0. Posto

T g MO O ) e
avremo

(ap+-29)'

ap+bg)" (@p+ by . . . (@p4-bgy

Ginscuno dei fattori (ap+bg)”™ che comparisee nell'ultimo prodolio viene chia-

malo da Weierstross un Divisore elementare,

2. Si considerino ora le sostiluzioni

A

([ e
s

(RIS

essendo queste ullime due a determinanle diverso du zero. 1l Leorema di Weier-
str

pud enunciarsi nel modo seguente;




P

La condiziona necessaria ¢ sufficiente afinché si abbia

1,5, T/ =¥,

&, che le due sostitusiont

abbiano 1 deferminanti con 1 medesimi divisori elementari.
3. Cid premesso prendiamo per S, e 8, I'identitd, ¢ciod

avremo

quindi

Potremo sempre ridurre la sostituziona T, ad avere il eguale ad

1, ed ovremo che fra S, e S, passerd la relazione

ciod I'una sard 1a trasformata dellalira per mezzo della sostituzione T,. Dal teorema
dell’Art. 2, si deduce quindi:
La dondisione necessaria ¢ suff
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essendo Del. 1, & che { determinanti

Ay,

abbiano ¢ medesimi divisori elementari.

Chiameremo il determinante D relativo alla sostiluzi 3 il determinante ¢a-
ralteristico della sostitusione © divisori elementari della sostitusione quelli relativi al
suo determinante caralteristico. X,

4. Prendasi ora una soslituzione

& si considerino lo radici w,, o, ... _dellequazione di grado n

avrd i medesimi divisori elementari di D; quindi polremo serivere

oo

w“"'“" u’!'r, (Dot T, =1}.




et [ s
Si supponga invece che aleune delle radici siano egusli fra loro.
radicl g

li ad o, ¢ i faltori elemenlari corrispondenti siana

—ap =)™, fo—wi T =180

>0 >el>

Si formino le sostiluzioni di ordine &

YR T PR 1 5 o .0
= o sl FERRAT
A R D A
B
0 0 0
| o, 0|
1 0
g0= %« } <:
b o0 w |

& quindi (Vedi § prec. Art. §).

facile riconoscere che ¥, ha i medesimi divisori elementari di 8, quindi potre-
mo serivere

T, (Det. T, =1).




s
La formola (1) rientra nella precedente, basterd supporre in essa

h =S B R R

La soslituzione S posta sofla la forma (2) si dird sotlo la forma normale.

Una applicazione della riduzione di una soslituzione alla forma normale verra
falta nel 3 8 di questa prima parle, ma le applicazioni principali verranno falle nella
2" parte del presente lavoro,
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SOSTITUZIONI FUNZIONI DI VARIABILI REALI

# 1. Derivasione di una sostituzione.

1. Abbiasi una sostitusione funsione di una variabile reale @ che supporremo
sempre a determinante eguale ad 1. Ammeltiamo inoltre che gli clementi della so-
stiturione siano finiti; diremo in questo caso che la sostitusione & finita. Se poi gli

elementi per un dalo valore della variabile saranno continui, diremo che fa sosfilu-

sfone & continua per quel volore della variabile.

Sia (“-3} una sostituzione finita o continua di w nel punto @,. Si formino i dua

A GE

i sostiluzioni
ABYT FAB
= L ) (c,nu s

prod

con Az positivo o negativo.
I due prodotli coll’impiceolire indefinito di Am lenderanno verso I'identitd, Si
ponga

@ si considerino le due sostiluzioni

e "

l\,’: 2 S
YAz ' iz gt Az
e
| 37 ' A»

Azi" Aw |

Cerchiamo le condizioni affinchd coll'impiccolire indefinito di Ax, queste dus
sostituzioni tendano verso due sostituzioni limiti

Ll
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Vale percio il seguenle teorema:

Teorema I. La condisione necessaria ¢ sufficiente affinché esistano i due Limiti
richiesti & che le funzioni A, B, C, D, ammiettano nel punto x, una derivata determi-
nata e finita., 2

Abbiamo infalti

A, bAA B HAB
| 0, +A4C, D, 4-A0

(8sbar By -aB
E C. +4-AC, D, 4D

da cui si deduce

(1+x, s M
S T e P f (D, AC—C, AD) J“'“*.”‘"*;"“i

14 (D, AN —C A1) . (A, AB—D, A)

| 14 (D, A8 —B,40) , (D, AT—D, AD)
:i (A A0—C A) 1.|.(.\,ﬁ,\u_rr‘m)’I

AB AL
Spas
et el

a_, o
% Az T Ar
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M T AL ey 0 )
Eu'nl‘_ (v e et el |
B aie ac_ . Ak AD Ani
'M'Arﬁ s T Ot we B e O e
(AL 4B
B, — —
I e B o
= 0, Dy A  AD ("
2 Az |

La condizione necessaria e sufliciente affinché esistano i limiti delle due sosti-
tuzioni

el
[ e

& quindi ohe esistana i limiti di

AL AB  AC 4D
2z ' & Az’ Aw "
il che dimostra il teorema.
! ; b
Noi supporremo sempre che gli element della sostituzione (c n) olire esser

finiti e continui ammeltano anche le derivale prime determinale e Gnite. Tn questa
ipotesi le due sostiluzioni limiti

(R

saranno date rispeltivamente da

&a‘ﬁ ALE | LALBI (DA—CB,AK —BA"
oLl }c.n'\‘rc.nt = | DG —CD',AD' —BU

DA'— BC', DB — BD

Vouny ‘ — AB
i AC — CA', ADY —CF

)
lod )~ le,ny o, T

ove gli apici soslituiseono i segni di derivazione.
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Consideriamo i prodotli

A4dh,B4-dB| {A,B E--
C4-de D db | }c‘]:

& _ (A BT (AL aA B4dB ]
Lo ic‘ng [04-dC ,D-dD |
Si ollerri
{14 DdA — CdB, .\.m—ij {14-ade, pdz 1
=1 yae u-wn

DAC — €D, 1 |- AdD — BdO

,1-!-«,&. fude |

’1+!M1\‘-~ RdC, Ddi —BdD |
ydw 148"

AdC — CaA , 14 AdD — CaB | =

2. Introdur remo I seguenti denominazioni
3o Z A
Chiameremo derivata sinislra nel punio @ della su»!lhmuna(u ) In sostilu-
s ; H ab o -
sione inite (*'5) e chinmeremo derévata destra d d) la sostituzione limite

La sostiluzione infinitesima S, <i chiamerd il difforeniale siuisivo di
ALB
( )nu punto @, e, i A differenziale destro.

Adopreremo i simboli seguenti:
AdB — Bd4 §
- AdD — BdC

B
erenziale s g Va3
(1) @iferonziale sinistra) d § o "1y {

{14Dds —CdB
! DAC — CaD , 1
12l — BAD |

14-DdA —B4C ,
14-AdD—CaB |

(2) (diflovonsiale dostro) | ! 1[,: s } AdO— OdA

e e B e

d (AB
“').Tz«(u,l) DG —CD , Al —EBC

(3) (dexivata
DA’ —BC , DB — W) _(AB (AL E
= (u,u) (r WD

y A,By 4
(4) (derivata (Lesln}(r_‘ u) ) (AL oA AL —CF




— e

ABY _ 4 (AB
d(l.l.' E(c‘n)""

(6:0) #=(o) -
Avremo poi subito le formole
b2 (el () = (60) 1(em) @l = (&22) -

3. Come & facile il prevedere ad ogni leorema relutivo alle derivate sinisire ne
corrisponde uno correlativo per le derivate destre che si oltiene dal primo scambian-
do dappertullo nell’cnuncialo la parola destra colla parola sinistra, & trasformata colla
trasformata inversa. J

11 pil delle volte quindi non enuncierema chie uno solo dei du teoreini correla-
tivi, avvertendo fin d’ora che non si avrd nessuna difficaltd a stabilive altro,

4. Cominciamo dallo stabilite subito il teorema fondamentale sulla derivazion
delle sostituzioni, il quale, come vedremo in seguito, ci da il legame della presente
tesria con quella delle equazioni differenziali lineari.

Teorema II. La derivala a sinistra di una sostitusione (detl. 1)} non cambia se si
maltiplica A pEsTRA la Sostifuzione per una sostituzione costante (det. 1).

Teorema correlativo. La derivata a destra di una sostituzione (det. 1) non cam-

bia'se si moldiplica A SINISTAA Ja sostituzione per una sastitusione costante (del, 1).
Infatti se ( )u uno sostituzione fun-

“8Y & una sostil stante o (42
YIE)L una sosliluzione costante e (: i
zione della @, avremo

a,bY [a.B _(r-u-*-it,f‘n,'sa:—lf!
()il )i e i

e derivando a sinistra

= W) Gl =(ZEa e () GO

e (58 GiRF (o) =

3 («.L
T & r‘u‘)'
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(28 (o) =G et
e derivando a destra
o) (I =100 Gl (et o)
= (T (2
=) Ey= e

5. Teorema INI. 1! differenziale (destro o sinistro) di ung sestitusione (det. 1) ha
il determinante equale ad 4 a meno o infinitesimi &’ ordine superiore al differenziale
della variabile indipendente.

Infatti avendosi

Analogamente

d(a,n _(11—Dd;\—cda, AdB—BdA
C,D)* DaC—CdD , T.\d'ﬁ-—ﬂdc) x

il delerminante delle sostiluzioni sard, Lrascorando infinitesimi d'ordine superiore
al dw,
1+ DdA — CaB--AdD — BaO=1-d(AD—BC)=1,

Teorema IV. Ogni sostituzione.

()

non pud esser derivata (destra o sinistra) &' un’altra sostituzione (det. 1) a meno che

non sia & 4-8=0.
Posto

wCas G

Gtz =(50)




ey e

avremo
a=da'—ch’, F=ad —ic,

oppure
a=da—bd , B=ad —cb’

quindi in ambedue i casi

d |agh
i dd ol b sy 2 |5
ad-B=ddtaid —be —ol= ‘“‘IG;«'

a,B

: s) & conlinua, la condizione posta

Dimostrenio in seguito (3 2) che se(

4-+5=0& anche sufficiente perché la soslituzione sia la derivala di una sostitu-

zione (det. 1),
Teorema V. La derivala o destra o In derivata o sinistra di una sostitusione
ab
& det, 1
(e.n) fik)

hanno fo stesso determinants che & eguale a

Abbiamo trovalo che
HE e M EHY

{dz \¢,a,

|Gy
e,d) &

quindi
!i(a,a Lo

et (e e 229) =

S R S
D”'(c,d)' RE (:‘l()fix e |

Ma
n\b) 1

Det. (c‘.;

quindi
(“"‘)5 Det. (

d
ook i \eoa

&
Teorema VI. La derivata a destra & la trasformata dell devivate o sinistra me-

diante la sostituzione primitiva,




— =
Infalli dalla relazione

el ol G =CalEIE)
()=o) (5 () (51a)-

sl deduce

c,d

Teorema VII. Si hanno le relazioni
20 =D
(Ge) = =—fala-

Abbiamo
e (n—a'c,:to—w)
“\ac—ca,ad—ch
(rx,b d _(:a'—bc',dﬁ'-—-bn’)
n,d) G = \ac—ca,ad—cd
quindi

0,0

Pa(eay (Rt =G0

donde il leorema enunciato.

6. Passiamo ora allo studio delle derivate dei prodotti
percid i seguenli teoremi.

Teorema VL. 5o %5 ) det. 1) 2 enstante ¢ (25) ot 1 funsione dix, s ha
=G GalstEg o) (8
DG ala=Ga D&

c,d)de) iy, B

sosliluzioni, Valgono.

eiod la derivata @ destra del secondo prodolio considerato & la trasformata della deri-
vata della sostituzione variabile mediante la sostitusione costante; e la derivata o $ini-




Ak
stra del primo prodotto constderato & la trasformata inversa della derivala della sosti-
tuzione variabile mediante guella costanle.

Infatti

d \(1.;) (u.o)l a atu-l—{!c‘ub-i-arl)

T \y.8) \e,a/iT T\vatse,vb 182

Rl el
(BN ]
)

Teorema IX. S (:"';)(ael, L)o(:'g) (el 1) somo due sastitusioni. fun-

ziomi di'x, si ha
o Ay Cal-a =G R Cari=

mente osservando che il differenziale del

Questo leorema i dimostra immedia
primo membro si ollerrd facendo il prodotto dei differenziali che si hanno supponendo
successivamente coslante I'una ¢ variabile I'allra sostituzione.

La formola preccdente & una delle fondamentali della presente leoria e per le
applicazioni che ne firemo & opportuno presentarla sotlo varie altré forme.

Premelteremo alcuni lemmi:
1.7 Lemmu. A meno di infinitesimt d ordine superiore a dx, s aord.:

(1-,‘—4‘,1:, Bulz )(i+a.dm, Byl )A

Yz, 14-8.dw Tadm g 1B

L4 ayde , Bz 14ade, B )
( Yode ,1,&,.15)( nde o, L+3de

K(l{-a,da‘-l-u,#‘c. Bl - Byl )
T\ wdeddr Ut Bdrgde )’

Sae, dei XL—Seria 111, Torso VL—N.0 &. )




ol

2.5 Lemma. Se (‘ :) Rl de it taisa
(e SR = ()
Craie) 1
(DIl R RR (e = ()
avvero, per una nolazione stabilita precedentemente ,
GGG G-
R e = s

8. Lemma. Dato (1] ) (et 1), & posto

avrema

(G (0 =)

(u-b)"(l-r-a A asdy _ (1FA
cd i 1~;—&) el l+n)‘
Per i primi due lemmi non vi & bisogno di dimostrazione ; il Lerzo & una imme=

i i ol o L B A O e B
diata conseguenza del secondo, supponendo (T:b) - (D‘ L)c(“."’) = ('{-’5)'

Cidpremesso, risulta subito che la formola del teorema 1X potra seriversi

o ENG=aC Ga) Gl G
o poiché pel learema Y1

sf2m= @R B




o 4|(55) (=) ) aGl CiaY -

Passande dai differenziali alle derivate, si olterranno 1o seguenti formole equi-
valenli al teorema IX:

wn 260 = & CD+ () S CRT
w ZlENGO=CHIEDEx2 60 C
vale a dire se
(el ats =0
a SR CEH=Caii it R0

Teorema X. Se (:j ) (et 1y ¢ (:E) (deL. 1) sonn funsiois di x, i ha:

an {0 (CRI= Gy MR < ()] )
e
w ZHE GOl = s Ge) - LGl Ga):

vale a dire




ooy

Infatti per la formola (11) avremo

) G = Gy e & aa
ma, pel teorema VII, si ha
B e
da cui la (14). Applicando il primo lemma, si i
(aye=la (il

quindi la formola (13) resta dimosirata.

B
&

)

Sl

@
T

Se (: ‘;)sn suppone costants, si olliene come conseguenza la formola

a =G = aREEIE )

la quale si sarebbe potula oltenera onche dircltaments con grande facilita.
Teorema XI. Abbiasi un prodatto di sostituzioni

BB b B

tutte a determinante eguale ad 1.
Si panga




o
Avremo

(18) a[88,...8]=
=8, T @R T T @S T T @S T T (8 T,
ovvero
a9 S

=‘:IZ-+T,(“ T T, (’?;’) L Z)TH’I*‘ +T~.(d7s')'l'->-"-

Queslo teorema si dimostra immediatamente osservando che esso & stato di-
mostralo per n=2, e tenendo conto del tearema 1, si ha che se esso & verificalo per
=, risulta vero per n==mi- 1.

7. Lemma. Se pel prodotio di due sustitusioni (’; ;‘) (:‘ :;’) (del. 1), si ha

&2 (Ga=0)

& necessario che sia

Infatti dovendosi avere

& necessario cha sia

Teorema XII, S¢ po-(:'f,) (det, 1), st ha

a(C)=(o0)
D=

2
avrema che (: rj)mni costante.




Infatli dovrebbe essere

) e 1y e (:f{,) (det. 1) hanno la
stessa dericata sinistra, esse now possona differire che per una sostituzione moltiplica-
tiva costande a desira.

Sia

avrema pel Leorema X
A (e Gl =Ca)” G278 20 (a) =Gl

onde pel teorema X11

n,.u,)_ Vm
) =li5):

essendo (§1") costante. Quindi
AP
RS N m
(aa)=(:a) G3):
Teorema XIV. (leorema correlativo del prec.). Se duo sostituzioni (det. L) hanno
la stessa devivata desira, esse non possono differire che per una sosfituzione moltiplica-

tiva costants a sinisira.
La dimostrazione & analoga a quella del teorema precedente.

8. Supponiamo che 1a sostituzione (;’;) (det. 1) funzione di , abbia la forma

(1)




-3 =
applicando le formole (3) e (4), avrema

a 1.0) ;
e, 1) T ey

FHERIES

.0,

Se la sostituzione ha invece la forma

avremo

Quindi, come era facilmente prevedibile, Ta derivazione ordinaria e la deriva-
zione logaritmica risultano essere casi particolari della derivazione di una sostitu-
zione.

9. Applichiamo alcune delle formule precedenti per caloolare la derivata di al-
cune sostiluzioni o atlencre delle formuls di oui avremo in sezuilo bisogno,
o [ B BY o i i

Se (ﬁ : s) & costante, avremo

«(33)

Se A & costante

(o) - &(728) = (5%0)




quindi, se \: i) (det. 1) & costante, avremo
e 2R D=6
Per il teorema VIII, avrema poi
38 (oo =(0) (5:22) (58)

= (‘i-taﬁ’w‘—S‘r).ui).o(ﬁ )
i 23 y8 , —Mad+pEn /"

Poniamo
APy =a
—2es =8
aa=0,
298 =c
— (B4 pr)=d |
si avrd
ad— be=— (a8 — f) = —
A= Vie—ad;
¢ supponendo ad— be=|= 0 , avremo
i Lp | n
4 % —Fm| o ) (ﬂ.-hj 7(
dx il i, 8

@ ¥
a4-d=0

A= Vo= ai




B

purclé il deterwinante della soskituzione costante (*) siu- diverso da zero.

Osserviamo ora che si ha, supponendo ¢ costante,
df1,0 0,0

2 E{'c(rm,x)d c.u)'

Quindi per i teoremi 11, ¢ VIIL ::g)(.m‘ e |:;) (det. 1) sono co-

stanli, avremo
w108 G GEN=G0 Go) (32)
=28

Poniamo

a,b

«\.B‘) '_(f,d)

B

Le formole (21), (22) e (23) ci danno la forma delle sostitusioni pit generali la

cui derivafa sinistra & una sostituzsione costante senza che tulli ghi elementi sian nufli.
Nel caso in coi tulli gli elementi della derivata sono nulli, sappiamo gia che la sosti-

luzione che deve derivarsi & costanle.
Saz. dei XL—Seria lll, Tomo VI~N.*8.




=g

10. Se lu soslituzione (i‘;‘} & funizione di y, e questa variabile & funzione di 2,

alen) =)

posto

avrenio evidentemente, che

(o) =(a)

Quindi le formule precedenti ci danno immediatamente la forma delle sostituzioni pid
generali la cui derivata &

( ag(x) , (e}

) ey, =0

Si avri
Tl 18 ) -
a Rt i) P o o
1| e et 3] B
osta 3

(@1) {“a ol

T e 3
i = 1,0\ [k, ag(a) , boe)
b !”’"_,'. vi (G G ]=(56 &0)
(25) £ = A
atd=0
1 : ad—be =10
in cui « d costanle & \j;) (det. 1) & costunte,

8 2. Integrasions di wna sostiluzione.

a
T
un intervallo (p» .q) p < g- Dividiamo questo intervallo in n parti Ayh,,..h, (a co-
minciara dal limile inferiore p dell intervallo) e denotiamo con ,, B, v, B valori di
oy By 1, 5 qualunque compresi fra il limite superiore o I'inferiore di queste quantitd
nell'intervallo .

1. Abbiasi wna sostituzione {215 ) funzione di un argomento reako o variabile in




—_35 —
Formiamo i pradatli delle sostituzioni

14 a,h,

By (17;5‘»,_ By )
Tulta ,|+s_»_) EOR T

B _ (Lha b B, (Hahe BL

e = (50 ) oo O30 )

Se, fcendo impiceoire indefinilaniente i gPintervalli b, , b, i, A_e &,

tendono verso due sostiluzioni limili § e 8, le si chiameranno rispellivamente

Piutegrale sinistro o I integrale desiro di (: '3 ) nell intervallo (... @) o s adotto-
ranno i simboli

i \fwda, pde \_

(Integrale sinistro) J): ( fais —{—Wm) =
1d-ady, pde "

ntogrlotesre) 5= (2 &u) i

2. La d della condizione d'i

ilita di una & molto

analoga a quella della condizione di integrabilith di una funzione. Si potrebbe quindi
enunciare il resullato lasciandone la dimosirazione; wa per non rendere da questo

lato incompleto il presente studio dedicheremo questo Arl. ad acoennare la dimostra-
zione in questione.

Premelleremo alcuni Lemmi.

1.7 Lemma. Se si ha il prodotto delle sostitusioni

)= (b (Bt

Infatti la sostiluzione

{1+a., B,
G LBy




— 836 —

scun elemento A, , By, G, , Dy superiore in valore assolulo all’elemento cor-

rispondente A, B, G, D. Ora

quindi

2.° Lemma,

avrens

posto

Si ha infalli

) il1 (Lp2m), 01
| o 1)

LA




e analogamente

e cosi seguitando si ha

T, il 8yt = N

3. Lemma. Se le sostituzioni S, sono_inferiori a m e i loro deferminanii sono
superior a A, mentre ciascuna 8,8 & minore di x, la sostituzions

vusi=iis) disym

sard inferiore a

B
1T, b inforiors a
odet > 11,4,
quindi
1, 04 2mye

T, (5, 8,7) T ar inferiore . ¢,

e finalmente

fir T




sard inferiore a

In particolare se w, < -

. avremo 4,1 — 2m, ¢ quindi UU™ sard inferiore a

2 1
40 Lemma. 8 §, ) & inferiore ad m; <5 ¢

2 5 1,1
avremo che UT,™ sard inferiorea +'{

Infatti, posto

avremo

Ut =TT

Ora

. My

T, & inferiore a &

8, & inferiore a m,

del. T, , & maggiore di 1 —2 % m, ,




quindi
T;8,T,,™ sard inferiore a
14-28m,

amfm |

1—2d

28m,

e per conseguenza UTy" sard inferiore a

5.° Lemma. S¢ si ha il prodotto

P=(+a)(4a)....Q

CON B, 8, . . . B, positive ¢
@<ag _f . :f‘ azh
1 <P <,

t(14a) <1, 1 <P <14-20(14-a).

Prendendo i logaritmi si avra
log: (1) <d,+a7

Siog. (1ha) <1H2a7 <t 4a)

1<P < dimi=14 ‘_(.l.’l!’,"l .;..i.' EIH: 4

esel(l+a) <1, avremo

1<P<IHI -l-a)(l




Cid pre abilita di una sosti-
luzione

(Eae}

di cui supporremo tulli gli elementi inferiori ad un dato valore m.
idiamo I'intersallo d'integ

ni

azione (p...q) ne
1

Lery

bk, ..b che

polremo supporre tulli inferiori ad h < . . Poni

o g —p=1=0.

Dal primo lemma resulta subito chie tutt

ssibili prodolti

i conserveranno inf ad un gerto valore M

Infatli ciascuna sostituzione

(1t oy Bl
[ By 1 )

" Al e |
sard inferiore ad m A, <m f < — e quindi

sarh inferiore a

(&)

=M.

¥

* Consideriamo ara due suddivisiont diverse f ... (i, < < i:ﬂ)m‘,ﬁ

3 I . i "
(A_ <k <4,_n) & forimiamo 1na lerza suddivisions gisfa: ¢+ lale che i punti di di-

ne ad essa corvispondenti si

o quelli della prima e della seconda suddivisione.
nell intervallo &, sono racehius

gli-intervalli ¢

- Fuer @ S0 denoliamo
con ac. B o By valori di &, 8.7, 8 compresi fra il limite superiore ed inferiore di
queste quantith in g, prendiano a conside

¢ le re sostituzioni

Gy




essendo p la maggiore di lulle le ¢

5 gl J
Si vede ora che per mh < - |'espencnle che comparisce nella espressione pre-

cedente resulta minore di 1, quindi avremo che U, T,™ sard inferiore a

E o A e
\,.)ztl—‘hm;l‘(

L:H

Ant

Se D, & Foscillazione della sostitiziono

& 8, differiranno fra loro meno di D, h, onde

e percio

ot det XL.—8




n

sard inferiore a

o) (Pertsmrnz) (12

ah A

‘;I"'L-i—ZuL'J‘

\T—3m i

avremo evidenlemenle

quando le &, , 4, , . . . & lenderanno a zero.
Per il lemma 3 avremo

inferiore a

esemh

onde

sard inferiore a




g

4 2w 2
Em.m(:—;g—;;)+:z, r,)1>=1+zz-(m(1_

essendo ¢ la maggiore delle <, e D la masgiore delle D, e supponendo che Z, D, A col-
. : 1
Vimpicealire delle i, divenga inferioro ad . Polremo porre
Q=2PEL DA+ Iy

ed evidentemente v, lenderd a zero coll impiceolire indefinitamente delle 4. Ne
segue chie

differiranno fra loro meno di

)

i+z)]) ( 2PED A+ I,
= L

Analogomente si vede che

Ve, B, 1450 B
A e 8 2

35 1458,

0 L b 1 v .
(sc m I sard inferiore a ﬁ) differiranno fra loro meno di

Xt AL ( 2P 2D Kot B,
z ¢

1a i, B
Vb, ke T)




=
differiranno fra loro meno di

2 \l) ( 2PZD A2,
o

AR, -Hi.m)
—2fe

Se supponiamo

lim. %D,

» con identico ragi i quello che si segue pel caso della
ziona di una funzione, che esisterd un limite determinato o finilo per

A ( Lz,
;

Tl

Analogamente si vedrebbe che esiste pure il limite del prodotio

L
Tl "'v"’”'.)

quando le h tendono a zero, se si verifica la condizione
tim, 3, D, B =10,

Possiamo quindi enunciare quanto segue,
Teorema L Se I denota la oscitlazione della sostitusione finita

nell intervallo b e se

lim.

per Iimpiceolive indefineto di tulte le b; esisteranno ¢ savanno finifi I'integrale destro

! G,
e Vintegrale sinistro della sostituzions. ( EJ
&

porsione qualungue di questo fdervailo.




Come conseguenza si deduce:

Nel caso éun cui (“ ’) sia sempre finita ¢ continug o abbia un aumere finito di

pundi di dis it essa sard sempre integrabile {anto a destra quanfo a sinistra,
Percid quando si tratlerd di una sostituzione da inlog a supporremo sewpre.
finita e continua , a weno che non si avverta esplicitamente il contrario,

3. Teorema L. & * “’) & e che & -+ 8 = O le sostitusioni

Jﬂ(»‘u ( 19)”,mfz
qualungue sia I'intereallo (p. ..«q) saranno a delerminante egnale all unitd.

Avremo infalti

1kah
Det, ( i =145 =Rkt
il i £

supponendo di prendere i valori e, &, v, 5 nello stesso punto dell' intervallo &,

Ora poiché supponiamo (: :;j finita & continua

tim. Al (1 (a3 — B 12

di fare imy ndefinil led,.

4. La proprieth associaliva del prodotlo di. sostituzioni 6i conduce immediata-

mente al teorema,
Teorema IT1, Sz v & wi punto intermedio fra p ¢

127

onte a quanto i fa per I integrazione delle funzioni , si pud estendore
il coneello di integrazione di una sostituzione ad un intervallo negativo, Se ¢ = p,

supposte diviso Vintervallo (p...q) o comingiare da p negli intervalli A, ..., si

intendera pm‘f (&2 )i

sin, 1) ('_“ &




i

per le kb, ...k, lendenti a zero. Se a, By, 17, 5 corrispondono allo stesso valore di @
e se a4 5=0, 6 &= u3—F1; avremo

— Rk
e i )

At ok _?S_._hf_ \
T Ache T Ah7
vihi o,

o Nahs Bl % it i ; a
difforisco da (%M Bl Y o i finitesimi d'ordine superiore ad ki, quindi per
PR B R i o G P

il Lemina 3° dell Art. 2°, avremo

T—aihiy, —fih) _ |
lims, l’l( k= —8.»,) = lim.

In lal modo si olliene la formola

O 6 e 1 i s

@ la formola del leorema precedente viene cosi a valere anche se » non & intermedio
frapegq.

5. Sin (: : :) (4-5—0) una sostituzione finita ¢ continva nell’intervallo (p...q)

o sia @ un panto | dio fra p e . Se consid le due

(=GR

esse polranno considerarsi come sostituzioni funzioni di o,




B

Par esse vale il Leorema seguente:

Teorema IV. GIi integrali desira ¢ stnisiro di una sostituzione (som. = 0) sono
sostitusiont continue (del. 1) dol loro limite superiore; la derivata sinistra dell integrale
sinistro e la derivata destra dell'infegrale destro rispetto al limite superiore sono eguali
alla sostitusione che si infegra.

1. Che gli integrali destro e sinistro abbiano il det, cguale ad 1 resulta dal teo-
rema secondo.

2. Per dimostrare che gli integrali sono continui, supponiamo che la sostitu-

zione da inlegrarsi sia (: ;) (i cui elementi sopporremo inferiori a m).
a,b a,p
(e,d) 7([):(1' . ﬂ‘)
ST
(n,b (a,b A (“'E)dx.
ol fusa e, d /s P e
Ora per la formola (A) dell'Art. 2%, avremo che

G

Poslo

sard i L ( 2m. Az (14-2m. Az) )
sard inferiore a < (r + )

Mot el e b
Gib dimostea la continaita di (£ %)
Analogamenle si vedrebbe verificala la stessa proprietd per I'inlegrale destro,
5 evidente che per dimostrare la continuith degli integrali non & necessario sup-
porre la continuitd nella sostituzione da integrarsi.

3. Dalla formola (1) dell’ Art. 2°, posto

Ao A
Az, 1£3, Az

e

o chiamando D V'oscillazione di (;‘2) nell' intervallo A, si deduce che U; 8" sara




i

inferiore a
(m, Am +:m>,n‘) ( 1

supponendo . Am >

. Quindi Uy e §; differiranno fra loro meno di

ndo 6, 9,,.0,, i, numeri compres le—1)
ral, fodrtaby
10, B, Az b,

quindi

come dovevasi dim

Analo;
Teorema V. La cof

tinua ( 3

(Vedasi il teorema 1V del

mente si ope

rebbe per la deriva ra dell’ integrale

ne necessaria & sufficients affinché una sos

H) sia derivata di una sostituzione (det. 1) & ehe sia o
1).

s 0
Teorema V1. Abbiasi ( 1) (et Dy

si avrd




— 49 —

Infalti, posto

avremo

ma pe

quindi

onde

6. Teorema VII.

fa.b

JAG ) (2= E0)

vale a dive I'intograle della trasformata di una sostituzione & eguale alle trasformata

a0

egrale,, se la sostituzione frasformalrice & costante.

d {ABY_ fa,b
»TA-(\“I) i c.‘a)'

3, Toms VL—N.9 5.

del XL—Sa




A
si avrd

d | (b

Sl R
JEED Gtre=

quindi

e e =

Gl o) (if)=

come si doveva dimostrare.

Teorema VIIL Abbiansi le due sostitusions variabili

Avremo

(s s (518) s

e G

v .
2En=C)

vale a dire se

Poniamo

(5= Gl G| G




Pel teorema X, § 1, avremo

d(A.B g'a,;--.(.‘@-e.m-, i(
dx c,n)* -,‘x) ll c;_,:,.z-;-n)_:u

)

(G2

Se facciamo poi &= p, si avra
(‘\ B ) LN
0,0/ \0,1 )
il teorema & quindi dimosteato,
7. La regola che datemo in queslo arlicolo presenta analogia con quella della

integragione per parti,
Abbiasi da calcolare

LG b=ttt

Bastera eseguire

S Go3)e=(222):
S G (o)
)
Per dimostrare la regola precedente, osserviamo che si ha (Teorema IX, § 1).
G Eat=aG) GG
(5= (Ga) e

@ avremo




S
8. Fino ad ora sbbiamo considerato gli inlegrali come funzioni dei loro limiti
superiorh
Rig

ardiamo invece

Si ollerrd il leorem
Teorema 1X. €

e del lor ile il i integrale sinisiro ¢

0

o sono eguali alla 50-

rata.

Avremo

e quindi

con




quindi

samente si ha

ik "-)fu 2l
dzp\y 8% o

come dovevasi dimostrare.

Del resto il teorema poteva dedursi direttamente dalla for mula (3).

9, Abkiasi wna sostituziono continga (717 ) (som. 0). Tutto le sostituzioni che
T

hanno per derivata sinistra ( ; x) potranno porsi sollo la forma

tuzione S lu cl

£ S
sinistro di (‘ ﬁ) .

te arbitraria (det, 1).

a,b
essonda (', ) una sostitusione osta

meremo F integrale indefinita sinistro o semplicemente Fintegral

s
Analogaments tulte le sostituzioni la cui derivata destra & (“‘;) polranno por-
Ty
solto la forma
A
| i
1
i i
! o8, s chiamert I infegrals indefinito desiro o fintegrafe destro di (T al
10. Teorema X, 8¢ si ha y — g (x}, (2 + 8=0), avremo
(v sy,
o) s Belx)
in cui
4




e “
nfatt, se (215) (det:=1) ba per derivata a sinistea rispetto ad y, (%

avremo (Art. 97, 3 17
()
(

tea il Leorema.
Teorema XL Se tutti gli elementi deila sostituzione

il che dim

—q

diventano infiniti per X ==, s

4, 31 avri che

esisterd ¢ sard fi

Supponiamo infalli che o=, infinili di ordine non su-

periore a 1 —:. Posto

Poniamo




sl avra

quindi pel leorama presedente

soslituzione delerminala o finita. Ne segue che esislerit il limile determinato e finito di

J.:, (‘?w;J”"‘ per =

come si voleva dimostrare.

Questo lim

Wit A e i )
si chiamerd Uéntegrale fra %, ¢ %, di (w ,),) © si soriverd col sim-
holo

14. Diamao
(Parte 2.
Teorema XIL
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3,, sono inferiori ad

riscono fra lova meno di ¢; e 56 a, B Bt

e qua

m, avremo che

Lal
ni date

onde per il Lemm

- -] 1-4ah
) it

sard inferiore 4

supposto le f, sulicientemente piccole

Ma per la formola (2) Art 2%

o (1--2m,

1 Sma,

quindi s sard inferiore a




riorea & ( Emi

differiranno fra lora meno di
A Zmiy %l g

e ke =1§

2 3. Suile sostitisioni a pisc variabili,— Differenziali (otalé.—

Derivate successive di una sostituzione.

1. Abbias
diremo che la sostituzione ¢ funzione di quelle variabili

stituzione i cui elementi sono funzioni di p‘.u

una s

elementi sono conli-

pui separalamente rispello a ciascuna variabile, dn.umn.mu la sostiluzione continua

lmente,

variabili se tutti gli elementi possie-

separatamente rispello alle divers
nu

4 assoluta rispello alle n variabi

. esprimeremo questa propriel

deranna la conl
ndo che la sostituzione é continua ossolulamente.

nue separalamente rispelto alle
et simili delle

Non enuncio le proprieth delle sostiluzioni con

nente per la loro analogia colle pro

variabili e conlinue assolul,

s funzione di ,, @, .. .@, e supponia-




mo che gli elementi ammeltano le derivale parziali delerminale e finile rispelto &
tutte le variabili.

Date alle variabili
1a sostituzione

v« da,, consideriano

acerescimenti infinitesimi dar, , :

Tras
dollo precedente pol

ando infinitesimi d’ordine superiore 4

.dw,, avremoa che il pro-

si soblo una delle forme seguenti:

(14 Dk — G,
® ( “oio—ean | 1

(an

(1) {

(AR n Sl

L'ultima di queste eg imi d'ordine su-

riore,

Le tre precedenti sostiluzioni le dencteremo col simbolo

o e chiameremo il differensiale {otale sinistra -h(
La sostiluzi

)




la chiameremo la derivata parsiale sinisira di (: ;)) rispetlo ad x, e la denoteremo

col simbolo

sliluzione

mente

i dk . dB
N G
(U] I'
d B
D — = dz,
( dz, d.q} i :

si chiamerd il differensiale parsiale sinistro rispetto ad @, e si indichera col simbolo

i

Avremo la formula fondamen

VD

A,B
V) d Y
(VID) '(u,n

renziali

Analoghe definizioni ¢ formule pure analoghe si avrebbero per i di

destri

3. Supponiamo ora che gli elementi della sostituzione

ALB 3
_1:‘1:) (det. 1)

i formi il diffe-

oltre alle derivate prime posseggano ancora le derivale seconde

renziale primo sinistro della soslituzione,, avremo

feel (I +DAA—CdB,  AdB—BdA
)* DG — GAD , 14 AdD — BdC

si tra-

> di questo differenziale primo.

Formiomo ora il differenziale sini

seureranno infinitesimi d'ordine superior

| secondo, ollerrema

14 a (DA —CaB) ,  d(AdH —Ddk)
( d (Dde —Can) , I+»J;_—\-f]1—lr=it1)




— 60—

unti se si fosse det

Allo stes si sarebbe 1o (a meno d'infini-

tesimi d'ordine superiore al seconda) il differenziale destro del differenziale primo

sinistro; avremo quindi v soto diffarensiale secondo sinistro, come pure si polrebbe

analogamente ollenere vy soLo dif

enziale secondo destro. 3

chah

AN — G Ad'B

DA

_ (14D -
- ( — B 4 2AdD — aBiC

Di'e

Ora

Differenziando si olliens

+ APD — BaC=

(04"B — Dd*A - AD —

T — D'4) J

— DtA — B0 - Ad'D) 1

1 DdtA) ,

1“) funziono della sold variabile a , avremo

DA —

1, (AI'—BA) de
o 14 (AD"— DO AD—

(AB'— BA)T2t

( (DC"— 007 s + (OF— DA"— BO




Parremo

(AB"—BA") J

= ()=
2= \OSDYE (m — o A e —par—Be Ay |

e

@ chiamerema questa sostituzione la derfvata sceonda a sinistra spettoada,

5.

. Ponfamo

AB I Y
pponiamo ora ( *y ) funzione di n variabili 2, , 7,

p%8 g @n
( Foh u‘r:)

[ @B, dDdA
- = pt
| »2e oD A b dB a0
| ¥ awa dr Iz, dx. Az, dF, |

i

d*A
nmm‘)

o ae ¢ il
(G it

D @A o

Az, | dx,dr,
a0 D

P = ma, A anan~ Pands,

1 (.n db. dBdC  dh dD B 4(‘)"

dw, dz, e dz, "+ da,dr, =, dz

Adottiamo inoltre i

(3




per denolare le sostituzioni

L formulac (1) ei da Vespr
(ALB
stituzione (o * ) -
Ora

)

cioi il primo mentbro now ¢ altro cle il differenziale secondo della sostituzione quando

si suppone variabile 1 sola , ¢ le rimanenti x, Si SUppoRgono costanti,

Considerfamo invece

o

..r\,;g ( c,n

) dargdn, ;

@ facile vedere che ¢ssa non ¢ equale in generate al dij

ale che st oftiene differen-
siando successivamente la sostitusione rispetto alle due variabili X, x,.

Infalli si aved

d f di @A
2 BN g,
( B 1 »r;.) ey

|

W dbh 0N o
g (A — ‘Ja},)"”"

|




-0 —

Porremo

TR @)
4 apay Y\ e )
a |IX‘(l .J‘) a0

20

4 a
i, daie

Nel nostro caso quindi non vale lo legge di permautabititi nella derivazione, né
Ia legge di formazione del differenziale secondo analoga a quella per le fanzioni.
6. I% utile per il seguito vedere |s relazioni che passano fra le diverse derivate

AR 1
seconde di (cm) rispelto a 2, ¢ .

Poniamo
4 (A8 7(‘
az \o,0) T \y
Avrenio
@
a
(O] ==




— G4 —

db  dD ¢
P )

=)

dy  dB|
B,

anl by g
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7. Valendoei delle formule ora trovale, pas
damer

no 4 risolvere una queslione fon-

o di questa leor

Dalo un prodotto di sostitusioni infinitesime della. forma

determinare a quali cond

ni esse debliono soddisfare , affinchd il prodotto rapprosenti
un differensiale esaito totale sinistro di un sosiilusione.
Tn allri termi

iz Dala una epressione differenziale, irovare o condizione affinché
sssa sia un diffevenziale esatto totale sinistro.

La soluzione di qu

esla questione pud ollenersi direllamente come viene mo-
strato in una Nola %), ma essa pud dedursi immediatamente dai resullali trovali pre-
cedentemente,

Se la (6) ¢ un differenziale esallo sinistro di una sos!

mo fvere
2y (=
o) = n)

quindi avremo intanto che dovranno essere soddi

AB
ziane (c 1) dovre-

le » relazioni

[}

L)

L,m‘
e AB \ dx,
dx ) {u.ﬂ) T | zf’

|5 t (b —a8)
_d’ .('\'h) .vh, a
Gz \e, D 4

BSR4 o Gt |

") Vedi Ia Nota a questo articolo inserita alla fine di questa prima parfe.
See. del XL
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Lcsgy)

= relazioni fra sosliluzi

dalle quali si deducono lo 24

®

=
T O
clie possono anche soriversi

dx _ da,

n (n—1)

Queste

. Aln—1)n
relazioni equi "

zioni che si ollengono

eguagliando o zero gli elementi dell

\ sostituzione (3)

(n—1)n an—1)
e — sun0 Con:

Di ques relazioni

guenza delle allre, coms

sulta immediatamente osservando che in forza delle relazioni (7) la somma dei fer-
wini in disgonale nelie (9) & nulla,
8. Analog

un differenziale esalto destro sarebbero date olire che dalle (7), dalle alire

enle si bbe che le

iaffinchéfa

(6) fosse




per denotare la sostiluzione

dn  dx a _dp
\iz—ay Y T dy !
# A o

i — G W=t T =k G —6D |

ed il simbolo

=30

per denotare la soslituzione

da, da a8 \
Sy igde b O up A
‘,,v & T En @y JCER -:.;s)I]

5,
i

- Ie
T + (B —1iB) "

- 2B, —81)
La condizione affinché

(%Y 1o

('r‘ﬂ) g
sia un differenziale sinistro verrd espressa da

%
B w8\ 0,0
& 1(-:"5) A= (o

mentro la condizions affinché sia un differenziale destro

LRy (s 0,0}

)r(r.»)' ( o)

% 4. Sulle sostituzioni funzioni di pite variabili.— hulegrasions di differensiali fotali.

data da

4. Abbinsi una sostituzione S funzione di @, @,...@,. Avremo (Vedi § prece-
dente)
6} X, dz,

in eui le soslituzioni X,, hanno Ta somma dei lermini in diagonale eguale allo zero.
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Abbiamo trovata nel 3 precadente (Arl. 7) delle condizioni necessarie o cui deb-

ste condiz

(0:0) &

Risolviama ora la questione: Data la espressione differensiale (1) i cui fattori

bono soddisfare le sostituzioni X

oni sono espresse mediante le equa-

zioni simboliche

a A(EX), Cw)

soddisfano le relazioni (11), costruire, se & passibile, la sostitusions integrals S.
Queslo ci servira a dimostrare che le condizioni (I) trovale come. necessarde,
sufficienti affnehé la (1) sia un differenziale
2. A cid premelteremo la dimostrazione di aleuni teoremi che o ser
ni *).

Teorema . Siano X (som, 0), Y (soth. 0) dus sastituzioni funzioni di s e y e sia

song anche sullo sintsiro,

che in ultre occ:

Si panga

Avremo

Infalli supponiaa che sia

(1)

Avremo

)

Q

vale a dire

M= (x—da,+ 7,)ah— (5 —ad ¢, Joe

N= 80— (B, —ad -be,) bd
P =—(a,—da',4-cb Jac— (G —ab,+

Q= — (o — 20, ) be— (B —adly bty od ot (1 —de

“) Yedi le dimostrasioni degli stesi teorcmi pel vaso i’ sostitusioni di ordine qualungue

nd §8




igd,

e quindi, con un caleolo ohe hon presenta difficolth ¢ che pereid crediamo di poter

sopprimere , segue

(@M dx
| " |
(P dqy
| da " dx

a,b

=(&e) e ma (20

come si voleva dimostrare
Teorema IL Se si hanno le due sostituzioni

o by

e,

Junzioni di x ¢ di y ¢ se

(e

& tale che

avremo

g :(qx—rz.wv.—ncd)rs
Cyp— oy B, — B, (3542

57 AT, Y, A

Tnfatli

» —That

(




— 0=

onde

(; Tl -—qf-,,)_
2Arp—rp), ra—ry, =

b—be, by —by,)
bye )

c,a—ca)) 5 b,

Avremo poi

e b, by
Vae ~ay * il
lap
[ _ o as, g
Ay & @l |
d(a8) d(aB) dl
Yo T cenl)
' }
Ora
quindi
d(at)  de%)  dlep) ), d®) a(p)
s dy (e i e gy C
=g g+
Analogamente si oltengono gli allri elementi dell'ullima sestiluzione serilla;
quindi

dp _dp  dg _ dg
Vaz “ay '@ " dw|
I
R T




[ da, _ da

dy

oo e A—ch,
2 6k — o

| ( oty — 6y pA= Gy
dg,  dg| " \2(be—botom
ey

: v‘-!—ﬁlv)
oy — by

e finalmente

A(STIXS, SHTE), =51} AV, 4 ( b

b=ty | Hed—ehrbva—aph o
b iy oy by — by )

come si voleva dimostrore.
Teorema III. Suppanendo ehe sia

5t avrd

Tnfatti post

ollerremo

da__da | A

(@*@*'3*-5)*(

dp b B b o . .
{(g—;gﬁ zt«b—&an)+( e e —m-«.))—2!n4-,+m.t-a‘&~ab.5

(@ &
9={G=%

— ),

P




& per conseguenza

(l\:‘\_) = AT, a5 Ty "'*"’“"5*""])

v+t — e, —8ic) , Bt o —br—in

come st voleva dimostrare.

Da questo teorema si deduce immediatamente 1 formula

Finalmente si avrd il

Teorema IV. Siano X (som. 0, Y (som. 0) ¢ Z (som. 0) fre sostituzioni funzioni
dix,yexesie

Si avrd

LY —X) 8, S E—X) S ], =5 (AT, E), .18,

Infatli, poniamo

Avremo (vedi leoremi precedenti)

X)8),.. =57 [4/(¥ -

—X)al8+

f _r.».-ra,mw-}i\

—bta-




Ma

quindi
AEI(Y 2

WSE—X)8],  =8T[AY(Y,2),,.]8,

come st voleva dimostrare.
3. Cominciamo dal considerare il caso in cui si sbbiano due sole variabili in-

dipendenti e espressione differenziale sia
d§=Xde.Ydy
o
¢ X 0,0
0 el

Si formi

~ [xas.

in cui nell'eseguire la integrazione deve suppo

7 costanle. Avremo

£ a5,
o dw

onde per un noto teorema (3 1, teorema XII1) S e S, dovranno essere e
di un fatlore a destra indipendente dalla o,
Ne segue che

8T,

essendo T funzione della sola . Quindi

@ derivando rispetto ad g, avreno

o anche per un noto teorema (% I, leorema X, formula (14)), I'equazions prece-
dente polra scriversi

4 XL—Ssrio 111




vale a dire

dimostrar
codente equazione &

che essendo s

disfatta la (1) il primo membro d

di

ualpa (43

wente da @. Percid osserviamo che ponendo il primo

membro ¢

), pel teorem

B

1.di quosto §, si-av

onde per 1a (

Qu
Tot

o i dimostra che il |

grando avremo

uenza

4. Consideri

& l'espressione differenziale

g ora

con

® AKX,

Si formi

@, coslanli,

integrazione si suppONZAND @, , @)




Avremo

o per conseguenza (4 1, teorema XI1I)

con T funzione di @, @s... o,
Quindi

a8, T,
) =

nerd dimostrare che

1%) Uy, & indipendente da %, ,

0,
9.5 MK, Ty, =[5

quando sono soddistatte le (3)

Ora che le I, , siano indipendenti da o, resulta i dal teorema I

ai questo p

Abbiamo poi pel teorema V.

SAE, X, ) 8= (:;:w‘ )

Resta quindi dimostrato clie se le condizioni (3) sono sufficienti per n = m,

ranpo pure suffi

nli per n=m - L, il che prova quanio oi er:

mo proposto.,

Abbiamo cosi anche unq regola par la integrazione dei differenziali fotali di so-
sostituzioni perfettaments analoga a quella che si di nel ealealo per la integrazione
dei differenziali esatli,




2 5. Variazione dell'inteqrale di uua sostituzions.

4. Teorema I. Se si hanno le due sostitustoni

X (som

avremo

(fmae) - ([ xee)”

Tnfatti, disidiamo I'intervallo (p...g) in # parti &, &, ... _a cominciare dall'e-

slremo p.
Suppanendo

[

potrema sceghiere gli intervalli _cost piceol che si-abbia

_[jt_\-fy :( Lo

e in modo che le ano tulte inferiori a nn numero dato o,

Ne segue per il lemma 2° del § 2, Arl. 2,




ove si & posto

Passando ol limite, per le b iofiilamente decrescenti, si olfiene

(ﬁx,u) (f:\«x) (T(Y. jJ"‘)z{th

come si voleva dimostrare,
La formula precedente pud verificarsi faciimente derivanda a sinistra ambo i
membri rispello a p.

: i 5 IS
2. Se agli elementi di una sostifuzione (:‘d)(dc!. 1) diamo delle variazioni

infinitesime 5a, 85, ¢, &, si chiamera variasione sinistra della soslituzions, la so-
stiluzione
S[@)  (ehBe bRy ra,by
()= Canakm) ()
@ variasione destra,, la soslituzione
#0Y s n.b)" a--sa, 6480
(r‘rl) ok (c W (:+6¢ 5 ri+>34)'

Si tralta di trovare la variazione di un inlegrale definito di una sostituzione,

ab
c

J)(mm. 0) e

: ¢l
g J‘ (m})"”'
Diamo una variazione a lulli gli elementi della soslituzione ed ai limiti, in modo
perd che

Sopponiamo di avere (

Bata)=0i




avremo

Teorema II.

essendo

Infaiti

onde posto

& troverd

=) (s




o a

§ 6. Integrazione muitipla di una sostituzione, —
Tielazione fra integrali curcilinei e integrali doppir,

1. Relotivamente alla int

grazione mullipla ci limileremo ai soli integrali doppii.
Abbiasi una sostiluzione

a
(505

funzione di due variabili

y ¢ definita it un campo = nel piano dells variabili o, y

che supporremo tale che ogni parallel all'asse @ ne incontri il contorno s al pit in
dug punti,

continua ¢ che il conlorno s sia una

linea continu:

La parallela all'asse & ohe dista di ¢ da questa retta tagli il contorno nei punti

sard a, -5, = 0. Siano

ssano fra i punti di s e




i —
B - T
avremo ohe (37 1) sard a (del. 1); essa si chiamerd I"integrale doppio sinistro della

sostituzione (

) exeguita prima rispello ad X, pos rispetto ad y ed estesa @ i §

punti del campo =. Si sorivecd

om)=J S

y incontreranno s in due soli punti al massimo,, potremo.

1V'as
considerare la sostiluzione

Se le paralle

Y= oof (328 v
(e5.)

& avremo in generale

Fig.2a

Limitiamo il campo &, fra il contarno di & o due relle rispeltivamente
(la parte lrall

agli assi @ e y ¢ che si tagliano nel punlo di coordinale @,
della figra 2°).

Poniamo




R

Se manterremo lullo fisso, sollanto varieremo le due retle che passano per (@,y,)

collo spos

iy
iro questo punta entro @, ambedue le sostituzioni (22 , (% * ) potranno

diy, 0 avrema evidentemente (Ve

considerarsi come funzioni diw,

ad /z,éa] 4-1(:-‘.0,), (‘
T ayhe,dl — dgdrie.di) =

amente o quanta si fa per le fanzioni studieremo gli integralf curvilinei

delle sostituzioni. Se 1a sostiluziono, (j:} (som. 0) & definita per talti i punti di

)

un arco di curva s, potremo considerare (presi due punti A o B sulla cu

@ analogamenle avremo un infegrale destro curvilineo.

Fig, 32

i vaviobilita di due

la ourva s giace nel piano delle @ e y entro il cam
By, %, B, s -
‘i)\aum‘U},( 22+ ) (som. 0) funzioni di @, y, poteemo consideraro

sostituzioni (*

la sostiluzione

che scriveremo col

Si avri




e
3. 1l teorema che ora vogliamo dimos

relazione che passa

-uli curvilinei e inleg

ali- doppil.

Fig. 45

Teorema. L Siano X ¢ Y (som. 0) diee sostitusions funsions i x ¢ di y definite
nell interno di un date campa = al-

o0 piano x v ¢ al contorna s (incontrato dalle
lele ad @ al pil in due punti). Preso un punto quakungus M (i coordinale

tro s, si farmi
[

essendo M C paraliela ad x, A & pirto di s pit vicino ad x. Avremo che

f' Xdis, Yy

supponenda che la intograzione fungo 1 linea's sia eseguita partendo da A e ritornands
wndo sempre. a sivisira. i campo ,

\¥) en-

[ e awx),,, ) dedy

dimostrare questo leorema si o

rvi che pel teorema L del g 4°, posto

2 precedente si deduce facilnente

M, ¥
(i'.‘i




quindi (vedi Art. prec.)

ove B & il punto di s piti distante dall’ asse @ e Vindice D posto nella quantith sotto
il segno d'integrazione nel seconda membro-denota cheil valore della quantild stessa

va preso nei punti dalla parte D del contorno (Vedi figura 4°).

Formiamo ora

l-—_(sl),‘lf':;s,"‘ (‘\'a_y.(’l?) ;

e faceiamone il differenziale, Otterremo
8,3
(\w,( ' em)s‘!s
Y\ {

—a8. iy, (:’;)"d,, !

Ma
a8 =S gy X,
=5
quindi
o perci
r (Xdz . Ydylo = (S, J[ s,
o s ot
i ha

cn=/,

per conseguenza

[
J Xee, Y
o e

@ finalmente

Iy . Yely

) dz dy

(X, Yy} = f (8,7 &Y
V J s

come volevasi dimostrare.




Al
4, Suppo

mo ora che in un dalo campo ¥ semplicemente connesso nel p
delle due variabili @ e y le due sostituzioni

tinue e le deri

0

\e Y funzioni dix ¢ g s

o finile @ con-
elementi siano finile ¢ atle alle integ

5 inoltr

o

i abbia

A(X,Y),

Presa entro X

una linga s chinsa incontrata dalle parallele ad @ in due punti
precedente sarh

sali, pel leorema

Fiee =)
in cui I int

e deve supporsi eseguita a cominciare dal punto A di s piit vicino

ad @. Suppongasi ora di cominciare la inte

di 5. Avremo

f‘ Xi . ¥

rizione da un altro punto B qualungue

=(fixe vy (L,

o) (f
([ xan w_l,-) ij-u.\'dp}": (r”‘]

Quindi I relazione (1) vale qualunqu
tegrazione.

i Ydy)

sia il punto di s da eui si prineipia I in-

Suppo

si ora di avere entro Zuna linea chivso s la quale possa esser Lagliata
dalle parallele all asse @ in pia di due punti.

Sard cvidenlemenle possibile spezzare il campo racchiuso entro sin altri,
ciascuno dei quali abbia il conlorno inconlrato in due punti soli ¢

paral-




eniro un campo ssmplicomente connesso = nel piany delle x y ed es
Toro elewenti sono finite
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lele all'asse o e tale spezzamento polra

mpre eseguirsi mediante delle linee che
partano da un punto del conlorno. Nel easo particolare rappresentato d
baster

rare due sole Jinee AGE e CHE @ ollerreno il campo racehiuso da s spez-
zato nei lre 5, , 5, , =, ¢ eiascuno dei lore contorni

5, =CIDBC , 2, = ACBGA , 7, = AGEFA

incontralo dalle parallele ad @ al pit in doe punti.

Fig. 68

Avremo ora

il il AR
=LV e e R P ) [m
o T 0 S L 8 S

Quindi la relazione (1) vale qua

qque sia la linea 5 racehiusa nel campo X.
Possiamo dunque enunciare il teorema:

Teorema 11 Se X ¢ ¥ (som. 0) suno dug sostitusiont funsioni i x ¢ y definite

2 ¢ lg derivate dei

ondinue ;

s a=(0:0):
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avremo qualingue sia 1 livea s chivsa che 8¢ prenda entro

" Xdu .
o,

Da questo teoren
Teorema III
mente

si deduce immedistaments I"altro:
por e X e Y valgono le stss
prendono enfro  dus punti qualunque

& conds

zioni stabilite precedente-
A, B il palore dell integrale

esteso ai punts di una Hinea ch
linga, purché essn sia thtta

dente da questa
ariadi gli esiremi.

8
Teorema IV. S¢ pier 1o X ¢ Y vall

arbitrario fissso A ed un punto di Goordi

J‘, Xz, Y dy

sard ana sostitusions (det, 1} funzione monodroma di x e di y.
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5, Supponiamo ara di avere un campo £

volle connesso; med

a superficie ad essere ¥ somplicemente connessa,

normali si rido

Fig. 82

Se X (som. 0) e Y (som. 0) sono due sostiluzioni che soddistano alla condizione

e oltre ad esser finite e continue hanne le derivale degli elementi pure finile e conti-

f

o qualunque di =

nue, consideriamo

Xde, Ydy=

sendo A un punlo

Enlro ' la sostituzione S sard monodr
sludia dromia vediamo lo relozioni che pa:
rive di ciascuno dei
Prendiamo a considerare due cappie di punti BE, CC opposte

i coslruili, z

4 piit tale entro . Per
alle due

335 WA Non §4

ano fra i valori di §

la

i costruili;

e due rive di

uno dei | avremo entro £

1
X, ¥ dy

s,—f \'.r,-‘\wy,a,-,)f Xdx.Ydy

.]" X, Yely , Sp=
N




da cui resulta

Ma

quindi,

& per conseguenza

Possiamo quindi enunciare il leorema seguenle.
Teorema V. Se entro una superficie pii
X (som. 0), ¥ (som. 0}, finite ¢ continue insie

volie connessa E si hanno dye sostituzioni

me alle de

ate degli elomienti e tali che

AX,¥), =

la sostituzione

Esequiti i

che rendano % una superficie sempli-
0 S entro ¥, av

{di S ad und

¢ co:

0 che esisterd per ogni taglio una

¢ del taglio saranno eguali

la sostifusis

 costante, -

vrebbe difficolld a ritrovare

oremi correlativi

livamente integrali destri.
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% 9. Parametri differensiali del seconda ordine di una sostitusione.

1. Abbiasi una sostituzione S =( ég) (det. 1) fonzione di due variabili & o
9. 8i formino .
ds

(i) =5

sy

avrama (Vedi 3.9, Art, 9)
e 0,0
A(X, Y, ,:(D'D)A

Si consideri

Af—

Xy
che rappresenteremo col simbolo
o anche col simbolo

Analogamente, posto

si consideri

Chiameremo A8 ¢ A",S i parametri differenziali secondi di S, sinistro o desiro.

Avrenio
[ dx , da, TN
S(,; GOk g g AR
@ A S=A=Y, X = & i
[ LS oey —5a) — B —En)
| & " dy
ma
da,  da, B AR e iy
(30)=sem o — T g — et
— A, V)=
u.o) iy f:ﬁ, dr s
(s (Terﬂiﬁﬂ'—Ft.). 20— @ =B

quindi i otterra un’ altra espressione per 4, 8

dab ) AB—F)
ay ri

(1)

L A1) dE—8)
ST T

Sae. dei XL—Serio lll, Tomo VI—N & 1
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Se finalmente sosfituiamo per a
ate A, B, G, D e le Toro deriv

R

, avremo i

()

DATA—AA™D | BA?

@
ove si & denolatocol simbolo 4° £ In espressione

detern

o ad

nte funzionale delle fe g r

ey
2. Cominciamo dalla trasformuzione di &, §.
Teorema L Sia

i = flet-1y)

avremo

Queslo leorema resulla immediatamente dalla formola (I11)'sotlo cui fu posto

A, S nell' Art. precedente.
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Se ne deduce immediatament
Teorema II. Se due campi 2 ¢ X' sono vappresentati in modo conforme Lino sul-
Paltro, oqui sostituzione S funzione dei punti del campo = che soddisfa in  alla con-

o o 0,0 L 2 -
disiane 8,8 =y o) conserva trasportat in % 41 medesimo carattere.

stituzione fanzione di @ e di y talo cho

3. i (’r":f)u\m. 1ju

posto

avremo

A(—Y, X)

Supponendo che X, Y siano finile insieme alle derivale dei loro elementi entro

un campo o il cui conlorno sia s, sard

f Sy (= Dyta= (1 ])

Ocaso 1 @& la normale ad s ¢ le diezioni positive din ed s sono tali che la cop-

pia (1,5) & congruente ad (w, ), avremo

dy
ds

dy  dw dy . dx \
0] A re o S £ B S P YT
Vi (’d.. “‘u‘:)“’( P )‘ i

Xy. (7\111_!
[} — 5,

(s2-nf)e ax(e

o

dy

 n

sy {




quindi

da cui il teorema:
Teorema III. Se si ha una sosti
da un contorno s entro cui essa e le derivate prime e seconde dei stoi elementi sono fi-

ne § (el 1) definita in un campo E limitato

nite e conlinue, ¢ se

avremo

ove 0 denota la normale ad .
5i ha la sostituzione S (deb. 1), lale che

= (010

posto

resullerd

quindi (vedi § 3, Art, 9)
Xdy . (—Y)dz

sard un differenzigle esallo. Poniamo

l‘\.f;,,f Yydz=




aveemo.

quindi

Donde il teorema:
Teorema IV. Se si ha la sostituzione S (det. 1) tale che

0.0
A’R (ﬂ‘(l‘)

esisterd sempre una. sostituzione coniugala S, (del. L) tale che

5. Non si avrebbe nebsuna difficoltd, a trovare per il parametro diflerenziale se-
condo destro, i teoremi correlativi e quelli enunciali precedentemente.

2 B. Generalizzazione al caso di una sostituzione di ordine qualunigue.

i (per presentare da prineipio il easo pi
ti si possono perd
estendere alle sostituzioni di ordine n senza alcuna difficoltd. Daremo qui un cenno
di tale estensione.

2. Abbiasi una sostiluzione

1. Nei precedenti §§ ci siamo
ioni del secondo ordine; i resullati tro

semplioe) alle: sostil

A gy e by

A = '_“j"_ J (det. 1)

SR

i

By 3 oy ee




==
no possedere una derivata delerminata ¢ finila. Denoleremo

i cui elementi suppor

col nome di differenziale sinistro ¢ destro di § le soslituzioni

- day,

day 5 g+

| Ak
e

g s vt i)

¢ I"elemento reciproco ad a, nel determinante di S, avremo

+ ZA, da,

un ,) i




e avremo

Le (1) e (II) potranno seriversi

day,  da, da,., =1
CIR e

A teoremi dimostrati nel § 1 valgono evidentements senza modificazions anche net
€030 é 0wl si (radti di una sostituzione d'ording qualunque.

Per trovare come abbiamo fallo nell' Art 9, § 1, tutte le soslituzioni la cui deri-
vata sinistra ¢ una sostituzione coslante, osserviamo che se

avremo




In generale, posio

si avra




| i
i e la sostiluzione " & di ordine r ed & data da

eguird che

ove G & nna sostituzions costante arbilraria (det. 1). Le & sono radici dell'squazione
di grado n
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In parlicolars so questa equazione ha tute le radici 3, 3.3, diverse fra loro,

la V prenderi la forma

ituzione pud egualmente

avra la sostiluzione

eslender

definita per Wik i valori di & in un intervallo (p. . . ¢) ; diviso (1 partire da p) questo

intervallo in n porti A, b .. b, do un («,) un valore di =, compreso pel-

Iintervallo A, formeremo i due prodatti

Vb @@l by (), oy oe

i

o ne cercheremo i

imili, quando le A, , h,. ...k, lenderanno a zero. Se questi limiti
1no respeltivamente |'integrale sinisiro e I integrale destro della

ne alle sostitu-

esisleranno, essi sare
sostiluzione (3). I teoremi del § 2 possano estendersi senza modificas

Fioni d'ordine n.
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fabili & di ardine n, avremo che il differenziale

4, Per le soslituzioni di pit
pritno poled porsi sotto la forma

as=11,8,dx,

essendo le sostituzioni S, sosliluzioni d'ordine » con la somma dei termini in diago-

e allo zero.

nale eg
Se

resullerd

i avrd
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Da quesle formule si deduce immediatlamente la condisions affinché ung espres-
sione differenziale sia un differenziale esatlo *).

Dinotiameo infalli respettivamente con &', 'elemento della linea + della colonna

k della so-

k della sostituzione =

I'elemento della linea i e della colonna

o tonk,,
T

a8
stituzione - =, avremo
d(z.z,)

Dalle (4) si

quindi

Ma

da cui




— 101 —

Avremo dunque

come pure

Ne segue che

®)

K =

(et

(k=12 .n0):

Denotiame ora con I', la sostiluzione che si oltiene da ' derivandone tutti gli
ispello ad @, e supponendo X, Y sostituzioni funzioni di @ e y, poniamo,

element

— X, 4+ YX—XY.

A, V)=
In tal modo olterremo

AS,.5).,

quindi le condizioni affinché la (6) sia un differenziale esalto si esprimeranno con

can),y

oS =0/(r, e ==

ppresentare una sostiluzione i eui clementi sono

ove col simbolo 0 si intende di

tutti nulli,
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B, Si alterranno immediataments le formule

) ), =8" (T, +TX—XT}8,

e posto

s
ora 58 X =5
ax
quindi
Ma

onde sollraendo

8

Questa formula comprende come caso particalare il teorema I del § 4. Analoga-

ono le formule che comprendono gli altri teoremi di quel §

Sard quindi facile riconoscere che queste condizioni olire essere nee

mente si ollen

ssric sono

in un differenziale esallo.

anche sufficienti affinché la (6)
In mado pure perfellamente analogo si gen
bili oltenula integrando un differenziale esallo,

zano la condizioni di monodro-

ne di due va

mia di una sostilu
zione multipla.

come pure cid che si siferisee alla in
6. Resta ancora da vedere la for:

funzione di due variabili nel caso in cui Fordine sia .

chie assume il parametro differenziale

do sinistro di una soslity

Percid pongasi (essendo § funzione di @ & y)

ds

Avremo

Ty
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e quindi (vedi Art. 3)

day,

Ora o

avremo

au=3, b, %

s —Ba)
dx

dA,, da, Ay, da
o Lt 2, ((hay By _ Gy
I, A, A, + 2.( =\ ay @ dy dy ) '

Si ha inalire

dAy

i da,,
E o et B Ay, 2 =0

dx

onde

5 ( di




Ne segue cho

sosliluzio-

Avrémo dunque che il paramelro differenziale secondo sinistro d'una

ne polri seriversi

Ly da,hy)

E PRIMA

FINE DELLA




NOTA AL § 3, ART. 7 E AL 3 8, ART. 4.

Si tralta di risolvere la quistione: Dafo un prodotto di sostitusiont infinstesime

||1‘ X, d,

trovare le condizioni affiuché esso sia il differenziale di una sostituzione S.
Denotiame con 8 la soslituzione che si oltieae da S derivandone Ll

loyremo ayere

menti rispetto ad 4

onde

@ derivando rispelto ad @,

seambiando @, con @, il primo membro non deve cambiare, quindi

[0, +X. XIS =[(

vale a dire

—X =0.

—E)

VL—NE8, it




ERRATA CORRIGE

»  denotande co
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