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INTRODUZIONE

ioni trattati, non che ne' compendii elementari di caleolo integrale, a

Ne' mi
razione delle equazioni differenziali di 1° ordime a pit di due vari

ria dell’inte,
lorché ammettono un integrale completo espresso da una sola equazione

1
bili,

opit

i, non si trova elaborata nel modo piit sempli
ue del melodo consuelo per le equazioni a
ziali, col metodo che pro-

quando sono nt

, come si pud rilevare dal par
pelto agli clementi differer:

tre variabili di forma lineare ris,

a lre ¢ piu vari

Memaoria per le equazio

pongo nella Sezione 11 di quests
fatli, proposta I equazione di 1° ordine a tre variabili della forma

0, )

Ade - By - Cd

abili o, 7, 5 questa equa-

in cui &, B, C possono essere fanzioni di it e Te v

zione abbia un integrale complete rappresentato in generale da

P @y @) =0
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dovra la differenziale di quesla equazione esibire il volore del ds offerlo dalla pro-

posta (1): per lo che assumendo M tale che sia

sy

dovri essere
[ds)
. MB

=z

e quindi
A (Adic - Baly - dy

una differenziale esalta che conterrebbe a, se questa & implicita nella (1),
Conseguentemente avranno luogo le relative condizioni

a (%)

dy?
dl

2l dz

dC
M
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Quindi sommando queste tre equazioni ris

&i trova eliminata la funzione M, e si ha la
dell’equazione propost
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che rende evidente essere la (II1) condizione unica, e

Un'altra dimostrazione.
pereid sulliciente all'integrabilita della (1), si deduce dall’osservare, che I"espressione

i
do oy |
)
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dee corrispondere ad una differenziale esatta. Quindi denotando con D la derivata

rapporto ad y d*una funzions in cui z varia con g, deesi avveraro la condizione

Ia quale pe'valor
ds
{’h-' )

desanti dalla (1), si riduce alla (I11).
Se I'equazione (1) ¢ identica per s& stessa, la proposta (1) avrebbe per inte-
geale completo Ia (I1); vale a dire & inlegrabile senza mestieri di ammellere veruna
relazione fra le variabili primilive; e si insegna ne'traltali a ct
nito completo, mediante I' integrazione della (1) nella ipotesi che sia costante una
qualsivoglia dells tre variabili primitive. La costante arbitraria comprosa nell'in-
tegrale completo della (1) priva del termine che contiene I'elemento della variabile
supposta costants , dovrd essere funzione di quella variabile, e s relaziono
differenziale fra quesle due quantith paragonando la differenziale tolale dell'integrale
cosi ottento, ove lo predetis dus quantith si riguardino anch’ esse come variabili,
colla (1) moltiplicala per un conveniente faltore. Dovranno sparire dal risultato gli
elementi dell’altre due variabili primitive, o rimanere i soli elementi della variabile

riguardata costante, e della costante arbitraria che n'é funzione. Si procede quindi
a liberare questa equazione dall'altre due variabili sopraccennale, osservando che
colla eliminazions d'una di esse, merci I'infegrale dianzi ollenulo, dee simullanea-
menle trovarsi eliminata anco I'all bile, alteso I'avveramento della condi-
ione (I11). Si ha cosl una equazione differenziale tra due sole quantitd, ciod la va-
abile gid ritenuta costante, e la costante arbitraria che ne dipende, e basteri eli-
minare questultima fra I'integrale dell'anzidelta equazione ed il precedente, per avere
I'integrale finito completo della (1) con una nuova assoluta costante arbitra
Cost se Ia scella opportuna alla maggiore brevita del calcolo fosse

stante la = converrebbe integrare I'equazione a due variabili &, y

A - By =




@ denotando con

b funzione di =, si avrebbe differenziando la

e, colla costante arbite

il suo inte

(V) nella considerazione di =, b costanti

i
?valori di 22 desunti da questa equazione e dalla (IV)

che dal paragone de

di mani

deducendosi

o conseguentemente

Ay
(6L

e
\’-’f-f ) dty =N (Adz -+ Bey) .

Ora se si differenzii la (¥) tolalmente, si trova

1d
ds ‘.49 b

e solfraendo da questa equazione la (I) moltiplicata per ¥, si olliene I'equazione

differenziale
id dfy
i ) dh=o, (V1)

da cai eliminando col soccorso della (V) una delle due variabili @,y dee trovarsi
eliminata anche l'altra, giacché per I'avverata condizione (II1) ' integrabilita della (1)
& dov’essere fanzions della sola =

Eseguita 1'eliminazione simultanea di @y, ed oMenuto I'integrale dell'equa-




zione differenzia
minarsi la b tra questo inte

(V1) tra b, 5 con una nuova costante arbitraria a, resterd ad ali:

rale e la (V) per avere I'integrale finito completo della (I

ariabili

 questo il metodo d'integrazione d'ogni equazione di 17 ordine a tre
della forma (1) che si
inaggioro genoral

irai di riassumere e dimostrare colla

Lova ne'lrattati, e che pro
ne. |

pel lungo calcolo che richiede, ond’d che questo metodo non torna

© congi

fagile scorgers le diffigolté della sua applicazione

gevale ed esplicito

che nelcusi piit semplici. Ma si pub esitare lu prolissith della complessiva i

bi a valerwi nelle antiche mie le-

zione delle @, y, mered una osservazione di cui

zioni di calcolo, ed & che se dee sparire eolla eliminazione d'una delle o, y anco ['altra

Tioni-

variubile; i pud altribuire ad una di esse un valare arbitrario anche prima
bile. 1 valore da

segnarsi opportunamente
seipl
y che annullandosi, od assamend

la quantiti che dec

i le due equozioni (V) (VI), ciod d ordi

arsi sard quello che rende pi

altro qual-
equazioni, per dedurne piti prontamente
Vequaziono differenzialo fra z, b, dal eni integrale con una nuava costante

nariolozere, esi preferira quella delle

siasi valore costante, rende piit semplici quell
rhitraria a

combinato colla (V) si ba V'integrale completo della proposta (1).
L' anzidelta osservozione guida ad un analo;
ricorrere, allor

g

' principio generale a cui giova

bt alcune quantith debbono sparire coll eliminazione d'altre quan-

fra dale equazion. No feci uso in una Memoria sugli integrali delle. equaziont
propeste dal celebre analista Jagobi, che si integrano per trascendenti Abeliane, o
sono altresi dotale di integr:

fra le costanti arbit

i di forma algebrica, all uopo di asseanare le relazioni

ie delle varie forme di questi intograti (Memorie dell Iskituta Ve-

addietra nelle mie lezioni or

neto, T. I, p. 269); o solevo valermene molti anni

¢ dedur

di caleolo p o fornue (o

piit facilment le vi

integrali trigonomelrici
cho esp

imono le relazioni degli argomenti di pitt trascendenti ellittiche coll' a

-

menta del lorn aggregalo, le quali esizono. qualche maggior dispendia di calcolo nel

trattato primordiale delle trascondenti ellittiche dell'insigne Legendre. Di tale

litazione avrei fatto il sogzetto d'una speoials Memor non avessi osservaln po-

. venne lealtata dail’ illustre analista C. Sturm nel
Matematiche del ch.™ Liouville.

Avends poscia trovato un melodo pitt ovvio di integrazione delle equazioni a tre
o piit variabili, chein pa
quella che ve

sleviormenle che simile ricer
Giornale

one del consneto pub recare una facilitazione analoga a

ne introdotta dagli Analisti moderni nel metodo di integraziona delle

funzioni diffi abili, ne diedinot

enziali di primo ording a pid va
tulo Venelo (Tosna

ja negli Atti dell'Tsti-

20 Luglio 1856y, & compilai fin d'allora una Memoria che rimase

inedita, perché mi proponevo di aggiungervi qualche ricerca consimile per la equa-




Ll

zioni differenziali superiori al prim'ordine. Ma impedito da moltiplici vecapazioni non
ebbi il tempo di svolgere le ulterior ricerche, @ m*indussi alfine a pubblicare con al-
cune aggiunte la presente Memoria, alla cui parte manchievole ho proctrato di supp
con un breve saggio di analoghe indagini.

Avrei potalo prescindere dallo sviluppo della Sezione I di questa Memoria che
contiens. il melodo odierno di integrazione dells fupzioni di prima ordine a pia v

credelti apy inserirvi l'esp generale di qual melodo

perehé serve a chiavive I'analogia con esso del nuave metodo da me proposto per I'in-

riabili.

tegrazione delle equazioni di primo ordine a pii variabili che trovasi svolto nella Se
zione 11, e per avere occasione di inlrodurvi una Appendice sugh integrali delle fun-
zioni omogenee. Aggiunsi nella Sezione I11 aleuni esemp! bastevoli a_dare oc

sione di rilevare I'utilith del metodo stesso, e il moda della sua applioazione, ed

esposi altre osservazioni sulle precedenti ricorche. Verri inolire premesso nella Se-
zione 1V al metado consimile d'integrazione delle cquazioni di sccond” ordine a tre
variabili di forma lineare rispetto o' loro elementi dell’ ordine piit elevalo, un saggio
sul modo pitt semplice di stabilira le condizioni d"integrabilita delle funzioni diffe-
renziali di qualunque ordine a pit variabili, che provengono dalla replicata differen-

ziazione &una funzione del primo ordine di forma lineare rapporio agli elementi
delle variabili primit Verificate quelle equazioni di condizione, & facile ollenere
immediatamente i loro integrali fino a quello di forma lineare rispelto agli element] d
primo ordine delle stesse variabili, che resterebbe ad integrarsi col metodo proposta
nella Sezione 11, il quale diede il primo argomento ed il titolo alla presente Memor




cgrazinne delle el

. Coadizioni necessarie o saffieienti
per Iintegrabiliti 4i dette fonzi i

v ad integrarsi una

funzione differenziale del 1° ordine ad n v

M, -+ N, 4 Tz,

na primiliva » di questa formula, dov

denolapdosi eon a, una o nte qualungue dell’inlegrale relativo
abili

e della (2) dovendo col

sto, denotandosi con D, . I deri:

€ con ¢, una fanzione di tutte Laltr
La differenz ciders colla formula (1) offre nel
zone ricli

zione parziale rapporto ad 2

ate parziali de’ fattori di d,, . . . dz_nella

i, e si ha quindi una 1* serie di n—1 condi-
vale parzioli ally maniera Buleriana,

\'FNJ,I‘”“ o ap ‘.r.\\

. |
iy




Bl
potrd altribuiryi ad 2, un valore particolars qualunque. Siccome poi supponendo in

generale
I, Miey =rta) —rl)

0 segue

o

5

.J.“.mv.

© in conseguenza si raccoglie dalla terz’ ullima

i Melar; rur)dx,
( Gl

Ir.I'a J,;. ;

& poiché ad @, si pud altribuiryi qualsivoglia valore, si avrd col porre , =a,, deno-
tando eon ¥, le espressioni corrispondenti di X, P,
b, d, az, .
I integrazione della formula (1) ad n variabili & ridolta a dipendere da
d'una formula (7) ad # — 1 variabili, che risulta dalla (1) per @,=n,.
2. In simil & avveraniosi n—2 condizioni conformi alle (4), la formula (7)




gt

variabili, il

erchbe rapporto ad v, , © si ridurrebbe ad una funzione ad n —
ale verri similmente a dipendere da quello d'una formula ad 7 — 3 variabili,
purché si avverino n— 3 condizioni analoghe alle (4), e cosl di seguito. Di maniera
oho rappresentando in generale con T, 'espressione d'una funzione T delle
corrispondente o’ valori particolari w,=s, , @, B ¢ supponendo ¢l

Serifohine: lire 1a prin sorie dello coniiziont (1); 1o st

see o formula
(il feost.,  (10)

per et espressione delintegrale totale della proposta funions differanciale (1) di-
pende dalle parsioli integrazioni di Mda, , N,de,. .. T_ do,, ¢ poichi una funzione del
12 ordino ad una sola variabile & sompre integrabile otbin seric, si riconosce che
1o condizion! (i) (8) sono necessarie ¢ sufficienti, onds Ia proposta funzione (1) abbia

una primitiva, ciod si possa riguardare il runa.
relazione fra le variabili o, o, Nel sistema delle <-umliniu:ai (8) trovasi un
tabile semplificazione gid osservata dal Poisson (Mémsires de U Institut de

. XIL p. 267) che consiste nell’ atiribuice di mano in mano ad a, ¢

864, del XL~ VoL IV.—




L
lari valori «, , a,, ece., che sono le origini degli integrali parsali compresi nella (10),
@ che si possono scegliere ad arbitrio in guisa da rendere piit semplici le corrispon-
denli espressioni . .. 'T. Quindi si rileva che, avveratesi le condizioni ($)
pe’sopraddelti valot o variabili primitive, si troveranno soddisfatte, del pari che
le (4), qualunque siano i valori di queste variabili.
3. Ordinariamente gioverd asswmere questi valori particolari di , , 2., ecc.,

ualia zero, sempreché non ne risulti infinito o discontinuo il valore di aleuna delle
espressioni N, P, , 0, , ecc., ed allora per assegnare I'integrale Lotale richiesto st avs
la formula

[\ Ml e [, N, dorg 4 L Py iy oo [, 8 by - T da, -1 cost. (n
i Rl a8

incui 8, o il valore di ¥ per @,=0, P, & il salore di P per w=0 , w,=0, o cosl di

seguilo.

Le formule (10) (1 1) comprendono quelle oggimai usitate che risultano preferibili
per facilita di caleolo ali'antico metodo di integrazione additato dall'Eulera (fstitu-
fibnes caleuli integralis. Pelropoli 1768, T. I, p. 338). Esse offcirebbero qualehe van-
taggio anco in paragone di quelle che si deducono pel priny’ordine dalla formula
del Poisson (Mémoires de I Institut de France, T. : 264) illustrata dal ch.™
Bertrand (Journal de I'Eeole polytechn. C. XXV generalizzala dal Signor
1. Binel (Moigno-Legons de caleul dif. ot intégral T. 1L, p. 155), la quale estesa a
pitt di due voriabili serve a ridurre Iintegrazione totale d'una formula’ a piit variabili
d'ordine qualungque alla determinazione d'un integrale definito relativo ad una sola
variabile. Di simile ricerca estesa a qualungue numero di variabili ho trattato in altra
Memoria inlorno & due nuove formule, che sercono ad ollenere I integrale repiicato.
o' una funztone differensiale di qualungue ordine a pit variabili. (Memorie dell' Istituto
Veneto di Seienze lettere od arti Val. VI, 1857).

La regola duta dall'Eulero nel testé citato, onde integeare ogoi fun-
zione (1) a due variabili Mdz, - Nda, consiste nella formula

J. e J"(x "J' {:iii].rr,)frT,

i

cho si deduce dallo eguaglianze (2) (6) pel easo di due variabili. In essa la funzi
sottoposta al segno di integrazione relalivo alla , non pud contenere @, , giacché
a zero la sua derivala rapporto ad @, allorché sia soddisfatta Ia condizione d'
tegrabilitd ch'é Ia prima delle (4). Bastava avvertire che dovendo sparirne @, si pud




=i L

altribuirvi ad @, un valore arbitrario @, per conseguire 1"egus nza conforue

alle (6) (7)

it cui N, rappresenta il valore di N per @, =a, ; e quindi ottenere la piit facile espres
sione (10) dell'inte Eppure questa semplice avverlenza ha potulo
sluggire all'allenzione del sommo Eulero, e de'posteriori analisti fino o' nostri lem-
pi. Solo era stato notato dal Lacroix (Traité de caleul ete. T. 0L, p. , Paris 1814)
che quando lo i bl I'integra

sione di Mida - Ndy 4 Pdz inlegrando dopprima Mda rapporto ad @, poi rapporto
ad y 1 termini di som0 @, ed infine rapporta
trova la sola 3. I

o essere

e

e sostituendo (*2 ) a ( a delle condizioni (4).

Del resto pud avvenire talora che non sin nemmeno mestieri di esegnire tutte le u
integtazioni parziali nccennatenelle formule (10 (11), néricanoseere lavveramento di
tulte Io serie i condiziani (4) (3), come & manifesto qualora si annulli la differensiale

delle successive 4, 4,, ect., imperocché allora essenda g, costante, la seric
delle equazioni (9) & orresta a quella che determina .
i dalla somma delle equazioni (2} (9) fino alla (m — 1) esima di questul-
nerale analogamente alle (10) (1)

g [y @y

@ ritenendo che.
rappresenti il valore di N po 0, P, quello di P per o 0, a

@, corrisponda al valore di Q p 0,2=0

=0, ecc., finché
A Sy 0, si aved parimente

§ =, Mdr, -- [, Q. dra-




4. Abbiasi a cagion d'esempio la formula a due variabili di 1* ordine
Lt
=+ J,‘) dy,

¥

per cui trovasi s a candizione A (2). assegnarne agevol-

mente la prit

su—at
[

(—ay)y

o poiché si verifica anco Ia condizione (8) per cui

ot

ay -hj—(

@ in conseguenza sard I integrale richiesto

yeosue—ut yeost—

- cost.
(e—zy)y )
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Arrexores
Sugl inlograli delle Tsmnioni omogense.

5. 15 nolo e facile a dimostrarsi, che la differenziale d'ogni funzione omogenea

riong reeiproca soggiace
e

1 & omogenea del grado m. Ma la propos
ne che sard per indics

g del grado

— 1, purchd in fal easo una fu

uca o zero.
) si supponga omogenea del grado m -+ 1, assumendo

valors & costante, non s
Tnfatti 8¢ 5(a, 2, .-

e =y, B> (12

si ha per definizione delle funzioni omogence

LV { LT R A

& quindi
=1 & 7y re) ey

r, +(“‘,lrf:).r,—,+.,, o (d‘l" )Jp,,,} 5

&=

J| (.90
*‘Tﬂ'!(w

i dalle (12) si raccoglie

‘i,,?p,(:,‘ |t

dr

Ja quale dimosira éssere dz omogenea d

6. Reciprocamente supponendo la (1) funzione omogenea di grado m, e desi-
nando-con A, B, € 5 51 ha per legge di
omogeneiti

« . H determinate funzioni

M=Az",

Ba,"™ (13)




& quindi

Ora affinche questa funzione abbia un integrale
le condizioni anologhe alle (4), ciod che, posto |

A--Bry

siano identiche per s& stesse le

-1, (15)

Bdr, - Hir, = (10)

¢ dimostrano che, avveratesi le condizioni (15), la (16) risulla una differenziale
esatta. Perlanto le n—1 condizioni (15) sono sufficienti a rendere differenziale
esatta la proposta funzione omog tesa I'equazione che precede I (18), ¢ pro-

ducono I'avveramento dells identild per cui si trova differenziala esalla

Ia (16), ciod in conformith alle (4) (8), e per I'ayvertenza accennata alla fine del 3

(40 ) ey i dH
= ¥ ba) v ==l 4

an
Sostituenda le espressioni (14) (16) nella (18) si olliene

3

Kdz, - T

¢ i ha per espressione del suo integrale

S, 4




=5

ni fun:

one omogenea del gradom & una funzione
I non vada a zero. Esso deducesi dalla

da cui ¢ palese che Vintegrale &'

omogenea del grado m - 1, semprechd m
proposta differenziale mutandosi gli elomenti 4, ... d, nelle primitive
dividendo per - 1.

Ma questi risultati cessano di aver luogo nel caso di m -1
ginoohs allora I proposta diviene (13) (14)

0, ossia di m

- dx,

N, - o T, = K

- Bilr, - Galr,

.Hir,, (19)

e le condizioni (4), ossia le (15), che sarebbero

rendono dK=0, ¢ quindi

costante determinata. Converrd in tal caso esaminare se si avverino (4) (8) le condi-
avrd allora

zioni (173, e 5

S (M, =Ny - Tl = e dog v, - (B, - Cilr,

- Hdr, )4 eost, (1)

idr,, & funzione delle sole

Percid siccome I'integrale di Bdr, - Cdi

ity ciok de’ rapporti , & pud quindi riguardarsi una fi

ane.

@
@, questa parte dell’esprossione (21) sarobhe
una fanzione omogenea di grado nullo. Ma la presenza del tormine cloga, nella (21)
mosira che I'integrale d’una funzione omogenea di grado — 1 non & che in parte

i grado nullo delle variabili o,

una funzione omogenca di

grado nullo. Sarebbe perd tale compiutamente, se il v:

lore della data costante o andasse a zero; ond'é chie il easo &' eocesione alla Propo-
sizione generale per cui |

ntegrale d'ogni funzione omogenea del grado m & unu
funzione. piire omogenea del grado m-+- 1, avviene per m——1 finché I costante ¢
sia quantitd finita, e cessa d

7. 1 medesimi

er luogo allorché quella costante si annulli.
deducono dalle (10) (11). Imperoech per m - 1 po-
sitivo la primitiva p della proposta fun:

sultati s

i

jono omogenea, che s suppor

differenziale
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esalla, e tale sarebbe, merct la #n —1 condizioni:(15),

ed @

ogniqualvolla m--1 non vada a zero, la primiliva d'una differenziale esatla

genea del 1° ordine & una fanzione omogenea d’un grada superiore d'una uniti.

Dimostrato questo Teorema, & facile riconoscere, preseindendo dalla costante arbi-
traria, che la primitiva dev’essere, come si & kovato (18) anche nel % 6,

allesoche essendo

[
M=(H) . ¥ lm)

ed avendosi per una nola proprieta delle funzioni omogenee

[
" M,

si olliene appunto I'espressione di ¢ (18) tes

Ma nel caso di m=— I non ha luogo in generale la Proposizione precedente,

avendosi allora, come nel 6

In tal caso & palese dalle (4)




bl

lo esatta, se non si annulli ogni derivata parziale di A
apporio a ciascuna delle variabili r, ,

funzione una differenziale esatta, dovr

r, -+ O, M,

la detla

, @ in conseguenza, onde si

a vedulo nel 2 6 (14) (20,

1By

oyvero a cagione di

essendo ¢ una data costante che pud ridursi a zero.
Viceversa quando abbia luogo la (22) s

mienibro della (18), non contenendo ale

variabille, cessa di sprimere I'integrale
vichiesta, & cid non pud sceadere senza che sia i -+ 1
mula (18) diviene infinita, finehd sia ¢ quantith finita,
riduce indeterminata, ciod ~

0
Per m

; nel qual modo la for-

¢ quando ¢ vada a zero si

[T
0, si avrebbo (21) (10)

elog @, + f, Bdr,

Sy Cpdred-.

oppure (11}

¢ surrogando ad 7, ,

"4y BCC.

i l' espre

one della primitiva
richicsta, pel caso di m -

0, I quale ritorna omogenea per =0,

8. Per accennare, secondo i v

i casi, qualehe applicazions delle teorie dianzi
esposte negli acticoli 6, 7, si consideri in primo luogo la differenziale esatta

PP (@227 Y bty il

g

(e e Y dy

la quale & omogenea di grado p-+ g — 1 ove si supponga

Ftg=p+q.
Sere LYol 1¥.—x0 |
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Te sarh in conseguenza I primiliva (18), sorivendo @ , y in luogo di m,

£ eyt by b gu o
pta

fa” - pha” If

1 integrale oltenuto appartiene alla data formula differenziale, qualungue sieno

i valori di p, g, 7, ¢ Quindi si comprende che se in una formula ad int

esponenti di @ , ¥ sieno numericamente indeterminati, cosicchd si possa riguardarla

come omogenea, si polrd in questa guisa conseguirne agevolmente la primiliva.
Supponendo §——p, ¢ 'y laformula differenziale testé proposta & omoge-

nea del grado — 1, & si trova

Ma b Ny=0
ossia (22)

conseguentemente risulta (21) surrog ada . nella
delle (13)

2.) dr, - cost.

- oost.,

in conformitd alla generale espressione di p dianzi oltenula.
Cosi pure data la formula

@i — 2*) — 2bay) de 4 (a2 — *) -+ Bow)dy
@) 2

'@ differenziale esalta omogenea del grado — 1, abbiamo
M
cosioche, posto y=r,a, si ha (21)

(1
i g, - oost.




Avendosi poi

ne viene

ciod

Lo slesso risultalo si sarebbe oltenuto coll'uso della formula (1) integrando Ia
seguente rapporto alla @

Data in terzo luogo la differenziale esatta omogenea di grado — 1

aft e — (3t

e poiché (22) o=
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Adoperaiido la formola (11), si avrebbe

TRy

Questo risultato, benché d’aspelto alquanto diverso, coincide col precedente, poi-
ché non ne differisce che d'una costante.

Nori sard inutile aggiungere aleuni esempi d'integrazione di funzioni omogence
di grado — 1.a tre e piid variabili.

Abbiasi primieramente la differenziale esatla

iy — dzy — b
= )z

per cui, poste (12)

si trova (13)

& quindi
ossia (22
Siaved (11)

-y - cost.

11 medesimo risultato s1 ha pure volmente; mereé la formula (11), da cui si
deduce incominciando dall'integrare rapporto ad &

Sia data infine ad integrarsi la formula




1

per oui si trova

cost.

Aggiungasi |'osservazione, che cercando la forma d'ogni funzione razionale
oniogenea di grado — 1 a tre variabili, che sia differenziale esalla, si trova 'unica

formula

e pud facilmente dedursi, mediante la (21),

. Fu gid trovato dall' Eulero (Instit. ealeuli integr. ed. 1%, 1768 1, p. 340)
che ogni funzione differenziale omogenea a due variabili della forma
Madz - Nty

si rende differenziale esatta colla divisione per M - Ny. Infatti, essendo M, N fun-
zioni omogenes del medesimo grado m, si trova avverata la condizione




acagione delle note eguaglianze

N
()=

Ma per dimostrarc il detto Teorema, sccondo I'Eulero, e poterne arguire
ne 11) come si estenda 2 qualungue numero di variabili, si assuma

o poiché ne risulta per legge d'omogeneitd (3 6)
M=Az" =Ba",
supposte A , B determinate funioni di 7,, i avri
Mk -+ Ny = (A - Br,) ™ dla Bdr, . (28)

Ora dividendo il secondo membro di questa eguaglianza per (A+-Br)a™ ed il
primo per I'equivalente Me - Ny, si oftiene

& siccome il secondo membro ¢ divenuto una differenziale esatta colla separazi
delle abili @, r, , Testa dimostrato il Teorema dell' Enler

Se A-+Br, fosse eguale ad una costante o, ohe potrebb'essers anca 1o zero,
manifesto (23) che il divisors, che rende differenziale esatta Mda - Ndy, sarebbe
Si avrebibe infatti dalla (23)

Nel caso poi di A +Br,=o, ¢ di - 1=0, avendosi

M-y = o Bdr, ,




08

si riconosee che la formul

proposta & per sé stessa una differenziale esalla,

Sia data, a cagion desernpio, 1a formula

(&4 o) dis — (yr -y

Sard
(@) o— [yt y)y=at—y?

il divisore che la rende differenziale esaila, e

Abbiasi in secondo luogo

(ay* — biry) s - (br® — acy) dy

A-Bry—ar— - (b—ar)r =0,

Sard o' il di

re che riduce esalta eotesta formula

erenziale, e si avrd (28)

LT T

Ma si vedrd fra poco, che il divisore pnd essere ogni funzione omogenea di o, y
del 3 grado.

Data inoltre la formula

(au® b= bay® - 0a) elx — (ay® - ba® y) dyy
in cui m=3, ed

A By =ar? bt

tyr=c¢,

si troverd che diviene differenziale esatia colla divisione per o, avendosi infatti (23)

-ty ) da — (e - bt )y de
et =l

ry)dr, .

Infine, proposta la formula

v =)




ovem=—1, od

prechi sia A-+-Br, costante o nulla, ed m--1==0. Si ha poi dalla (25) che ogni
formula differenziale omogenea Mde -+ Ndy di grado m, per cui sia Ma+Ny=0, si
pud rendere differenziale esalta col dividerla per qualsiasi funzione omogenea di m , y
del grada m

la differenziale

(ay? < byt - o ) e — (g - by® - o) dly

diverra esatla colla divisione per qualsivoglia funzione di quarto grado omogenca,
cagione d’ esempio per @' - ky', qualunque sia la costanle &,

a nella Sezione 11, che il Teorema Euleriano vale per le funzioni omo-
aence di pit variabili, allorchd queste possono divenire differenziali esalle, mercé un
conveniente moltiplicatare; ciok verrh stabilita una regola analoga onde ridarre dif-
foronziali esalte le equazioni omogence di primo ordine con qualsiasi numero di va-
riabili, allorche: le condizioni di loro integra sieno

10. Ridotta Mda - Ndy differenziale esatla colla di
ha I'integrale sspresso per quello  una formula ad una sola vari

Dalla formula (11) si ha pure

r}i‘m ANy

- log o - cast.,
o Hiog - oos

o 1a coineidenza di quesla espressione colla (26). Imperocché nel-
v ritenendosi costante @, se si ponga y =

Ny Bir,
Ny




Potrebbe:

3 3 4 . Mda.
chiedere come si esprime 1'integrale di —

dy b
Ny allorché sia

Mo |- Nely =elp

una differenziale esatla omogenea d

rado m. Si & gid vaduto (2 6, 7) che I'inte"
funzione omogenea del grado m & in generale del grado m+-1, purché
m -+ 1 non vada a zero. Ne segue

{(!_?
)

grale d'ur

o] et Pl
:-(,,y-)«mx 17,
o quindi

Mde4-Ndy _ dy

Mz+-Ny — (mil)p’
ed integrando

Mz ATAEY L b )
Moty | omAl er o=

iy
<

log (Mzr

i V) Cost . (@5

Nel caso di m-4-1=0 questa formula cessa di esistere. Ma allora (3 7) (22)
M 4Ny si riduce ad una costonte c. So questa & finita, si aved (3 6) (21)

essendo per

Se poi fosse ¢=0, ¢videntemente non ha piti luego I applicazione del Teorema Eu-
leriano.
12 stato poi osservalo da

Fuss, allievo dell' Enlero ( Nova Acta Acad. Imp.

Petyopolit, T. V1, p. 162), che Pintegrale totale di “\L1 i

rapporto ad @, coll'aggiunta d'una costante ar-

corrisponde al risullato

dell'integrazione parziale di
bitraria.

Cid viene dimostrato da quell’ Autore nella supposizione che i fallori omogenei di
17 grado, in cui si pud decomporre lu funzione intera e razionale Ma |- Ny, sieno tuili
fra loro diseguali.

M

A chiarire la dimostrozione del Teorema enunciato dal Fuss, e dell’ analoga
Proposizione, di cui eg
Sino a,,a,,...2

non fece menzione, giovel
i’ valori diseguali di r, soddisfacenli all’ equazione del gra-

ri esporla pel modo seguente:

do 1

Soc. dei XL — Serse 1l. — Vol. IV. i
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si-aved dalla teoria elementare dello spezzamento delle frazioni razionali

= (20)

intendendosi estose o somme indicate dal segno % a tutti i valori 1,2,3...m4-1
di n, od essendo per una regola notoria

ove si ponga =1, .
Sommando colla 1* delle (29) la 2* moltiplicata per r,, si ottiens

@, avendosi (13)

ne viene (29)

M Jh s i
Me+Ny  (A+Br)c M TAFBr)a Cy—e0

& quindi, avulo riguardo alla prima delle (30), e dinotato con logil logaritmo iperbolic,

J'i'f“i\" ,v,f B ) _ 7t voe e,y Cont 1)

MRy

Mo e ) !
IMTM ..lasu:—«..z)fn‘f g = Ehbe a0

ek

Nella seconda di queste formule la € potrebbe riguardarsi come funzione della y,

¢ del pari €, nella terza rappr bbe una funzione ind della @. Ma




S

& palese dalla formula Euleriana accennala nel 2 3, per cui si integra ogni funzio-
ne della forma Mda - Ndy, che torna superfluo aggiungere all'espressione di [Mdao
una fanzione qualunque € di y, la quale sparirebbe dal risultato, Pertanto € o pari-
mente G, debbonsi riguardara come costanti, ¢ si ha quindi dal paragone delle for-
mule (30) la proposizione del Fuss , e In sua correlaliva , ciod:

J‘ M
M

essendo o, ¢, due nuave costanti arbitrarie. Si passa dall'una all'altra di questo due
formule permutando m con y, ed M con N.
Si avrebbie altrest dalle 2° ¢ 3" (31), por la 2* delle (30),

=2k log(y—a.&)—logy =2k log(r, —a)—logr,

=k, log (y—x) —Zk Jog(—a) s
e poichd per la 2* delle (29)

Bdr
Bry,

EF, log (r,—=) +-cost. ,
si travera che la 1* delle (31) guida oIl inlegrale (24), e recipracamente.

11. Dalla 2* delle (31) il Fuss ha desunto la dimostrazione d'una formula gia
proposta da G. Bernoulli nel T. I degli antichi Commentarii dell'Accademia di Pie-
troburgo, onde esprimere I'integrale dell'equazione omogenea Mdw - Nay =0. Si
pud del pari ottenerla dalla prima delle (31), la quale col mutamento della costante
arbitraria assume la forma

"’--|

ky 3
rmﬁ-} y ) e 0]
J Moimy T ¢

Infatti , dividendo la data equazione per M-+ Ny ed integrando , andrebbe a
2ero questa espressione del suo integrale, @ conseguentemente si avrebbe la formula
el Bernoulli

& Ky
8} @) e )




es AR

Nel caso deli'eguaglianza di aloune radici «, «,, ece. dell’equaziono /
questa formula soggiace ad eccezione, gincehd i rispetlivi esponenti k, , k, eco. div
rebbero infiniti. Ma la proposizione del Fuss non cessa di sussistere, come basterd
dimostrare per Ja 2* delle (32), colla riserva di porgerne fra poco una pii breve &
generale dimostrazione.

Imperocehd riguardando in generale r, come una radice semplice, 0 mol-
tiplice di grado ¢ dell’equs

e quindi (y — =, )" come uno qualunque de' fattori di Mo - Ny, siavrd in gencrale
per la teoria dello spezzamento delle frozioni razionali

U—sgof

intendendosi estesa la somma £ a tutti i valori degli indici p, ¢, ed a"valori rispettivi
8,...qdir ed ando con k,__altrettante costanti determinate.
Quindi moltiplicanda per dy ed integrando, denotata con F (a,y), 'espressione

iy . Ny
dellintegeale di 3

essendo r suscelli
Perlanto abbiamo

!
E(=,v)—F(2,0)=F(=,)+2 quv‘);;; —Ek,, log (==, &)

=F (z,4) — Bk, log 2| cost.

Ma ponendo @ =0 nell janza anteriore, che rapy

SN THRL e
di Moy * si trova evidentements




=y

risulta dungue

Data, a cagion d'esempio, la formula (3 8)
Sy 3% dy
o ¥

= (o
{

si avra per espressione del suo integrale
dx

a'dx n de dz
- east. = ] e [ ——— - cast.
JEmg e Jr(r—:u‘ 5 Tl s
Ll 2 1 1og (¢ —y)t-oost.;

L )

come si & altra volta ottenuto, col solo divario d'una quantitd cosmnte-g—

Adduciamo ancora (3 9) gli esempii seguenti :

1 2oty
)~y i tuag -“V-;'- oot

Analogo risullato i avrebbe, salvo il divario della costante arbitraria, mediante

la formula (24) o la 2* delle (32).
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Infine

Say—y')dy
J Gy

{- cost,

2

= g g TGyt

Tzzf(l{

oppure

» (22—
Yz

i dr
= [

risullata che corrisponde al precedente, poiché ne differisce d'una quantitd costante.

12. 1L Fuss nella Memoria sopracilata avea cércato una pid spedita ¢ generale
dimostrazione del suo Teorema: ma sembra ch’ egli stesso non ne fosse pago, giacche
ricorse all'altro modo di dimostrazione, che suppone M, N funzioni intere e raziona-
li, e l'equazione Mo Ny =0, ossia A--Br,=0, dotata di radici tulte diseguali.
Ho prosurato di chiarire o completare quella dimostrazione colla considerazione delle
radici eguali, e presi accasione di riprodurre un'antica formula nella quale Giovan-
ni Bernoulli espresse I'integrale d'ogni equazione omogenea razionale di prim’ or-
dine Mdw - Ndy=0, purché I'equazione avsiliaria Mo --Ny=0 non abbia radici
. Ma i pud offrire in pit: d'una guisa una facile e generale dimostrazione della

egu
proposizione del Fuss, qualunque sia Ja forma delle funzioni. omogence M, N. In-

fatti avendosi

se nel secondo membro sostituiamo a du il suo valore dedotlo dal differenziare y—r @

. da o = = %
nellipolesi di y costante, per cui 5 = — 7';, o ricordiomo (13) essere M=Aax",

Bdry .,
St [ o

ammettendo che la costante arbitraria C possa essere funzione della y supposta co-
stante. Ora derivando questa eguaglionza rapporto ad v, per la nota condizione

N=Bz", troviamo

M
D, Sy =




e

4 e\ 1 .
ed s cagione di (?{6)— - » Abbiamo

NI ER e iag
Y=, O

f. L L
J PNy AtBr,

iy

ossia, poichd all'integrale del primo membro non & ad aggiungersi costante arbi-
traria,

N N Lo
i ey T O

Quindi G (#)=0, o

La coincidenza di questa espressione colla (26) dimostra la 1° delle (31), co-
o grado M, N siano razionali od irrazio-

mungue le funzioni omogenee del medesi;
nali od anco trascendenti.

Dalla 1* delle (31) si passa alla 2%, qualunque sia la forma delle funzioni omoge-
nee M, N, mediante lo scambio simultaneo di @ con y e di M con X. Ma si pud dimo-
strare questnllima in guisa analoga, sostituendo dapprima al d nella proposta fun-
zione a due variabili il valore desuntp dall’ eguaglianza y =r, o, laonde si avrebbe a
—

cagione di M=Ax"

dr,

Mz -+
Ma--Ny = ¢

€ quindi invece.della (26)

F\lrix 41

i ‘;y:]agy—j' (35)

I manifesta la coineidenza di questa formula colla (26), attesachd la loro diffe-
renza si ridurrebbe ad una costante. Gid premesso, avendosi

_N""fztw;y—f A3 ey

Ny AFER R




ot !
Gonseguenternente derivando questa eguaglianza rapporlo ad @,  cagione della so-
praddetia equazione di condizione per cui la dala funzione a due vaciabili ¢ differen-

ziale esatta, e di (22} = — % | si trova
! «

& siccome quosta formula corrisponde alla (35), se ne ritrae la 2 delle (31) per qua-
lunque forma delle funzioni omogenee M, X
Si pud dimostrare altresi la slessa eguaglianza '[Ionemlo nella (24) @ costante,
e deducendone
3 _ Ndy  Barn
A Ny A+Br’®
e quindi

Bir,
fl\'L |ir SEe ol

N B
I B
f 5ty

ossia

M 1
LI - )= Lie
f"v FrEm F 3 Mo LNy B T

donde

e moltiplicando per da ed integrando
O () = log - eoat,

Soslituito questo valore di G(z) nella superiore equazione, si oltiene
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viod Pespressione (26, e quindi si rinviene la 2* dello (31), qualunque sieno le fus-
zioni omogence M,
almente una pill spedita dimostrazione generale delle (31) si avrebbo differen-
ziando tolalmente

appure

ove si rignardino €(y), €, (@) quali funzioni arbitrarie delle rispeltive y @, che ren-
dono coumpleti i rispeltivi integrali parainli. lmperocché avendosi dalla differenzi
zione totale
M 4
& darely L€ (y)dy |

Ny

o \J 0oy s

ed a cagione della sopraddelta condizione, per cui -~ & differenziale esalla,
essendo
+C
e
TN

ne risulta colla rispettiva sostituzione nelle due precedentt ogu:

Ml

P i Mdg4-Ndy | ..
o)) — ool [ X St 4 o,

[Ny Mol +
MefNy = MetNy

¢ quindi integranda totalmente, coll'aggiunta dells sole costanti arbitrarie ¢, ¢, , siot-
tiene cipscuna delle formule (32), @ resta dimostrato il Teorema del Fuss nella sua
maggiore generaliti, comunque 1o funzioni cmogence AL, X sieno razionali, od irra-
li, o trascendenti.
m,




Gioverd aggiungere una brove applicaziono dallo stesso Teorema anche ad nni
funzione omogenea irrazionale. Suppongasi

M=—aly, N=iV=z,

& quindi m=

si avri (26)

-~ 2log (a-t-b ) J-cost,.

avrebbe del pari

% Mdxe
i

ziorie di - Tapporto ad y, camo si scorge aliernando in quest ultima formula

Mo+
@ con y, ed a con b, ossin M con N.

Non conviens insistere maggiormente su questa digressione intorno agli i
grali delle funzioni omogenos, che forma I'Appendice alla.presente Seziono L. Una
Memoria sugli integrali delle funzioni e delle equazioni omogenes venne da me comu-
nicata all’Accademia di Scienze ¢ Lettere di Padova nella tornata 26 luglio 1868, Gli
enunciali di aleone proposizioni contenute in quelia Memoria furono pubblicati per
altrui eura gentile nella parte non ufiiziale della Gassetta &' Halia (18
X 224).
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Seziong 11

be aamn per integrale
Mol i rendere

Nuote metodo onde integrare le equanioni diferenziali di 1° ordine a tre e pii varial
campleta una sola primitiva. Condivioni necessaric o suffieienti di loro integrabili
ditferentiali esatte e equaioni di 1° erdine smogenee a piit varial

13. Prendiamo a tratlare una equazione differenziale del 17 ordine a pin di due
variabili, ¢ in generale ad n vaviabili @@, @, . .., di forma lineare rispetlo agli

ey
clementi differenziali ciod della forma

Adao--Ba (36)

in cui riguarderemo o come funzione delle indipendenti @, @,... 2, . Ritenendo
con @ la sola indipendente @, come variabile, e denotando con d. @ la differenziale

di @ rapporto ad @, si ha quindi I equazione

Ad,

1Bz, =0,
g

che por brevitd si pud serivere; riguardando nella espressions di @ tutte le quanti
eccello @, come costanti

Adm 4 Bdx, =0, @)

{Questa equazione contenendo due sole variubili @, & sempre integrabile, o
percid diviens differenziale esalta colls moltiplicazions per un jente fattore M
soddisfacente alla condizione

(22, =

A, i valori di M, A par un valors partico-

¢
G

Se dunque si rappresentino con B,
lare a, di @, si ottiens dall'integrare la differenziale esatta

MAda |- MEBdz, =0

la formula analoga alla (10)

o MBdz, -t~ SAL A, de g, (39)

snota delle sole variabili @, @, . @_,. Deter-

o totale della (39) coincida colla proposta equa-

in cui ¢ rappresenta una fanzione i
minata ¢ in guisa che la differenzia
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zione (88) moltiplicata per M, In (39) esprime Uintegrale coroato. Ora la lotle d
ferenziazione. dell (39) offre, poichi: M, A, non contienc @, ,

X
“‘(.’”15),&_,1, - M, M A
da

+f () et [

ossia (38), a cagione di

Jﬂ 11'\1 l
ok [ (G

esibisce

)u‘z dz,_ ,—j "“")‘(x o

e il paragone di questa eguaglianza colla (36) moltiplicata per M somministra, mercd
1a softrazione dell'una dall'altra,

‘M]__:Am Jﬂ(m‘)“ ,F("‘”‘ «x.ldr
- [

" dMT
S i f .

Inmaginando introdolta in questa equazione l'espressione di @ desunta dalla (39), deesi

trovare eliminata con @ anco @, , onde dy risulti debitamenle espressa per le sole

variabili @,,a,...a_,. Pertanto lo derivate dei moltiplioatori i da, da,. . . do_,




(impg it
nella (40) prese rapporto ad @, , ove si consideri @ come una funzione di &, deter-
minata dall'equazione (37), debbono annullarsi, @ in conseguenza (38) atlesa l'egna-

glianza
[ o (= (20)(
/

risultano le n— 2 equazioni di condizione
() (B ) 82

‘i;‘”‘ (&) -l )=

“;2‘)(‘“) (,}‘2‘“) (Jf‘“

o dell'identit (38), divengono in seguilo agli sviluppi, ed alla divisione per M,

{{ 4B a0 AC dA rh efll
A;{JE{) (u‘x }"‘“i[(:rx) ':m, "'c{.rm tlaJl-_u

du ! da, | dee,

Fl)-C o2

Ky} dK o \i\‘ dB

;+nl[-d;-] ] l\; & (E)g"" (42)

Qualora §'avverino identicamente queste 1—2 equazioni di condiziona (42), i
troverd eliminata fra le due equazioni (39) (40) @, insieme alla @, e percid si potrd
atisibute nele medesine ll Tndipendents @, un valors pasticslare o, sz -
rare I'espressione di ¢, che n'¢ indi In do con v, il
valore di @ corrispondente ad o,==a, & con M,*", A,"", €' ece., le espressioni di
M, A, G, per &, =a, e per o=, , avremo per determinare 4, inluago delle (39) (40)

MPAPdy 44y =0,

'\x‘“c"*—f ol '!"\ ! 1I‘.‘E‘m_f(f“.l-‘”-\f”) e,

g 0 f‘(““ Y ]fic,’a‘n:__,, )




T

Eliminata v, fra queste due eguaglianze, si avrebbe un'equazione di 1° ordine
fra lo n— 1 variabili @, @, .., , e 4, il cui integrals totale si suolo associaro alla
(39),onde poscia, mereé I'eliminazione di ¢, conseguire I'inlegrale completo della
data equazione differenziale (36). Analogamente sarebbe d'uopo ridurre I'integra-
zione della equazione fra a,,, , @4, a quella d'una equazione ad n— 3 va-
il e D e e
due variabili @ .4 ., il cui infegrale verrd infine a contenere la costante arbitr:
ria, che rende completo I'integrale cercato risultante dall'eliminazione delle quanti
ausiliarie ¢, 4. .- 4,

14. 1l |)rnwduuenlu finora esposto non & guari diverso dal metodo usitato per
lintegrazione delle equazioni di 1° ordine a tre vaviabili, se non in quanto & resa pid
di ) L € ¥, col

rla dipendere dalla eliminazione di v, fra le due eguaglianze (48). Ora I'essen-
I divario ¢ il rilevante vantoggio fra il metodo consueto, & il nuovo metodo ch'io
propongo, consiste nell'eliminare 9, fra lo equazioni (39) (48) ritenendo in sua vecev,.
Siffatta eliminazione si eseguisce immediatamente col soltrarre la 1* delle (43) dalla
(39) © col sostituire nella differenziale della medesima, ciod della 1% il valore di di,

semplice la determinazione dell’equazione

esibito dalla 2* delle (43). In questa guisa siccome dal supporre in generale

TMAde=r(z) oot ,
¢ quindi
TMYA i, = fp,) - cost.
si trova
SR, dof— 3 Ve, = () — £ (4 f,lu,a.dt B

e dal differenziare totalmenle la 1* delle (43), risulta

M08 i (S

soltraendo la 1* delle (43) dalla (39), ¢ sostituendo in quesL‘uLlim‘n testd otlenula il va-
Tore (43) del d4,, si giunge al sistema delle due equazioni che tengono le vedi delle (43)

S A, [ MBdz, =0
Ao, 40 iy L E Ve, . L K ds, =0, (44)
Pertanto I'integrazione della proposta equazione (36) si riduce a quella. d’una equa-
zione a due variabili, e d'un‘alira equazione esplicita di prim’ordine ad n— 1 variabi-
1i, semprechd si avverine le condizioni (42).La prima delle (44) & lintegrale della (37).
L'altra & Tequazione a cui si riduce la stessa equazione proposta (36, ove ad , si
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attribuisca il valare particolare a, , ¢ quindi ad il valore corrispondente v,. L'inte-
one di o, fra la 1* dello (44) e l'in-
tegrale completo della 2* da oftenersi in analoga guisa; allorché questa equazione si

grale completo della (36) risulters dall’elimi

trovi inlegrabile.
15. Allo stesso modo, detto v, il valore di v, per @, —

rispondente ad @, ==a,, @,—a, , o denotato con A, il valor
il valore di A, per @,

ossia quello di @ cor-
e d'ogni quantith A" per
u,, supponendo N il fattore

@,=—a, e con 4,  © per,

che rende differgnziale esatta I equazione a due variabili

AV, A, =0, (45)

ed N, il valore
ridotta al sisten

N per ,=a,; Iintegrazione della 2* delle equazioni (44) versh
analogo delle due equazioni

L N e, -, N0

o, |- B P, -

, (48)

In simil guisa, supposto P il moltiplicatore che rende differenziale esatta I'eqna-

zione

Ao 4B, d

& denominato v, il valore di v, per un valore particolare a, di @, , ossia quello di @

3 (48)

corrispondente ad a, w,=a,, @,=a, denotandosi poi con A il valore di qua-
lunque quantita A, per @ =a, , e con A,* il valore di A" per @, =a,, & per o,—w,,
& d con P, I' espressione di P corrispondents ad @,=a,, si fard dipenders

Vintegrazione della 2* delle (46) dalle due equazioni
.J“n PEY

AP L FMe . . LR e, =0, (49)

L BaA
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qualora si trovino soddisfatte lo n —

condizioni analoghe alle (42) (47)

AR
Y= .z . J'i

© cosl progressi
zioni
Raj &y Ve 5}

(51)

in cai | valore di o per

23 t,s quello di v, per

! rappresenta | mpw-qmw di \' —a,_,edA

! quella di

per = . denotandosi con R il mollnpl\c:l!nm che rende differenziale esalla

recedente equazione a due variabili

A

e,

S

e con R _, il valore di R per =
Quindi supposto T il fallore p

cui la 2°

delle (51) diviene una differenziale
esalla, e denofato con T, il valore di T corrispondente ad @

valore di A dalla sua inte

azione

s oot

o Tintegrale completo richiesto della data equazione (36) sard la risultante dell
minazione di v, , v,
e la (52).

Avverrd talora ne casi- particolari che la serie di queste equazioni s arresti a
quella: determinante un. valore v

frale prime equazioni de’ sistemi (44) (46) (49) ece., (51},

leriore a v, ,, 0 perchd
sione fra due sole variabili determinante v, od anche pe
quindi o

i glung

d una equa-
=0 ¢
v, darebbe I'integrale cercato.

i (42) (47) (50) ece., conformi nall aspelto alle or-
¢ nelle (47) & lecito attribuire ad @, il valore parti-
colar a, 3 cosi pure nelle (50), oltre di porre @, =a,, si pud attribuire ad @, il va-

he risulli do_

sst. Allora Ieliminazione di v, v, .
Lo condizioni 'integrab
dinarie, offrono il yant
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lore particolare a,, e cosi di seguito; la quale avvertenza ne rende sempre pit spedita
I verificazione. Questi valori a,,a,, a,, ecc. sono le origini de'rispettivi integrali
nelle prime equazioni (44) (46) (49) cce. e possono assumersi per maggiors semplic
cilin eguali a zero, sempreché non ne risulli infinito il valore corrispondente di due
delle funzioni A, , C,, A, , E, ece.

16. Ove si prescinda dall’ assegnare le condizioni d' integrabilith della equa-
zione differenziale (36), e si supponga di aver gid rilevato che quell'equazione @ in-
legrabile, il melodo d'integrazione dianzi esibito pud essere esposfo in una maniera
quasi intuitiva, che non ha mestieri di lunga dimostrazione.

Infatti se ln data equozione (36) & integrabile, ciod se o sia esprimibile in fon-
zione delle indipendenti o, S,

equazione primitiva si avrd dall'integrazions dell'equazione fra le due variabli @, @, .

f‘(tlt)_*_u

&,

e d'una costante arbitcaria, per mozzo ' una,

Y equazione finita
file e,

Attribuendo ad @, un valore parlicolare costante a, , per cui sia @ = v, , abbia-
mo ¢psi le due eguaglianze

in cui ¢, tiene le veci di costante arbitraria, e pud essere funzione dia, , @,. . . @

file, @ olog $) =0, " filo,a ete, §)=0, (53)

Ma posto @,=a, , e quindi @=v, ndlla (36), questa equazione si riduce alla 2*
delle (44) che determina v, . Pertanto coll'integrazione dell'equazione fra le due va-
riabili v, ,

A(a) op=o,

) un' equazione finita
f(vy, mele, L) =0,

in cui ¢, rappresonta una funzione di @, , @, ;... @, : ¢ quindi ponendo @, =,

@ in luogo di v, il valore corvispondente v,, se ne dedurrd un’equazione che de-
termina %, , ciod si otlerranno lo due eguaglionze

Fy (0 080 B} =0, 7 (85 @y 8860 ) =0 )

Parimente, poslo @, =a,, ¢ percid )y nella 2* delle (44) ch’ & quanto porre

Soe, ded XL — Serie 1. —Tom. 1V, (]
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=, nella (36), questa sari ridofta alla 2° delle (46) ; e cosi
snceossivamente , finchi si giunga all’ ultima equazione ciod alla 2* delle (81), il cui
integrale denoteremo con
Foa{Bia s @y v V=0 (©3)

cssondo & una costante. arbitraria.. L elimitazione dells. 2 (n — 2) quantit 4, '
Sas e e b e e e By o v Tl 2 — 3 equozioni (53) (54) ... (35) dard
I integrale complelo che si ricerea, A questuopo converrh dapprima eliminare ¢, fra
I due equazioni (58), % trale (54) ecc., indi fra le rimanenti n — 1 equazioni si
favd I eliminozione di v,y vy o ¥y + v

Alloreht le equazioni & due variabili che si deducono dalla data (36), ¢ dalle
seconde equazioni. delle coppie (44) (46) (49) (51) riguardandovi una sola delle in-
dipendenti come variabile, «

Adip--Bd,

vengano inlegrate col mezzo de'fatlori ohe le rendono differenziali esolte , le quan-
si troveranno aggiunte alle espressioni de'rispettivi integrali, e

arironno, col sottrarre I'una dall'altra le equazioni di ciascuna delle coppie (53)
(54) eec. Si avranno cosi le prime equazioni delle copple (1) (46) .. . (51) o la (52),
¢iod le n — 1 eguaglianze fra cui eliminando v, , o+ + . v,., , come si & gid notalo
nel & 15, si ottered I'integrale completo della proposta equazione (36).

17, 11 metodo dianzi esposto ha il notevole vantaggio d'effrire esplicitamente Ia
serie delle equazioni a due variabili, dlla cui integrazione si oltiene I'integrale com-

pleto della data equazione (36) a trs e piil variabili, ed indica ad ogoi tratto Ja pii
semplice equazione, a cui pud ridursi la proposts , secondoch si avverino le relati-
vo serie di condizioni dintegrabilita (42) (47) (50) ee. Esso non esige le differenzia-
zioni lotali, né le prolisse eliminazioni, che vel metodo ordinario servono & dedurre
le equazioni differenziali deferminanti le quantith ausiliarie, ¢ quantungue non sia
frequente il bisogno d'inlegrare una equazione a tre o pid variabili, vale in ogoi
caso o discernere fino a qual termine della proposta si estenda la sua integrabilitd,
e ad assegnare intuitivamente equazione ridotta, alla quale si potranno pii agevol-

le applicare i metodi che si adoprano , onde soddisfare ad una equazione diffe-
renziale per eui lo condizioni &' integrabilith non siano avverate.




e
Riservando alla Sezione 111 con varie considerazioni ed avvertenze, e qualche
ione delle equazioni

esempio di applicazione, I’ esporre allri procedimenti di intog
i 1° ordine a pin i tre variabili, il eui intograle venga espresso da una sola equa-

noterd del pari, che consistono nellintegrare

zione finita con upa costante arbilrari
i zioni cho si deducona direllamente dall'equazione

un sistema di successive eq
proposta, ¢ determinano la yariabile indipendente @ ed un relativo numero di valori
speciali della @ corrispondenti a suceessivi valori parlicolari delle variabili indipen-
denti, Lintegrale della prima. di dette equaziont ausiliarie serve a determinate la o
per mezzo delle n— 1 variabili indipendenti e del primo de’suai valori speciali, cor-
ato dallintegrale d'u-

rispondente a valori particolari di aleune di queste, e deter
na_seconda equazione asiliaria in funzione de’ precedenti valori parlicolari, &
quelli di alcune dell'altre variabili che rimangono , ed inclire &' un secondo valore
corrispondente dells @, il quale & determinalo similmente dall'integrale duna terza
iliaria, e cosl progressivamente, finché Fintegrale dell'ultima equazione

ne au
ia viene ad esprimere I'ultimo valore speciale della @, mercd le residue va-

Leliminazione de’ valori speciali di @
siliarie dard I'integrale completo della

ndipendenti ed una costante arbitra
fra ali integrali dolle predelte equazioni

proposta equazions (36), sempreché le condizioni della sua integrabilit siano soddi-
sfatte.

. Circa alla forma generale del moltiplicatore che pud rendere differenziale esafta
la (36) si osservi che supponendo

A (A B+ Calory -+ Koy =dT
si avrebbe

m=(""

& quindi
(B3)

Siccome poi, denotata con X una funzione arbitraria, sarebbe pure A(T)dT differen-
Ziale osalta, ne segue che la forma generale del fattore cho rende differenziale esatta
la (36) sarebbe

MI(T),

in cui M equivale ad una delle quantiti fra loro eguali (56).
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Similmente’ considerando una parte de’ lermini che compongono la (36), e po-
nendo

¥ (Ad - Bk, 4 Cdiey . . . P} = a5

si avrebbe

e sarebbe N (S) l'espressione generale del fattore, che la rende differenziale esatla.

18, Nella Sezione 111, si aved occasione altresi di trattare delle equazi ni diffe-
renziali omogenee a tre e pit variabili , almeno per avvertire se,, ed in qual modo, la
Proposizions del Fuss (Appendicealla Sezione I,  10) possa estendersi analogamen-
te a qualunque numero di variabili. Quella Proposizione non reca invero un rilevante

Mz Bdr,

vantaggio per la formula proposta dal Fuss Mo Ny sull'alira IEr B i e

dke -4~ Ny
(EEEY

P'unico termine loga. Se non che la difficolti o la lunghezza della dimostrazione mi
indusse a completare nel 3 10 la seconda dimostrazione data dal Fuss, e ad ag-

duce (26) 1'integrale lotale , poiché non differiscono fra loro che del-

giungere nel 3 12 altre due facili. e convincenti, dopo le
quali volli cercarne una lerza , che mi pareva pit spedita, ma invece ha il difetlo
della prima dimostrazione offerta dal Fuss; allesoché per compierla converrebbe
ricorrere, come feci nella seconda delle dimostrazioni che diedi nel 212, alla
relazione analoga alla (22) per ¢ = 1, che hanno fra loro i molliplicatori di de , dy
Ndy
i

nella. proposta formula > i quali rispettivamente moltiplicati per @ , y e

sommati equivalgono all'unitd.

Tarnerd nella Sezione 11 su questo tema con allre osservazioni circa alle fun-
zioni omogence differenziali. Ma frattanto avendo accennato nella Sezione I (3 9),
una eslensione del Teorema d'Eulero sul divisore che rende differenziale esatla
ogni formula omogenea a dus vasiabili, eredo opportuno esibire qualche spiegazione
4 questo riguardo.

Se adottando le cifee adoprate nell' Appendice alla Sezione I, ¢ le relazioni (12)
si proponga la funzione omogenca ad n variabili di grado m

My~ N, Py 4+« + T, o




TR
¢ si cerchi un divisore che la renda differenziale esafta, si oltiene (3 G) la tras-
formata

Mt 4Nl et Tl = (A By O i it b0 (B Gl o b,
¢ dividendo i due membri di questa eguaglianza pe’ rispettivi membri dell'identita
Mty Moty Py o T, = 7 (A By - Oy ot L),

si trova che la formula omogenea ad n variabili

Mz, - Ndzy ... Tde,  dey, |, Bdr,4-Cdry4-... - Hilr,
Mz, - Ny - - - + 1, % | Ad-BrOnt... 4B,

)
& dilferenzial esalta, purchd si avyering lo =100 =2)
differenziale esatta la formula ad n — 1 variabili

condizioni , che rendono

Wy,
5 e -

Ma qualora la (58) sia il primo membro d'una equazione integrabile, & d" uopo
che sia del pari (59) la trasformala

dir, | Bdr, 4 Cdry
% " A BrtCr...+Hr

una equazione integrabile; lo che non avviene se non sia la (60) una differenziale
(r—=1)

2
corrispondere (Sezione 11, 42 13, 15) a quelle che in egual numero si avverano per

esalla, cosicchd le == condizioni relative (Sezione I, 34 1, 2) debbono

I' integrabilita dell’equazione omogenea

Mz, + Nz, + Py 4. ..+ Tdw, =0,

la quale in conseguenza (59) & divenuta differenziale esalta, merce la div




= GR=
Questo teorema generale analogo all'Euleriano guida ad asservazioni simili a
quelle gid indicato nel 9. Cosl, supposta nella (14) K= ¢ costante, © quindi

o e e

si avrebbe: moltiplicando Ja (59) pe’ rispaltivi membri di questa cguaglianza, e divi- =

dendo per @,

Mite, - By . T, _da,

: Balr, 4 Cidry 4. . - Hdr_,, 1)
oy

e i troveri che la data funzione & resa differenziale esatta dal fatlore —- anche nel
caso di e =0, in cui cessa d'aver logo il Teorema espresso dalla (u), come pure
I'Euleriano, avendosi dalla (61)

Se poi fosse m + 1 =0, qualunque sia ¢, risulla dalla (G1)
Mgy -+ Neday 4 .« - T, = B, 4 Cdry o - Hdry .-

Per confermare con un esempio il Teorema dianii enunciato, abbiasi I'equazio-
ne omogenea
Mdar,+-Ndet, +-Pilzy =0,

© si troveri che ln condizione della soa integrability, ciod (42)

EE - () o

si muta in quella. (4) (Sezione I), per cui il 2° membro della (59) risulta differenziale
esatta. Imperocché per le relozioni (12) (13) avendosi




NP

sostituiti nelle (64) questi valori, ¢ quelli (13) di M, N, P, si raccoglie 'eguaglianzo

&)=

c
A Br, 0

per cui il 2° e guindi il 1° membro della (59), ¢ differenziale esatta.

Proponendomi di svolgere queste considerazioni a lnogo opportuno, debbo ri-
meltere I'esposizione delle rimanenti Sezioni 111 e 1V alla seconda Parte della pre-
senle Memoria.

Fice peria Pante I




ERRATA CORRIGE

. 13, linea 10 @ =

14, 1in AT nella (18) nell'eguaglianza che succede alls (18)
15, linea 14, form. (21) M, Nz,

18, linea ultima =

23, linea 4 ”

27, linea G, form. (28) Ay Ny

N i Mol
29, linea 4 T "’Ny fuvgi'y —-cos f ;ﬁ;,,‘*“"“’"

irrazionali od anco trascendonti irrazionali

cagiona a eaglons
Ndy
.18 Ak ' M
33, lin. 1 g 0@ 0 ()

ibid., linea ultima irrazionali o traseondenti irrazionali
' 2ad Vi
BV
1hid., linea penultini. Garstta & Italia Gaetta Ulleiale del Regno
30, linea 13 3 K
» fbid, lin. 24
» 3, lin.26induoluoghl a=a,
» ', linca penultiza TPLA i ] P4, do, 4- S PE
- s )

84, linea 11




