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1. E notissimo che se dai vertici di un poligono regolare si conducono le per-
pendicolari sopra una retta qualunque tirata pel centro del poligono, la somma alge-
brica di queste perpendicolari ¢ eguale a zero; ovvero, che & lo stesso: se ad un cer-
chio si circoscrive un poligono regolare, la somma algebrica delle perpendicolari me-
nate dai punti di contatto sopra un diametro qualunque & eguale a zero. Ora si pud
generalizzare questo teorema circoscrivendo al cerchio non gia un poligono regolare,
ma un qualunque poligono, che risulti perd iscrittibile in un altro cerchio, e si ha il

seguente teorema:
Se un poligono circoscrilto a un cerchio & iscrittibile in un aliro cerchio, la somma

algebrica delle perpendicolari abbassate dai punti di contatto sulla congiungente 1 cen-
tri dei due cerchi é eguale a zero.

Rammentando poi i risultamenti otlenuti da Jacobi nella sua Memoria *) sul-
I’Applicazione della teoria delle funzioni elliltiche alle proprieta dei poligoni iscritti
in un cerchio e circoscritti ad un altro, il precedente teorema si converte immedia-

tamente nell’equazione:
sen [amu—{—am(u—l—z)]—l—-;en [am (2-+2) - am(24-2¢)] ... -} sen[am(u +m—1¢)-f-am(utmt)]=0 (1)

dove u & qualunque, e m¢ & eguale al doppio integrale ellittico completo di prima
specie.

*} Giornale di Crelle, vol. 3, p. 376 — Cfr. Durége. Ellipt. funct. 33 41-47.
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In fatti, si ha dalla citata Memoria di Jacobi, che chiamando R e r i raggi, ed
a la distanza dei centri dei due cerchi, e ponendo

L4

4Ra . a2 2K
i MY U= "=
K RH4-a)p—1?"’ > %f /T —%&%sen0 s
i vertici A, A, A”. .. A", A" di uno qualunque dei poligoni di m lati iscrittibili
nel cerchio (R) e circoscritti a (r) sono determinati dagli angoli

PCA =2amu , PCA’=2am (v ?) , PCA"=2am (¢-}-21),...,PCA"™ =2r - PCA =2am (x+{-m?),

“ e gli angoli ¢, ¢. . . ¢™ ¥ dei raggi r corrispondenti ai punti di contatto, col diame-

tro comune dei due cerchi sono
o—amu-am(u42) , g=am (x4 ) +-am (u+29),...,s" V=am (v +-m —1¢) 4-am (u{-m?),

sicche la somma 72 sen ¢ delle perpendicolari condotte dai punti di contatto sul dia-
metro predetto, astrazion fatta dal fattore costante r, & appunto rappresentata dal
primo membro dell’equazione (1).

9. Nei casi pit semplici di m=3, e m=—4, I'equazione (1) si dimostra facilmente
mediante le formule. di addizione delle funzioni ellittiche. Si ha in faili per m=3,
3¢t—2K, e il primo membro della (1) si trasforma successivamente in

[snwen (v - £)-4-sn(u-t-¢) en u] -+ [sn (w—-t)en (v 42K —¢)4-sn (u 2K — ) en (w4 )]+
<[ sn (2 +2K — ) en (1 +2K) 4-sn (v 4-2K) en (2 2K —#)] =
— [snwen(u-¢)4sn(u-4-¢)enw] —[sn(u-7)cn (u—¢t)+4-sn(u—2)en (w4214
+[sn(@—Denut-snuen(zx—)]=

2cnucnt 2snucenidnt

—snt-—u-——— Lent—————, —
1—ksn®usn®t + 1—kKk®sn®usn®s

snucnudni-f-snfenzdnu  snuenudnt—snéentdny

1—Z°sn®usn®¢ ] 1—Fk®sn®usn®s

2snucny
:'T:F——wm[cnt+cntdnt—dnt]; .

2K 0 - . N
ma, per t=-5 , I'ultimo fattore & identicamente zero, perche

2 D) 2 2 2K
ARAR S 2—IS=cn’~—K-—sn’"—'—Igdnli—l-{:cn’—gls—sn’—;—{dn—é—,

n?_ cn3 3 3 3
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, 2 Ka 44
e con la soppressione del fattore 1 4 cn 5 risulta

2 2K
O—cn—+cn Kd —?’IS—-dn?;

| dunque ete.
Quando m=—4, 24=XK, e il primo membro della (1) riducesi a

[snuen (u~+-7)-sn(u-+t¢)enw] - [sn(u4-2) en (- K) +-sn (w4 K) en (z-2)] -+
~+[sn(z+K)en (u4K - ¢) 4-sn(u -+ K 4-2) en (w4 K)]— [sn(u--K-4-#) en w+-snw en (- K4-8)J=

2sn(u+t+ )dn(u+t+ )nl—(-d 12{ 2sn--12{-cn(u+t—|—%)dn(u+z+%)+

—=snu = —cenu T
1—k®sn® (u+t+ 2)sn’ T l—k’sn”(u—l—-t—l——z—) sn*E
K
ch(u—l— t—}—-IS)cn 5 2sn (u—{—t-}—l—z{-)cn%dn%-
+-sn(u+-K) g Ton(@4-K) ==
l—k’sn”<u+t+ )sn’ 1—k?*sn® (u+t+ )sn2 5
2sn(u+K /
= B (2 SR8 S ifs) (——sn%dn%—-k’ -——|—cn —{—nEd K)
1—A%sn® (u+-K)sn®— T
perché

u-}-t—[—g—:u—i—K s snudn(u-}-K)=——ecn(u-}K), e enwdn (u-+-K)=%"sn (2} K) ;

ma T'ultimo fattore & zero a motivo delle

1 K VE K
BNl = = LMo - =V .
R ey

dunque etc.

3. Il teorema geometrico pel caso del triangolo, e quindi I'equazione (1) pel caso

di m=3, si pud anche dimostrare nel seguente modo:

Prendiamo per origine il centro o del cerchio iscritto e per asse delle o la con-
giungente oCP dei due centri, e chiamiamo ¢, ¢, ¢" gli angoli che comprendono con
Passe delle o i tre raggi del cerchio iscritto condolti ai punti di contatto. Saranno

xcosy--yseng—r=0, xcos¢-tysen¢'—r=0
*

zcosp-t-yseng—r=0,
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le equazioni dei tre lati del triangolo, e

1 i
rcos - (?49) 7sen % Ge+9)

) , ete.

1 : o
003‘2‘(?—?) 003'2—(?—?)

le coordinate dei tre vertici. Esprimendo che questi punti sono situati sul cerchio (R),
si hanno le tre equazioni

1 Bracos - (p )08 = (o —#) & @ —RYeost 5 (¢ —#)=0,

) P Tyl iy 1 Sae”
r*—2racos 5 (¢ +¢)c0s o ¢ —9)+ (@ —RY)cos® 5 (f —¢)=0,

1 1 L3 1 L
r*—2racos ) (347 ) cos > (#—9 )+ (@*—R¥cos® o (#—7)=0,

ossia
22t a>— R:—2ra(cosp -+ cosg ) 4 (a*—R¥)cos(p—¢ ) =0,
2%} a*— R*—2ra(cos¢’ 4 cosg’) 4 (a*—R?) cos (f—%")=0,

2r*-L a*— R*—2ra(cos¢'+-cosp ) 4+ (@*—R¥cos(y'—9p ) =0,
da cui, eliminando le 21*-a*—R*, 2ra, a® — R*, ricavasi

cos(p—¢) , cosptcosy , 1
cos(y—¢) , cosy—f-cosy” , 11 =0.

cos(—¢) , cosg'f-cosp , 1

Sviluppando questo determinante si trova I'equazione
1 ’ 1 ’ ” 1 ” ’ "
sen — (3 —¢)sen — (¥ —+¢') sen - (3'—9) [senp{-seny'|-seny'| =0

e quindi, non potendo annullarsi i tre primi fattori, dovra essere
sen¢--seng' --seny'—0,

che dimostra appunto il leorema geomelrico pel caso del triangolo.
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4. Ecco ora la dimostrazione dello stesso teorema per un poligono qualunque,
ossia dell'equazione (1) per un qualsivoglia valore del numero m.
Sia AA’. .. A”™ un poligono iscritto nel cerchio C, e circoscritto al cerchio o.

Conduciamo da o i raggi oD, oD’, ... ai punti di contatto, e da C le parallele CM,
CM, ... ai predetti raggi, e chiamiamo 4, /... A" gli angoli alla base dei trian-
goli CAA,, CA'A", ... CA™™A; e 9,9, ...¢" " gliangoli PoD , PoDy,...PoD"™,
ossia gli angoli PCM , PCM/, . . . PCM™™; sard evidentemente

¢ = . —h-+ PCA

~

’ T ’ 3” 0
2 _—_-_(-2——71,)+(n—2k)+PCA=E—2h—-h +PCA

IS

¢ = (% & h") 4 (= — 28) 4 (= — 2h) + PCA = == — 2k — 2K — I" -+ PCA

~

NS

L)

2 ™
(U=t SR, S o o e poa
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T & o
— — a, risultera

e, se poniamo PCA =

o= n—(at 1)
¢ =21 — (« Rk - )
¢'= 3% — (a - Rh 42K 4 1)

§™ D = mr — (e + 2k 2K - .o 2D A

e per conseguenza

cosg —— cos (- h)
cosg = cos(z—+-2h-4-K)
cos ¢'= — cos (z-}-2h - 2K+~ 1") (a)

c0s g™V = (—1)" cos (& -2h—4-2K-4- . - 2K PR

Cid premesso, immaginiamo spostato il poligono dalla posizione AA". . . A7
nell’altra BB... B™™, e chiamiamo L ,L'... le corde AB, BT e NN Y

. . QAArD 4.4 01 AT
le stesse corde pel caso di uno spostamento infinitesimo. Sard =, @ passando

1 limite AIEADZEADE.  dunque
a 1 ) X "—AID_A'D' 2 q
2 X O =l
IAD} 3 YAD i SN A SR DT @)
Chiamiamo ancora Ag , A¢. . . i cangiamenti degli angoli ¢, ¢ ... dovuti allo

spostamento dalla posizione AA'. . . all’altra BB. .. ; avremo

sendp _ senTBA

L TA

e per uno spostamento infinitamente piccolo

dp cosh

PO IWAD !



dunque

2
cosedy = AD cos hcose

A'D

cos¢' dy=— ——, cos h'cosy’

(m—1)
(m—1) ___ X

(n—1) (m—1t)
CoS ¢ d? = W .

cos 2™V cosy

Sommando in corrispondenza, e avendo riguardo alle (b), si trova

Scospdp—= i % (cosheosp-cosk cos g-f-. . f-cos AV cos o 0) (c)

Ora la quantita fra parentesi, a motivo delle equazioni (a), si trasforma succes-
sivamente in

— cos lcos (a4 7) }-cos 7' cos (a+-27-+7")— cos A" cos (a -2 2K A7) - .
eoo - (—1)"cos AV cos (a4-2h 20 - . . . - 2002 - i) =

— -% cos (z+-2) — —;- cos
1 : 1
+ - cos (2--2h4-2R) 4 5 €08 (-+-2h)

1 '
— 5 cos (at+ 271-!—27&'—;—2/;")—%- cos (z-- 20 - 21)

4 (=1ym 2 o €08 (e-h- 22l .. - 20770) S5 cos(a—|—2h 2k, . 20y =
=(— 1)’" cos (x4-2h 420 .. . 425" 1) — 5 COBE=
=(—=1)"— cos(a-’,—(m———2) )———cosa._O

e percio l'equazione (¢) riducesi a

Scospdp—0



i

Integrandola si ha Zsen ¢—Cost. Ma se trasportiamo il punto A in P i punti di
contatto si troveranno simmetricamente situali rispetto alla retta det centri, e si ha
percio in tal caso Zsen¢=0; dunque la costante d’integrazione & nulla, ed in qua-
lunque posizione del poligono AA'. .. sard

Zseny—=—0,

cio che dimostra il teorema geometrico enunciato a principio, e 'equazione (1).

A
5. Dalle relazioni (6) e dalla dp—= — 2D €08k si ricava pure
Zsengdy =— —— (cos hsen qn—t-cosh seny ...} cos A"V sen?"" DlH (@)

ma a motivo delle relazioni

seng =  sen(z-}-Ah)
sen ¢ = — sen (a -2k -} %)
seng'=  sen(a—+2h4-2K}1")

sen "V = (—1)"'sen (a-}-2h -2k . .. 424" - om0y |
la quantita fra parentesi al secondo membro della (d) si trasforma in
sen (x4 1) cosh— sen (2+2h+ K)eos k... 4-(—1)"Isen (2 4-2h - ... - 202 42" V)eos A=
1 3 1
= - sen (=4-2n) 4 o sene
1 2h - 2H)— — sen (a--2h)
— 5 sen(« 422 4-20)— & &

+ -i— sen (u—- 2h 2%+ 24") % sen (« 42 -1-2F)

(=]t 2 sen(a—}-2h+°h+ ISR E g sen(«+9h+9h+ 2R —

1
= (=1 L sen(a+-2hA- 2K ... 2" V)t o sene =

4

=(-1)"? = 1 sen(a+(nz—2)n)+—sena_0



=19 =
dunque
i Tsenpdp=0,
¢ integrando si avra
Bcosp=C,
ovvero .

cos[am -} am (u--2)] - cos [am (u-+-)4-am (-}-26)]4-...4- cos [am(u—+-m —1¢) t-am(u-+me)]=C (2)

dove C & indipendente da u, e m¢—=2K come in (1).

Questa equazione si traduce immediatamente nel seguente teorema:

Se a un cerchio si circoscrive un poligono di m lati che sia iscrittibile in un altro
cerchio, sard costante la somma delle perpendicolari abbassate dai punti di contatto sul
diametro del primo cerchio perpendicolare alla congiungente dei centri, quando restano
fissi @ due cerchi, e si fa variare ¢l poligono in tulli © modi possibils.

Quindi ancora:

Se due cerchi sono tali che in uno di essi sia iscrittibile un poligono di m lati che
risulti circoscritto allaltro, il baricentro dei punti di conlatto rimane immobile sulla
congiungente dei centri, comunque il poligono si faccia variare restando sempre iscritio
nel primo cerchio e circoscritio al secondo.

6. Analogamente alle equazioni scritte al g 3 pel caso di un triangolo, si hanno,

per un poligono qualunque, le m equazioni

2r3-} a®— R*— 2ar(cosp -+ cosy ) - (a*~—R?) cos (9—3 ) =0

27| a*— R*— 2ar(cosy - cosy”) -} (a* — R*) cos (p—y") =0 :

27 4 a* —R*—2ar(cos ¢™ V- cosg) -+ (a*—R?) cos (3" P—9) =0,
le quali addizionate membro a membro danno, a motivo della Scose=0C,

cos (p—¢)+-cos(5—9) 4. ..+ eos (7" M—¢)=C,
ovvero
cos[am & — am (% -} 2¢)]-}- cos[am (u -} #) — am (% -}- 8¢)] - cos[am (v +2¢) —am (u--44)]+4. ..
..~} cos| am (& -} 7 —2t) — am (u+-m2)]+ cos[am (u{-m— 1) —am(u4-m4-18)]=C, (3)

2mr:—4Car

dove C, & indipendente da u, ed eguale a e el

(2]
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Quest’ equazione conduce evidentemente all'allro teorema:

Se due cerchi sono tali che in uno dv essi sia iscrittibile un poligono di m lati che
risulti circoscritto allaltro, la somma dei quadrati delle congiungents © consecutivi punt
di contatto sard costante, qualunque sia la posizione del poligono fra ¢ due cerchs.

Volendo esprimere SDD" per mezzo della costante C, che determina sulla oC la
posizione del baricentro dei punti D, D'. . ., si trova

e “2___9) o
$DD* = 4% (m et ..,Cm)

R:—a®
7. Addizionando membro a membro le equazioni *)

Rcos[am (u{-t) —amu] 4 acos[am(u-|-¢) -{-amu I=r
R cos[am (x - 2t)—am (« -+ £)] 4 acos[am(x - 2¢) - am (u+- f)]=r
ete.

a motivo della (2), si ricava pure

cos [am(u--f)—amu]--cos[am(u+-2¢) — am (u-+#)]+. . .+ cos [am(utme) —am(u-+m—1 t)]——:mr_

aC
=@

e di seguito
enuen(u-+-¢)+-cn (u+t)cn(u+2t)+...—}-cn(u-{—m———lt)cu (v +me) = ’}}_”_‘Léi—“)c )

mr—(R+a)C
BRI T

sn % sn (%-}-¢)+-sn (-t t)sn (u+-2¢) .. .-sn(ut-m—1)sn (wt-me) =

Dalla (4) si deduce che
La somma algebrica delle perpendicolari condotte dal centro del cerchio circoseritio
sopra © lati del poligono AA'A’.. . € costante.

8. I evidente da ultimo che ai punti di contatto dai lati del poligono col cerchio
o si possono sostituire i punti medii degli archi del cerchio G sollesi dai successivi
lati del poligono, e quindi:

Se due cerchi sono tali che in uno di essi sia iscrittibile un poligono di m lat
AA A", .. che risulti circoscritto allaltro, e si dividono per meta gli archi AN,
ANA . A" VA in NN, .. N7, 4l baricentro dei punti N rimane fisso sulla
congiungente dei centri dei due cerchi in tuite le possibili posiziont del poligono AA'A™. ..,
e la somma dei quadrati delle congiungenti NN', NN". . . N™"UN ¢ costante.

*)Jacobi, l.c., g 4.

finita stampare il di 10 giugno 1882




