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INTRODUZIONE

ntico I'uso delle curve per la risoluzione dei problemi; alla grajia, cioé alla
risoluzione geomelrica di problemi algebrici, meecanici, ecc. (argomento ora di moda)
potra giovare la costruzione di curve, purch sia facile e spedita. Sarebbe impor-
tante, ma non agevole, ricercare fra tali curve quelle, la cui rellificazione espri-
Iche fanzione d ibilo di ulili applicazioni; giacehé la lun-
gheaza di una curva pud determinarsi prali con bastante approssi S
ed essa offre una chiara idea del procedimento della funzione , che viene rappresen-
tata. Intanto io qui espongo aleune semplicissime costruzioni di curse dipendenti da
pachi principt, ed accenno Ja classificazione e le principali singolarith di tali curve.—
Mi servird del linguaggio e dei principi fondamentali del metodo delle equipollenze,
che git da quasi un quarto di secolo ebbero I'onore di venir aceolti tra lo Memorie
di questa illustre Societd (T. XXV, parte ij. 1854) e che ora sono abbastanza gene-
ralmente conoseiutiz i vi aggi b quelle spiegazioni che sieno suffi-
cienti all'intelligenza ed alla costruzione delle figure, anche per parle di chi ignorasse
alfatio quelle facili convenzioni.

#4.—Un punto O ora fo dird iljbaricentro di una o pit linee, quando esso sia il
centro di gravith ( baicentro ) dells intersezioni di quelle linee con una relta qualsi-
voglia passante per O. Se sieno H K L M ecc. tutte le intersezioni di una di queste
relte colle date linee, lu proprieta del baricentro viene espressa dell’ equipollenza

OH - 0K 4-OL 4-ee. 2.0,
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Ia quale significa esser nulla la somma geometrica delle rette OH OK ece., tenendo

conto della loro direzione, che s'intende sempre presa dalla prima leltera alla se-
conda,

2.—1: evidente che, se una qualunque linea eseguisce, rimanendo nel piano, mez-

%o giro mtorno al punto O, essa prende una seconda posizione, tale che O & il bari-

e tra loro simmetri-

eentro delle due linee uguali; per brevitd noi le diremo due I

che. Ad ogni punto H di una linea corrisponde un punto H, della sua simmetrica in

modo che
OH, 2 HO = — OH .
Semme dei raggi vettori di due o pik rette.
8.— Iperbola. Dato un punto 0 ¢ due rette h k si voglia trovare una curva M tale

che O sia il baricendro del complesso della curva e delle rette h, k, simmetriche delle
date. Se H K H, K, ed M sono le intersezioni di una retta condotla per O colle rette
e colla curva,, invecs dell’equipollenza OH, - 0K, - OM.~.0, sard piit comodo ado-
perare l'altra OMa OH - OK, perchi questa oi da OK.a.0M — OHaHM e ¢! insegna
di prendere per ogui retla condolta per O la KM equipollente alla OH (ciod uguale ¢
della stessa direzione) ; il luogo geomelrico di tutti i punti M sard un’ iperbola, che
avra gli assintoli h k.

Per fissare in mente questa costruzione, polremo dire che in gualche modo I'i-
perbola & rispetto ad un suo punto O la somma geometrica dei due assintoti hk;
gineehd il raggio veltore OM & ln somma dei due OH OK.

4.— Aggiungo I facile dimostrazione che la curva M & un'iperbola: si firi da O
una rella parallela alla k che incontri la k in A, ed una parallela alla h che incontri
I k in B (fig. £, ¢ sia € il punto d'intersezione delle rette hk, il parallelogrammo
CAOB di GO .=CA--CB, giacchd la somma geometrica di dueretle CA CB, siottiens
appunto conducendo dalla seconda estremitd A della prima una retla AO equipollents
alla seconda reffa CB (ciod uguale parallela e diretta nello stesso verso), e per defi-
nizione si ha CA-FADACO. 11 punto H della retta CA & dato dall'equipollenza
AHwz. CA, essendo ¢ una quantith numerica indeterminata, percid

O 2 OA 4 AH =2, CA—CB

moltiplicando questa OH per una quantith numerica positiva o negativa, si ollerranno
tutie le rette, che hanno la direzione della OH o della opposta HO; poscia la
CK 20 4 0K - CA -+ GB - 0K
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deve avere la direzione della CB, percid la OK si avri moltiplicando OH per et
& sard
CK-CA4-OB—OA4+CB, dacai  BKaCK—(Ba 2 (B,

Quando si abbia un po’ di pratica nel calcolo delle equipollenze, quesie cose si
seorgono a colpo d' cechio, e per dimostrarne I'esattezza hasta mostrare che dalle
COACA+4 OB , . CHA(IFHCA , CRa (1 +%‘)CB
provengono le
OHLCH— 0021, CA—CB OKJ_\-fc,!ﬁ»erB
tra loro parallele, giacchd !
Ol — = OF .
La
OM & OH - OK 2 (¢ — I)C{\+(%— )CE
di finalmente
C3

CO -4 OM 2 t.CA+% CB,
la quale mostra che il punto M riferito agli assi coordinati obbliquangoli CA CB ha

0 ent o ot 1 R s 5
l'ascissa t. CA e I ordinata 75 La direzione della tangente della curva in M &

data dalla derivata presa rispetto alla variabile ¢
=5 1
M mCA— S OB}

questa moltiplicata per ¢ ¢ sommala geometricamente colla CM dd CT21.€A, 0 T
& il punto &’ intersezione della tangente MT collassintoto CA ; dunquela sottangente
& uguale all'ascissa,

5. — Coordinate Plucheriane. — Le coordinate Cartesiane del punto M sono

Al yr=1ty,

cosi il punto M noi lo indichiamo con (@, 4 * ) & nel nostro easo con (¢, 1:1); se
ne deducono le coordinate Plucheriane u o w date dai determinanti
w=|y.ds| , e=lade| , w=|a.dv|.
Nel nostra caso essendo @ =1, y=1, z=t, da cui do =21, =0, —
sihan=1,v=1.2t —£=F, w——2, e percid le coordinate Plucheriane [it, ¢:10]
della fangente in M sono [1, £ : —22], vale a dire I equazione ue’+ oy + 10 =0




s
£y —2=0; cioé i punti T T in eui la ta
€B sono dati da

della tangente
assi coordinati €

nle incontra gl

cra—Zoaaznon = f B,

o al paragrafo precedente

come gid si di
6.— Facile costruzione della tangente,
lmente oltre che

i noti che in questo ¢ negli altri casi

analoghi si pub costruire punto M della curva desiderata a
chelad pondente. Infatli, essendo OM- OH.
¢iod il raggio vetlore OM somma geometrica dei OH OK, prendendo lo derivate dei

punti variabili M H K, si ha

dell d esso

ora per una rolazione infinitesima intorno ad O della retta OH il movimento del
punto H sulla retta h & proporzionale alla OH divisa pel seno dell' incli
OH sulla b, e quindi proporzionale alla HH' (g. £), essendo I un punto della b che
abbia dalla OH la distanza uguale ad OH.

Similmente sulla k si trovera un punto K che abbia dalla OK la di
ml OK (anziché uguali si potrehbero prendere proporziona
intorne al punte O nello stesso senso in cui ha girato intorno ad esso la HH';
dupo di che la tangente dell iperbola in M sard parallela alla somma geomelrica delle
rette HH' KK, Ia qual somma ¢ Ja KT, essendo K'T HH',

7. — Tritome razionali. — Vedemmo che una diloma (ossia curva del 2° ordine)
avents due assintoti h k congiunta con due retts h, k, ha il baricentro 0;
una {riloma razionale (curva del 3" ording algebrico-razionale, ciod lo cui coordi-
nale wy 3 sono funzioni razionali intere di una variabile t) congiunta con tro relte
b, k1, (simmetriche alle bk 1 rispetto al punto 0), ha il baricentro 0. — Per dater-
minare ciaseun punto M della curva, piuttosto dell’ una o dell’altra delle equipallenze

ozione della

1z eguale

); i ayvertird che la KK

milmente

OK,+-0L, .0 , OM— OH— OK —OL =0
sard aleun poco pitt comoda la costiuzione della

OM— OB —OK+-0L, 0
che dit HM L, K ; cost su ogni rella condotta per 0, la quala incontri in WK i due

assintoli h k ed in L, la retta 1, simmetrica del terzo assintoto, si prender HM.a. L K
(od anche KM.oL H), e sard M un punto della tritoma. — Del resto

tre assinloli, noi considereremo fnvece I'equipollenza OM.a, OH -+ OK
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8.— 11 barieentro O dei punti H_ K, L, & im punto doppio della curva; esso viene
dato da HO = L, K ossia OH -+ OK +-OL.. 0. Soddisfacendo a questa equipollenza, si
hanno le due tangenti nel punto doppio;; in ogauna di esse Ia porzione da O alla h &
equipollente alla porziorie compresa tra le retle k L
9.— Problema. — Il melodo delle equipalienze offre I seguente soluzione del pro-
blema or ora menzionato. Da O si abbassino sulle rette hk 1 (fig. 2 le per pendico-
lari OHs.2.6 , OKsnnbe? , Oleiod, il che significa che Ja O —a si pronde per ori
gine delle inclinazioni, € che ang H, 0K, —8 , ang I,0L,
H,0K della relta ricercata OKHL, per la quale dev

r, e sin & Pinclinazione
sere OH 0K+ 0L a0,

avremo
a S
OH= 0K = o=

3

e la condizione del problema sard data dall’ equazione

@08 (§— B 008 (§ — 7} 4 hoosFeos (F— o) +-eoosboos (F— B =10,
b, i
(P b e (e r

e — 20,008 (F— 7) — Bheosy —2ccos §

o che 2 co

la guale ossery uppa-nell’ equipollenza

byt

che noi paragoneremo coll'equipollenza identica
OV4-VU20U,

e costuiremo nel seguente modo: & ben facile prendere sulla OH, la
OU 0 — 2 003 (8 — ) —2h 005y — 2o cos 5, |

poscia i prineipi del metodo danno I intorpretazioris di
OPsxal | PQaby | QR P,
e s ln 03=0R formi colla O, I'angolo SO, =ang H; OR, i lermini della predetta *

equipollenza saranno.

05 ¥ L OR .. 0U ;

siechd sulla base OU si deseriverdnno i triangoli isosceli OUV OUV' coi lati
OV =YU=0R,

- 1 o
I'angolo cereato &=, OK sarh = — ang SOV ; cosl il problema ammetle dus solu- |

zioni , le quali divengono immaginarie se OU™2. OR, e si confondono in una sola
radice se OU=2.0R. —Nel caso di OU=0 l¢ due tangenti alla curva nel punto
doppio sono tra loro perpendicolari.
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40.— Per tal modo quesle tritome si dislinguono nelle euspidate, che hanno in O
un punto di regresso, nelle annadate col punto doppio, ed in quelle che seguendo il
Newlon diremo puntate, perché hanno in O un punto isofato, il quale a dic vero
non pud esser dalo da alcun valore reale della variabile ¢, bensi le sue coordinate
soddisfanno all’ equazione appartencnte alla curva.

41— Se vogli er: della specie delle tritome cuspidate, che o
viferii (Mem. Soe. Rtal. 1851, pag. 1..50) alla cate

desori

oria 9% ¢ che & qualificata da
Tre traléi, uno col regresso-e raint assintoticl ordinari, etaseuno degli altri due coi rams.
assintotici uno ordinario ed uno verso 1l flesso; diametro : si noterd che ' espressione
Cartesia (F,e:1—¢), da cui si deduce (3 5) I"espres-
sione Plucheriana délle sue tangenti

dei suoi punti (@,

Lly-d=] 5 [0 5 [2. 0] (£
pereid i tre assintoli corrispondenti a ¢ {edat—=cx, sono
=2 e [L,0:1];

il punto A intersezione dei due primi & (1,0 2); il diametro @ Ja tangente [0, 1:0]
OAsitiri per B adarbi a CBD
perpendicolare alla DOC, si avei quella vavietd in cui il diametzo dimezza le
corde ad esso perpendicolari); si prendano BD s —BG saranno AG AD €D i tro as-
sintoli della tritoma, che ha il regres
vece di un assintoto 1 la retta 1, simmetrica rispetto al punto 0.

12.— Fochi.— Prendo ad esempio un caso particolare di questa tritoma cuspidata
a tre as

del regresso, cioél'asse dellew. Preso BO 2 Ia rel

(se sia

0, o che si costruiri (3 7) adoperando in-

oti, uno dei quali relativo al flesso; si tratta della varietd ad asse, le cui
coordinate ortogonali

: ] s0m0 espresse
noinate la varsabils £ oel mod seguenle

@F,0:1—0) [F—38t,4:20];

quindi la curva ha le equazioni Carlesiana e Plucheriana

dmyt — Ryt Ao —2 b

»

Il regresso & (0, 0:1), ciod I'origine O colla tangente [0 ;1 :0]; il flesso ail
nloto corrispondente a t=ss sono (" =1, [1,0:
nfinilo e i loro assintoti sono 1:0), [—
sintoli & (1,0 m-ln-nuu i fochi di questa tritoma triattomena (curva
el 8" ordio. e dalli/8* olasse) secondo i principt segosti/nelln mia Dvbdesiins Tivic

suo

al

i questi ;



sta [172"] (N, 647, § 31, 39, 60, 76, 121). Ogni punto M della curva & dato dal-
I'equipollenza

eguagliando a zero la derivata di questa OM, abbiamo

(1 — &) (4t 4367 - 40 - 267 0,

tolta la radice reale ¢==0, che da il regresso 0, rimane per delerminare i fochi I'e-
quazion a radici immaginarie

EEE

la radice ¢=7 sostituita nella

da il foco F, che quindi & posto sull’ asse delle w, essendo

pral

Cosl pure abbiamo il terzo foco T, dato da
u

3 515
gl 2

OF,

43.—Questi fochi della triattomena possono anche dedursi dalla sua equazione
Pluche

it
4 (10 —21) — 2Tt =0,

ponendovi =1, v=1, con che diviena

le radici di questa danno i fochi mediante la relazione OF A — w, per tal maniera si
{rova ancora




Traltandosi di una triattomena la ta
s'incontrane in un. punto, a cui diedi il nome &' antifoco (Oltava rivista [142%, N. 108,
# 4); ogni tangente della triattomena ha la distanza dall'antifoco in un costante rap-
portocol prodotto delle sue distanze dai tre foch
assi pel foco F (—1,0:2), bisogna che sia — - 34 4¢=0, la sola tangente
reale corrisponde a t=0 ed & [0, 1 : 0], ciod I'asss delle w. Pel faco

ali che passano pei tre fochi F F, F,

Accioechd la tangente [P—31, 4: 2]

F,(—11,—3 }15:4)
passa la tangente data da —11¢ - 330 — 12 15+ 84 =0, si trovat=
la tangente [— 45,2394 : — 56,768, quindi I'antifoco sard G(—0,7909,0: 1).

14,— Nelle curve algebriche meritano altenzione anche il polo della retta all'in-
finito, nonchd i punti che hanno per polare la retta all' infinito.

Se f(@, ¥ 0 & lequazione a coordinate Cartesiane (appure anche baricen-
triche) di una curva, il punto (2, y =) ba la polare [o. /0,1, 0.f); @ se 2(u,p,w)=0
& I'equazione fra le coordinate Plu ane (o baricentrali), la retta [w, v, w] ha
il polo (o, , 9)-

Nel caso delle coordinate Cartesiane e Plucheriane Ia retta all” infinito & [0/, 0 : 1.

Per la curva del 7 42 il polo della retta [u, v :w] &

82D

(P — et — 061 | —Ddens ¢ 1200 — d8icaw - 484

quindi il polo della retta all'nfinito & (—24 , 0 : 12), ciod B essendo OB = —2.
La polare di (w

(3t — 4yt — 8y — 10y= s —8y*]

ed acciooché questa sia all'infinito, dovra essere

0

Bl =0 , —w— @ 5

«quindi i punti, di cui la retta all’infinito & la polare, sono
1:1) , OPA—2 8.7,

485, — Pel teorema del Laguerre (Ottaya [142°] N, 103, 2 B), si estendo ad oani
7 | proprieta delle diattomene, che comprende come caso particolare quella
che diede il nome ai fochi;
da un punto alla curva & uguale alla somma delle inclinazioni delle rette condotle
dallo st

m,

o, la somma-delle inclinazioni delle m tangenti condotte

punto agli = fochi. Per esempio, nella eurva, che ora consideriamo, le
tre tangenti condotte dal punto (3, 1:1) alla curva delle coordinate Plucheriane
[#—3t, 4 :2¢] sono date dall’equazione

38 —0e 4L 28=0,




g.

che ha le radici

quindi le tangenli sono

[—2.4:2] l-x;o\/

Ja prima & I'assintoto AD [— 1 ,

Atan - =07,2062

1o altve due hanno le inclinazioni 0%, 2186 , — 07, 1604; la rette che congiungono il
punlo (3, 1:0) coi fochi F(—1,0:2) F (11,2

V15t —4), sono

£0)1B—11]
ed hanno le incli

» 07,3708, —0,2036 ;

la somma tanto delle tra prime inclinazioni quanto delle tre ultime & 0°, 3534.

46. — Tritome triattomene (cioé curve del  ordine e della 3* classe) con tre
assinfoli verso punti ordinari; esse eostituiscono quello dei due sotto-generi, che &
qualificalo: Tre fralti a rami assintotici ordivart, uno col regresso, uno col fiesso ed
uno puro. Le coordinate Cartesiane e Plucheriane sono espressa in funzioni della
variabile ¢ (oltre I'angolo tra gli assi coordinali e le unith di lunghezze relative, si ha
un quarlo parametro ¢ che serve o distinguere una specie dall’altra)

@, .

1l regresso o la sua tangente corrispondono a #==0 ¢ sono (0,0:1) [0, 130,
il flesso corrisponde a t==z0, il che da (0, 1:1) fe—1, L :—1]: un assinlolo
corvisponde a ¢=1 ed & [2e4-1, —2 —1: 1]; acciocchd gli altri due assinloli
sieno reali, porr¢mo

e —P—) , [ —Bct, 042

ea—T=d,

ed essi corrisponderanno at—= —¢ , ¢—

~—, e saranno

nguere una specie dall aliva, invece di ¢, il parametro e, il quale pub
lori compresi tra 0 ¢ 2; cosi 'assinloto corrispondente a t=1 sard

Sot. dei XL —Seste WL, Tom, 101, 3
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Por eseupio, se e=— questo assintoto & [—5,5 8] e i due corrispondenti

i
sono (20,30 : —3) [—4

—8); i punti ¢ le tangenti della *

curva sono dati da

(868,30 : 3P—Te44) [—TAL18¢, 30— 8:—30],
costruiremo questa specie di curva nel seguente modo.
Dul regresso 0 ¢ sulla sua tangente prenderemo

da O tireremo una relta OF, che in una particolare variefd sard perpendicolare alla
0A, e colla medesima unitd di lunghezea oppure con una unia differente prenderemo

sulla OF le

le relie AB CD EG saranno i tre assintoti, Lhk, I sarh il flesso che avra I tangento
{7, —38:8]; il tratto di curva ha gli assintoti hk, mentre un trafto puro ha gli as:
sinfoli k1, ed il tratlo col re; assintoli 1 1
Per costruire la curva gioverd adoper: n‘ simmelrica rispelto al punto O
ad uno 1 degli- assinto 27,44)
HM A LK. Secondo la frase usata alla fine del ¢ 3 la eurva & rispetto al suo regresso
cometrica dei tre assintoli hk 1, e i pub costraire ogni 1
46.

47. — Tritome tetrattomene (ciod della'4* classe) con tre
solito modo le sommie geometriche dei tre assintoli rispetto al loro punto doppio od
isolato (3 40). Prendo per esempio quella specie ehe ha un diametro ¢ i tre assintoli

bss0 0 converge o

e la rella A

cosi su ogni relta passante per O si prenderd

0 la somma ente col

intoli, sono nel

congruenti (eiod concorrenti in un medesimo punto) qual a da: Tre tratti puri,
wio coi rami assintotici ordinarf, glé aliri due si tagliano e ciascuno di esst ha un ra-
tico terso un flesso. La curva ha (Mia elassificaz. 1851 [50) 2 T8, categ. 9, B)

ima [173%] N. 686

687) le coordinate Carlesi:

(R

e quindi (% 5) le Plucheriane

e —




|
!
:
|

-1 —
11 puato doppio e le sue tangenti corrispondono a ¢
00;0:1) ; [1,F

corrisponde a t=w= ed

1, e sono

:0]

I'assintolo del fles

—1,0:1]; gli altri due assintoli

=i
A(L, 0:1) dato da OA 1.

18. — Possiamo anche infrodurre un parametro o per distinguere le infinite
forme, cosi le coordinate Cartesiane o y = ¢ lo Plucheriane 1 v w sono
—1) |, [—30=1,dat: Ba(F—1}],
Se le coordinate sieno obbliquang

V& 1 1) corrispondono a ¢

utti tre s

ontrano nel punto

le, e formina tra loro I'angalo v, per trovare
i foehi della curva bisogna allribuire a ¢ quei valori che annullano Ja derivata di

oM.

vale a dire che danno
i — ez - (sl — k)

senza annullare la 5; introducendo le coordinate Plucheriane I equazione che serve
i determinare i fochi & la v —w"2.0, per la presente ‘durva

361 dat

~0,
ed eceo uno dei poehi casi, in eui pud utilmente adoperarsi la risoluzione delle equa-
zioni a coelficienti immaginart, di cui io ebbi talvolta ad occuparmi.

49. — Quando le coordinate sono ortogonali, la precedente equazions, che serve
a determinare i fochi, pud ricordarsi pit facilmente sotto la forma u+-v¥=0. I fo-
¢hi possono anche dedursi dall’ equazione fra le coordinate Plucherians w v w, poiché
(Outaya 1867, [142°] ¥, 103, 2 8) ponendovi u=1 , v=1 e risolvendo I’ equazione
rispeltoa w i fochi sono dati da OF = —w. Nella tritoma fetratiomena di cui si tealla
abbiamo.

w=—30—1 , v=dal , w

Safe—1),

inlrodneo le variabili inverse p g+ ponendo

pe=L , go=da , ro=3az,
quindi
=

=1 =1, r('—2e+

da oui ho subito 16 due equazioni omogonee rispetto allo i g r

3ptf-gt

=0, rfur—getr—
& pitt comodo ricavarne nna del secondo grado rispelto alla ¢

Sprft - qat—pr=0,




=2s: la risultante dell'eliminazione della variabile ¢

avendo posto per brevitd 3p+
a dall'annullarsi del de-

da queste due equazioni del 2° ¢ del 4 grado viene espres:
T S

lerminante

sait I bt
. Bl Siite

[k . 4w e —pr

e 4 : 2

| S ge :

| 8pr @ —pr 2 .

che io cangio (Riassunto ' Algcbra 1875, 3 476) in alro formato dai delermibanti
coslituiti di quattzo elementi, due dei qu

colonna (cosl, per esempio, ho il determinante

0o della prima riga e due della prima ]

|3 2 |
‘ =—3ptr,
« —pr|

che, insieme con tulti gli altri, divido per 3p); questa medesima riduzione la ripeto

una seconda e una terza vol

[ g el
Spr o qr —pr .
5 apr g5 —pr |

—r —pr

. B oge —pr
Spr g —pr .
Br—gtd —pge |

g —pr —qro—pr .

| B @ —pr |
o R e e |
T —gs

finalmente svilappo i fermini dell'ultima determinante formato di nove elementi ed

ollengo

P — g

At | gt —

, introduco di

: i X 25t
sostituisco in luogo di 25 il suo valore 3p+r, divido per — 55p' s

ordinale u 4a: g, w==3a: r, ed ho lequazione desiderata

nuovo le

Qe |- B - 120% o —

f-Bati' =0

— a0 i




g

=1
Ponendovi u=1, v=7 si ha per trovare i fochi I' equazione a coeflicienti reali

108 Gaw? - (1267 — B) te? - (10— 6ar) 0+ 8 (' +

s, per esempio, sia a=1: /3 abbiamo il foco doppio dato da O]
ed altri due fochi dati da

—p2.0:y3 , OF,: +p2.d):ps.
o (2 12) partendo dall’equipollenza

Alle stesse conseguenze si gii

OM £

By
sy et )

la forma, in cui gli assintoli dei punli ordi
sponde appunto ad a=1: }/3.

20. — Costruzione della ourva. — Pel punto A /iy
si tiri perpendicolare alla 0A la relta 1, che

arl sono tra lora perpendicolari, corri-

) dato da OA can s /3
nloto del fesso, ed inclinati
di 45" i conducano per A i due assinloti ordinart k. Sial, la retta simmetrica (3 2)
del

assintoto 1 rispetto al punto O, pel quale si conduca una qualungue retta OHLK,
che incontri gli assintoti ¢ la 1, nei punti H L Ke L, e su di essasi prenda KM 2L, H,
sard M un punto della triloma, che ha in O un punto doppio, ed i cui tre assintoli
s'incontrana in A; ed essendo OM.s.0+-OK 0L, pud dirsi in qualche modo che
petto al punto O la somma geomelrica dei tre assintoli hk 1. La dire-
zione della tengente alla curva nel punto M si atlerra (% 6), prendendo sulls hh 1L i
punti H'K L/, ohe abbiano dal raggio vellore OM lo distanze proporzionali alle
OH 0K OL,, poscia determinando la somma geomelrica

S

la curva & ris)

KK A HH—

Per determinare le tangenti nel punto doppio O potrebbe s

al 295 del resto le formule del 3 18 danno per ¢ genti [ 1/, 1: 01,

che percid hanno le direzioni -1 == }/3. ¥. 1l vertice V della cur
OV23.04;

& dato da

il foco doppio da OF 4 . OA, gi altei due fochi OF, i (— 1 = /2) OA cadono sulla
retta 1, ed appartengono anche alla curva corrispondentemente a
t==p )2:3

24. — Nello stesso modo si costruiranno I8 trilome annodate o puntate comprese
nei due sotto-generi (calegoria 14) a tre assinfofi: il problema del 9 servird a deo-
terminare le tangenti nel punto 0, che se sieno reali mostreranno che 0 & un punto
doppio; diecmmo che queste fangenti saranno perpendicolari se si annnlli la somma
algebrica dei prodotti di ogni distanza di O da un essinlolo, molliplicata pel coseno




I'angolo compreso ntoli ; in tal caso mo la curva consi-
derata nella Q 620 dei Nouv. Ann. 1862 (Mia Sesta [130%] N. 56, [172°] N, 647, 4 46).
Per lo studio di aleune di quests curve annodale pud anche vedersi Seltima [136"]
1864, N. 90, p. 158, [1 N. 647, 2 55,

22. — Merita esser dislinta quella particolare forma di tritoma puntata, che io
dico tricratere tegolare, ¢ che apparliene alla specie (categoria 4%) nella quale | tre
flessi sono passati a d

za infinita, e percit vi sono tre diamelri, © bre tratti puri
ogntino coi rami verso i flessi. I tre assintoti hk 1 formano un friangolo equilatera.
di cui il punto isolato O & il centro; nella costruzione grafi

gioverd sostituire alla
1la sun simmelrica L rispetto ad 0, & quindi adoperars al solito la KM &L, I il che
equivale alla OM.2.0H 4- OK-+OL). Questo tricralere regolare ha quattro fochi, uno
dei quali & il punto isolato; inoltre rispello a quesio punto O ha per focali tre retle
condotte per O parallelamente agli assintoli, del che risulta pel teorema analogo a
quello menzionato al Z 45 che la somma dei tre ragsi vettori condotti da O'a tre
punti in linea retta del tricraters eguaglia la somma-delle inclinazioni dei tre assin-
toti (Vegg. Ottapa [142"] 1866, N. 103, p.

Somma dei raggi vettori di ua eircalo’e di una rettn

23, — Vedemmo al # 8 che V'iperbola & in qualche modo rispetto ad un suo
punto O la somma geometriea dei suoi due assintoli bk, ne viene che e precedenti
trifome razionali a tre assintoti hk 1 potrebbero costruirsi mediante la somma geo-
metrica di un'iperbola e dellassintoto 1 : alla iporhola polremo sostituire una para-
t
delle costruzioni adopereremo un circolo @ per ogoi sua corda OK, che incontri in L
T'assintoto 1, determineremo un punto M della tritoma razionale ad un solo assintoto
mediante I' equipollenza

bola od un'ellisse, che passi essa pure pel punlo 0; per conservare la semp

Si noli che nella sless
OM, 2. — 0K - OL KL [eid vale lo stesso come sostituire al eircolo K il suo simme-
trico (3 2) rispatto al punto 0}, ed allora O sard il baricentro (3 1) delle due trito-
me MM e di una retta 1, determinata da OL, - —20L.

24, — Costeuendo la tritoma M, con OM, 0. —OM, 20K — OL, il che & o stesso
come sostituire alla 1 la sua simmetrica 1, , si vede che ogni intersezione della 1, col

4 pud costruirsi anche una seconda tritoma mediante la

colo. K di nella prima tritoma M un punto che coincide con 0. Pereid secondo
che la simmelrica 1, non lagliera loccherd o taglierd in due punti il circolo K, Ja M




sard puntata cuspidat o amnodata, o le due tangenti nel punto doppio O saranno le
rette che vanno ai punti dintersezione del civeolo colla simmetrica dell’ assintoto 1.

25, —Sia OAna (fig. 5 Ja distanza del punto O dall' assintoto L, ed G2
determini il centro € del circolo OK, e £ I'inclinazione variabile della OL,
sari

ot

OMDOL - O %8
cos

B eos (f—r)etn

Sat-atan £ ¥ 20 (cosy 008 £ senysend) (cosE-sen. ),

¢ posto tan £=1, si avrd sollo forma razionale

mu:(u-;- e

1 valore inverso di questo ragio veltare &

sl
M on

a--2cc0s g |- 2ot seng f-alt

che evidentemenle appartiene ad una ditama feurva del 2° ordine) la quale passa pel
punto. O cor:
dire la somma geometrica della retta 1 e del circalo OK, & sompro la-eurva inversa
i una ditoma, ehe sard una parabola un' iparbola od un’ellisse, secondo ohe il punto
0.¢ nella gurva un regresso-un punta doppio od un punto isolato.

26. — Anche in questo caso & facile (2 6) la costruzione della tangente in cia-
seun punto M della carva. Sulla ] si determini il punto L, la eui distanza dal raggio
vettore OLM sia uguale alla OL, e sulla KK tangents in K al cirgolo OK si pronda il
punto K’ che abbia dallo stesso ale alla OK; la
nle alla curva nel punto M sard parallela alla somma geome! LE A4 KK LT
anche pid facile la »egucn(e GO\Erwluiw x!clh normale in M, che dipende dalla pre-
cedente mediante joni g iche: sia @ il punto OA (perpen-
dicolare all'assintolo 1) equidistante da O ¢ da L, e sia QN-~CK la 08200 +- €K,
sard parallela alla normale della curva nel punto M.

27, — L'inversa della parabola rispelto ad un suo punto, che & una tritoma cu-
spidata, la riferiremo alla tangente OL, del regresso 0 ed all'assintoto L L ossia 1;
sarit Ly il punto di conlatlo dell'assintoto col eircolo simmetrico rispetto ad O del
circolo OK (del quale ¢ dell' assintoto 1 la tritoma viene ad esserc la somma geome-
trica). Sull'asse delle @ abbiamo la OLi=1, e sull’ assintoto 1, che formi colla OL,
I'angolo &, prendiamo il punto L dato da L, L t"; Ia relta OL taglierd il circolo 0K

pondenfe a ¢==co'; dunque la carva M, clie in qualehe modo possiamo

ggio veltore DK la distanza el




=i

uel suo punto K ed il suo simmeteico in K, , il il punto M della tritoma sard dato da

OM 2 0L

0L-—OK, &K, L;

dal punto L si spiceano la tangente LL, ¢ la seconte L 0, quindi la parte esterna K, L
di questa sard

quindi la triloma riferita &
esians

assi coordinali ebbliquangoli L ¢ avrd le coordinale

([l HEE

{-2tcosnt-1) .

Da queste coordinate @y 3 si passa alle coordinale Plucheriane mediante le relazioni

wpr=|yodz |, vy

| . dy |
essendo » un fattore comune, che nel presente caso & g=¢; le coordinale Pluche-
riane sono h

i, 2cos

[—f—dfcoss.

Viceversa dalle u v §i p

[ =
nel presente caso f— i cosz
Queste Iritome apparte

dio| o yr=|w0.du]
{- 6. Serve di allra verificazione la uw - vy
gona al sotlo-genere (categoria 13%) qualificato da un sofo

—u.de];

a rami assinfotici,

tratto con regresso floss

28, Determinanti dei flessi e dei regressi. Equazione caratteristica. — Per
determinare il Nesso della curva predetta, adﬂpe:u quello ehe io dico il delerminante
dei flessi (Duodecima rivista [168%] N. 261, [IT27] . 647, g 118); esso & for-
mato dalle coordinate Plucheriane w v w e dalle loro derivate prime @ seconde ri

spetlo alla s
predetio fatlore [ da

abile ¢, ed & [u. do . d"w]; pid comodamente & esprasso mediante il

(ot -yt

similmente il deferminante dei regressi &

|y by | = (u o-prdly o ) p,

nel nostro caso

>
gre
tore 21 eosa

rvegressi da il flesso S, il quale corrispondendo a t—=

(180087 , —27 : —18 cos®




L e

@d ha la tangente

[—27-+-85eosts , Beosta 1 27] .
29.— Pochi. — Per trovare i fochi della fritama, che & anche triallomena, bi-

sogna soslituire nella
£14-¢7)
[Tl

oMo

quei valori immaginari della ¢, che ne fanno annullare 1 derivata dM; osservando
che OMa(o-ty<f)iz sivede che deve soddistarsi la

sl — ks - (saly — yds) € =

che nel nostro caso &
2082 (A4 eose 80 ©0 L (n
Gonsiderando che la parabola inversa della tritoma ha Tequipollenza

e
OJI*QM‘

e che percid il suo foco F* & dato da

ra— 2 Liong pn e opalew
OB — e P80, A2, OF et

i prevede che la tritoma avrd un foco dato da

el
Oi-...u

od infalti Ia (1) che pud anche seriversi

P A ) - t(4”

ha la radice ¢

— 2¢", che sostituita nella

OM

ci di il foco F,

La medesima equipollenza oltre la radice t—
la quale da il foco doppio F,, essendo

> ha la radice doppia 4=

2¥ sens

Ne viene (2 15) che se da un punto T possono condursi tre tangenti alla friatio-
mena, la somma delle loro inclinazioni eguaglia la somma dell'inclinazione della
retta TF col doppio dell'inclinazione della TF,.

Soc. ded XL — Serka T, — Vol [il.

i noti che il foca doppio ¢ il centro
3




L 1S

del circolo OK, che servi a generare la trialfomena, che ¢ la somma geomelrica ri-
spelto al regresso O di esso circolo ¢ dell'assintoto 1.

30.— Le tritome-triattomene del 2 27 non sono tutte quelle che fo riferii alla ca-
tegoria 13, ma soltanto una particolare foria per ciascheduna varietd. Prendo il re-
gresso per origine delle coordinale, la sua tangenle per ass0 delle w0, e Passe delle y

nerale di questo sollo-genere &

parallelo all'assintoto; l'espressione

4 & il parametro che serve a dislinguere una specie dall'altra; la curva inversa della

parabola appartiene alla varietd, in cui 'angolo degli assi goordinali & -

—, ed alla
forma in cui a==b.

31, — Passiamo 4 costruire nel solito modo la curva che & in qualohe maniera la
somma geometrica di una retta 1 ¢ di un cireolo OK, @ supponiamo che la retta 1 se-
immetrico rispetlo al punto O del circolo OK) una corda, il

ni mel circolo OK, (s
cui mezzo sin Ly, per ogni retta OK.L, oho tagli il cireolo in K, @ la retta in L, si

avrd il punto M della tritoma da
OM £ OL 40K« 0L — OK,

Colle posizioni fatle al 3 87 avremo 0Ly 1, LLaouts", o chismata 2¢ la corda
che il circolo OK, taglia =uLI=| retta 1, il prodotto di ciascuna secante partente da L

£— ¢, ¢ pereid la parte eslerna KL della secanle

per la sua parte esterna s:
1O sard = (¢ — ') : OL espressa da (¢ — ¢ : ¢ OL , quindi

* 5 (167
fooss T

mers 11, 13. Un solo tratto annodato col

Queste curve appartengono al sollo-
Jlesso ¢ coi rami assiniatici: due sono i parametri ¢ ¢he servona a distinguere una
Ja nostra cursa inversa dell'iperbola & una forma particolare in cia-

speeie dall’al

na specie.
39, — Limitiamoci a considerare le inverse delle iperbole rispetio ad un loro ver-
specie 11, 8. Un tralto puna, annodato coi rami

tice; esse appartengono alla tribii di
assintotici verso il flesso; @ corrispondono a g : 2
oA e (11 ()

T

1 fochi sono dati da dOM =0 , ciod
Hed (BT =

(@Y —




= —
cho si risolve ponendo t==r . Nel caso particolare ¢he il punto doppio O abbia le
tangenti tra loro perpendicolari, ciod si tralli dell'inversa dell'iperbola equilatera, &
c=1, e lat ha due valori=7, oltee gli allri (= }/2— 1) 7, quindi la tri
trattomena (che dicesi foliwin 0 strofoide) ha un foco doppio F, e due fochi semplici
F F, dati da

ma {e-

2
=t

OF, == Wl

1
i B
OF, 8242 )2,
il foco doppio I, & il vertice della curva, anche gli altri due fochi sono posti sull'asse
“della @, essendo
F,0581 , F,FA0716 , F,F,A58284.

Nella cutva inversa, che & iperbola equilatera,, O & il vertice che serve da cen-
tro d'inversione, F, & 1 altro verlice dell'iperbola, F' F', ne sono i fochi. Se da un
punto T si conducono qualiro tangenti alla strofoide, la somma delle loro inclinazioni
eguaglia (Z45) quella delle inclinazioni delle rette condotle dal punto T ai quattro
focki F F, F, F, della strofoide. — Resta da vedere se tutte le inverse della ditome ri-
spelto ad un loro punto abbiano un foco doppio , oltre i due fochi inversi di quelli
della di: 5 81 polrd col mezzo dell'equazi fra le coordinate Plu-
cheriane,

33,—Curve dei punti brillanti sui cireoli concentrici. — Le inverse dell'iper-
bola equilatera rispetto ad un qualungue suo punto possono descriversi anche in-un
altro modo alquanto pid spedito. Queste curve danno la pitl facile soluzione del cele-
bre problema: Sui circoli che hanno il centro (O (Fig. &) trovare i punti di rifles-
sione dei raggi di luce, che partendo dal punto A sono riflessi verso il punto B. Col
melodo delle equipollenze il problema si riduce al caso che il punto luminoso sia a di-
stanza infinila, ciod ¢he i raggi incidenti siano paralleli. Il punto brillante M nel cir-
colo di centro O & dato dall’ equipollenza

(OMy'm , AM. BM,,

ossia, posto OMuure®, da

P (rf — OA) OB),
essendo m un coefficiente numerico indeterminato, che elimineremo mediante la

equipollenza conjugata

et (G OA) (S — g OB)
e poslo
OA--OB20S, [0}
avremo 1 4
GOA.jOB. e —r. §OS. Pt 4r.0S. £ —0L . OB20 . @




e

Se invece i raggi incidenti abbiano 'melinazione nulla ¢ l'occhio sia posto in F,
il punto brillante M (essendo OM e} sard dato dalle equipollenze

et (E_0F) , redane(et—gOF)

GOF . % —re¥t o ré—OF 20 5 ®
questa (3) diviene identica alla (2) se la 0S sia presa per origine delle inclinazioni
(sicché ¢j 082 08) e sia

OF : OA2-0B:08 . (4

La (1) ¢'insegna di tivare la AS.2. 0B (ciod AS eguale parallela e direlta nello
stesso senso della 0B) e per la (4) iltriangolo AOF simile dritfo ad SOB. —
Ci rimane da costruire la curva dei punti brillanti M tali che la OM abbia sulla OS
Pinclinazione che sia Ia metd di quella della MF; a tal effetto tirata da F una qualsi-
voglia FG, che incontri la 0S8 in G, si prenderanno sulla FG dalle due parti del
punto G le GM=GM =GO, sicchd ne risultino i triangoli isosceli GOM GOM', ed
il luogo dei punti M sarh wna tritoma col punto doppio 0, la quale tagliata col eir-
colo di dato raggio OM=—r, determinerd su di esso i cercati punti brillanti.

34. — Tangente. — Dal modo di deserivere la curva si pud ricavare la seguents
determinazione della tangente nel punto M: quando Ta retta FG ruota dell'angolo in-
finitesimo w, il punto G si muove sulla retta SOG dello spazio w. FG : sen FGS; anche
la GM ruota dello stesso angolo, percid il punlo M si muove perpendicolarmente
alla GM dello spazio w . GM; finalmente questa GM=—=GO si allunga precisamente
della stessa lunghezza o . FG : sen FGS. Percio sulla SOG si trovi il punto G che
abbia dal raggio vettore FGM la distanza FG, ¢ la tangente in M sard la somma
geometrica di due relte eguali alla GG dirette Funa secondo 0G I'altra secondo GM,
& di una terza retta eguale e perpendicalare alla GM. — Le tangenti nel punto dop-
pio O sono tra loro perpendicolari, perehe dimezzano gli angoli formati dalle S0 Fo.

35, — Dimostreremo che la costrozione spiegata al 2 33 speita alle inverse del-
I'iperbola equilatera, osservando che esse hanno (% 34) equipollenza

o (0=l 44
L £ 4-2¢cos

e riferendosi al punto F dato da FO~ 0L~ 1, sard

26| 2087 (1"

— 1
Mot 1-OM o T EE82 o
ML A-2tcoss

questa retla FM taglia SO <" (cioé parallela alla ¢°) nel punto G dato dalla




e

avente la stessa direzione della FM; percid

GM 2 OM — O

ed il rapporto
GM : 008 (2[¢eose] b A1) :

si trova aver la grandezza 1, giacché molliplicandolo pel praprio conjugalo, si ottiens
il prodotto 2. 1.

36,—Flesso. — Per travare il punio di flesso contr
dinate Cartesiane obbliquangole

osserveremo che le coor-

o=0—1 , y=#—_i .,

£-2tecsct-1
dimno l¢ eoordinale Plucheriane
&

— £ —de¥ooss— ¢

26 cos At 2eos e
2041,

o=z .dy|=

1o quali riproducona le Carlesiane mediante lo

af=|e.die] , yi=[c.da] ,

essendo
f=feos a4-80+-Btcoss 1.

11 determinante dei flessi (3 28) &
|16 . P to) = (e byl f- el o) f=

& quello dei regressi &
[ dy - iy| =t vy 10z

percid i flessi, di oui uno solo & reale, sono dali dalllequazione f=0. Cost se cosa=0,6,
ed il flesso & (20,0083, — 91,7077 : 16,5081).

87. — I Fochi della curva sono dati. dallo radicl immaginarie (418) dellequi-
pollenza

si ha t=— — 4 58!

Pt (- Af 08 7 48— 1) T 20 08 - A Soosa D,

che mediante la 2cosz.ns’ 5 8 riduce a
HE -2 (1) P G ) B At a0

¢4 1.0, e quindi le altre due

ed hn la radice doppia . —«7, poi imane la £
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"—1). Questi valori immaginart di ¢ si sostituiranno nella

radici fn — 22 V|

1, poscia altri due fochi dati da

o si olferra da prima il foco doppio F dato da OF &
OF, 20722 [/F—1) -

11 foco doppio F & il centro del cireolo OK, ed inoltre il punto, & cui conver-
gl infiniti. cireoli col

gono i raggi paralleli allassintoto, dopo che sono riflessi

centro 0 nei punti, nei quali essi circoli sono intersecati dalla tritoma.

Concoidi.

88. — Inveee di sommare i raggi vellori di due o piil linee, si pud sommare
una lunghezza costante ai raggi veltori di una linea condotti-da un punto dato I; per
tal maniera si oftiene una serie di linee, che odoperando. una parola usata dall’ an-

tico Nicomede diremo una serie di concoidi, fra le quali rimangono comprese por-

zioni eguali di tulti i raggti vellori.

39, — Normali delle concoidi. — Dato un punto I, da cui deggiono partire
{utli i raggi vettori 1GM (fig. 7 e data una linea Gy i costruiscono facilmente le
concoidi M, della G, prendendo su ciaseun raggio vellore 1G: una. lunghesza GM.,
da una concoide all’altra; s'in-

che sardl costanle per ciascuna :on:u:dn & cange
tende che la ¢ dovra prendersi in ambedue le direzioni opposte , cosicohé ogni rag-
gio veltore 16 conterrh due punti della medesima concoide. La IM, ¢ la somma geo-
metrica della 1G e della ¢3 quando TG ruota dell angolo infinitesimo « il punto G si
muoverd sulla linea Gy di una lunghezza Gy=1G . w : sen1Gg, o nello stesso tempo
1a lunghezza coslante e ruotando dell'angolo w, il suo estremo si muoverd perpen-
dicolarmente alla retta [GM, della lunghezza cv ; la somma geometrica di questi due
movimenti d la direzione della tangente alla concoide in M. Riuscird piti comodo
delerminare invece la normale, mediante la somma geometrica di retle perpendicolari
alle precedenti ciod dal punto G si tirerd. perpendicolarmente alla data linea Gg la
GN eguale a 16 : senTGg, o tulti i punti M. M M. .. delle vario concoidi paste sul
raggio vetlore 1G avranno le normali che concorreramno nel punto N.

40, — Concoidi del circolo di diametro 1A . 1 rispelto ad un suo punto I; ac-
ciocché la corda I sia espressa razionalmente in funzione della variabile ¢, avendo
notato che Ta retta (14-¢7) a1 — £ --2t7 bala mehem 1--#, faremo in guisa

che la corda 1G: abbia tal lunghezza e direzione r -

Lty
i




i

riesca perpendicolare alla IG cioé abbia la direzione della 2¢--(# —1)7, a tal fine
1—a

oy Sicché sard

porremo - =

1—2

o 9
198

e dovendo aggiungere alla 1G la GM.—¢ nella sua stessa direzione, vedremo final-
mente che la
1+-zi)=
P Cay £
M A (1— e e ]( Tre
determing il punto generice M. di una qualungue delle concoidi del eircolo IGA. —
Nel presente caso la IG :sen 1Gy & ugnale al diametro del cincolo, percid (238) se N
& il punto del oireolo 1GA diametralments opposto a G, la NI, & normale alla con-

coidde M,; il che rende pit facils Ia costruzione de
44. La retta IM presa sulla IM_ ed inversamenle proporzionale alla 1M, &
] (a7
Plernr v

(gi‘:o(‘he ilj'”‘

ad un punto I di un suo asse mediante le.coordinate ortogonali Carlesiane e Pluche-

1 I"), dunque I'inversa della concoide M, & una ditoma riferita

riane

(L—8, 20:1dc—fdel) ) [ef—frl—e,—2ct:64-1]

& pel detio al %49 i fochi i questa ditoma sono dati du

—u—n ¥V —at 14

£71 7 . pria, mostea che 16 un foco della di-

Taltro foco I della ditora mediznte la

che ha le due radici to.7, ¢

toma, e la seconda, deterai

(1-Ledy 2

oS

Viene da cid che Ia cofncide di un circolo rispetto al suo punto I, & l'inversa di
una diloma rispetto ad un suo foco, e ehe la concoide ha un foco dato da

42.—Inversa dell'iperbola rispetto al foco. — Finché la quantilh positiva ¢ &
minore dell'uniti le concoidi del circolo sono inverse delle iperbole. Le loro coordi-




R 5 s
nate Carlesiane e Plucheriane sono
[Lde—20 4 —ctt, (1ot — Aot} (1],
A8 (Lo —2(—e) A+ (1—eNt] .

[—1—co6e e}t

1), —2
L' equazione u 4-v¥ 2~ 0
) tf —1—e0

(“1at2@—anifon—2

£ 7, che da il foco IF i (1 — &y 2 inverso di quello dell iper-

oltre la radice t=7——
hola, ha la radice tripla =7, che di il foco triplo C (essendo IC..1:2) che & il cen-
tra del circolo IGN. La curva & una tetratoma fetrattomena costituita da un solo
tratto rientrante annodato con una tangente doppia ed asse.
48, —Inversa della parahola. Cardioide. — Quando
bassa dalla quarla alla lerza classe, ciod diviene triallomena ed ha le coordinate

@20, 1200y | [—1p38, —860:2).

—1 la concoide si ab-

L'equazione u + v ¥=10 ha la sola radice tripla ¢=7, e quindi siha il solo foco
triplo €, il quale pure si trova (2 19) mediante lequazione tra le coordinate Pluche-
riane

(2u}u) (e — dre)t =2Tet

poiché postovi =1, v=1 diventa

(24-10) (L—due)* 2700
che ha la sola radice triplaw=—1:2.
Ne vieno (345) che la somma delle inclinazioni di tre tangenti alla cardioide
condotte da un punto T eguaglia il triplo della inclinazione della retta TC.
Llequazione earalteristica ¢
s
se vi si pone t= }/3 essa ba il fattor doppio (1, 4 }/3)", ne viene che la langente
ardioide, nei due punti

[4,0:1) tocca la eurva, che dicesi
(=1, J3:4).
44. —Equazione caratteristica, cosl ho chiamala (Duodecima [L68"] N. 61,28)
per ogni curva algebrico-razionale Uequazione

(st vty -103) 1 (f,— D =a
essendo @, 7,7, le coordinale Cartesiane corrispondenti a £, . Se il valore di ¢ sia fale
che la predetla equazione sia ancora divisibile per ¢,—¢ a quel valore di ¢ cor-
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risponde un flesso od un regresso. Che se il valore di ¢ sia tale che I'equazione ca-
rallerislica dia a ¢, dus valori eguali, oid significa che la retta [u, v, 1] toceala curva
nei due punti (@, y,2) (@, ¥, & percid & una tangenie dopj
tale che I'equazione caratleristica dia a ¢ due valori eguali, il punlo (@,,y,,5,) sard
un punto doppio avendo le due tang

[y v [, 0,00,

E se invece /, sia

44, — Vequazione caratteristioa delle concoidi del circolo si oltiene eseguendo
la divisione (uz,+ vy, +1wz) : (1, —1)7, dopo aver posti i valori delle coordinate
@, 4, % wow date al § 42; essa &

Bol Lo AL 4t 2-4-Be - F — 0B -0,
oppure, ordinata secondo le potenze della 1,

(o217 — a1

ft2-pBe e o =0

Tale equazione & ancora divisibile per (f, —#) quando

(=Bt d (AL 2 084 8ot t=0

equazione che da i due flessi quando esistono.

L'equazione caralteristica presentera due valori eguali di ¢, se sia

(et e — 2) - 2(— B | def | Dot 2=00

(2-4¢):(2— ¢, a cui corrisponde la tangente doppia, la quale a mo-
tivo della simmetria della curva rispetio allasse delle = & perpendicolare a questo
asse, ciok dit v=0. La stessa equazione caralleristica

ne viens

lla ¢ due valori eguali se sia
(@20 — B, - 20(e"— )1 2P0

il ehe da =1 4¢) : (I —c), ¢ quindi il punto doppio che & I'origine delle coordi-
nale, e percid da y=0, @=0. Gli altri due punti sull'asse, che sono i vertic della
eurva, corrispondono a ¢=0, e t=-eo ; quelli sull’ asse del
alf===1.

45. —Le inverse dell'ellisse rispetto ad un foco sono le concoidi del circolo
corrispondenti a == 1; aleune di esse hanno due flessi e una tangente doppia, in
una corrispondente a ¢

y corrispondono

i due flessi e la tangente doppia si riducono ad un punto
di raddriz:
singol:

46.— Le Concoidi della relta AG rispello ad un punto O si costruiscono facil-
menle prendendo su eiasoun raggio veltore OG dalle due parti del punto G le por-
zioni GM. eguali ad una dala lungbezea ¢ pel detlo al % 89 si vedri che, se per cia-

Sue. dei XL, —Ser. 11, — Vel M. 4

mento ; altre finalmente sono formate da un tratlo rientranle senza alouna
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scun punto G della retta AG s'innalzi una perpendicolace, che si tagli in N colla
innalzata dal punto O perpendicolarmente al raggio velloro OG, pel punto N passe-
ranno le normali di talli § punti M. situati sul raggio OG- ed appartenenti alle varie [
concoidi della retta AG rispetio ad 0.

47. — Delermineremo le coordinate della concoide operando’ in medo si
#40; se OAn 1 un punto della retta AG perpendi alla retta OA & d
dal raggio vellore

le al

ua,&l-h.?i

che ha Ta direzione (1-+-¢7, e la sua prolungazione G, di lunghezza o, sara

percid b

il che esprime che le coordinate ortogonali Cartesiane sono |
(1= tg-c(l— A  2(e4- Aot —et?) : 1—11) 1

dalle quali si deducono (% 5,41) le Plucheriane
[—1—e—3(1—c) #—8(1 -+ t'—(L—e) #, —Ze(L—#)e: (1L ) (L4042 —eri)]

¢ queste riproducono le Cartesiane dividendo i determinanti |v . dw| ecc. pel fattore
[= (1 =) 8 — (9 —Be) e (9-p- 8c) £ 1 b

che servird a trovare i flessi. — Cost si vede che la concoide della retta anziché della

#* & della 6* classe, cho si abbussa alla 5* quando e =1, perchd allora le coordinate

s0no
@

A, de:1—) 5 [ 3¢, —e(l—dtt: 2-L20]

il predetto fattore diventa f=1— 64 3t'.

48. — Le curve algebriche si classificano a seconda di un numero €, che pud
dirsi il Clebschiano (e che & nullo per le curve algebrico-razionali), dellordine n, e della
classe . Dali questi tre numeri € # m si hanno i numeri f dei Nessi, r dei regressi,

p dei punti doppi, ¢ delle tangenti doppie
1

f=2(n—14C)—n , p=m——mnT—m)+3(01—0),

—%m(‘.—m)-w(l—c;

r=2(n—14-C)—m , t

Tulti quesli numeri deggiono esser interi positivi, e se non riuscissero lali, cio
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Sngr
proverebbe che nessuna curya pud apparlenere a quella tal combinazione dei nu-
meri Cnn: cost non pud essere m=>2(n— 1--C), e nemmeno m>n(n— 1), né
(n—1)—1; se m=n(n—1) sard 20=(n— 1) (1 —2).

49: — Risulta dalle precedenti formule cho le fetratome tetrattomene sono futte
algebrico-razionali, e si ha

e

fra le concoidi del circolo (2 40) nelle inverse dell’iperbola sono immaginari tanto i
due flessi, quanto i due regressi, esistono il punto doppio e la tangente doppia; nelle
inverse dell’ ellisse (% 46) mancano i due regressi o il punto doppio; fino a e<2 vi
sono due fessi e la tangente doppi Per le concoidi della reta, che sono tetra-
tome esatiomene ed inolire algebrico-razionali (7 48), si ha

(Pl ) = s

4

i quattro rami verso il medesimo assintoto rappresentano due tralli di curva a cur-
vatura ordinaria che si Loccana ; cosi si trovano riuniti all'infinito due punti doppt, &
I'assintoto tien luogo di due fangenti doppie; le altre dua tangenti doppie sono im-
maginarie, quando ¢<Z1 sono immagin; nehe due flessi ¢ un punto doppio; se
invece ¢ =~ 1 esiste anche il terzo punto doppio, ma i flessi reali si riducono a due.
Quando e =1, si ha

C=0,n=d,m=5,— L,p=2,(=2

esislono come sopra i due punti doppi e le due langenti doppie; sono immaginari
soltanto i due flessi,

50. — Serie di concoidi tulle tritome annodate. Se si descrivono le tritome in-
verse dell' iperbola equilatera rispetto ad un suo punto, che hanno il medesima foco
doppio F (2 33) ed il medesimo assintoto 1 (fig. &), delle quali per conseguenza i
punti doppt sono situati sopra una retla 00,0, . . . equidistante tra F ed 1; per lo
stesso modo eon eui esse i coslruiseono (7 33) si scorgerd che tulle tali curve co-
, vale a dire che esse lagliano porzioni eguali su
tulti i raggi vetlori partenti dal foco doppio F. — Sollo questo punto di vista una se-
rie di concoidi & in qualche maniera una generalizzazione di una serie di curve pa-
rallele ; ciod se una serie di concoidi seno tagliate da un raggio vettore FMM,M, ...
in modo che le porzioni tra loro comprese M,M, ece. sieno eguali in ogni raggio
veltore, le normali alla curva. nei punti MM, M,. . . si laglieranno in un medesimo
punto N della rella innalzata da ' perpendicolarmente al raggio vettore F M, M,. Per
quanto si & gia detlo considerando 1a curva, che ha in G il suo punto doppio, si ri-

no una serie di coneoi




g
conosce che il punto N si troverd sulla FX perpendicolare al raggio vellore FG ta-
gliandola colla relta GN che dimezza gli angoli tra il raggio veltore FG ¢ la retta GO
si oltengona due punti
a M, In tal ma-
seun punto M, si

dei punti doppt; & evidente che per ciascun raggio vettore FG
i ol

N, i quali servono per le due inersezioni di FG con ¢i
miera si costruisce facilmente la serie delle concoidi, poiché per
ha eziandio I'archelto di raggio KM che toeca Ja eul Ciascuna eurva oltre il suo
punto doppio O, ha un punto R, che & il quarto vertice del reltangolo FO, O, R, es-
sendo FO, perpendicolare ad 1, ed 0. il punto doppio del folium (inverso deil'iperhola
equilatera che fa parte della serie delle concoidi): il punto N corrispondente ai
< punti Ry Ry . . & il mezzo D della retta FO.

Epicicloidi od Ipaeicloidi

nora abbiamo costruile lo curve eseguendo lo somme geometricho di

raggi veltori tra loro paralleli (le concoidi risultano dalle somme. di ragsi vettori di
i un cireolo), con quasi egual facilith si sommano geometrica-
variano con data legge. Se si tralli di raggi

mente i raggi veltori, le cui inclinazi
CK CL di due circoli (che suppon
uniformi intorno & G, la somma geometrica

mo concentri

, i quali raggi ruoting eon moti

CM 2 CK +-CL

(0id significa che M & il quarto vertice del parallelogrammo K C.L M), seryird a de-

scrivere una curya, che dicesl epicicloide od ipaciclaide secondo che lo due rotazioni

si eseguiscono nello stesso sensa od in sensi opposti.
Chiamali & b i raggi dei circoli ed nm le velociti angolari dei punt

L,

Tequipollenza della curva M sard
C

essendo ¢ la variabile da punio a punto. La direzione della tangente ¢ dala dalla

derivata

A o e b b

o quindi la normale & ~na<”-+ mbe™, ed un su0 punto X & dato da

CN =M

52. — Evoluta. — La precedente equipollenza, bisogno di ricorrere ad
a ricercare le proprieth della curva; cosh,
valura BM dell’epicicloide

le di coordinate, s
asi determinare il raggio di

aleun sistema speci

per esempio, se vo

S




S
serviranno le formule gengrali

4™ ¢ 1
M a7, MRaland;
‘Na_w* R “ﬂ\t 3

nel presente caso &
AN [ T, AT e — i (e e™)

da cui risulla

(n-{-ml('l -F-oosin—w)0)
=

percid Tevoluta 1 sard data da.

m—n

CR 2 O MR 2 o (o™ — ™)

il ohe mostra che T'evoluta & simile alla data epicicloide. Ponendo

CEAme | CLatem™

ogni centro di curvatura si cosiruisee con O LK  si mofi che il punto R &

situato sulla normale determinata nel 2 precedente,

53. —Le ep idi ed ipocicloidi che zgior imporlanza sono
quelle in cui i due punti K L hanno eguali velociti assolute, sicchd avviene che qual-
che volta le due velocitd si distraggono, e si ha un punto d' arresto, che & un regres-
50; In condizione di regrosso & percid la stessa dM a0 che di (2 42) i fochi: colla
differenza che i fochi corrispondono a valori immaginart della variabile, ed i punti
di regresso appartenendo alla curva corrispondono a valori reali. Siccome i raggia b
deggiono essere in ragione inversa delle velocith angolari n.m, cost parremo

M e o™ |
@ la condizione dei regressi sard

AN e (4 0¥) T D),

¢ percid la ¢ dovr soddisfare ad una delle equazioni (n—m)
"o —1, terescendo da 0 fino
differenza degli esponenti inleri mm. Indicheremo peraltro co
spidata, bicuspidata,, tricuspilata, quadricuspidata soltanto Ie curve, nelle quali le

>
guale alla

i di unieu-

i aggelti




— 30 —
le due prime sono epicieloidi  le due ullime ipocicloidi.
B4, 1. epicicloide
CM 2 - 2e®
& la stessa eoncoide del circolo (3 40, fig. T'), perchd poslo
2 0K L, Ol — 1

CK

=, OL 206", C

laTK 4122 cosw. & halastessa direzione della KM.a-Cl
M & lIa concoide del circolo IK rispetio al suo punto I ed alla distanza KM—2e.

1 fochi li potremo avere anche dalla derivata dM.a27 (s - ee’) = 0; quando va a
zero il fallore <= si ha il foco €, che se poi si fa andare a zero I'alfro faltore ¢* +-¢.2.0
la CM diventa CF -~ edi l'altro foco I della concoide. — (Nel caso della

. 2¢e=, quindi la curva

epivicloide unicuspidata, ossia cardioide, questo F non & un foco bensi un regresso,
5 R & : 4 S B
perehé il valore di & reale). Per esprimere la curva razionalmente si muli ¢ in ;™

(che & pur essa un’ espressione sempre = ad wno), ¢ si avrd

L1k F 1+;7 ‘

T8
el v

20-p-200—04
1—2e¥—it

CM

trasportando I' origine in I; essendo Cla— 1, si ha

1—feted Al AT
ey e S ) [H»e‘)

di lunghezza, Ope-
rando sn questa ultima formula razionale, in cui il denominatore & reale, si & allora

IMACMf1az

che differises dalla IM del 3 40 soltanto per esser doppia I uni

veduto che G & un foco triplo, anzichd semplice.
55, — Le ipocicloidi

1—edy

r:‘\i
M 9ee o (0] "[I )

_r? '

si- deserivono nel solite modo (3 51) prendendo
in M passa pel punto ¥ delerminato da CN.a 8. GK; esse sono fetralome esallomene
razionali, e percid secondo le formule generali del % 48 pud essere tullo al pit

Fe=B

i corrispondenti a ¢>>-1, che sono le ipocicloidi anguinee, vi sono fnfalli 6

» KMn 267, la normale

0, p=8 r=4;

nei

flessi e 8 langenti doppie, la quarta nonchi i 8 punli doppl saranno immaginari,
Tra =1 & o=

i hanno Je ipocicloidi annodate coi Lre punti doppt reali @ con
1

Ire tar

enti doppie & nessun flesso. Quando o= - si ha un trifoliwn, nel quale i tre

punti doppi si sono riunili in un punto triplo
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56. — Ipocicloide tricuspidata. Se e=1, si ha la tetratoma Iriatlomena

—0A—p—8P7
CM -2 il i

(E=r
che ha le seguenti eoordinate ortogonali
(—8r—t\,—82: (14-09) | [t40— =Bt
L epicicloide uni e icloide tricuspidata sono i tipi dei due generi

di trialtomene tetratome, Per I'ipocicloide tricuspidata parmi che facciano difetto i
metodi, coi quali si trovano (212, 18) i fochi; crederei che questi coincidessera coi
regressi, perche e gli uni e gli altri debhono annullare la derivata del raggio vetto-
re: i regressi corrispondono a =0, ¢

L : /3. — I probabile che eziandio per
ogni curva dello stesso genere di questa tricuspide, e forse anche per le triattomene
esatome, le inclinazioni delle tre tangenti partenti da un punto abbiano la somma
eguale a quella delle inclinazioni delle rette, che dal medesimo punto vanno ai re-
gressi della curva,

57. — L'epicicloide hicuspi ha I equipoll

c)uuu.q.a.ud%‘f;fq. ;;ﬁ
quindi le coordinate
(Q—ry,3—204-38 .14 07),
[— 168 — e, — it s ] — ¢

ed & percid una fetratiomena esatoma razionale (f=0 , r=06 , p=4 , 1=3) che
ha due soli regressi reali o due tangenti doppie.

58, — L’ipocicloide quadricuspidata
14-:7]1 1—¢¥

=) e

Cafentof o L

ha le coordinate
(=2, —88: (14-07), [24-26, —14-t:—2e 0]
Le singolaritd reali di questa tetraltomena sono soltanto quattro regressi.

59. — Evoluta dell’ellisse, curva che & della stessa specic e della stessa varistd
della precedents quadricuspide, dalla quale differisce soltanto perchd lo ascisse ¢ le
ordi prese in due scale differenti. Tolgo dallamia memoria del 1837 (3113451
il modo, con cui il metodo delle equipollenze conduce direltamente all' evoluta R
dell’ellisse

CMacoez—5 7 sena :




IR
un punto qualsivoglia della normale & dato da

MRapad sen |- pheose

(perch la direzione della tangente & dM 4 — asena - b7 cos ), quindi

CR L CM MR 2 (-} &) cos o (b 4-ap) senic. 7
acciocch? il punto R appartenga a due normali infinitamente vicine dovrd annullarsi
Ia derivata della precedente CR, cioé

dR=

— (a - bp) sense, dor - (- ap) oos o, ¥ s
- (Beosa-asenad ) dp20,

ne viene

da cui

IR
2 ot oostar,
a

[]

e soslituendo
CiiA(n— n}msgx-i— (a ECaAEn
a )

Se i coellicienti dei due termini fossero eguali, I' equipollenza diventerebbe
CRAs (¢ ) — (P67 - 207,

che & appunto quella della ipocicloide quadricuspidata.

Differonze di taggi vettori.

60. Sarebbe inutile considerare la curva che risulta dalla somma di due raggi
veltori di due eireoli, che passino per I'origine O dei raggi vettori ; oppure dalla
somma dei due raggi vellori spottanti ad un cireolo che non passi per 0 ; giacehd in

ambedue i casi non si avi

bbe che un nuove cireolo. Gonsideriamo invece la curva
la differenza dei due raggi vettori OK OL condolti ad un
circolo KL, che non passa per O. Ciod per ogi retta OKL, sia

OMA==KL;
la curva M sar simmetrica rispetto ad 0, od aved due assi.

M, il cui raggio veltore

©4. Dato un circolo col centro C, ed un punto O interno od esterno al medesimo,
per ogni corda KL congruente con 0, si prenda
OM 2

KL;

mediante considerazioni analoghe a quelle falte nei 7 2, 26, 34,39, 51 si vedri che
prendendo sui raggi CK CL le porsioni CP=0K , CQ=0L, la relta PQ riuscira
perpendicolare alla tangente in M della curva che ora vogliamo descrivere; se O sia
esterno al circolo una delle-CP Cf) dovri esser direlta oppostamente al raggio CKo CL.
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62. Inverse delle ditome rispetto al centro. La curva M come sopra descritta
& inversa di una ditoma rispetto al suo centro; infatti chiamato 1 il raggio del cir-

colo, & posto €0.nc , Chone” si trova (Sposizions del metodo delle equipollenze
1854 [16'] 3 78)

quindi .
OMARLAOL—CRa X

(si noti che OLe=—o, @ che

—o—o | 2—2scosw
e TREE

oM

il che verifica I"assunta espressione di CK, si ha pure OK. ¢j 0L — L proprieti ben
nota dal circolo). Le formule si riducono funzioni razionali della ¢ ponendo al solito

N
Ghipc )

cosl si olfiene .
oM 2

la curva inversa data da
(DI

& evidentemente del 2° ordine ciod, una ditoma.
63. — Inversa dell'ellisse rispetto al centro. Sard meglio assumere 'equipol-
lenza dell’ ellisse di assi 2a 25

OM.ﬁnl;a(‘—,‘—WA?'
14

la sua eurva inversa

il
oM Cir

a—2h]

avrd le coordinate
(a—att, 25(14-2) ¢ a'—2a* L 4P F L at ey,
[t 4 (F—1)-- (et b — ) (' — ) , 23 (P — 1) e —da? (¢ 1)2 2 aB [ 110 ] 5

percid anche questa curva & (etratoma esallomena razionale, le sue singolarith pos-

5000 essere due paja di flessi ¢ due tangenti doppie ; quando o= 26* tulto si riduce

a due punti di raddrizzamento qualifieati dal numero s=3. — L' equazione che di i

fochi & la u--6¥==0, la quale si risolve fanto piil facilmente quantoché ponendo
Soc. e X1, —Sar, . —Vel, L -




¥ = essa divenla un'equazione a coefficienti reali, che & inolire convertibile, sicche
1 bl
posto = 4 — —£ si riducs alla

a5 — (20 — 4a) P — (8a*b — AB)E —Ba¥ =0 ,

. 2a = 25
che ha la radice semplice - ed una radice dop) 5 » cosi dalle

—!

al i d
=, @ due radici doppie =

si deduce che ¢ ha le due radio sempli

el di ¢ nella

avendo posto &= " — &%; sostituendo questi valori immag

146
o 2
R o ooy

avremo i due fochi semplici dati da OF 2.== —, ed i due fochi doppt dati da
Ty
oFn 5 T
i primi sono inversi dei fochi dell ellisse. Potrebbe ricercarsi se gli inversi dei se-
condi avessero qualche notevole relazione coll'ellisse.

64. — Inversa dell' iperhola rispetto al centro. Precisamente nello stesso modo
dall'iperbola

dedurremo

Bt

@ le coordinate saranno
(a1 — 19, 25e—200 s a*-2(a* -2 £ f-attl) |
[ (1) — (Bl b-427) (e ) , 2a7(¢

la curva ha due fessi riuniti insieme in un punto doppio corrispondente a t—

le langenti sono [b , == a : 0]). La curva ha eziandio due tangenti doppie parallele
B £ vt

2 dipers la

all'asse della w. — 1’ equazione u v 7 =0 posto ¢
25

radice somplics = ¢ la doppin — ; pertanto, flo ¢*=a*

, ln curva ha i due fo-

chi semplici OF 2, e i due fochi doppt OF, .2 esti sono posti sullo stesso

asse dei F, mentre nella curva inversa dell'ellisse essi sono posti sull’ altro asse.




s

Nel caso di b=a i due fochi doppt coincidono coi fochi semplici dati da OF === 7
«
allora si ha la lemniscata, che & inversa dell'iperbola equilatera rispetio al centro;
essa ha inoltre la proprieta che le distanze di ogni punto della curva dai due fochi
(tripli) hanno prodotto costante. — All'equipollenza della lemniscata possono darsi
anche altre forme; come le
OM = YoosZu . o o /(115

la seconda mostra che la eurva & suiduplicata del circolo, come lo sono in generale
tutte le Cassiniane (Spozione dei nuovi metodi ece. [L04*) Mem. fstit. Venzto, 1860,
VI, ¢ 57).

. 5. i singolare come i fochi definiti ai 48, 49, 29 abbiano proprieta tanto di-

verse rispetlo ad alcune curve. Nell'ellisse

OMqcosf4-bsont. ¥
la distanza del foco F dalla tangente nel punto M la si trova

Bla—ecd)

U sen® £ oos ¢

(beos t-Fasent. 7y,

perché essa & parpendicolure alla tangente dM-n — asent+beost. 7 , ¢ la
PM = OM — OF — FP

ha la direzione della dM; similmente per I' altro foco F, Ia perpendicolare abbassata
sulla medesima tangente &
o Blatecns)
B s t—gnent.T '
ed il loro prodotto risulta

P at—,

BB ™

che si vede avere la lunghezza costante ', Cosl le tangenti dell'ellisse hanno rispetto
ai fochi una proprietd in qualche modo analoga a quella dei punti della Cassiniana.

Leggl doll’ Taversione.

66. — Giacché vedemmo che parecchia curve si ricavano da altre col mezzo
dell'inversione (ed & anche mollo facile descrivere la curva inversa di una dala; in-
fatti deseritto un circolo che passi per T, e firata una retfa parallela alla tangente
in 1, su ogni retta IMM' il circolo ¢ la reita tagliano due lun ghezze 1M 1M’ inversa-
mente proporzionali) non & fuor di luogo raccogliere qui le leggi sulla derivazione
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@ inversione, che servono a trovare le propricta delle eurve inverse di altra (Mia
mem. [26%] negli Ann. del Regno Lomb. Venato, 1836, VI, p. 126-141) ommetio le fa-
cili dimostrazioni.
67. — Se i due punti A A’ sono in linea retta col centro d'inversione 1, e se
TA.IN =p w

inversi, ed inverse sono le due figure ABC AB'C

(i modulo d'inversione), essi si dio
formate di punti inversi, tubli rispetto allo stess
modulo . Quando tutlo sia posto in uno stesso piano I equazione (1) div anche 1" e-
quipollenza

centro ' inversione 1 ed allo stesso

TA L TNy o]
Secondo che il modulo s & positivo o negativo, i punti inversi sono dalla stessa
parte o da parti opposte del centro I. — Nelle figure inverse le distanze fra i punti

sono legate olire che dalla (1) anche dalla
AF LABGIF , esin IRLAB=IA.NB. @

Considerando il piano TABATS questa equazione si completa nella equipollenza
GIB . AB=IA . GA'B. (I

Col mezzo delle (1) (2) da ogni relazione tra le distanze dei punti i una figura

si deduce quella relativa alla figura inversa. Similmente ove si tratti di figure poste
in un solo piano, le (1) (IT) serviranno a trasportare un’ equipollenza da una figura
alla su
68, — 1l rapporta di due distanze, che hanno un punto comune, si

versa,
duce nella

figura inversa ad un rapporto tra due prodolti

AB: AC=A'R.IC: A'C . IF; @)
io lo dico il rapporto-duplice fra i quatiro punti A'B'1C, esso @ identico a quello tra
i quattro punti 1 €' A’B’, nonché tra i quattro B'A'C T, o tra i €1 B' A" — Lrapporti
duplici quando i quattro punti sono s una stessa retta sono projetsivi, o nella geo-
‘melria_superiore tengono in qualehe modo il nogo dei rapporti semplici della geo-

metria elementare.
69. — Un rapporto-duplice fra quatiro punti differenti dal centro d'inves

mantiens o stesso nella figura inversa, ciod
AB.CD:AD.CB=A'R.CI

ND.CB, ()
Vale lo stesso per ogni allre rapporto-mulliplice formato con un numero pari
di punti presi nei due ordini opposti conservando lo stesso primo punto; cost

AB.CD.EF:AF.ED.CB
&un rapporto-multilice.
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70. — Derivazione isogonale. Se due linee si tagliano in un punto differente

dal centro d"inversione, anche le loro inverse si tagliano sotto il medesimo angolo;

e se le prime si toccano, 1e seconde hanno un contatto del medesimo ordine.
74.—La relta pud consi i come il luogo ico dei punti equidistanti da

due punti 1.C, eiod IM=MC ; dunque la linea inversa della retia av

i punti M’ che soddisfanno alla ¢

@ che passa pel centro d' inversione 1.

72. — Preso per centro d'inversione il centro I d'un circolo, e per modulo il
quadralo del suo raggio, i punti M N ece. del circolo sono inversi
due altri punti inversi D D' si dicono conjugati-armonici rispello al circolo. 1 equi-
pollenza.

58 medesimi ;

comprende due tearemi, ciod rispello alla grandezza (essendo MI=NI), i ha la pro-

porzione
AMD : ND = MD": NIV,

& rispelto alle inclinazioni
ang MDN |- aug MD'N = ang MIN .

Non mi fermo a dimostrare altre proprietd del circolo ¢ dei quadrilateri in esso
inscrilti, avendolo gia fatto nella memoria succitata.

Costrazioni eol merzo dells sola riga.

78. — Credendo utile che sia generalmente conosciuta ed adoperata la segna-
tura proposta dall'illustre Grassinann, ne riporto qui i prineipi. Come I'unione AB
dei segni di due punti si adopera bene spesso ad indicars la retta indefinita che passa
pei mede: cosl lunione mn delle lettere che indicano due relle m n servo a di-
segnare il loro punto d'intersezione. Cid pud eontinuarsiz cosi ABcDe indica che la
relta AB & tagliata dalla ¢ in un punto ABe, il quale si congiunge col punto D e si oftie-
ne una retta ABeD, la quale finalmente si taglia colla retta e, e si ha il punto ABcDe.
Questa formula ABcDe ha le due parti ABeD, e; Ia prima si decompone ancora nelle.
due parti ABe, D, e le due parti delle ABc somo AB ¢ ¢. Le due parti di una for-
mula sono sepipre omonime (¢iod o due relte o due punti). Gli elementi AB ¢ D eco.
di una formula possono esserc espressi anzichd da una sola lettera da una formula,
ed allora questa si pone tra parenlesi; soglio adoperare le (), oppure le [ ], se-
condo che la formula confentla rappresenta un punts od una relta.
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a) Canone1°. Le due parti di una formula possono tra loro permutarsi, ciod ABeD,
D(ABc), c[ABID, ece. hanno il medesino significato. Questo canone si segna con PQ
eoine. QP, in luogo delle P Q potendosi intendere qualisivogliano formuls omonime.
La eoincidensa fra due retle non rignarda menomamente la loro lunghezza.

#) Canone 2°. Due oggelli eteromomi (ciod un punio ed una retta) si dicono

congruenti, quando il punto appartiene alla retlo, ossia questa passa per-quello. Un
membro di una coincidenza & congruente eon ciascuna parte dell’ altro membro,
cio se
PQeainc. v , eara Poangnr , Qeongr.v.
1) Canone 3°. Viceversa se
Peongr.t o Qeongrv , sarh PQcoine .
In questi canoni, la cui veritd & evidente, dee sempre escludersi il coso che una
formula divenga indetermivate, in quanto che due sue parti sieno traloro coincidenti.
8) Canone 4°. Se
PQeongr R, sart P eangr. RQ;

ciod in ogi congruen

una delle due parti di un membro pud trasporiarsi nell’al-
tro membro. Ripetendo I'uso di questo canone dalla PQrS congr. T si deducono le
PQr congr. IS, PQ conge. STr eaine. T{ST] , PQ[ST] congr.v ,  eco.
¢) Ganona 5°. So
Peongr.p siba PQpeoing. P,

ohopel canone 1° pud ancho seriversip(PQ] coinc. B'; cosl pure prP ossia P (preoins. p.

Corollario

PQ(PS) eoine, P .
Tee, o piil, elementi omonimi li diciamo eongruenti quando ciaseuno di essi &

congruente con un medesimo elemento dell’altra speok

74. — Quando una ditoma & pienamente determinala conoseendone o cinque
punti ABCDE, o cinque tangentiab ¢ d e, od altrimenti, si pud costruirne infiniti
punti M ed infinite tangenti m mediante semplici allincamenti. Osserviamo da prima
che se 25 sono due rette, la congraenza

M cangr. MASSIE (1
; infatti pel 4° canone (3 73 , ), si ha
ME? congr. MAS

rappresenta i punti M di una ditony

la quale significa che i tre punti MES , MAZ, S sono congruen

ra, posto
D coine, ASS |, Beoine ESS , e Ccoine, fd,

fuei tre punti

D} , M [OB]

AD[BE] ,
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ciod sono i due punti d'intersezione dei lati apposti dell' esagono ADGBEM, e quindi
pel teorema del Pascal il punto M appartiene alla ditoma ADCBE. — Con altri prin-
cipi si dird che il luogo del punto M ¢ una ditoma se & costituito dalle intersezioni
dei ragzi corrispondenti AM EM di due radiati A E tra loro callineari; ora il primo
radiato segna sulla ¢ la punteggiata costituita da (MAg) ed il secondo & ugnalmente
prospeitivo colla punleggiata dei (MES), e queste due punteggiate sono pure tra loro
prospettive perch lo rette MA? (MES) sono tuie cangrunti col punto § (ossla Io due

sono prospellive col medesimo radiato S), ed & ben noto che due ra-
dmu A E prospettivi con due punteggiate collineari sono essi pure collineari. — Le
congruenze identiche
Ccongr. CASSIE , Econgr. EASSOE , B oongr. BASSIE |, ece.
mostrano che la ditoma costraita colla (1) che pud scriversi
M congr. MA [CB] (AD [BE]) [CD] & )
eomprende i punti CEB A D.

75. — Sopra una retla condotta ad arbitrio per uno A dei cinque punti dali, si
determina il punto M della ditoma mediante una relta passante per uno qualsivoglia B
degli altri quattro punti, della qual retta EM si possono determinare fre punti, che
sono le intersezioni dei lati CI BD BG ciascuno con due rette di Pascal. Cid si oftiene
permutando tra loro sulla () i punti BCDE. Colle segnature da me adotlate ren-
dénda conto di un osservabile lavoro del giovine Ingegnere Sig. Veronese (Quattor-
dicesima [1817%), N. 744) sostituendo alle lettere ABCDEM inumeri -6 la precedente

 cangr. 01 [28] (14(25]) [84)5 )]

pel 4° canone da
65 [84] congr, 61 [28] (14 [25])

identica alla

165 [84] congr. s[165284] ,
a cni si aggiunge I'altra

65[34] congr- 5 [165243] .
Dicasi lo slesso degli altri due conlateri 65[42] , 65[23], che servono egualmente a
determinare il punto M coine. 6 sulla data MA coine. 61,

76. — Per determinare la tangente a nel punto A della ditoma che passa per
cinque punti dati A B ¢ D E osserviamo che la (1) di ME5SS congr. MA, e supponendo
che M sia infinitamente vicino ad A, sicché la MA divenga la tangente a, sard

(I) acongr. AESS3 , ossia (I) acongr. AE[CD](AD[BE])[BC].
Colle segnature adottate nella succitata rivista il secondo membro defla (I) & il punto
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P(1:28), il quale oltre appartenere al lato 23 del fetragono 2345 si trova nelle due
Telte
Py[1328] coine. 14[52] (15[48]) , Py[1582] eoine. 14 [53] (15[42]) .
La stessa tangente a & determinata da allri cinque punti
P(1;34) , PQL:i45) , P(1;25) , P(1;24 , P(1;85).

Se si voglia la tangente m in un sesto punto M serviranno le stesse formule appli-
cando i numeri 2 3 4 5 a quattro dei punti dati ABGDE.

77. — La diloma pud esser delerminata anziché da 5 punti, da 4 punti e dalla
tangente a oppur b in uno A oppur B dei quattro punti dati; intal easo si desoriverd
un qualsivoglia altco punto M eol mezzo di una delle congruenze

M eong. MA [BC] (BEa) [AC] E @
M eangr. MAD (AD[BE]) [BD] E @

o di altre oitenute mediante permutazione di lettere, Si avverle che nella (2) il
punto M & dato dall' intersezione di due relte, una delle quali parte dal punto A pel

quale si conosce la tangente a; mentre nella (3) si conosce la tangente b spetiante al
punto B differente dai due A E, dai quali partono I relte che &' intersecano in M.—
La (2) si trovd supponendo che il punto D sin infinitamente vicino ad A, sicché la
relta AD si cangi nella tangente a. Per Ja (3) s
vieino a B, e percio determinasse la tangente . — Nel caso della congruenza (2) la
tangente in E sard data da

suppose che C fosse infinitamente

© comgr. BA [BC) (BEa) [AC] 5 {an
¢ nel caso della (3) si possono deserivere le due tangenti

& congr. AE[BD]Sb . e cangr. EAWS[BD] . am

78. — Similmente si hanno due congruenze pel caso che sieno dati due punti
A B colle rispettive tangenti a b ed un altro punto C oppure E

A congr. MA [BO] (ab) [AC] B , 0]
M congr. MAb (BEa) |AB) )

nell’ ultimo caso si determina la tangente in B madiants la
@ congr. EAD (BE#) [AB] . W

Le congruenze (2) (3) possono servire anche per descrivere la parabola, che ha una
tangente all' infinito, purché si conosea la direzione dei suoi diametei. Le (3) valgono

per descrivere I iperbola ohe ha gli assintoli a b o passa per B, ed anche a determi-




el e
marne le tangenti; sempre peraltro che oltre gli allineamenti si possa tirare una retla
parallela ad unaltra.

79. — Congruenze pienamente correlative alle (1) (L) (2) (3) (I (T11) () (5) (V)
servono a delern;

re quante si vogliano tangenti m. della diattomena di cui so

date cinque fangenti abede, il punto di contatto A, In langente generica m cono-
scendo aAbee, oppure abBde, ed inoltre i punti di contatto E A, finalmente la m
conoscendo aAbBC oppure aABBE, ed in quest’ ultimo caso il punto di contatto E.

Gurre aplanetiche.

80. — Lo curve aplaneliche, dette anche ovali del Carlesio, hanno la proprieta
¢he formando Ja linea di separazione di dug mes=i, i raggi luminosi, che nel primo
mezzo sono congruenti con un ecrlo foco D, dopo rifratti nel secondo mezzo diven-
gono congruenti con un altro foco E. — In forza del sincronismo delle ondalazioni
luminose che non fanno interferenza, bisogna che per ogni punto M della curva di-
rimente aplanetica sia costante la somma o fferenza dei lempi, che la luce im-
piega nei due mezzi a percorrere le lunghezze DM ME colle due differenti velocita
1:p, 1:¢ dipendenti dalle differenti natare dei mezzi.

81. — Ogni aplanetica ha in generale tre fochi D E F (fig. 9°) posti sull'asse;
assa & coslituita da due ovali, una esterna A, MA, ed una interna A, M, A, e dipende
da lre parametri positivi p<Zg<Cr (inversamente proporzionali alle velocitd della
Tuce nei mezzi corrispondenti ai fochi D E F) deve essere

P(DMp) = g (EM gy == r (FM—7) =

ed i fochi avere da un punto O dell’ asse le distanze

posl | iponE o,
» 7

82. — Se sono dati i fochi D E ed i paramelri p g, la curva si costruiscs fcil-
menle nel seguente modo: si prenda sull'asse DE una lunghezza DG =(g* — p%); p,
@i tri per G una retta e, la quale formi coll’ asse un angolo, che abbia il sen
poscia ogni circolo col centro D, di cui sia LL, il diametro sull’ asse, lo si lagli coi
due circoli col centro E ed i raggi eguali alle it e e punti L L, dalla rotta &
(le quali distanze si prendono col compasso con esattezza eguale a quella cai si prends
1a distanza di due punti), si olterranno cosi due punti M dell’ovale e;ternu, e dug M,
dell'interdo. — Il terzo parametro r si dedurrd dall’ cquipollenza

s ) .
DEaIT_T2 E £ (gt — )
B =T v osia . DB (g —p)r.
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Dopo cid; e dope costruito il punto O mediante la p. DO gr; si ollerranno facil-
mente i punti A, A, , A, A, , in cui I'ovale esterna e la interna incontrano I' asse me-
diante le

AOn—pigtr . L08p—gdr |, MOSpdg—r , ONSptg+r;

il punto O & il baricentro dei quallro vertici A della curva e pud dirsi il suo punto
nediano..

83, — Sacondo le condizioni della diottrica I' ovale interna A, M, A, non potrebbe
far convergere in E i raggi emanati da D, bensi i pud far eonvergere in F, se I'in-
p. Se sieno dati questi fochi DF e si abbia soddisfatto la
pr.DF g (r' —p), per costruire I'ovale si adopererd una retta f, 1a cui inclinazione
sull'asse abbia il sero—p:r, o che lagli Vasse ad una distanza da D eguale a
(#* — p) = g3 ogni circolo LMM, L, eol centro D si taglierh coi due cireali, che hanno
F per centro ed i raggi eguali alle distanze della retta [ dai punli L L,, nei quali il
primo cireolo faglia I'asse. — I raggi di curvatara della aplanetica nei suoi vertici
ono

dice di rifrazione siar

@EnE—n)r=p) .  —=0G—n(+tp
ar—p—m —=gr—rpgt-m

Quando pg-+-1p=>gr Novale esterna ha due punti di flesso contrario.
84, — Se dne parametri sono eguali !'aplanetica diventa una concoide del cir-

calo (3 40); se il parametro r & uguale al medio g i due fochi E F coincidono insie-
me nel punto isolato a cui si riduce I ovale interno A,A,, olire questo foco-doppio E
(che & il centro d’inversione, mediante il quale la concoide si trasforma in un’ ellisse),
Ja nplice D, che & I'inverso-foco della concoid
diano 0 & il centro del circolo di raggio O, che & la hase della conooide, mentre E
ne & il polo. Si ha

arva ha un foco s

il punto me-

DOaglip , EOAAO0p ; A 2,

24 & la lunghezza costante compresa su ogni retis condolta per E; tra il circolo di base
e la concoide. Se g=

85, — Cho se invece & uguale al parametro medio il parametra minore 3, coin-
cidono insieme i due fochi D E, questo foco-dappio E & il punto dappio A, A, ed &
il centro d'inversione, col quale la curva aplanetica si trasforma in un'i
foco semplice F della aplanctica & I'inverso-foco della concoide, il punto mediano 0

3p la concoide ha in A, un puito di raddrizsamento.

rhola; il




P
& il centro del circolo di raggio OF, che & Ia base della concoide, essendone E il
polo, si ha

EO2A,004,00r , FOSg:r , A,082¢—r , OA274r.

86, — Quando un foco D dell'aplanclica va all’ infinito, e sia percid p=0, la
curva diventa un’ellisse od una iperbola coi due fochi E F. Per descrivere I ellisse
che ha i fochi d il centro O, essendo n il rapporto (ra il semiasse e I eceentri-
it il quale & anche Vindice di rifrazione, prenderemo OG .’ .OE, per G condur-
remo una rella e, la eui inclinazione sull'asse abbia il seno =1 : s i circoli col cen-
tro D (3883) divengono retle LM perpendicolari all'asse, ognuna di queste LM si fa-
glierd col centro nel faco B ed il raggio czuale alla distanza dalla retta e del punto
dell'asse. Per la teoria della diolirica i raggi paralleli all’ asse che incidono sull’ el
lisse convergono nel foco F pitt lontano dal punto d' incidenza M. Alla retta e io do
il nome di direterice obbligua, perehi la vera direltrice passante per G & perpendico-
lare all'asse. — Se vuol deseriversi 'iperbola col foco E ciaseuna ordinata LM si
taglia col circolo di centro E e raggio eguale alla retta parallela ad un assintoto e
compresa tra il puslo G e I'ordinata.




