RICERCHE

S0P

LA TEORICA DELLE SUPERFICIE

TEISSE DEIWI

Nolla Momoria Sopra alowni punti- deila teoria delle superfisie, pub-
blicata nel Volume precedente di questi
> sistemi di linee di ¢

i, prendendo per coordinate

suma. suporficie i d

rvatura e silla sfor di raggio

queste nella solita rappros

o I linee ortogonali che corrispondan
ole
ta ai coefficienti dell'eles

tazione di Gauss, detti due fo
della superficie
queste farmolo (d
neamente pubblicay

che legano i raggi di eurvatura

nto lineare sferico; e da

¢, come visulta dalla Memoria che quasi- contempora-

0. Boxxer sulle superficie” appli

bili, sono

casi particolari di altre pii generali dovute al sig. Conrzni) ne dedussi
azioni in termini finiti delle superfici
carvalura piane, e insieme ad altri risultati giunsi anche (come
e il Boxner nells Memoria citata) ad uaa nuova dimestrazione
bel teorema del s
raggio di’ curvatura & u

allora satto una forma nuova le eq
a linee

Weiscantex sulle superficie nelle quali un
funzione determinata delf'altro.
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E SOPMA LA TEORICA DELLE SUPERFICIE

lio Panore di- pubblicare & ancor una_ continua
a quindi ¢
te quelle formole, aleune osser:

La Memoria che ol

pplicazione di quelle formole, ¢ no altare vieppil Pimportan,

ioni

In questa,
li che mi tornano utili nel seguito, passo a considerare. la. superficie

to dapprima, med

geners

lira superficie. q

avolute di alonque, e dimostro un. teorema  sulie

ovolute” rispetto alle linee di ¢ tara ¢ di quelle superficie per lo ¢

lazione

di curvatura principali 7, o r, soddisfinno « uni data re

(125 ) lungo o linee ¢

Questo teorena, che & una generali . WenNcARTER

aagione di quiello del

sull ura &

suporficio evolute di quelle per le quali un roggio di cu
a dellaltro, fn dipendere i problemi sulle superficie

superi

funzione determin;

i

bili su una data ie evolute (i

quelli sulle supen

applics

iltre superficie ¢ vicoyerss vio wna applicazione: cercando lo

zobbe le cui gencratrici possono, colla deformazione, ridursi
g g
1t

idursi eliche cilindriche; e t

superfi

termini, linee di crvatura della superficie trasformata,

lineo piane o, in

Lbe

o possono che le superficie

applicabili su quella gobba di area minima sono le sole nelle quali queste

arsi

cireaslanze Possono veri @ il primo 1 si presenta guando le

858 si
finiti,

rivolu

dette superficie divengono

trasformano in certe superficie di col dd lo eq

o che costituiscono una classe nuova (o credy) di superficie «

sullelicoide gobbo di ar
Per giungere a questi visultati ho dovato prima trovare le coordinale
X (i, o), ¥y vy, Ziw,¢) dei punti della sfera e la forma del suo

elemento e quando le lineo coordinate w e v su essa sono ortogonali

& che le linge di un sistema sono circonferenze, e ho dovato considerare

le superficie ovolventi di quelle che o cercava; e con questo, servendomi

are Ia elasse di super-

sempre delle formole cilate, sono giunto a determ

ficie di curvatu che non sono di rivoluzione e che hanno

un sistema di lir

de

me anche le superficie corrispondenti di cur
Tutte queste superficie hanno le linee di curvatura dellaltro. sistema
sferiche ¢ appartenenti a sfere normali alla superficie e godono anche

zioni di alcune di esse sono molto sempli

altre proprieti; o le e

quelle delle altre si riducono a contenere le fanzioni ellittiche.

— ]
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Per mezzo poi di quelle di curvatura costante negaliva si pud ottenere

a chsse di superficie applicabili sullclicoide gobha di area

minim

da

a, oltre a quolla {di cui sapra parla

o) che é costitui

lle super
dell'el
eliche cilindriche; e per mezzo di quelle di curvatura costante positi

i

nelle quali

lince cho corrispondona alle gencratric coide sono

anche a trovare lo s

perficio di eurvatura m

che non

sono di rivoluzione e che hanno un sistema di line

di curvatura piane.

Tnfing faceio vedere come per mes osservazioni generali fatte

in prineipio ¢ delle formole tro

e p sfera si ginnge subito a trov

I equazioni delle superficio a linee di curvatura di un sistoma. piave

quests conducono anche a deter
d

problemi su queste ultin

re lo superficie lo cui linee geodetiche

0 sistema sono elie ndri

e, e permettono di risolvere alce

superficie.

1. Indichiamo con &, 3, 5, X, ¥, Z le coordinate dei punti di una

supericie non sviluppabile ¢ i coseni deghi angoli che ku normale ad essa
fa coi tre assi ortogonali, con w ¢ v i parametri delle linee di curvatura

i

ali relativi alle line

con 1

aggi di

curvabur, princiy u e vre

on)

spettivamente. Aveemo lo equasi

sdXdX

“dudv T

= ds’=Edu+ Gdo*
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iperficio, ¢

il quadrato’ dell'elemento Jinears della

A L ds' ' =E'du’+ G'dv’ ,

sulla sfer

o nella rappresentazione di Gau

yreispondente sfe

formole (V. Ia mia Mem. cit. nell*introd.)

Tz

raggio uno, si avranno

for che quando sullu

nole (6) conducono subito o osservar

sfera e linee w e v st ortogonali, ¢ diano all elemento lineare la forme

E'du'+G'dv*

o che v, ¢ 1, soddisficoiano alle equaziont (6), s¢ X, ¥, % sono le coor-
dinate doi punti della sfera espresse pei paramelri w e v, esisterd una ¢

ekl assi gli angoli & oui cosent

wna sola superficie la cul normale faceia ¢
siano X, ¥y £, i cul raggi di curvature siano v, e
pti. alle

, ¢ le linee

curvature siano fe linee w e v corvisponde che. Le
equasioni di- queste superficie si avranno con sole quadrature, e saranmo

o ofe

le seguenti
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ave €, €,, €, sono costanti arbitrarie che dipendono solo dalla posizione
dellorigine dogli assi- coordinati.

Per vedere questo osserviamo: che, per le ipotesi fatte, essendo sod-
disiitte le (2) e (6), se i pone:
vt X  drdX dr o dX

D ledet du de T dv du

&F dr ¥ dr,dY

B=(r,—r,)

dudv " du dy dv du '

L AZ _ drdE_drdZ
T Gude ™ du d an’

T dv du
st avrd
A X +=BY +C Z =0,

dx d¥ dz
A B i O o0

e quindi, poich? il determinante formato coi coefficienti di 4, B, € non
avr:

C=o,

¢ le espressioni solto i segni_ dintegrazione nelle f

differenziali esatti, ¢ percid le equazioni (7) @ erranno a una superficie

per T quale si ha

© quindi ecc., eoc:3 o evidentemente la superficio () sari L sola cho
soddisfaceia a tutte le condizioni espresse nell'enunciato.

Cosl si vede dunque che per avere tutte lo superficio lo cui lince di
curvatura hamo date trasformate sferiche @ ¢ v, per le quali si ha la (4),
si troveranno dapprima i valori di r, e r, che soddisfno allo (6), ¢
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5 SOTRA L.

ORIGA  DE

LE SUPERFIGHE
allora se X, ¥, Z sono le coordinate dei punti della sfera espresse per
w e v; le equazioni delle superficic cercate saranno le (7).

Per trov

o poi questi valori di 7, o »,, quando non si presenti altra

piit semplice, ¢ che le ¢ non siano geodetich e the

dells (6) rapporto ad «, si otticne V'equa

zione

d*r, fdr,

W dudvT \de  du

og VE
dudv

In quale, quando le

non siano. geodetiche, elim

colle (6), diviene :

d*r d
dide

4 liog —

dv du

a ci dard r, con due funzioni arbitrarie.

endo nella prima delle (6) se ne ricaverd i valori cost

travati di r, e r, soddisfacenda alla (g)

11

alla prima (6), ‘e quindi

anche

seconda delle () & sarnno i

valori richiesti.

do

Notiamo poi, che mentro qui si determina prima r, integ (o)

hé e u non

e poi 1, colls prima delle (6), si potrebbe invece, pu

fossero geodetiche, determinare prima r, colla equazione analoga

ando la seconda delle (6), & poi determinare r,

(g

che si otterrebbe des

per mezzo della seconda stessa,

ogoi caso i seguird il processa col

& pi semplic

Sono queste le osservazioni generali che applicai gid in particolare pel
teorema del Wes
vatura piane, e che mi torneramno utili piic oltre.

e, & per ln ricerca dello superficie « linee di cur-

3. 11 problema « Dato “un sistema di valori ¢ (i, v) , & (, o) per r,
e 7, trovare le superfici corrispondenti nella ipotesi che lo u e v siano

le linee di c

atura» non & sempre passibile. §i vede infutti che r, e r,
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devono sempre soddisfare alle (6), ove E' & G sono cocfficienti deil'ele-

sfer

dlog VE  dlog yG'
d =

ety lnear , e quindi, onde il problema sia possibile, bisognerd

che verrunno dalle (6), dietro

che 1 valori di

i

ori scelti di , o per B! o G

ione

, ¢ quindi tali che sia soddisfatta ‘la cond,

& una sforn di rag

A TN 7
| i

che osprime ohe ln corvatura delly. superficie cui

& I'unit:

Se quosto avver, esistoranno sulla sfera delle linee w e v tali che
prese por coordinate i cooffiefenti dellelemento lineare siano £ ¢ G/,
o osi i valori corrispondenti delle eoordinate X, ¥, Z dei puoti

asisterann, per losservazione

della sfer espresso per w6 ¢ (%), ¢ quind

mero precedents, delle superficic i e ra
vall

i di

del

per determinarle baster:

do 1 e v le linee di o
trovare i valori di X, ¥, Zc
Ora, per fare questo si osserverd

X Pl Z=1
¢ alle altre

avvero, per lo (6):

(%) Taito eid b evidanto, giavehd eo servendost defla forma dellelemento Finears fn cai i
eouficieatl di it o de* souo B 0 67, sl troascern (il eho tearicamoats & possl
sistoma = e § 0 coordinate soterme, & L
mnsionn, questo esordindls ieolenms, apporienendo & una suporfcis di- curvat
apparterrabbero ancho all sfora di raggio uno (V. Mo al. & 14 Géan
par M. Liouviiae, nof. I¥), o quindi passendo da qnsm:ﬂu coondinate i formale
corrisgondun | rmvlllc\!-ml Ee
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X _dlog yE dX _dlog VT dX
dudy dv du du dv’

&Y _dlog YEdY  dlog v d¥
dud v e A ae
d'Z _dlog YEdZ_ dlog v dZ
dudv™  dv  du du_ de

¢ i valori di X, ¥, Z che sod

iranno A queste quattro
equazioni (¢ cho certo esisteranno), gincehé essi saranno it e soli quell

che convengono alle superficie cercate. Si vede infatti che soddisfac

essi alla 3%

*==1, appartervanno a wna sfera d

gio wo, e poich
questa equazione s deducono le due

L dX _dX
X = bS i

T dv

=0

per queste e per 1o altre condidoni precedenti ne vengono le relazioni

LAXdX

z =
du dy

“\dv

5 {dX )’

ove U e /7 sono fu

chiaramante che veng

0 ad essere soddisftte tutte le condizioni volute

Trovati eosi i yalori di X, ¥, Z, si hanno, come si & detto, per

joni delle superficie |

ovo M o N <ono funaloni di u e 0. Queste equaziont sono east particolari di quello studiste
d4 Evueno o da Larrace, o si sano intograre in casi molfd general,
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curvatura sono r, e r,, essendo o o o lines di curvatura, @ cosi Ti-
solviamo la questions proposta. Inpltre notiamo che nello stesso tempo

si' risolve cost anche Paltra questione della ricerca delle superficie 1 eui

cor-

punti si corrispondono in modo che le lince di curvatura sono lin
i dicur

rispondenti, o i ragg ura sono uguali ai punti corrispondenti;
¢ anche si risolve la questiono della ricerca delle superficie i eui raggi

di curvatura soddisfinno a date rel

(s )

lunga lo lineo di curvatura; e cost con questo processo potremmo, per
esempio, trovare le superfics

A : i 4
corrisp varia. prof al cubo del

por I quali lungo lo linee di curvatura il

raggio di curvatn

P'altro, ece. , ece

A, Queste asservazioni conducono ad una proprieti delle superficie a

linee di curvatura piane. Ricordiamo pereid che, indicundo con w6 v i
parametri di due sistemi di cerchi ortogonali sulla sfera, scelti in modo
che si ubbia

ove U, e F, sono fanzioni di u e v respeitivamente cho dipendono dal
. cit) che le superficie
per raggi di curyatura

sistema di cerchi che si considera, si trovd (Mes

linee di curyatura piane, ¢ non geodetich

i

(r=U—F+F ety

| = U—F—U'(u+v),

ioni di

ove U o # sono funzioni di « o v respettivamento; e le equs

quests saperficie sono le (7), ove r, © r, hamo
X, ¥, Z somo le coordinate della sfera espresse per u e v, come le de-
nella Memoria

Vicoversa, se essen

valori preceder

termin;

wrvatura di uma superficie,
ra sono dati dalle (10) (o possono ridursi a questi

i loro raggi di curva

Aeead, dei XL, — Serie T, Tomo 1L 2




10 RICERCHE SOPRA LA TEORICA DELLE SUPERFICIE

nello. loro. esy i per u uma funzione di «,

per v una conveniente fmzione di ), In superficic sard a linee di cur-
vatura piane, gioeché per lo (6) si vede cho i coofficienti dellelemento
lineare sferico corrispondente saranno dati dalle formole -

o ;

VG =—

ay T

e qu

ndi sulla sfera le linee ¢ e v saranno circonferenze

dunque eviden

temente si pud concludere il seguente teorema: Le supenficie a lince di
etrvatna piane si. dividono. i infinite clussi complete di. superficie i cui
puntt si. eorrispandona in mada cha le linee di- curvatura sono corrispon-

denti ¢ § raggi. di curvatura

quindi anvhe la curvatura delle superficie) ai
punté corrispondenti sono eguali. Le equazioni di wnu stessa classe di queste

stpenfic

o si ottengono con quedrature datle (7), quando », e r, hamo
i walori (10), lasciando alte fizioni U e I wno stesso valore, o valori

tali che 7, possano. vidurs alla forma dovata col cangiare u in

au--b, € v in av—=b, o varindo le costanti arbitravie contenute in
X, ¥, Z in tutti i modi possibili, talché le linee u e v vengano ad essere
tutti i possibili diffe

ricntrano nel sistoma d

nti sistemi di cerchi ontogonali della sfiva ehe non
meridiani ¢ dei- paraliels

rlicolare si osser

5 I p per le superficie di area minima

=0 a linee di curvatara piane e non geodetiche, si ha dalle (10):

U=cu'+c'u+c", F=co'—clote ;
u v

e cangiando w in win ==, il che evidentemente pud farsi suppo-
) F

nendo ¢ positivo (come pud sempre supporsi, poichd se nol fosse si

cangerebbero i segni di 7, e 1), ne verra:

(0 =—(u-+

e cost le costanti ¢, ¢,

non compariscono in ¥, 6 r,, ¢ si pud percis

coneludere che . Le supenficie di area minima a linee di curvatura plane
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e non di rivol

sione costituiscono una classe completa di sapenficte © cui
punti si corrispondono in modo ohs le linee di curvatura sono cor

ispon-

denti ¢ i razgi di curvatura wi punti corrispondenti sono uguali. Una pro-

prieth analoga ha Tuogo per 1o superficie parallels a queste 7~ r, = cost

6. Passiumo ora o studiare la superficie evoluta (luogo dei centri di
curvatura) di wna superficie ¢

rispetto ad uno dei sistemi di line
Lo studio delle superfic

di

curvat

evolute di quelle per le quali un
raggio di curvatura & una funzione determinata dell'altro , condusse il

sig. Wemcanyes a d un teorem

sulle superficie
applicabili su quelle di rivol

iporficie evolute in
generale si otterranng dei teoremi mena semplici, ma che pero hanno
una cérta utilith, come avremo occasione di- mostrare.

Per questo cominciamo dall'osservare che le equazioni della superfics
evoluta E, rispetto alle

ee v sono le seguenti:

In quests lo variabili indipendenti sono ¢ v; ma qui, supponendo che
non sia.eostante lungo lo linee v (poiché altrimenti le lince v sarebhera
scolari, ¢ la superficio evoluta si ridurrebibe  una cwrva), pronderemio
coordinate sulla superficie £,
eo corrispandenti a queste variab
sono ortogonali. Dietro ¢id, i avri

Llavela

, giucché, come ¢

i s

stessa
dalla prima delle (r1):

uperlicio £,

HE garl gy
| dr, —dr,” vdn, T
| 11§_d§(.‘(ﬂ) dE_ (da

o duldv) T Tos \du "

Xy

el
dy

av) “ade

nella seconda delle quali r, & stato considerato come costante nella de-

iy

du
e, e il (F deve essere tratto dalla r, = cost.




13 RICEXCHE SOPRA LA TEORICA DELLE SUPERFICIE

Por questo o per le (1) si aved dunque:

mento

neare della superficie (11).
Chismando dunque g* il coefficiente

o di qui

log & =log (1, — 1) & log v T ;

e percid la sceonda delle (6), che considerando w come funzione di r,
o di v, pub scriversi

dlog Y@ _
e

¢i dard la seguente :

dlog & : < :
Mo 7EE non & altro che Ta eurvatura, geodetica dello linco r, sull
ar, . A

superficie £, , dunque di qui si pud concluders cho: Nelle superficie evo-

tute delle non sviluppabili, i raggio di curvatura geodetica delle linee

tralettorie: orlogonali delle. geodetiche evolute delle lineo di curvatura
della superfic
della superficic evolvente.

Questo teorema risultava subito dalle formole del W

o evolvante, & eguale alle diffirensa dei raggi di curvatura
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nole ne dedussi altra volta la (13}, che fu data anche dal

sig. Brummawt. Qu
vare I (1a) che poi ci sard utile.

one di tro-

1' o nuovamente dedolta.per. avere oct

7. Supposto che la superficie data fosse sviluppabile, o che le u fossero
e generatrici, la evoluta. E, sarcbbe pure sviluppabile, e le Jinee corrispon-
denti alle  su essa sarebbero lo generatrici; inoltre , dall'osservare che
sulla evolvente X, ¥, Z sarebbero funzioni della sola w, e G suebbe una
fungione (v) di ¢, ne risulta che in coordinate r, o ¢ Pelemento lineare
di B, si avrebbe , per mezzo delle (11), sotto In forma ;

AE'=di} 4 g de’

e quindi si pud dire che: Nela sviluppabile E, evoluta di un'aliva svi-
luppabile le linee r,= cost, ciod le traiodorie ortogonali delle geode-
tiche v sono esse pure geodetiche ;  per cid cho precode questa propricti
delle superficie evolute delle sviluppabili non appartiene ad altre superficie
evolute.

8. I risultato del § 6 contienc in sé il teorema di Wraanzex
evolute di quelle per lo quali un ragg]

esso i luogo alle

di curvatura &

sulle super

una funziono determinata dell'altro. Nel caso gener:
osservazioni. seguenti

Suppaniamo clie 7, , espressa per 7,

: per v, sia data dalla formola:

e consideriamo tite le superficie evolute &, di quelle i cui raggi di eur-

vatura soddisfanno a questa relazione Tungo le linee
ficie o differemza r,—r, nei punti corrispondent
e di v sarh sempre la stessa, ¢ quindi si pud dire che: Le super
evolute di quelle § cui raggi di curvatura soddisfonmo o ana stessa vela-
prende

. Per queste super-

agli stessi v

sione 1=, v) lungo o lineo di curvaturav, rapporto a cui
evoluta, godono della proprictt che su esse le linee r.=cost.

pondenti agli stessi

la superyi
hanno la stessa- curvatiure geodeticn nei punti: cor
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valori di 1, e di vs ¢ inoltre in questi punti le stésse superficie By hanno

anche la stessa curvatura, giacchd la curvatora di w

quale i ha

dpiegtdo?,

g
g :
per

9. Vicoversi, sia § una superficie (svilup

hile o no) nella quale le
linee v sono geodetiche senz essere rettilinee, e le linee ortogonali r,

non sono geodetichie; ¢ si consideri il sistema. delle tangenti a queste
geodetiche v. Questo sistema di retle sard (eome & note) normale a

I
di queste superficie: quindi, per cid che precede, dietro Uipotesi fatta
di §, queste superficie X n

sistema di superficie parallele %, ¢ la superficie § sard

sulle linge v o 7

1 saranno sviluppabili,

di curvatu

s si chi

mano 7, ¢ 1 i loro r

i glle

le linee ortogon:
:

geodetiche v su § avranno per curvatura © s pud

zeodetica
r

Cnkd|
vie wn sistema di ‘geodetiche v

quindi concludere che - 8o su una supe

sana zali che st abbia per esca:

o se lo line r, non sono geodetiche, la clusse completis delle superfioie
per de quali o linee v sono. geodetiche ma non rewilinee, o le dinee r,

hanno la stessa curvatura: geodetica nei punti cor]

spondenti agli stessi
valort di r, e di v, & costituita dulle eoolute B, di quelle per le quali
si ha

diog g

dr,

essendp r, ¢ r, § raggi di curvatura, e le v nn sistema di linge di cur-

vatura. Se poi le linge v possono essere rettilinee, i che avwiene nel caso

che g* sia una funzione di secondo grado di v, della forma
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ove P, w, b soun fursioni reali di v, per completare la classe delle su-

e _[n.re por le quali le linee 1= cost, hanno la stessa curvature geodetica
e

£ bisogna uggiungere alla viasse procedemte di superficie evolute

dr,
quelic delte superficie vigate per le quali questa: condisione ¢ soddisfatra

10. Essendo ora

dot=dp 4 gy,

volute o rig:

il quadrato dell’elemento lineore di una delle superficie
testé considorate, e supponendo cho e linge 1, non siano esse pure geo-
detiche, g conlerrd certo 1, e per tutle le altre superficie per le qu
geadati

i le

inee r, hanno I stessa curvs

5 il quadrato dell’elemento

lineare sard :
dol=dr +F g de

essendo ¥, una funzione di v.

Nel caso adunque che g contenga
saranno tutte applicabili, almeno finchié si considerano com
infinite
modo che le Tinee o ed r,

erficie non

che ln v, queste su

corrispondenti

le linoe v ed 7,3 perd si decomporr
superficie applicabili I
corrispondenti.

Ora perruna stessa classe di queste superficie applicabili
di- dv® nel quadrato dell'elemento lineare si riduce alla. stessa. espressione
in Fanzione di 7, ¢ di v, ed altrettanto aviene di
denti evolute; quindi per la (1) anch
lo stesso accadr i G perche si ha G =
delle superfici
espressione
Dunque, se si ossorva che nel caso che la (14) possa appartencre anche

st complete di

sull'altea,

coefficiente

nelle corrispon-

G avih una stessa espressione, o

G5 e viceversa le ovolute

per o quali m=g(r, ) ¢ 6 o G hanno u stessa

funzione di r, e di v, sono applicabili T'una sull'altra

a superficie rigate , ciod el caso che. si abbi
(18} e gl=rtfr—afptt

In velazione (15) si trasforma nell'altva;
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(1) vvveeenes  &rr)—r r=a'+f,

ie

se ne potd concluders il teorema seguente: La classe della superi
evolute E, di quelle per le quali lungo e linee di curvatura del sistema v
che si considera wviene soddisfatta fre § raggi di curvatura ana stessa

relazione r,=5(r,,v) che & diversa datia (16) e che contienc v, é com-

Luna sullaltra in

posta di infinite classi complete di suporficie applicabi
moda che le fince v ed v, siano corrisponden
suporficie. applicabii su wna superficie data., per la quale si T

reciprocamente tutte le

dif=dri4gtde®

ove g* contiene e non rientra nelfa (15), sono evolute di superficie
per le quali fia r,, v, e v esiste I relasione

_dlog g

dipendente dal cosfficients g* di dv* nell elemento lineare. della supersfi
data. Inolire per wuna stessa classe di superficic applicabili it valore det
cogfficiente: di di? m-t quadrato deil elomento lineare della superficie
evalvente e in quello sférico corrispondente quando s prendano per. coor-
dinate e lince di curvatura u e ¢ sulla superficie evoliente ¢ le lineo
corrispondenti sulla sfera hamno (o si riducono ad avere) wia stessa

espressione quando si esprimans in funsione di r, & di v; e reeiprocamente
6),
per ottenere le classi complete di superficie applicabili sulle evolate cor-
rispondenti, bisogna aggiungere a queste evolute lo diff:
superficiz rigate per e qualé, quando le v sono le genevatric, si ha:

Nel caso che la relazione data fra i raggi di curvatura sia la |

iti classi dé

dat=dr 4 P |(r,— i ] do?

essendo ¥ una fimsione di v che dipende della forma delf elemento Hinéare
della classe speciale dé superficie applicabili che si considera.
Notiamo ancora che se per una superficie evolvente per la quale
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= (hy 6

G & G hanuo i valori G, (r,,v), G!(ry. ), per wnalira superficie qui-
lunque della stessa elasss G o 6/ avianno per
o per v eabili 7 sand lo stesso o polrd

ridursi o slesso g

spettivi valori 776G, .Vl'.'“‘

stessi classe di superficie appl
ado a ¢ si sostituisca una funzione di v tale che

I'espressione di #;, non resti alterata per questa sostituzione,

11, Questi teoremi fanuo dipendere i problemi sulle superficie appli-
qui

cabili da quelli sulle supeficie evolute o vicoversa; ed io, per d

un cenno delle applicazioni che per questo essi possena averc, passerd
ricoricars so osistano nporficie gobhi lo cui generatrici possano colla defor-
driche.

mazione delly superficie ridursi piane, o piit generalmento eliehe ¢

non sono_gobbe ma_ sola
esse si abbin

applicabili sulle superficic gobbe , tlehé. per

lavr,

e AT () e

ove & @ sono funzioni reali di ¢, cosl, se esistono; pel leorema prece-

dente saranno fra le superficie evolute F

, di- quelle per le quali si ha

a'+f*

2(r o rg —r

ilindriche, cosi si vede che

. devono essere elicl

e poiché le ¢ sull
saranno fra le evolute di quello di quosta classe (18) (se pure ve ne ha)

le cui linee di curvatnra v siano tali che lo geodetiche ¢, che loro cor-
rispondono sufla E, , siano eliche cilindriche.

Ore questo porta’ che b sviluppabile Juogo delle normali alla superficie
ndi (per un teorema di

merat) le sue linee di curvalura, e percid anche quelle della s

evolvente lungo le lince ¢ sia un elicoide, e ¢

Jox
pericie évolvents dovranno esser piane ; dunque la nostra ricerca si riduce

cost w quelly delle superficie le cui linee di curvatura del sistema v sono
pitne ¢ i raggi di cursatura sono logati dalla rolazione (1),
Ora, per questo esserviamo che dally (18) si ricava :

Acead, dei XL — Saria 11, Tomo 1 2
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¢ quindi, indicando eon & il coefficients di dv* nell'elemento lineare delle

superficie evolute, e supponendo il metro v scelto in modo che sin

sempre

o per I (i

da cui

e per la proced

(G'—n=—p"C",

© quindi, intendendo incluso in @ il doppio segno, si

EVE

=f

V& yi—0

g) i r=a

Vi—G

e cosi I nostra ricerea si riduee & quella delle: superficie o linoe di
vatura o piane, ¢ nelle quali, fra i raggi di curvatura #, e r, ed il coef:
ficiente G di de” nell'dlemento

neare sferico, esistono queste due relazioni.

1

sono geodstiche , da quello. in cui nen lo sone, o consideriamo ora. il
primo_caso.

Cid posto, distinguiamo il caso in_al

le linee v (della evolvente)

Tn questo caso le geodetiche v della evoluta sono piane e viceversa:
dunque questa prima parte della nostra ricerca conduce
problema della ricere

risolvere il

e superficie gobbe, le cui generatrici colla de-
cie possana divenire piano. e quindi linge di

o trasformata

formazione della sup

vatura della suporfi




MEMORIA” BT U

ISSE DIND g

Ora si osservi che, ritenendo i raggi di curvatura

dati dalle (19),

ro sforico , I rela-

88
iente di dv® nell'clemento line

ove yG & il coelfi

sione (18) o la seconds delle: (6 sarebbero gik soddisfatte, ¢ quindi non ¢i

resterebbe da soddistire che alla prima di queste (6), 1 quale nel nostro

he richiede che

. Questa condi-
sione posta nella prima dolle (1g) porta nd uniitra condizions, perché

s per essere le ¢ goode

nelle. relazioni (1g) ¥ deve appartenero, come si & detto, all'element

lineare skerico dunque per le superficie che cerchiamo bisognerd ohe
5. p siano tali che si abbia

a— )

w—g+p

essendo ¥ il coofficients dellelemento
Ma essendo le v geodetiche sulla sfier
si pud (tome @ noto) supporre che u si

neare sferi

e le 1 loro traiettorie orlogo

seelto in modo che si abbi
NG
du®

Va

2
sido dall précedente il valore di 1
du’

quindi, ri , si vede che, onde

soddisfatta, si deve a identicamente

laprecedente si

014, se 4 non & costante, suppon

questa ci darebb

per qualunque valore di w; poiché @ non & sero, altwimenti la superficic
evoluta sarebbe v
precedente si cangierebbe nell

ippabile; quindi se ne dedurrebbe g'= ¢, ¢ Pequazione

che non pudl sussistere e
deve contencre la w, altrimenti sarebbe
si tidurrebbe a una curva
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Dungue dovrd essere lo. #== cosl. , e ora per questo

in ga, la equarione precedente diversi :

0406

darebbe g =0, il che & pure

ssurdo,

Dunque « & £ devono essere costanti, o quindi cing

wella [ siavri

ea

che appartiene lle superficie gobbe applicabili su quella gobha di a

risnlta

r le gencratrici di. queste super

e’

a for ite del loro elemento line

suhito dall one: delk:

ispes

pre:

divengonoeffeltivamente piane quando la superficie viene di rivoluzione,

tra parte, per essere in questo caso, dietro le formole precedenti, G'
e r, funzioni di u soltanto, si vede subito che sulla evolvente le linee &
sono in pid
anche lo loro evolute; nan possono essere che di rivoluziane; o con questo

paralleli & sono circolari; quindi queste’ evolventi, e perci

evidentemente si pud ora concludere il seguente teorema: Lo sole super-
Sicie gobbe le cui g i possono colla deforniazions. della <upes
ridursé piane, ¢ quindi linoe &l enrvatura delle superficie trasformata,
sono quelle: applicabilé sulla superficie gobba di arca ‘minima. Quésta
aircastanza avviene soltanto quands esse divengono di rivolezione , net qual
cavo le generatrici si trasformano nei meridiant detia. superfioie.

oficie

13, Resta ora o considerarsi il caso in cui o v della superficie evol-

3 prin

venle non sono geodetiche. Ma per cons
Welemento lineare della sfera, quando in

derare. questo’ caso

necessario di trovare lu form
n sistema di queste § format

essn le coordinate « ¢ v sono ortogonali
da circonferenze che non sono circoli massimi
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. percid le linee o sulla sfora un sistema di circonferense o

tano le coordinate dei centri

Ayy A (fonzioni di queste
conferenze, supposto che origine delle coordinate sia al centro della sfera.

Ponendo 3=, "+ A }+ 4", & chiaro che la retta che f cogli assi
gli angoli i cui coseni sono (i;t ”—,i
centro della sfera al contro dei eerchi v), & perpendicolare l piano delle
circonforenze o, e quindi se » (fnsione di ¢) & il n
conferenze, o so. X, ¥,, Z sono i coseni degli angoli che wna retta
situnta nel piano di questo linoo fu

che va dal

flﬂ‘\ (e che & quella
/

gio di queste cir.

oni di v e

oi tre assi, ¢ sono fi

di un altro parametra ¢, si ayed :

14, X=o,

= 2

o lo equazioni della sfera saranno lo. seguenti
X=d+rX, ,
Y=d+rV,,
Z=d+r

O, siccome X, ¥, Z, soddistanno alle condizioni 3 s 24, X, =0,
ate dei punti di una sfera di
coli massimi (%) quindi se si

et

le potremo considerare come coordi

raggio uno, nella quale o lines ¢ sono
prende el parametro ¢ (che & ancora indetarminata) Pareo d

contato a partire da una linea arbitraria L, ¢ se sindicano con (B, , B, ,
&) (fanaioni di v) le coordinate dei punti di questa curva, o con (C,,
€,, €,) (funzioni di ¢) i coseni dogli angoli che upn retta perpendicalare
alla direzions (B, , B,, B,) e situata nel piano del cer
ussi, le equazioni di questa sfera ausilinria saranno le seguenti :

esti cerchi

hio v fa coi re
X,=B cost+C sont
T R

Z,

=B, cost+ C,sent ,

By cost+ C sent 5

'} s quast stara cireoll o &f riduoona a uno solo quands le lnce v sono fu plan
i § ragionameni che qui sl fmno valgono anche in questa csso.
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e quindi quelle richieste della sfera si potranno scrivere

X=ud;+1(B, cost+ C, sent) ,

! ¥ = d 47 (B, cost + C, sent) ,
! Z = A1 (B oos 1 G sent)

e in queste lo tre ¢ a

A
(B, B P
125 ) B By, B, (€
savanno’ tre: direzioni ortogonali, o quindi legate dalle solite sei equazioni
AN
cho si riducono perd a cinque, giacchd una- di ‘ssse, T 3 L) =1, ¢
/
subito soddisfatta per essere X 4,*=)*; inoltre fra lo 4 & la quantiti #,

wrk la relazione

che & positiva © minore di uno, s

Fari=a

Ricavando ora dalle (

a1) i valori di dX, d ¥, dZ, e quadrando o
sommando coll'avere riguardo alle relazioni che sussistono fra le .4, B, €,
e a quelle che se ne deducono colla derivazione , si avri pel quadrato
dell'clemento lingare dell sfera in coordinate ¢ ¢ ¢ -

ds''=rtdet

A, B'sen t—3 4, €, cos t+r2 8, ¢/ dedv+ G dv',
indicando con G, il coefficiente: di d¢,

Se ora per semplicizzare si suppone che le linee £ ¢ v sulla sfera

ausiliaria’ (20) siano ortogonali (cid che evidentomente si otterrebbe pren-

dendo la linea

iale £ ortogonale alle linee ¢}, si avel:
{ag) R IB Cl=0u

¢ quindi ponendo

A, Cl=Msen ¥, Zd, B'=Mosh

ove Me H¥ sono' fanzioni. convenienti di v, si avrd

ds" =t ar Msen (t— I ) dit do - G, dv®,
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amo ora in luogo delle linee ¢ il parametro u delle linee orto-

lle v. Osservando percid che quando si sostituisce a ¢ una funzione
di wediv,siha:

de | dt| d
(T} i M sen e ) :mﬁa.mum dy,

& il nuovo coefficiente di v, si vede che ¢ deve essere deter-

minato in funzione di x e ¢ mediante I'equazione

di
(a4) . M sen (¢ — H )= p = T 2
e allora sard ¢
fady et ds' *l“( ) dif Gy’

Ora, per vedere che cosa & G/, osserviamo che s si chinma § I'angolo

che il piano dei cerchi ¢ fa colln sfera, ln curvatura geodetica dei detti

cost la lora curvatura

cerehi & <22 pojehd evidentomente sen § =

Ma, dlaltra parte, dalle formole generali

5 quindi dovremo avere:

dlog VI
; =L
(36 v =1
intendendo ora che il doppio segno sia incliso nel valare YT di 3
Ora dalla (25) si ha:
di) e

dud
dt
du

dlog 7148 (rﬁ

don, dy
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o poiché dalla (34) si ha

a* &
——Meos(t— F)
" Tudv Lo =)

M

Alop s M
— o0s [ )

dy 1

e quindi per la (a6) si dovrh avero:

= Mes(t— ) _

& percid, poiché nella nostra

potesi, cho le’ v non siano geodeliche, il %
& differente da zero, si avid

— Meose— 1)}

e di il quadrato dell'elemento lineare della sfera sari :

[ den
et (G g L

\7z) ¥

essendo £ legato ad & @ ¢ dalla formola (24); ciod essendo e « e traiel-

= M eos(e— FF)[*de,

metro che avevamo scelto avanti ().

torie ortogonali dei cerchi v, e ¢l |

14. Premesse queste formole , torniamo or
ricerca delle superficie, nelle quali le linee di curvatura del sistern ¢ sono

al nostro soggetto della

pianc e non geodotiche, e i raggi di curvatura sono legati dalla relazione (1

Per questo osserviama che per le superficie a linee di cu v piane
© non geodetiche, Velemento lineare sforico prende Ia forma precedante (28);

quindi nelle formole (1), cui devona soddisfare le superficie che corchinmo,

%) Notiamo che quuitonque - dimostrazione
4 ol massimi, pare aneho in questultime easo
dells (28) stessa,

dolls formola (28 esclnds il easo eho lo o
2 uia formola che & caso pariicalore
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il valare di G’ dovrd intendersi dedotto dalla (a8) col prendere per esso

il coefficiente di dv* in questa.
Ora, ¢quando siano soddisfatte. queste condizioni (:
§ 12), resterd soddisfatta la seconda delle (6) ¢ la (18); quindi, onde

0 a un superficie i

ome gil i disse al

i valori di r, e r,, dedotti dalle (rg), appartengs

¢ coi tre assi sono dati dalle (a1

cui cosent degli agoli della nors
basterk (§ 2) di soddisfare anche
sia il coeflciente di du? nella (8).

lla prima delle (G), nell'ipotesi che F

Per vedere come quosto possn farsi osserviamo che, considerando 1,

na delle (6)

espresso per £ e ¢ [essendo ¢ determinato dalla (24)], la pr
si pud sorivera :

VE._drydt o dr
e i ST
dt d

*
o=V T=—

che vale per tutte lo superficie in cui
& non geodeliche.

Sostituendo ora in questa per r,—

dotti dalla (19), s a

G

d
g -

ME
(1 —G')="—Fsen(t—I¥')
— a2 VBTG P—af G (1—=G') ;
e ponendo G'=g.%, o osservando che per la (28) si ha:

= ; {r— M cos (e— 1))

se ne dedurrd T seguente :
accad. dei

— Sorie 111, Tomo 11 ‘
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3G}y vivn

che doved essere identis

zione si riduce

Ora, s si pone co

Pt QY 1=

5 quindi, onde sia identica,

P

N si potranno @

Q ¢ R sono funzioni vazionali in

ere che i ti cas

segu

ato di

solto il secondo radicale sin il quads

Q=0 o la quantit)

una funzione lin

mdo radicale sia indipendente da ;

Q=o0, M=o, ciodilse

da zero, ¢

uniniamo’ separatamente questi diversi casi.
identemente impossibile a yerificarsi. 11 secondo davebbo

1l primo &
icie evolvente sarebbero geode-

Gi=z (),

I lince w della nostea supe
(v). Allora per

juesta o per ln’(18),
¢ le superficie

ehbe 7

tiche, o quindi si a

non potendo f essere zero (poiché i esclude il caso
hili)
el

vque pure da ¢

ne verrebbe anche r,=¢

cerchiamo siano svilupp

evolute ch

evolula ridurs 4 una curva

& quindi I superfici
cludersi; e quindi non restano

Questo secondo caso & d

ora che il Lerzo o quarto caso,

Ora, incominciande da quest'ultimo, si osserverd che per essers

MW

né M, né H" nno nulli, ¢ dovendo il secondo radicale

ridusi al primo,, si dovrebbe avere

M=o, M=), o quindi g =ztcos(t—IF).
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Per questa la (ag) diverrebbe

B = sen® (6— I} 4= sen (t— W) cos (t— 1)

e non essendo 7' =0, o non potendosi avere f= v, questa & impossibile
a verifica
1l quarto caso & dunque pure da ¢
che il terzo, vale a dire quello in eni P=0, Q=0, R=o.
O lessers Q=0, R=o po iche 757"
per queste si vede subito che, non potendo essere M=o, la condi-

cludersiy ¢ quindi mon resta pit

a subito

sione (29) di anche f'=o; quindi in questo caso M, @ e f sono

costanti, e percid, avendo riguardo alla forma (17) di 4", s
che le superficie evolute cercate, anche in questo ca

superficie evolvenle non sono g‘.m]cuchc. se esislono

pud dire
i le v della

yin o

ano fra quelle

applicabili sulla superficie gobba di

Cid posto, se s introducono le mm]mum di WV, ze
nella (29), questequizione diverr :

Tt

le quali stabiliscono due nuove relazioni (oltre la JF"=cosL), cui devono
soddisfure lo quantith .7, B, C, ».

Ora queste due condizioni sono soddisfatte prendendo r =
M= =)=zt yT—7% quindi si ha intanto
a questo. caso.

ost

 soluzione corrispondente
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Supponendo poi che r non sia costante, dalla se
zioni preeedenti si dedurrd,

conda delle condi

ove ¢ & una costante differente da zer
quindi, sostituendo nella prima, si av

perché altrimenti

Pequazione

cui deve soddisfare 7.

(¢]

per integrare

iy

\z)

e prta

ndo p una costante. Di qui si ha:
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b

¢ questa ponendo 1= — o cangiando ¢ in —¢—b, diviene :
i

; j da e
A ) P e e e

e ci mostra che generalmente r* si esprima in ¢ colle funzioni ellittiche,
essendo v il parametro pel quale T'elemento lineare della superficie evoluta
prende la forma {17)

Cosl, chinmando m* o m,* le rad

i della equazione

{1kl p (1 d=2) ¢

ehe possono essore reali o complesse, si avid

d e

DV =) = m,

¢ quindo m o

S

, non siano zero, ponendo @ =m =, sark:

Y dx

o quindi, se m e

da cui

() R

man{m, ), =

e )

15, Adesso che abbiamo trovato tulte queste con
determinato il valoro di  che entra nelle formole (21), si possana de-
terminare i valori delle quantith #, B, € e quindi i coseni X, F, Z
che convengone alle superficie cercate.

izioni, e abbiamo
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Osserviamo infatti cho questo quantitl, in quanto appartengono alle

superficie a linse di cureatura piane, devono soddisfure alle equazioni

TBi=1, e, ; 4 B=o0,
(35). Ly = -
4 C=0, B G=o, Tdlrr=1,

e all'altra

(36) L8 Gl=0

In qu ate

ato poi le quantith 4, #, € apy
alo. che si der w

tin t=+ A, il che equivale a supporre FF

engono alle superficie cer

8@ tro

ves

cost.; ¢ poiché pud sempre can-

0, cosl potremo

che W=o, 23) si dovrd aere:

allors per le

si & trovato che dovrd aversi o

ovvero

E e

essendo § una funrions dipendente generalinente, come si @ delto, dalle
funzioni ellittiche di
Or

condizi

erminare le guantith f, B, € in modo che queste

o soddisfatte, si osserverd che la t

ni s

a e la quinta delle (35)
(36) sono e

uazioni linea

rispetto alle B prive di secondo

membro, ¢ quindi, poiché le & non posso

o essere tutte nulle, se la (36)
non & identicn per essere €= C./=C,'= o, dovranno sussistere [

loro coofficienti tre equazioni lineari :

LA+L CH L, Cl=0

LA4L €+ L, C)
LA L O L Cl=0
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essendo L, £,, L, tre fun
essore nulle.

moltip]
€, 0 somn

ni di ¢, due almeno delle quali non possano

andoqueste equazioni per 4

poi. per
) e alla

co, G

1s G
prima. dello (7], se no deducs Lm0 £y =03 duntue. exi

dowh essere C'=0, C/=0, C,

do ogni volta, coll'avere rig:

o, ossin le € doveanno essere

costanti.
La direzione (€,, C,, €,) & dunque fissa, e i piani delle linee «
sono. paralleli a ot i
questa direzione, si vl C,=0, C,=0, €,=1, ¢ cosi resten
{nlants soddisfutte la seconda dells (35), 1a/(36) & la prima. delle (37
Ora, perché siano soddisfatte anche la quarta e la quinta delle (35),
si vede che bisogna prendere A, =0, B, =0, ¢ quindi ora potremo
prendere:

ione fissa; prendendo 'asse delle 3 secondo

=1T—riseny, d=o,

B=cosu, B=senw , B=0

ove 7 e sono due funioni di v} e cost saranno soddisfatte anche tutte
le (35), tranne la terza di esse.

Per soddi

 anche u questa si vede che basta prendere
delle 4, B, C:

¢ quindi si aved o p

A= VT—7isen
B=cose

C=0,

o resterh ora a delerminarsi soltanto il ¢, eid che si fard colle (38) o
colle (3g), avendo riguardo alla seconda delle (37).

6. Osservando inf;
cho si ha in ogni caso M=—7T

i a guest’ultima o alle precedenti (fo), si ved

ic'; e quindi, nel caso in cui si

hanno le (38), avremo pér déterminare ¢ la oquazions
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="piry

Ia quale &

e per questa,

© ora per avere i coseni X, ¥, Z in questo primo ciso nom vi & pit
(ar) i valori (40) delle 4, B, €, nei

sostituire nelle fors

ia posto

iabile ausiliaria r. Per

Ma in queste formole comparisce: ancora la va

eliminarla si osserver , tenendo conto

che in questo primo caso la (af

del cambiamento che si ¢ in =v=Ee, diviens

ale ad « la funzione arbitraria

rsi, sioavrd:

e da questa integrando o preadendo
tata dall

di 1 ione, il cho evidontemente pud

¢ quindi

sent= e
T—rt

r

eosh iu-l- L

Dietro quest

mole, in questo primo. caso, i detti coseni saranno :
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=r,)
/

X=yT=ricosv—4rsenvtanh (n-v- -

1) e ¥=yT=7ise

—rcose tan h ({L-4-

Ze
cosh (4.-..

Oggervando poi che i valori di VE e y@ corrispondenti 1 questo
Cas0 Son0 ¢
¥

E'=

m}.(

—tanh Lu-o-

Vi

per-le (ig) si vede che prendendo YT—f'=
cosh (n+_

raggi di curvatura P, € r, sdranno

\

43 r=ar

sonh (u+

e quindi le equazioni delle superficie corvispondenti a questo caso di
r=cosl. saranno date (§ a) dalle formole

e AL dx
w=[(r, SZdutr, 22 do
N J T it}

l

e o, j=I(r_%m+f-‘ %w) .

quando in esso per X, ¥, Z, v, &, si pongano i valori precedenti (1)
© (43), e che si eseguiscano le integrazioni.
Accad. dei XL. — Serie I, Tomo II.
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17. Per lo superficie poi della secondn classe per determinare il 7
nelle (fo), si avrk Pequazione

=—c

che risulta dalla seconda delle (39) coll'osservare che Af
Di qui si dedun

e p=—cfrtdv+

ulls
per #° vi si ponga il suo valore in funzione di v, ¢ verrd a dipender

5
essendo ¢, una castante arbitraria che pod supporsi o cosl quando

generalmente dalle funzioni Jacobiane.

Liespressione poi di ¢ per r si attiene facilmente collosservare che

“dr
o i

ridp

————— e,
Y= (i4pritorh)

da cui, S, siavrd

= 5 [ dw
+p{ia

J+et

@ questa, esclusi ‘cerli yalori speeiali di p 6 ¢, dd 5 espresso per un in-

tegrale ellittico di specie

Per determinare ora anche il ¢, si avd fa formola

de

‘!"+(-r‘)scnf:r_.

i 6 riduce Ia

in questo caso; quindi prendendo anche qui la

funzione arbitrs

2 di w oguale ad w, si aw




|
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frade;

1
log tan — ¢ = u —
a

e a causn dei valori trovati per  U'integrale i v si esprime esso pure
Imente per funzioni ellittiche.
asserver

genel

Volandolo espresso per

j,-m‘-= ﬂ=}
o e B

si pud subito eseguire I integrazione, e se non

che si ha, per la (3

dr

Vieprier

o quindi, ponendo

i ha p=4 e,

dere @

p

2t

3 ddv=—_lo gL 7 re e
(47) Jr e e 3 +u+(_ T=pridc {

intendenda (all'occorrenza) inclusa nel logaritmo la costante (2 k1
“[ride sia sempre reale.

per fare st che il valore (
Nel caso poi di p===2¢ (che & quello che quando si hanno le
funzioni_ellittiche, conduce ad alcuni cosi limiti), se si prende per
t=acrictr il valore 1z=e
a formola :

sempre fire), i aveh

rdr

’ (
o= | —
! Ji=er

rientrare nella precedente coll

che nel easo del segno superiore pu

. 1 s
giungere la costante = log 2; e per questo, poiché, come vedremo, lo

mper[icig eorrispondenti al segno inferiore non differiscono da 'l”U”" che
corrispondona al segno superiore, potremo considerare sempre la (47)
prendendo p=2¢ qundo p’=4e", o ritenendo che allora it radica
abbia il valore 1-c7* e ¢ possa essere positivo o megativo, ma non

uguale a zero.

In ogoi easo, indicando con = il yalore di frhdv, si s
5
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——

:
T=e""%" s 2

tan = cost=— tan h{u—§),

)
~ eosh{u—

e i valori di X, ¥, Z saramno i seguenti

|‘| X=9yT—risenp+rcosptanh (u—K) ,

ey ¥=yi—ricosg—rsengtanh(u—R) ,
e :
| “ T eeshu—R) ' i

ove 3 ¢ R sono espressi per o paft v colle formole precedenti

I valori di YVE' e ¥ sono in questo caso

= v e
[ & = — = tanh (u—AR) , |
0}~ VE =Gy m—R VAl Fo ity

ove

 dato in fanzione di r dalla (31), e pud esprimersi' esso, pure

generalmente per funzioni ellittiche per meszo della variabile v.

b

quando in esst per ¥G' si ponga il valore precedente; e in questi il

radicale yT—@, prendendo convenientemente o costanti, sarh reale per

infiniti sistemi di valori di ¢ v o di u ¢ r, giacche a a del

il valore di G/ potrh sempre rendersi positivo e minore deilunith

Anche le superficie corrispondenti a questo caso saranno dunque rea

o le lore equazioni saranno le seguenti
I
|
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ove X, ¥, Z haono i valori (48) e r,  r, i valori (50), in cui v &
data dalla seconda dells (4g)

In queste per fire le integrazioni, in luogo di v (volendo) potremmo

sastituire r; ma noi non slaremo a fare qui queste integrazioni, perche

vedremo che le equazioni

egrali si ottengono subito si per queste c

per le (f4) senza bisogno di fare integrazioni, appoggiandasi su una pro

prieth di cui vedreomo essere dotate queste superfieie

18. Cost trovate le superficie evalventi (44} (51}, si avranno subito

e le. equazioni

lo superficie evolule med

Queste evolute sono, come si & detlo, applicabili sulle superficic di
area minima e le aliche v corrispondono alle gener

trici: quindi noi
possiama ora enunciare il scguente teorema: Le superficie gobbe appli-
cabili su quelia gobba di ared minima sono le sole lo cui genaratvici

possono colla deformazione. ridursi ad eliche. Questa circostanza si pre-

5a) ohe

senta effativaments. quando esse. s trasformano nelle supenficie
44) &

sono. evolute di quelle delte dus classi testé considerate ( 51,

D: §4) e (51), o

quindi anche quelle delle loro evolute. Intanto ci fermereno a studiare

li-detle suporficie

mo. poi le equazioni integ

smo dal

icolarments lo superficie (44) e (5

prima il pa )i ¢ incotnincie

mosteare: che (come git annunciammo) si pud ritenere che il valore

di A che ole del §

a nelle: for sig dato dalla formola:

(53) -

anche per jp*=4%, prendends
il

llora per p il valore a0, o pel radicale

alore 14=crt, e

& potendo avere qualunque valore diverso da zero.
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Per questo osserviamo che la difficolth si presenta per p===a¢,

¢ s ha

ché p

propriamente per p=— ¢ soltanto, g

= it
B=log|= |

¢ questo non differisce che per In costante logy'F dal walore di R che

s ha per p=2c dalln formola precedonte, o questa costante nelle

formole: del § 16 pud supporsi inclusa in i
Ma nel

questa non
darebbe f
timo caso

Trattando infatti il ¢
eselusa 1o sero) si considerano le superficie S, corrispondenti a ¢

— 2. Perd & facile vedere ch

& inntile. considerare que

di p=ac, col dare a ¢ tutti i valori

o quelle S_;, che si hamno per e=—rc,

Ora supponendo p. és. ehe si cercassero lo superficie R’
denti & c=¢, qundo R ha ore By,
i R;, differiebbe solo nel segno dal valore di B

, corrispon-

o dalle

i osserverer

5),

che questo valare
trovato per R colla (54)
equuzioni delle_superficie corc:

quando si prendeva ¢ = —c; & quindi se nel

e 5

rdo alle formole del § 17, si

dentemente pud farsi), © o s o
vede:che il valore di ¥T7 corrispondenten 8’

& quello che corrisponde

o cosi intanto i valori di ¢, e r, relativi a & sono quelli cor-

5 inoltre, per la (46) o (47) il valore di g, r

rispondenti a S

o contrario a quello di  relativo a S

a 8%, & diseg .+ e quindi anche

i valori di ¥ e Z relativi a 8, 1 S_;, sono gli stessi, si per 8,

lo di S, solo
gl

saranno identici ai corrispondenti

lore di X per 87, differisce da

che per S, e il

pel segno; talché so si cangia la direione positis
elementi X, ¥, Z, r, e r, di §
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di §_,, o quindi Ia superficie 8%, non sard che la superfieie gik tro-
vata S_g ;e dielro cid sard difatto ‘inutile di tencre conto delia fo
i &, che sono dati dallu (33),
prendenda del logaritmo la parte reale soltanto quando questo venisse

mola (55), e Lasterh considerare i valori

imm

ginario, o quando sin p'={¢’, prendendo p =1
il sadicale abbia il valore 14-c7%, © ¢ pos
i, escluso lo zero.

, & supponendo

che: allo

a prendere vlori

st positivi che negati

20. Passiamo orn
abbiamo trovate (44) e (51}

In queste equazioni @ ¢ § sono due costanti, e fra i raggi di coren
tura r, e 1, nndo Ja costante z,
col losciare fissa i, le superficie che si ottengono sono tutte pa

mostrare aleune propriett delle superficie cho

sussiste | relasione (18); e poichd v

rallele

fia luro, come si-veda dalle espressioni (rg) dei raggi i carvatura, ¢ dal

non trovarsi o« mei valori di X, ¥, Z, cosi queste superficie saranno

parallele o quello di’ curvatura costante negativa — - ehe sona quelle
i q gl = i

di questa classe che corrispondono ad @=o. Ora il caso escluso nelle

consideragioni. procedentl che le Tinee ¢ Fissero circolari, ciod che fose
(v), darebbe per T (18) anche =

© portercblic ad essere

geodeliche le Jinee «, ¢ allora le linee circolari v sarebbero in piani pa-

ralleli, e rivoluzione ; inaltre, lo stesso avverrebly

perficie sarebbe
costanti) se

(in questo caso di « ¢ f v fossero geodstiche, poiché

allora sarehbe 7,

@), © percio anche =

quindi si pud dire

e (51), che abbis

clisse (£8), quando « o i sono costanti, che non sono di rivolusione ¢

ole def

mo trovata, sono le

che le suporf

che hanno un sisten

di linee di ewvatura piane, © per questo si pub

di

identemente concludere che: Esistono dae sole classi di supenfi

: 1 . ;

curvatira costante negativa — <, ¢ non di rivoluzione, che funna un
¥

sistema di lnce di curvaturc o piane, e queste sono quetle fra le supor-

ficle precedentemente trovate (§4) ¢ (51), che corvispondons ud o= 1o,

21, Per vedere s¢ si ha una proprieth an

(Z

a per le superficie di

curvatura costante posiliva o= , asserverd che quando si volessero cercare
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le superficie non di rivoluzione aventi un sistema di linee di curvatura

piane, ¢ i cui raggi di curvatura fossero legati dalla relasiono

a(r4=r,) —

Fly

che risulta

la (18) cangiandovi § in

, si avrebbero da fare gli
stessi calcoli che precedentemente, col solo cangiarvi per tulte £ in
&V=1. Si giungerebbe quind

ancora a due classi di, superficie come
precedentementa, ma_ quelle della prima classe sarcbbero immaginari

come si vede dalle espressioni (43) dei raggidi curvatura. Per lo supes-
ficie della seconda classe invece questo non accadrebbe; perchd dal va-
lore (49) di V@, si vedo che si pud sempre fre in modo che G' sin

maggiore dell'unit; quindi solo in questo caso 7, ¢ r, e lulle lo altre

formole sarebbers reali, o lo superficie corrispondenti sarebbero pure reali;
o le loro equasioni si dedurrebbero dalle (51) col cangiaryi fin V=1

Da cid dunque risulta che: Esiste wia olasse di superficie di curvatura

costante. posis

& non di rivelusions, To cui lince di curvatura di
wn sistema v siano piane ; ¢ queste sono quelle che si deducono dall
seconda classe dells. superfice testé considerate di curvatura costante ne-

ative — =
£

, eangiando netle loro equazioni i § i fY=T.

22, Come gih abbiamo notato, por essere €,=C,=o0, C,=1, nelle

superficie che abbiamo trovata i piani delle

ince di cursatara piane ¢

sono paralleli o una retta fissa. Inoltre, per le superfi

cie di prima classe (

avendosi r=cost., i piani delle linee di curval

perficie solto uno stesso angolo.

2 tagliano tutti la su

It
ura coslante = o5, i loro
£

Ora, considerando le superf

e di cur

i di curvatura saranng dati dalle formele (V. for
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formole che si deducono da queste cangiandovi il f in Y =T per quelle

: o
di_ curvatura costante positiva -

devono

v essendo i ¢ v lo line di curvatura, questi ragg

soddisfare alla equazione

quindi, osservando che in questo caso tanto per [5 reale, che per f im-
b

ario, si ha , s ne dedurra:

magi

Ma dal valore precedente di r, si ricav

Br
B

quindi per tilte le superficie di curvatura costante si aved 1 formola

(o
= Vi—G

B

Ora, per tutte le superficie speciali di curvatwa costante non di rivolu-

sione, ¢ a lines di curvatora piane ¢, che qui consideriamo, si ha

de . Py 3
YE'= ﬂ_rbl'nt, vr,_i(r—-lfmn.r‘l\

it SRk

M de
dleg v _ ¥ T
du

Acead. dei XL. — Serie HII, Tomo If. ]
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o pel valore precedente di yE si avrd :

dlog Vi
_du M

VE ¥y

e quindi avendo rignardo alla (57), e osservando che — in ogn

caso

wna costants che. polrems indicare con &, si avh la formola

medi r, i potri porre sotto Ja forma:
b B gy dlog VT
i du

du
i

essendo O

Ma in un altro lavoro, che si sta pubblicando in questi Annali, di

ostro
che questa. relazions & appunto quella necessaria e sufficiente affinchi lo
linee di curvalura @ siano sferiche e appartengano & sfere normali alla
superficie, e di raggio == U, ; dunque nelle nostre superficie di curvatara

costante le linee u godranno di questa proprieth senza essere perd eircolari,
perché r, non pud ridursi a contencre la sofa u, altrimenti lo siesso
sarebbe di 7, e le ¢ sarobbero goodetiche,

Ora, essendo lo lince w sforiche o appartenenti a sfore normali alla

superficie,, lo sviluppabili circoscritte alla superficie lungo le linee « si

ranno altrettante superficie coniche, i cul vertici saranno situati nei piani
delle lines v, dunque questi piani desono avere almeno wn punto a co-

mune, ¢ poiché essi sono paralleli a wna retta fissa, ne viene che essi

passeranna tutti per una stessa rettn, che & il luogo dei centri delle sfere

delle linee w.

Tnaltre, siccome per le superficic della prima classe si hanno le

cosi si vede dalli (57) che per esse sard {/=fr; e poichd in questo
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1 i )
aso k=—-5, sar U=Fr, ¢ qundi U, sard costante, ¢ lo sfere
o

cuiappartengono le linee 1 verranno ad avere lo stesso raggio.

Per le superficie della seconda classe poi si vede che cid non aceade,

perchd per esse VE! e VT hanno i valori (§9) ¢he non possono sod-
di 5

Fra te superficie di curvatura costante we. esistono aleune. che. hanno un

re alla

7) con U costante ; dunque risssumendo si pud dire che

sistema di linee di curvatura piane. I piani di queste linee passano tutti
per una retia fissa, ¢ le lnse di curvatura dellaltro sistema sono sferiche,
m non circolari, e appartengono a sfere normali alla superficie, ¢ che
hanno i centri sulla yetta fisse, Per le superficie di curvatura costante
negativa poi si ha una elasse (§4) di queste superficie che, oltre « godere
delle proprieti testd enunciate, godong anche dellaltra che & piani delle
lince di carvatura piane tagliano tutti la superficie sotto uno stesso angolo,
@ la sfere. che contengono Iz linee di carvatura sfe
SHesso raggio.

Notiamo anche che per un teorema recipraco di uno d

iche fanno tutte lo

o dal profes-
sore Brioscin , che dimostro nella Memord

ire che: su

ata, sipud
tutte queste superficic le linee di curvatura w hanno la,curvatura geo-

detica costante lungo ciascuna di esse. Per lo superficie (§4) essa & la

stessia per tulte ie linee u.

unita ad nn’altra che do nel lavoro citato

proprietd dimostrat:

cie o lineo di curvatura di un sistema sferiche, conduce a

re pienamente le_equazioni delle superficie in discarso, senza

bisogno di fare le integrmzioni indicate nelle formole (44) o

Per questo perd & d'uopo determinare prima la funzione &/, =—

abbiar

(che or:

o visto dover esistere), che, presa positi

presenta i
o
U,=fr; resta quindi a trovarsi &, per quelle della seconda,

raggio delle sfore eui appartengono lo lince u

. per le suporficie della prima classe, abbiamo gik trovato che

Per fare questo osserviamo che, a causa del valore di U/ che deve
soddistare alla (37), questo valore di U, dovrd soddisfure all'equazione
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o poiché, in questo caso, k
lori (49}, cost si dovri avere:
AT

b @—=R)

—acr ) lnh (k—R) ,

PR LAt
— =t tanht (e — B

U = 00— ") cos bt (u— R)—¢* r* W sen h® (u— R)
—acrthrsenha(u—R)
o anche ponendo pei seni e coseni iperbolici i loro valori per le espo-

nenziali

TP T P LI

3 51

M aert e e et g F e et

+(=

Ma caleolando ¢=2%, ¢ colla formola (53), ¢ caleolando i coefficienti
di o=26%, ¢ &M =% ¢ lultimo termine per mezzo delle formole (30),
(31) o (3a), si trowa che il coefliciente di e%* & sempro. — 2" 137,
.

quello di‘a=1% & & =4 1233 0 Iltimo termine 8

quindi se ne deduce -

& percid si ha:

(58) ...
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e questa, nella qualo pot il segno superiore, giacché esso
dipende da quello che si prende per yI—G, e questo & arbitrario, ci
il raggio delle sfore delle lince 1, e ci mostra che busta scegl
» (che conservand perd ancora moltissima indeterminazionc
he {7, sia reale tanto per £ reale, che per & immaginario.

o prendero

re convenien-

temente p o

per fare si ¢

24, Trovato cosl in ogni caso il raggio ==, delle sfere
le linge «, ci & facile di avere le equazioni delle nostre: sup
e lo integrazioni (§4) e (51
fatti un teorema della Memoria citata, & supponendo che

contengano

bisogno di esegui

Applicando i
Vasse delle = sia la retta
caso si ha ora yE'=Z (V. §§ 16 ¢ 17), cosi so si chiama U lordi-
nata = del centro di queste sfere, pel detto teorema sard :

ogo dei centri dollo sfere. 1, siccome in ogni

e quindi

o le equazioni delle nostre superficie saranno le seguenti:
dF dZ
du

: 77 +[0,du,

ove X, ¥, Z sono i coseni corrispondenti della norm
Per le superficie dunque della prima classe, per le quali si ba £, =fr,

e X, ¥, Z hanno i valori ({1}, awemo le seguenti equazioni -

sen ¢

Gt (gt Lo PO
o Fi—r \
cos b \u-i- ——=—i#)
T

cos ¢

(Bg).iif y=—Fr et
L=l

:=—-p:-mnh(u+v—11’"-)+rﬁ«_

=
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ove u A minore

wsono e linee- di curvatura, & r & una costants posit
che rappresenta il seno dell'angolo sotto cui i pia
superfici

delle lince v

delllun
tagliano

Per lo superficic
dalla (58)

della. secondn closse poi, per lo quali @, & duto

eicoseni X, ¥, Z sono dati dalle (48), si hanno le equazioni

sen ¢

cosh(u—R)

eMe—apet

RS e i
—actet—apet 3
PO i a—R)

anh (i — It}

i ¢ ¢ p sono due costanti arhitrarie. che devono essere tali che

(per 8 reale o imr

) i valori di 2, 7, = non

10 somipre immnas
ginari; ¢ poi (come si vedrebbe facilmente) quando non sia p’= f¢°

e ¢

basta prenderlo positivo e differ

wero; e quando si

deve prendere p=1c, e allora ¢ pud anche essers negativo;

una variabile che

lo stesso significato che precedentemente; R ¢ dato
dallequazione (53), che &:

= da
Ve =+l
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lmente

. talché p con queste variabili dipende genera

dagli integraliellittici.
Le linee r ed wsono le linee di ¢

rvatura il radicale in u (che si pud

qu

ndo & immaginario)

ppresenta ,

timo termine di z & l'ordinata s

delle sfere che contengono le linee u; 1

dei centri di queste sfere, ¢ Vintegrale in w che vi comparisce si iduce

ellitti

esso pure generalmente agl ol porre a~*=1¢

25, Lo equ
finiti delle superficie di curvatura costante che abbiamo trovate. Per §

ioni (5g) @ (60) ¢i danno cosl lo equazioni in termini

reale esse appartengono alle supe
fin fy=

irvatura costante. posi

: 3 1
di curvatura costante negativa, — B

. esse vengono ad appartenere a quell

e quando i si cangi

A in questo caso soltanto le equs

sioni (6o) dinno superficie real per convenienti valori di ¢ 6 p.
81 per queste superficio

I coseni degli angoli della normale coi tre

wmente dalle (41) e (48) tanto pe le, che per [

sono dati respetti

io, talché essi sano reali anche per lo superficie immaginarie (50),

{ immaginario, I raggi di eurvatura poi per le su-

immagi
che corrispondono a

perficie di curvatira costante negativa della classo (5g) sono dati dalle (43),

ciod sono :
] r=—fsonh (n.-l-i’ =

Y | 3
senh (.H. A

rii.

e per le corrispondenti di curvatura costante positiva sono immag:
Per le superficic della seconda classe poi essi sono dati dalle for
mole :
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(u—R)

T AT R
Joe 2 e racterape

cos h (u—R) +cr*senh

»
5 cosh(u—R) e

9. Fra poco yedremo come con
le equazion slite i quelle (59) e (60) che abbiamo
elle delle superficie parallele alle stesse (5ig) ¢ (60). O
ci fermeremo ancora o studiare separatamente, mediante le equazioni (59)
o (6o}, gueste stesse classi di superficie di curvatura costante.
Tncominciando da quelle della elasse (59) (per § reale) che, come gin
abbiamo visto, godono di molte proprictd, asserveremo che ficendo nelle

mesti elementi si formino subito

delle. superficie

trovato, ¢ ¢

loro equazioni nt—s
sono eliche appartenenti a cilindri circolari paralleli all'asse delle =,
gr

w=cosk, si vede che le linee corrispondenti

di

raggio 5 e se si indiea questo raggio con R,

s

7
cos h |

’
introduce questo parametro fi invece di w nells squazioni stesse (39), si
subjito cho queste suporficie sono clicoidi, i cui profili sono le linee

di curvatura piane v; e poiché le tangenti a queste linee comproso fia
o I retta fissa = sono uguali al raggio @ r delle sfere che con-

tengona lo linee 1, e sono costanti, se ne deduce che la curva dei profili
& quella dalle tangenti di lunghezza costante fir, e quindi se ne conclude

la curva

i i i 1
che: Le superficle (59) di curvatura costante negativa —g hunno anche
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una generazione ben semplice, poiché esse sono elicoidi il cui profila ¢
ke curya dalle tangenté df lunghessa costante fir. Questi profili non sono
aitro che le linee di curvatura piane della superficie.

A causa della vaviabilith di r fra o e 1, si vede dungue che queste
superficie natevoli sono quegli elicoidi di curvatura costante negativa che io
detti gi nei Comptes rendus de ! Académie des Seiences de Paris (fivvicr,
1863) (%)

27, Riguardando questi elicoidi come risultinti dalla deformazione dell;
superd

di_ rivoluzione, tipo di quelle di curvatura costante neg
' e 3
— 73, che ba pure per meridiano I curva dalle tangenti di lunghe
£
costante @ (Liovvite), dimostrai gid in un altro lavoro (*%)- che le el
provenivano dalla deformazione di certi sistemi (in numers infinito)
lassodromickie di quella superficie.
Ora, so si osserva.che per le superficie (39) VE), V@, r, ¢ r, sono
date dalle (42) & (43), si vede che i coefficienti £ ¢ G dell'elemento
lineare di quests superficic in coordinate e v sono:

= &

Btk (e

f

2 ; i=
e da ¢id, con formole note, si ricava che le eliche w4 ——— st
E

tagliano ad angoli costanti le linee « e le linee v. Dunque evidentemente
si potrd anche dire che: Considerando gli elicoidi (5q) come risultanti
dalla deformasione della superficic di Liovvuis, le Unes di curvatura
provengono dalla deformazione di iufiniti sistemi di linee, di eni certi
sistemi di Iossodron

iche sono traiettorie sotio angoli costanti.

() Vedasi anche un'altra min Nomorin Sopra alcwai punti della teoriu. dells superficie appli
biti el giornale del prof, TonTovtyr, 1845,
{7} Sulle superfcie di evrvatuns castante. Giors, di matem, di Nopali, 1565,

Accad, dei XL, — Serie 1L, Tomo 11,
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98. Passando ora a cansiderare le superficie (o) per A reale o im-
ginario, osserveremo che melle loro equazioni, invece degli integeali
ellitici, si possono introdurre generalmente le funzioni ellittiche con dei
menti somplici d

ariabili. Intanto, se in luogo del parametro. r si
intraduce il parametro v, che avevamo avanti; si hanno snbito, come: git

not:

mma, lo funsioni ellitticho in v, giacchd indicando (per comodo) con

dell

m' e m? le radici

ali o compless

equazione in =
(2 +pli+a+e=o

si trovd gih (§ 14) che se m e m, non sono zero, e sono differenti
si ha

=msn(m,v), |mod L
2 )

e Tant ol BE
T sn (s, 0)

e con [

indi per I (45) ole niote si trover)
Fonct, doubl. ;,.“u,.' § 163, form. (11)]:

[Butor et Bove

0, (08, o sna (z+m v)
M=—c|rtdv=cy log 2
£ Hs: fq—, Ani, cnadng 8, (@—m, 5

essendo le 8 funzioni ne e « essendo tale che

'

sng= e,

m oy —1

& I immaginario (ove comparisce) non essendo che apparente.
Tnoltre , avendosi (§ 14):

o A
B L“s‘\Lq_|=rn(mltln(m_““
|ac ==

o (m, )
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ave si deve prenders il segno + o — secondoché si avid == mm,

cosi anche g ed R sono espresse per funzioni ellittiche e

: m o
queste espressioni il module — , come le quantiti i e m, , potranno
m

ancho essore complesss, ma I immaginario sparirebbe con canvenionti
trasformazioni.

Nel caso in cui &i avesse m*=m ", il modulo di queste funzioni el
littichs diviene I'nnitd, e le formole si ridurrebbero a contenere le sole
esponenziali. Cosi pure, so ina o tutte due le qua

ith e m, sono sero,

& hanno formole piil semplic
In quanto poi ad «, si essersi che indicando con f Vintegrale della
terza delle (60), si hi

— du=

Ora, 50 % non & zero, ciod 58 p° non & uguale a 4 ¢’ osserviamo che
il trinomio satto il radieale & di quarto grado, o le radici della equazione
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[ p R 3
owers ( Porm i) ps e’

sono reali e differenti, e inoltre non sono nulle.

mandole danque (per comodo) #* e n,%, & ponendo t=nz, si

de
Jv-m_-,., t—

:

n

pports. —; sard reale ¢ potr
",

udo i, P integrale del primo membro, «, sarh v

essere posikivo o negativo,

hi le nel caso

delle superficie di curvatura costante negativa — o, e puramente imma-

ginario per quelle di curvatura costante positiva -, e prendendo e

1
]

veniontemente I'origine di 4, , si awed

sn(n Viu)

o quindi

n, Vo) dn (n Vie,)

s, Vi)

.,-'J so® (n, V30) i,

(m Vau,) e, (n Viu)|
= — oy b

d d

cosi ora le equazioni (Go) prenderebbera ki forma
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‘2 i auopaba vy

5 Tt
. ut oM Worzy a[i9p offenb 3 €= o 4 uy eyor oYy ayEp oy
e ouws = <4 <a 1p o 1 ogo
wamend ossoymwe o ' <

1 OpuRss)

e syuameand 3 ¢ os

ST
: | Trgimn "o %orp 3 I

|

s ey
|Eapup o musa | (70 ) e e

(mep’

oe
(o ") us 1 o = (A @) up (7 =i
T e G e T ) (A ) s :
(¥a)
[ (o) us e L ¢ :
e bl R
< {4} Asoa I w)up (s sz ™ 4 h el e
us =

L P E T i whup Crop s 1o

[ (o 'u)

(o ")
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i2tp (1)t =0 ,

e nten® quelle dellaltra in

2

i

\§¢c

G poci=o .

1l ¢ poi ¢ dato per funzioni © dalla formols :

8, (rmv)
8, (e—m, )

0,0, 1 sna
6,,(4)8,, (%) am, cnzdnz

0

ave o & tale che

29, Nei casi speciali che abbiumo escluso di p=2¢, ecc., le super-

e cl

e consideriamo si possono avere dalle (o) e sono assai semplici.

nsiderando infatti dapprima il caso delle superficie di curvatura costante

i nega-

negativa — g, per p=1¢, si vede clie la costante ¢ deve suppos
f

tiva, onde avere superficie reali; o quindi ponendo £=——5, ove ¢,
@ reale, ¢ congiando  in log(uy3), e eseguendo I'integrazione in u,
per ¢,< 1, avremo le superficie :
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Sa poi ¢, = 1, inveca della differenaa r®—c,?, si ha la differenza c,'— 1",

talché per o, =1 si hanno lo equazion

whseng

x=—af YT—0 i

i
ave §==—arc son -+ = — arc cos § -+

2

o pud prendersi per variabile indipendente il » invece di r
Considerando oru. il caso delle superficie di curvatura costante posi-
tiva .é'— per le quali p=2ac, si vede ehe il ¢ pud essere si positivo

che negativo,  per ¢ positiv ¢ , cangiando ancora « in log (Y3},

si hanno le superficie

Quando ¢ sia negativo 6 =—

. per o,< 1, §i hanno inveee le equa-

zioni




6 RICERCHE SOFRA LA TEOMICA DELLE SUPERFICIE

a¥ri—cisng

ove

Se poi ¢, =1, anche qui invece dells differenza 7

e in particolare per e=1 si hanno le equazioni

o si ba la dif

forenza ¢,"—

i usen g

w=—2fi Yu'—; =
BY )

s h cos
(69) . - w1 3

—7

—ap Yu

ove p) A=

okl ich Ve e

B0, Passi . delle

superficie di carvatura costante negativa che abbiamo trovato. Le prime

mo ora a considel

re le superficie evolute K, ¢

di queste superficie evolute costituiscono, per cid che precede, la cla

ill'elicoide gabbo di area minima, nelle

5o
nuova di superficie applicabili

quali si tra

questo elicoide quando lo sue generatri
driche; e le loro equazioni si oltengono dalle

divengona

eliche: ci

52) facendo in
¥, Z che

esse le debite sostituzioni dei valori di «, 7, z, 1

abbia

1o trovati
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{

trova che le lora equazioni sono le soguenti -

, considerando in particolare le evolute

degli elicoidi (5g), si

£=f Y= cosv senh (,H.L'f". A

=

i
+,'hsonvmsh(u+ o)

!

LT ! IS
w=§ yT—risenv senh L,M,‘J
—freosecosh {u+L ,.\. -
/
| t=rBu;

e do queste si vede che:

i Eger®=f" senh® (ﬂ-l-

e quindi ricavando con questa i valori del seno e dol coseno iperbolici, ¢
sostituendoli_nella prima delle precedenti, si trova che s queste supar-
ficie (70) fe cliche che provengono dalla d ione defle gene)
dell'elicoide gobbo di area minima sono situate su ellindri paralleli e del
quartordine, cilindri perd

non sono quelli su cui queste eliche tagliano
ad angolo costante le generatrici; inoltre, per essore §=

4y s vede
che lo linse a tangenti coniugate con queste eliche sono in piani parailei;
fra loro ¢ perpendicolari alle gencratrici di quei cilindi.

Tnaltre dalla (71) si ve

- ¥ 4
che lo linee """ ¢ = cost., ciod le

linee che carrispondono alle r,= cost. de

a evolvents, o che quindi sona

artogonali alle Tince v, appartengono a cilindri circolari aventi t

i por
asse l'asso =5 @ si vede anche fcilmente che esse sono eliche di questi
cilindei s quindi- quando Ceficoide gobbo di area miima s trasforme nelte
superficie (o), le generatrict diventano cliche cilindriche , e le elic
circolar traiettorie ortogonali di queste generatrici restano ancore eliche
circolari appartenenti & oilindri parallelt fra foro.

Acend. dei XL, — Serie 111, Tome IL 5
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SUPERFIGIE

1. Analogamente, col fare le debite. sostituzioni nelle equazioni :

En
2

si haono le evolute £, delle superfici

& queste evolute

costituiscano urvaltra clisse di superficie applicabili sullelicoide gobbo a

piano direltore, e in queste lo geodetiche w, che provengono dalla de-
tri

vertici sono su una stessa retta, gincehd lo linee « sulle superficie evol-

adetiche di coni i cuj

formazione delle gener

dellelicoide , sona g

venti sono. sferiche o i centri delle sfere sono in linea retta,

Considerands anche qui in particolare fe evolute £, delle superfici

si trova ehe le loro equazioni sono semplicissime e sono lo seguenti:

YVi—rtsen ¢

seni [l
e

T o
= oo fus L)
| 7 /

& poiché da queste si h

se ne conclude che su queste superficie 1o geodetiche u, cha provengono
dalta deformasione delle generatrici dell’elicoide, sono linee che apparten-
gono tutte a uno stesso iperboloide di rotasions variabile solo di posizione,
e in modo che i suo asse resta sempre lo stesso e wvaria sofo la posisions
del centro. Juoltro le Unee a tangenti coniugats con queste geodetiche sono
tutte in piani che passano per questasse, giacché si ha

£ stnv—y, cosv=10

|
|
|
i
|
|
]
|
|
|
|
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& . . Y i—rt
Si riscontra poi facilmente che lo lince s ¢ =cost. ortogo-
” ¥

nali alle geodaticho « sono eliche, ¢ queste superficie sono fra gl elic

generali. applicabili su quello gobbo di area minima; ¢ sono gli el

speciali che. detti negli Annali di Tonrosst (V. Mem. cit.,, § 14).

32, Per passi

stante che abbi

a consideras

lele a quelle di

mo _trovato, osserviamo che basta

gere

% ¥
sono i soliti coseni corr apnmmm plr

ai secondi membri delle loro equazioni respettivamente # X',

ove z & una costante, e A, F,

ottenere lo equazioni delle superficic parallele alle stesso (59 ¢ (6o)

ciod quelle (44) e (51), per lo quali & non & zero. Ora, fra
'

le- superficic

parallele a quelle di curvatura costante positiva vi sono quelle di cur-
f

vatura media costante
¥

2 (Bowser), o dilla relazione (18) si

|
veds che esse carrispondono ad x=@; quindi le equazioni:

w=a4+pX,
Y,
A Z,

ove 2, 5, 5 lm

dlori (60) 0 (6§), ece,, el qi
FY=T, e X, F, 7 sono dati e (43, ay

Lo in

i ¢ stato cang

engono alle superficie di

che non sono di rivoluzione e che

1
. curvatura media. costante

hanno un sistema di linee di cur

aturs

@ piane; ¢ cosi nof abbiamo anche
la elasse delle superficie di curvetura media costante che non sono di
rivolusions ¢ che lanno un sistema di linee di curvatura piane: I piani di
queste Tinee sono paralleli @ una retta fissa, e ie alire linee di curvatura

500

epiche , sensa essore perd cireolari.

33, Lasciando ora questo studio sulle superficie di curvatura costante

al

o di curvatura di un sistoma pine ece., paserd @ mostrare come
fondandosi ancora sulle osservazioni generali fatte in principio, e sulle for-

mole che abbiamo trovato per la sfera quando le linee coordinate su essa
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sono ortogonali, ¢ che un sistema di. queste lines & formato da circon-
possono Facilmente trovare le equazioni in termini fniti delle
curvatura di un sistoma sono

ferenze,
superficie non sviluppabili, le cui linee d
piane e non geodetiche.

Per questo si osservi che per queste superficic i valori dei coseni
X1 2 1), ove il ¢ & determinato in fun-
zione di v ¢ di « per mezzo della eqy
le equazioni delle medesime superficie, se lo v non sono geodetiche, basterd

le equazioni

i sono dati. dalle formole (

trovare

zione (a4); e quindi e

a

ggi di curvatura 7, e 1

(§ 2) determinare i loro ragg

dr, _dr,
dude @
(74) 2o T
e
dlog Y E

de

r=r

we: sforica (a8

e ' sono i coefficienti dell'elementa Jin , & poi

¢ E
applicare 1o formole (

.. 5, dr,
Ora nel caso attnale, per le (26) il coefficiente di 7(17 nella prima

delle equazioni precedenti si anmilla ; quindi resta T'equazions

dr, dicg /B

du du

o qiesta, se r, contiene anche 2, i

d (1 dr dlog v
el L o i

¢ quindi
5
dw — YL

ove U & una fmrone arbitraria di z che non & zero se r, contiene i,
ma che noi supporremo che possa essere anche zero per comprendere
50 Lestd escluso che r, contenga la v soltanto.

anche il
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Da. questa. si*deduce subito.pel valore di r,:

LA
dus 7,
fsens

quindi per la seconda delle (74)

ove & una funzione arbitraria di
si avei subito: per Taltro raggio di eurvatura 7, :

o cosit le equazioni delle superficie nelle quali o linee di curvatuia v

sono piane & non' geadetiche, saranno le seguenti:

dX X
&x du=r, Cot ,.'\-\
du Uy )
? dJ (AR
t3) G, )

a7

Z dZ
(1 e e, S b

ove X', ¥, Z sono dati dalle (31), i mggi di curvatura », e 7, somo

5) e (76), ecc.

34. Per avere anche lo superficie fn cui lo linoe v sona geadotiche,

osserveremo che in questo caso nelle (21) si .
o quindi i coseni X, ¥; % sono i soguenti

B, cosu+ € sen

By cosu + C sen i

Z= B senw+ €, senie
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1, I8¢,
le  sono ortogonali alle lince v.

essendo X 1'=

, e inoltre 2B, C/=0 s

In quosto caso 1 E'=1, ¢ percié dalla prima delle (6) si ha

n=0,
¢ dalla seconda

Ay
‘F‘(U“dn Bty

e quindi lo oquazioni delle superficie cercato sono le (77), ove

hanno i valori (78), e r, e r, hanno i valori:

Coidyf
(70) .o m=mm | TS
% A du

di vy

fanzione arbi

si pud porre solto la

- ‘ h & iy =
forma #, cos (iu—F,), giaccht, come & noto, siha — Ll =— v
' du

Lo equazion (77) conducono facilmienta a trovare le. classi speciali

di superficie a linee di curvatura di un sistema piane ¢ non geodetiche,

e nelle quali i piani di queste linee sono paralleli a una retta fissa senza

essere paralleli fra lora,

In questo easo infatti, prendendo questa retta per asse delle Z, si
avrebbe €,=0, C;=0, Cy
determinate. dalle {§0).

Inoltre sarebbe #'=o, e quindi M=Z24B'

equazione (af) diverrebbe

=1, cle A, B, €nelle (a1) verrebbero

¢l el

ord <

dt A= ,
- — wsenti=o ,
dy. e

e quindi, so ¢’ non & mullo, ciod se le v non sono in piani paralleli
prendendo ancora la funzione arbitrarin di # uguale ad u, se ne dedur-
rebbe , eome nei casi precedenti
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—cH-} =

g w!=ﬁ¢au;.{'u+{"-'
i b

tan

sent=—

cosh (u +

=

(7

de
ARy

)

/1

e quindi i coseni X, ¥, Z sarebbero :

f VA
cosp 7 sen g tan h |\Fﬁ~+-!

o tan h (n.-ﬁ-'[

© i raggi di curvatura r, e r, sarebbero dati dalle (75) e (76) ove v E

esse il valore precodonte, e lo eqy

3 joni finali si otterrebbero dalle (77
facendo le debite sostituzioni.

In questo equ
sono- tutte arbitrarie, a

sioni. resterobbero le funzioni U, ¥, r @ 9, le quali

cccezione di wna delle ultims tre, p. es. Ja 5,

che pud prendersi sempre per la variabile indipendente v, perché 5 non

pud essere costante,

36. 1L caso che abbiamo cscluso di ¢'=0, conduce alle superficie
studiate da Mo,
Supponendo questi piani paralleli al

cui linee di curvatura v sono in piani paralleli.
(, ¥, Z sono allora:

ano ', i cosen

& /::=F'1:-r'.

(Br) s i
| 2= runu,

reosu .
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o prendenda  (che evidentemente non pud essere costante) per la variabile
indipendente v, & ponenda nelle (75) e (36) U=F"{v), F'=

Fla)
. i o A e

s & sono i

[ e T el
| o= [ p e,

‘ y=— [ () senuedu +r9 () cosa

seguenti

s= [P cosuduriir)senu .

37, Supponendo nelle formole del § 35 r==cost., si avrebbero le

superficie in coi lo linee di curvatura v sano piane ¢ non geodetiche, &

i loro piani sono paralleli a una retta fissa, ¢ tagliano tutti la superficie

solto uno stesso angolo. Anche in questa caso poi, siccome per le (Bo)

ono essere costanti insic

sivede che 5 ed r non pos e, il & pitd prendersi

o di

sempre per la variabile indipendente ¢, e cosi facendo non resta

fungioni arbitearie che le due & o # che entrano nei roggi i cur

ti delle superficie

38. Le formole (77) dandoci le eoordinate dei pu

a linge di curvatura piane, e avendo i valori (ar) dei coseni X, ¥, Z

della normale, ¢ i valori (75) e (76) dei raggi di curvatura, si avranno

subito o equazioni :

(83)550

io E, evolute delle (77) rispetto alle linee di ew
di tutte le superfi
di geodetiche sono eliche; o dico di futte perché evidentemente le super-

delle superf tura piane,

& queste e daranno b classe

nelle quali un sistema

che

fie odono di questa proprietd sano tulte ¢ sole le evolute B, di

linee di cur v sono piane; e hasta considerare

quelle ne

il caso che

venti non siana sviluppabili, ¢ che le loro lines
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di cursatura: piane ¢ non’ siano geadetiche; poichd lo*geodetiche  della

I

i

pondenti al caso in cui lo v sulla evolvente fossero go

evolute

detiche, non sarebbero propriamente eliche, ¢ le superficie che si avrebbera

col prendere, lo evalite: delle sviluppabili & linee di curvatura pinne, cioé

i olteniamo

degli elicaidi sviluppabili, sarcbbero i cilindri, & questi

tutti col prendere le evolute delle superficie non sviluppabili, le cui linee

di curvatura v sono in piani paralleli

39. Ora si osservi che, siccome per le (83) l'arco elementare defle

geodetiche v di una_ evoluta £, di una superficie qualungue & °

)

!

i

o l'angolo di contingenza & l/ |\ T du, cosh il Joro raggio

di carvatura o sand

le superficie nelle quali il raggio di curvatuia

& quindi, s si volesser
a di geodetiche v, di eni r, & l'arco, fosse p=72(r,, v},
basterebbe determi

di un sish

o 16 Rl era MBI sper by quall b

e
dry o
= VE

o per questo sard facile vedere che con sole quadrature si potranno de

odetiche di

nell

terminare, quando esistono, lo superfic quali le linee g

aione

i sistema sono eliche che godono di una propricti espressa dall’

(B,

A0, Per queste superficie infatti lo evolventi dovranno essere a linee
|
iy oltre ad aversi come precedentemente :

di eurvatura v piane, e qui

per la (75) si dovd anche avere:
Acend. dei XL, —

rie 01, Tomo 1.
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arn, T

ey o des
¢ du

ove U & differente da: zero, poiché alt

evoluta con

spondente.

Ora di qui si trae per la (85

© quindi ponendo:

si v I seguente S

chie non & se non che 1a (84), ove per ¢ & posto

& quando & contiene

r,, risolvendo si avrd

(88) 3¥) 5

da cui
dz

du

[ue avere

_dyds
d= du

o quando sia soddisfatta questa, ave =

- i

ficiente r o delleleme
du

ove ¢ & determinate dalka eq

to lineas

il co

azione (24)

de

Msen(t— W)+ rm=0,

valore (88)
I una supesficie a linee di curvatura piane, o sod-

¥, soddi

prendendo per r. alla (86), e quindi appa

torrd effettivamente
disf

alla condizione (85).
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La.questione i riduce dunque a soddisfara alle (Sg) ¢ (go) quindo

Ora la (8g) da integrando :

ove # & una funzione arbitraria di v; quindi se ne deduce risolvendo:

c{re+Fv),

¢ poiché 4, 8 avrds

B Ty
du)

de
(03) .. log/—alogr—alog 3 ,_[un- re P, 0,

e basterd che sia soddisfatta questa e la (go).

ri di ;fu ',“ dedotti da

queste due equazioni, siano gli stessi, e poiché esse danno respettivamente:

Ora, porché questo sia, bisogna che i

d'ew dx dx
3 ;hu! dt de  dv
193 e :
du
d't
de i'-
(Qf} v irne M 008 (£ — JF) o 1 e

si dovrd avero Vequaziono :
dr

sen r—li"1+i A

+2¥Cﬂ)’5(t Wy=—

la quale non contenendo che ¢ e v, ¢ ¢ essendo una funzione che contiene ©
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essere identica; e quindi, esprimendo dhie essa & una idenlitd, si
e-a quelle del § 13, se saranno

rhitrarie di v ¢

in v che, s

avranno delle equazion

e I e entrano

atibili, servirnno a determinare le funzi
X, Y, Z, ¢ la fonzione 7 che comy
di ¢id lintegraziono della (go) davd il valore di ¢, il quale [con un con-
dente dalla funzione arbit
grazione della (go) stes certamente alla (93), g
soddistitte-la (95) @ Ia (o), e quindi anche la (g4), sari R
T (s

essere soddis

ina

conip

nei cosen » nelle (g1) ;e dopo

ia di e, por

veniente [ dipe

, soddis

3), e quindi (integrando) si vede che con un conveniente U dovri

tta anche la {g2).

Determinato cost il ¢, e quindi X, ¥, Z o Y&, colla (88) si avri r,

v, & quindi e (77) durannio le superficie evolventi di

coll;
quelle
colle (83) si avranna lo superficie ric

(76) i ay

¢ prendenda ora di queste le superficie evoluts £,
hieste.

e ¢, dopo di avere veduto che lo condizioni

Natismo che per trova

(93}, la quale

e vengono dalla (93) sono possibili, si potrd integrare

si pud scrivere:

VU=V, r

n‘ o

ando ¢ indicando eon 17, wna fun

o che quindi integ

(Pt Fo)d (rt) =, e+

[V Odusr il

o questa risoluta dil il £, e questo valore i ¢ soddisfara alle (93) ¢ (95),
b, determ

© guindi anche alla (g4), e pe nando convenientemente 77,
resterd saddisfaita anche Ia

dall qusdratone, © polsk essoro che i alesll 04 fusi con quests via sane

Questa. determinazior

dipenderd pure

gione della (go)

semplici di quelli necessari per Uinteg,
a funzione

rhitraria di u che viene

Notiomo che in questo caso &

la integrazione della (o}, che resta determinata dal valore scelto per U

3 appena necessario di. osse
possibili a soddisfarsi, i potrd subito dire

ro che quando.le condlizioni che pro-

vongono dalla (g5) siano i

1+ cui Io lineo geodetiche di un sistemn siano

che non esistono superficie
cliche dotite della proprieth richiesta
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A4, Fra poco dard dello applicazioni di questi processi; ora & da

ione data (84)
fosse indipendente da 1, , ciod che lo elicho fossero circolor

osservarsi cho qui abbismo eseluso il caso in cui la rels

, & quindi
resta a considerarsi questo caso.
Ora, affinche fosse :

per [ (87) si dovrebbo avers :

dt
P
du

e quindi, indicando con ¥ una funzione arbitraria di v, si aviebbe
tamm— r;fTJ.f+l',

e per la (go} doviemmo anche «

M;un[- ‘,,,‘.T.ﬁna.ﬁ 77l f[ymhu.f' o,
e, 1N

cid che darehbe M= o. .., ginccht ¢ deve contovere «

Ora, Vessere M=o porta, come git dicemmo 3
paralleli, e al
ndriche. Dunque si pud ovidente
concludere che Z sole superficie nolle quali un sistema & goodetiche

tra volti, ¢

lince v della evolvente siano in pia

g evolute cor-

rispondenti sono superficie

ente

sano eliche cireolari, sopo | cilindri eircofari,

42, Andiamo ora 4 fure delle applicazioni doi processi del § fo, cor-

cando lo superficie nelle quali le geodetiche di un sistema sono-eliche

dro-caniche, o cliche sferiche

1* In questo enso b relazione data &

seguente

p=)Fp

ove e sono funxioni divv, e ) non pud essere zero; quindi in questo

caso si b




ERFICIE

donde

e per questa la (g5) diviene :

. i3 5
— a2l o cos(t— W) =—=drsen (t— W)+ () e+ D FY =0
i -

essere soddisfatta richiede essa pure che sia M=o, ¢ ci fa quindi
so le superficie cercate sono soltanto

ep

con

ludere che anche in que:

le cilindriche corrispondenti,

2* Osserviamo che, essendo ¢, il raggio di seconda curvatura delle
cliche v delle evolute, il rapporte £t & uguale alla tang langolo
soto cui le eliche v tagliano lo generatrici dei cilindri corrispondenti, &

poichd se queste eliche devono essere sferiche si deve avere

(2eYp

wzione della soka v che rappresenta il raggio dello sfere,

ove & & una f
cosi in questo ‘caso dovrd essere

¢ quindi si dovrh avers

da cai
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rd la
5 7y € v i questo caso. Si avrebbe dunque ora:

ove f{v) & una funzione arbitraria di v, & questa s agione che

si dovrebbe avere [ra

da eni

e per questa la (95) darebbe la seguente

! AN = 7
— 2l s = ) —*-”coL(\lr-t-—
" » ”

B ey e RN i
+ﬁ+i;\ r+\ = /l \‘col\)t—o—

che doyrebbe essere identica.
Ma ora, es:

ando lo contizioni speciali che vengono da questa
equazione ¢ dalla equazions derivata rapporto a ¢, col b

F

(ak=+1)

oppure ¢ =

ove k & un nimero intero qualunque, si trova che queste condizioni (che

1 che

5 y ' y
richiedono. dappri una costante — , ove m & un numero
xm

intero) non possono coesistere, a meno che non sin M=o; ¢ questo

porta & concludere che anche adesso le superficie cercate sono soltanta
le cilindriche corrispondenti,
Pisa - gewnaio 1309,

———er—




