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La Memoria che qui ho Vonore di pubblicare, si aggira sopra pia
parti della teoria analitica delle superficie. In essa io prendo dapprima a
studiare la rappresentazione generale di una superficie su di un’altra, e
stabilisco alcune proprietd generali di queste rappresentazioni, la maggior
parte delle quali erano state enunciate senza dimostrazione dal sig. Tissor

nei Comptes rendus de U Acad. des Sciences delPanno 1859. Considero poi in
particolare la rappresentazione di una superficie sopra una sfera di raggio
uno, fatta col metodo di Gauss, cio¢ conducendo pel centro di essa tanti
raggi paralleli alle direzioni (esterne o interne) delle normali alla medesima
| superficie, e considerando come corrispondenti i punti della superficie e
; della sfera che hanno le normali parallele. Facendo uso allora di alcune
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formole della teoria delle coordinate curvilinee, e giovandomi delle proprietd
precedentemente dimostrate per le rappresentazioni generali di una su-
perficie su di un’altra, giungo con un metodo nuovo a dimostrare lesistenza
delle linee di curvatura, e a ritrovare le proprietad ad esse riconosciute
da Moxce, Rooricues e Joacmmvstar ; e dopo di questo, le formole di
Evrero, Berrrao e Bowner sulla curvatura delle linee tracciate su una
superficie e sulla distribuzione delle normali attorno ad un punto risultano
subito, con semplicissime considerazioni, da quelle generali stabilite nello
studio delle rappresentazioni di una superficie qualunque su di un’altra.
Considerando poi la linea dintersezione di due superficie , dimostro su
essa un teorema dal quale risultano subito come corollarii i teoremi noti
sulle linee di curvatura comuni a due superficie.

Dopo avere ritrovate cosi le note proprieta principali sulla curvatura
delle superficie, passo a fare uno studio delle superficie definite da qualche
loro propricta speciale, relativa alle linee di curvatura o ai raggi di cur-
vatura. Prendo percio allora per coordinate su una superficie qualunque
le sue linee di curvatura, e giovandomi delle formole che hanno servito
a dimostrare 'esistenza di queste linee, ne deduco due altre differenziali
fra i raggi di curvatura principali e i coefficienti dell’elemento lineare
della superficie, e due altre pure ne ottengo (conseguenza di queste), che
contengono invece i raggi di curvatura principali e i coefficienti dell’ele-
mento lineare sferico, quando si prendono per coordinate sulla sfera le
linee ortogonali che corrispondono alle linee di curvatura. Queste formole,
che sono le (49) e (48) di questa Memoria, mi conducono allora alla
dimostrazione di moltissimi teoremi. Ne deduco dapprima alcuni sulle su-
perficie , i cui raggi di curvatura di un sistema sono costanti lungo le
linee di curvatura dellaltro sistema, e dai quali risulta subito quello di
Bertranp sulla proprietd della sfera, di essere la sola superficie non svi-
luppabile, i cui raggi di curvatura siano costanti. Poi, dalle stesse formole
deduco una equazione fra le derivate prime e seconde dei raggi di cur-
vatura che caratterizza le superficie a linee di curvatura isoterme, ¢ dalla
quale risulta subito che le superficie di curvatura media costante hanno
le loro linee di curvatura isoterme.

Una equazione analoga T'ottengo per le superficie, le cui trasformate
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sferiche sono isoterme, e mentre la precedente ci di una relazione in
coordinate ellittiche fra i raggi di curvatura delle superficie a centro del
secondo ordine, questa cida una relazione fra i raggi di curvatura delle
superficie, le cui linee di curvatura sono piane.

Continuando a fare uso delle formole (48) e (49), ritrovo i bei teoremi
del sig. WeiNcarTeN, ed insieme un altro teorema sulle superficie, i cui
raggi di curvatura sono funzioni I'uno dellaltro; e per dare allora una
nuova applicazione dei teoremi del sig. WemcartEN, prendo a cercare le
superficie di questa classe , che godono inoltre della proprietd di avere
le linee di curvatura piane. Trovo cosi che queste superficie sono: 1° quelle
di rivoluzione; 2° quelle canali aventi per diretlrice una curva piana;
3% quelle di area minima, le cui linee di curvatura sono piane; 4° quelle
le cui linee di curvatura sono piane e i cui raggi di curvatura sono legati
fra loro dalla relazione logaritmica (69). Questi risultati portano a con-
cludere che oltre alle superficie di rivoluzione non esistono superficie di
curvatura costante e di curvatura media costante e differente da zero, che
abbiano le loro linee di curvatura piane.

Per fare questa applicazione dei teoremi di Weincartex mi bisognava
pero conoscere dapprima la forma dell’elemento lineare della sfera, quandeo
su essa si prendono per coordinate due sistemi di cerchi ortogonali. Per
questo ho preso pilt generalmente .a considerare una superficie su cui
esistono due sistemi di linee ortogonali aventi le curvature geodetiche
costanti. Queste linee godono di proprietd speciali, e, servendomi di queste,
risolvo la questione precedente, e giungo ad altri teoremi ‘mediante i
quali, fondandomi sulla proprietd che nelle rappresentazioni di una super-
ficie sopra un’altra, fatte dietro il principio della conservazione degli angoli,
ad un sistema isotermo della prima superficie deve necessariamente cor-
rispondere un sistema isotermo della seconda, ne deduco un teorema
generale su queste rappresentazioni, del quale & caso particolare un altro
di Lacrance sulle rappresentazioni di una superficie di rivoluzione su di
un piano. Osservando allora che nella rappresentazione di una superficie
di area minima sulla sfera, fatta col metodo di Gauss, tutti gli angoli
sono conservati, quel teorema mi porta a concludere che nelle superficie di
area minima, se le linee di curvatura di un sistema sono piane, le altre
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pure lo saranno, e con questo resta dimostrato che non esistono superficie

di area minima che abbiano un solo sistema di linee di curvatura piane.

Cio fatto, passo a cercare le equazioni in termini finiti delle superficie,

le cui linee di curvatura sono piane. Il sig. Boxyer in una interessante

Memoria pubblicata nel Cahier 3g del Journal de I'Feole polytechnique

aveva gia trovato gl’ integrali delle equazioni di questa superficie in coordi-

nate Cartesiane x, 7, z, dando tre equazioni, fra le quali restano ad elimi-

narsi le due derivate parziali del primo ordine di z per ogni determinazione

particolare delle due funzioni arbitrarie contenute in esse. Qui invece io;

! servendomi delle formole (48) e di alcune altre, e principalmente di quella
o che da la forma dell’elemento lineare della sfera quando si prendono per
! coordinate su essa due sistemi di cerchi ortogonali, trovo le coordinate
dei vari punti della superficie a linee di curvatura piane in funzione dei

paramelri delle linee di curvatura e con due funzioni arbitrarie, Puna di

una variabile, laltra dell'altra, e i calcoli da farsi per ogni determinazione

speciale delle funzioni arbitrarie sono quadrature. Inoltre , venendo dati

sotto forma finita anche i raggi di curvatura di queste superficie, e i

H coseni degli angoli della normale coi tre assi, si hanno subito, senz’altri
calcoli, anche le equazioni in termini finiti delle superficie dei centri di

i curvatura corrispondenti. Siccome poi in tutte queste formole le funzioni
arbitrarie contengono ciascuna una sola variabile, ne viene che tutti i pro-
blemi su queste superficie, la cui soluzione dipende dalla determinazione
della forma di queste funzioni, vengono a dipendere dalla integrazione di
equazioni a derivate ordinarie; ed io, per darne qui un esempio, prendo
a cercare le superficie non di rivoluzione, le cui linee di curvatura sono

piane e isoterme, e trovo cosi che questa classe di superficie & composta
delle superficie le cui linee di curvatura sono circolari (superficie cicliche
i di Duriy), di quelle di area minima, le cui linee di curvatura sono piane,
i e di alcune altre di cui si hanno subito le equazioni in termini finiti.
In ultimo dimostro una proprietd delle superficie ciclidi, e do una
nuova dimostrazione di una formola del sig. Bonner sul raggio di curvatura
delle asintotiche delle superficie a curvature opposte. '
Sperando che qﬁesti risultati valgano ad attirare Iattenzione dei geo-
metri, ho creduto bene di pubblicare ora questa Memoria.

\
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1. Consideriamo una superficie S, e su essa prendiamo un sistema di

linee coordinate z ¢ ¢ tali che si abbia:

1) i ds’=Edu’+2Fdudy—+ Gdy*,

essendo ds Telemento lineare della medesima superficie. Facciamo poi cor-
rispondere uno ad uno i punti di S a quelli di un’altra superficie S/,
secondo una legge qualunque; allora alle linee # e ¢ di S corrisponderanno

su S’ due sistemi di linee #, e ¢, che, prese per coordinate, daranno

per lelemento lineare di S’

dsi =1 du’~+2F du dv +G, de?,
e la corrispondenza sard data dalle formole

w,=u, ()., g =g (e

Per queste formole Ielemento lineare di S’ potrd anche ridursi alla forma
Gl ds"*=FE'duw’+2F'dudy+ G'dy*
e noi potremo servirci della (1) e di quest'ultima, considerando come cor-
rispondenti 1 punti delle due superficie che hanno la stessa « e la stessa .

Cid posto, consideriamo su S una linea Z che faccia Pangolo o colla
p = cost. ; indichiamo con & l'angolo delle curve « e ¢, e poniamo

R VEG—F2=A ;

si avra, come & noto:

sen. @ = 5 COS =

o Pl TG VEG’

sen.c VT} dy A i

sen. (o0 —«) =

e quindi

e e o

g * S
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c dv( s €0S. » sen )‘ '
sen. o = = . 73— (S5€N.0 COS. s — . @ L) = i
E du ‘
A dy F dy
~ . ——. COS. &L= — . sen. «
.b du E Z 2 »
e
x dy
e Etga+F(tgoc—A).d—=o :
u

Poniamo analogamente per S z
s e VEIG=TR=A"

e consideriamo su S’ la linea Z’ che corrisponde alla linea Z di §, e
indichiamo con «’ Tangolo di essa colla linea v=cost. della stessa S5
Sl avra :

dy

2 oo : '— A =
(()) .......... btoa-"—(th“ A>'(lu—0 :

do : : ; i
Il rapporto = lo stesso per le linee corrispondenti Z e Z’; eliminando

dunque questo rapporto fra le equazioni (4) e (6), si avrd la relazione
s seguente :

(7) ... (EF'—E'F)tga.tga'—ENtga+E' Atga'=0 , ‘

che lega fra loro gli angoli « e «’ che due linee corrispondenti Z e Z'
su'S e S’ fanno colle due linee corrispondenti ¢ = cost.
Notiamo che in questa formola le quantith EF'—E'F, EN, E’A
W sono funzioni di z e ¢ che dipendono dalla legge di corrispondenza che
si & stabilita fra i punti delle due superficie S ¢ S/, ma non dipendono
punto dalle linee Z ed L’ che abbiamo considerate su esse.

2. La formola precedente (7) conduce subito a delle conseguenze no-

tevoli, delle quali ora andremo a mostrarne alcuna.
e

Osserviamo perd prima di tutto che facendovi =12’ essa diviene
identica per quelle corrispondenze per le quali si ha:

B oA G
—:—,:—,—, 5}

2 A Cr
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che, come & ben naturale, sono quelle che conservano la similitudine nelle
parti finite o infinitesime. Noi, a meno che non avvertiamo il contrario,
intenderemo escluso questo caso dalle nostre considerazioni.

Inoltre porremo , per abbreviare :

8 EF—FEF=}), A= BiA=y;

con che la (7) stessa ci dara:

: viga
e e Tople— O
(9) e
e per lesclusione ora fatta non si potra avere al tempo stesso A=o,

e p=V.

3. Cid posto, cerchiamo colla (g9) quelle direzioni ortogonali su S che
restano ortogonali anehe nella rappresentazione su S’.

Considerando percid oltre alle linee corrispondenti Z e L' due altre
linee pure corrispondenti Z, e Z' di direzioni § e (' rispettivamente ,
“si avrd per esse:

tg{g,=—-——)\ fvmtﬁgf_ 2
£g .
e se si vuole che le linee Z e L, su S siano ortogonali, e le linee L’

e L' su S siano pure ortogonali, dovremo avere le due relazioni
tga.tgf=—1, tga.tgfl=—1,
la seconda delle quallli, per la (9) e per la precedente, si ridurra all’altra
Vi=—2tdp(lga-tgf)+p’,

la quale ci dard la seguente:
g r?— [Liz
hp.

tgo+tgf= =2

che insieme all’altra

o e et e
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b

tgotg=r—1,
ci mostra che ¢gz e ¢gf sono le due radici della equazione di 2° grado

)\2 2__ 2
—tEsRE e o

2
@oE Z o

Di qui si conclude subito che per ogni punto su S si hanno sempre due

e due sole direzioni ortogonali («) e (8), che restano ortogonali anche

nella rappresentazione su S’ quando questa rappresentazione non é fatta
dietro il principio della conservazione degli angoli, o in altri termini si
ha che: In qualunque rappresentazione di una superficie sopra ur’alira
(che non dia la similitudine nelle parti finite o infinitesime) vi ha sempre
sulla prima superficie uno ed un solo doppio sistema di linee ortogonali
che si mantengono tali anche nella rappresentasione sullalira superficte.

‘La equazione differenziale di queste lince € la (10) quando per Z vi
si pone il valore di zgu, che si deduce dell’equazione (4).

Questo bel teorema fu enunciato senza dimostrazione dal sig. Tissor
( Comptes rendus, 1859), e le lince in questione furono dette da lmi

direzioni principali.

4. Dimostrata cosi Desistenza di queste direzioni principali, noi pos-
siamo prenderle per linee coordinate « e ¢ sulle superficie S e §'; allora
si avrd per gli elementi lineari di queste superficie :

( ds®=FE du’+ G dv*,
)\ ds'*=E'di*+ G'dv*;

e la (7) diverra:

; EG' h,
G tga' =\ =~ .tga=5.18u,

EG h

9

indicando con %, e %, i rapporti V—G~ 5 V% degli elementi lineari cor-

rispondenti delle direzioni principali « e ¢ sulle superficie S ed § -
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5. Cid posto, passiamo a cercare le altre linee che conservano ghi
angoli nella rappresentazione. Considerando percio, oltre alla linea (o) su S,
un’altra linea (8) e la sua corrispondente (8') su S !, si avra:

h
tgp'=z 1280,

2

e per questa e per la (12) se ne dedurra

tga—tgf
tg (@ —pY=hnh, -
v R h g tgf
Da questa, se si pone la condizione che le linee («) e (f) sieno tali che
il loro angolo non venga modificato nella rappresentazione (dovendo aversi
«— f'=a—@), se ne dedurrd subito che per le lince di § che soddisfano
a questa condizione, si ha:

; h
Gl e tga.tg(i_—_ill,

1

e per le corrispondenti di S siyha:

tga'.tg@’:%‘ :
2
Di qui risulta subito che per ogni direzione («) su S ne esiste sempre
un’alira ed una sola (B) tale, che I'angolo delle medesime direzioni non
riesce modificato nella rappresentazione , a meno che non si considerino
le due direzioni («,) su S definite dalla equazione

le quali hanno ciascuna per corrispondenti loro stesse. Includendo anche
questo caso nel caso generale, si potrd dunque enunciare il seguente teo-
rema, notato pure dal sig. Tissor: In qualunque rappresentazione di una
superficie su di uralira, per ogni sistema di linee della prima superficie,
ne esiste sempre un altro ed uno solo tale, che Uangolo di queste lince
non riesce alterato nella rappresentazione, e quindi per ogni punio delle
Acead. dei XL. — Serie IIT, Tomo L. &
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due superficie esistono infiniti gruppi di due direzioni, che fanno fra loro
lo stesso angolo sulle due superficie. Chiameremo direzioni coniugate le

direzioni che compongono ciascuno di questi gruppi.

6. Queste direzioni coniugate potranno ottenersi tutte con una semplice
costruzione geometrica. S’ immagini infatti una iperbola tracciata nel piano
tangente al punto M della superficie S col centro in M e cogli assi «,, a,
tangenti alle direzioni principali z e ¢, e tali che il rapporto dei loro

2
s : e :
quadrati — sia- -2 ; evidentemente, per la (13), le direzioni coniugate

. h,

saranno tangenti a due diametri coniugati di questa iperbola, e quindi si
otterranno tutte costruendo questi sistemi di diametri coniugati.

Questa iperbola puo dirsi percio la iperbola indicatrice delle direzioni
coniugate, e giova notare che essa pud considerarsi anche sul piano tan-
gente di S/, quando si avverta che in questo caso il rapporto dei quadrati

S h - :
degli assi deve essere ]—‘ , talché si puod considerare la stessa che su S,
2

purche si faccia ruotare 11281 suo piano attorno al punto M e di un angolo
retto. Considerata sul piano tangente di S’ questa indicatrice, ci d subito
il mezzo per riconoscere se due direzioni L', L ' nella rappresentazione
riproducano o no in vera grandezza l'angolo delle direzioni corrispondenti
della superficie rappresentata S, giacché per vedere se ¢ido accada o no,
basterd vedere se quelle direzioni L', L' sono o no tangenti a due dia-
metri coniugati della iperbola indicatrice sulla stessa §’. Notiamo ancora
che, servendosi delle iperbole indicatrici, le direzioni che hanno per con-
ingate loro stesse sono quelle tangenti agli asintoti delle medesime iperbole.

7. Passiamo adesso a mostrare che le linee, il cui angolo colle linee
principali ¢ soffire la massima alterazione nella rappresentazione, sono
sempre due, e sono tangenti agli asintoti della iperbola indicatrice.

Osserviamo percio che dalla (12) si ha:

tgo

/ 8 .
to(a'—a)=(h.—h). —2——7;
s =)= (=)

e quindi per le linee in questione si dovra avere
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d tga S
do’ |hy+h tg*a 0_( 5

h

tgfu==2,
Zl

escludendo il caso di a=~, che corrisponde ad un minimo di devia-

zione. Questa formola ci mostra il teorema, e per la (12) ci mostra ancora

che per le linee in quistione si ha:

el = ovvero a4’ =

Notiamo qui che se la rappresentazione & di eguale superficie, vale a
“dire se si ha EG=E'G’', ovvero h h =1, Tlangolo « di deviazione
massima,, rispetto alle direzioni principali su .S, viene dato dalla equazione

zgaczzlz2 :

8. Cerchiamo adesso (quando esistono) le linee per le quali le lun-
ghezze degli elementi lineari non vengono alterate nella rappresentazione,
e che possono percio dirsi isoperimetre.

Per la (11) si vede subito che queste linee saranno quelle per le
quali si ha:

(E—E"dw+ (G—G')dv*=0 ,

dy E'—E E b2 —r
— = - === S 4
du G—G. l G l 1—h?

e quindi pei punti nei quali una delle quantitd %, , A, sia maggiore della

OVVero

unitd e l'altra minore, vi passeranno sempre due linee isoperimetre, la cui
direzione su S sard definita dalla formola

= I—k;’ ’

e queste linee saranno ugualmente inclinate una da una parte e Paltra
dall’altra sopra una stessa direzione principale.

Se dunque le condizioni £, = 1 con Ak, = 1 saranno soddisfatte
per ogni punto della rappresentazione , allora per ogni punto delle due




i
b
il

28 SOPRA ALCUNI PUNTI DELLA TEORIA DELLE SUPERFICIE

superficie passeranno due linee isoperimetre che godranno (rispetto aglt
angoli) della proprietd ora citata, e formeranno un doppio sistema di linee
la cui equaziohe ¢ data dalla (15).

In particolare, se la rappresentazione ¢ di uguale superficie, le condi-
zioni A = 1 con h, = 1 sono soddisfatte in ogni punto, e di pit
dalla (16) si ha:

tou=——ctl o

che coincide colla (14); quindi se ne conclude che nelle rappresentaziont
di uguale superficie le linee che conservano le lunghezze sono quelle che
subiscono la massima deviazione rispetto alle direzioni principali e quindi
sono tangenti agli asintoti della iperbola indicalrice delle direzioni coniugate.

9. Consideriamo ora una linea qualunque (@) su S, il cui elemento

lineare sia ds; e la sua corrispondente (2") su 8, di cui 'elemento lineare
!

: - = : ds
sia ds’; e proponiamoci di trovare Iespressione del rapporto - che
s
misura Uamplificazione dell’elemento ds nella rappresentazione, e che di-
remo percid rapporto di amplificazione della direzione ().
Facendo le proiezioni di ds e ds' sulle linee ¢ ==cost. delle superficie

corrispondenti § e §’, si avra:

VE du=ds cos.a , VE du=ds'cos.a’

e quindi
ds’_l/—? COS. &
ds V¥V E cosd’
ovvero
ds'___h cOS. o
ol Sa o i i

e da questa, quadrando e ponendovi per cos.*«’ il suo valore tratto dalla
formola (12), si otterra subito la seguente

d-S" 2
Ry = oeo pok (%) =hsen o4=h’cos’x ,

che ci di sotto una forma semplicissima Vespressione del quadrato del
rapporto di amplificazione della direzione («).

R
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10. Questa formola conduce a delle conseguenze notevoli, delle quali
ora andiamo a mostrarne alcuna.

S : ; 7 :
Consideriamo percio anche la linea (oc+—) su S e la sua corrispon-
2

dente su S, e indichiamo con ds, e d s', 1 rispettivi loro elementi lineari,
sl avrd
ds f\¢
t ) =5 %cosu4hsen’a
ds 1 2 2
1

e quindi, sommando, se ne dedurra

el i ket

i

per la quale si conclude che la somma dei quadrati dei rapporti di am-
plificazione di due direziont ortogonali é costante per uno stesso punto,
ed & uguale alla somma dei quadrati dei rapporti di amplificazione delle
direzioni principalt.

La formola (18) mostra anche che le linee i cui elementi lineart
subiscono la massima alterazione nella rappresentazione sono ortogonali,
e sono appunto le direzioni principali.

Nella proiezione di Lorena adunque, per esempio, le linee i cui elementi
lineari subiscono la massima alterazione sono appunto i meridiani ed 1
paralleli.

Per la formola (18) si vede anche che costruendo nel piano tangente

di S una ellisse i cui assi siano tangenti alle direzioni principali, e rappre-

sentino le inverse dei rapporti di amplificazione delle direzioni principali
a cui sono tangenti, un diametro qualunque di questa ellisse rappresentera
I' inversa del rapporto di amplificazione della direzione tangente ad essa.
Si ha cosi una indicatrice ellittica pei valori inversi dei rapporti di
amplificazione analoga alla indicatrice di Dueiy, e dessa ci fa vedere chia--
ramente come variino colle direzioni i rapporti di amplificazione.

1 1. Questa indicatrice conduce subito ad un’altra legge assal notevole
delle rappresentazioni generali di una superficie sopra un’altra.
Supponiamo che delle due quantith %2, e &, sia A, la pit grande ; e
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immaginiamo che il piano P, tangente ad § nel punto M, ruoti attorno
alla linea v, alla quale & tangente I'asse minore lzi della indicatrice, di
un angolo ¢, tale che la proiezione dell’ indicatrice sul nuovo plano P’
sia un cerchio di raggio —, vale a dire in modo che

]Z 2

2

= ds e R < =
Un semidiametro qualunque - della indicatrice avrd per proiezione un
s
raggio - del cerchio di proiezione, quindi se si chiama g, langolo di
% :
ds colla sua proiezione , si avra:

S I
e e COSE 91= =

ds’ b
ovvero

ds'=h dsecosl;,
o anche
Goie - doi—7F o5

chiamando ds la proiezione di ds sul piano P’
Se ora s’indica con 8 l'angolo di ds colla linea ¢, e con « Iangolo
di ds colla stessa v, evidentemente le proiezioni di ds e s su questa

linea saranno uguali, e si avrd:

dscos.o.==0s cos.f3 ,
e, poiché la (17) da

ds' cos.a’
dicosig=—r—=—i

/z2
se ne dedurra per la (1g)

“'=p;

e quindi per questa e per la precedente si concludera che: se si fa ruo-
tare il piano P tangente ad S nel punto, M attorno alla direzione prin-
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' ; h
cipale che corrisponde al massimo h, di un angolo 0, tale che cos.0= ]—2‘- 5

e st proiefiano su questo nuoyo piano P! gli elementi lineari ds di’S
uscenti da M, le proiezioni ottenute ci daranno nella vera direzione i
corrispondenti elementi lineari ds' di S', e per averli anche in vera
grandezza basterd ridurre le proiezioni stesse nel rapporto di by allunita,
prendendo sempre per centro di similitudine il punto M. Portando allora
questo secondo piano P’ sul piano tangente di S', in modo che le dire-
zioni principali coincidano, si ayra su S' la rappresentazione di tutti i
punti di S infinitamente vicini al punto considerato M.

Questa proprietd singolare che lega cosi tutte le proiezioni con quelle
che conservano gli angoli, fu enunciata dal Tissor (Comptes rendus, 1859);
e per essa si vede che: ogmi rappresentazione di una superficie su di
wrwaltra puo esser rimpiazzata in ogni punto da una protezione ortogonale

Jatta ad una scala conyeniente.

12. Mi piace adesso di mostrare come da questa teoria generale della
rappresentazione di una superficie sopra un’altra possa facilmente dedursi
tutta la teoria della curvatura delle superficie non sviluppabili.

Supponiamo che la superficie S/, su cui si fa la rappresentazione, sia
una sfera di raggio uno, e¢ la proiezione sia fatta col metodo di Gauss,
cio¢ conducendo pel centro della sfera dei raggi paralleli alle normali
(sempre esterne o sempre interne) di 5, e considerando come punti cor-
rispondenti i punti di S e §’, pei quali le normali sono parallele (¥).

(¥) Studiando qui la rappresentazione di una superficie sulla sfera di raggio uno, fatta col
metodo di GAuss, noi veniamo a studiave le proprietd dei sistemi di rette normali ad una
data superficie. Giova notare che pei sistemi di rette pitt generali (considerati da KuMMER
e da altri), tali che per ogni punto dello spazio passi una retta del sistema, potrebbe eviden-
temente farsi uno studio analogo. Se si osserva infatti, che queste rette possono anch’esse
considerarsi come emananti dai punti di una superficie S (arbitraria) secondo una certa legge,
o se pel centro della sfera di raggio uno si conducono tanti raggi paralleli alle direzioni di
quelle rette, e si considerano come corrispondenti i punti di S e della sfera pei quali passano
respettivamente una retta del sistema e un raggio della sfera, che hanno la stessa direzione,
si viene cosi ad avere sulla sfera una rappresentazione speciale della superficie S, e insieme
di quel sistema di rette; e potrebbe farsi uno studio delle proprieta di questo sistema di rette
studiando le proprieth di quella rappresentazione.
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Una tale rappresentazione , per le superficie non isviluppabili, sard del
genere di quelle considerate fin'ora, e con essa ci sarh facile di mostrare
Pesistenza e le proprietd delle linee di curvatura di ogni superficie.
Osserviamo percio, prima di tutto, che le linee di curvatura, se esistono,
evidentemente saranno tutte e sole quelle le cui tangenti sono parallele
alle tangenti alle linee corrispondenti sulla sfera, e dirette nello stesso
$enso o in senso contrario; ciuindi , per vedere se esistano, e quali siano f

queste linee di curvatura, bisognerd cercare le linee di S che, nellattuale
rappresentazione sulla sfera, godono della citata proprieti. :
Ora, servendoci dei teoremi precedenti, noi vedremo che in generale
{ queste linee sono due per ogni punto di una superficie, e sono le
_direzioni principali. Ma per questo premetteremo prima alcune formole :
della teoria delle coordinate curvilinee su una superficie, che si trovano
dimostrate anche nell'eccellente Zraité de calcul différentiel par M. Ben-
TRAND, pag. 799, € che ci giova di dimostrare di nuovo qui

13. Siano » e ¢ i parametri di due sistemi di linee tracciate su una
superficie §'; siano x, », z (funzioni di « e ¢) le coordinate del punto
(w, v); X, ¥, Z (funzioni pure di « e ¢) siano i coseni degli angoli della
normale alla superficie nello stesso punto coi tre assi. Avremo le seguenti

& equazioni : I
W dax deze= b |
Gol g > - ; |
| | e o e :
W (X dv+Y.dv+A.dV__o ; :,
i e le altre
# (k)= s X4 Vig-Z=1
ik o R
* i i
fon == =0 Y e 17 :

. e poiché cosi si hanno cinque equazioni fra X, ¥, Z che non possono
1}1 7 essere distinte, poiché sarebbero incompatibili, cosi, se le (22) seno
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distinte, bisognerd che ciascuna delle (20) risulti dalle (22) moltiplicate

per dei coefficienti convenienti; e conseguentemente , se le (22) sono
distinte , indicando con M, N, M', N delle funzioni finite di w e ¢,
avremo le seguenti equazioni: :

dx a.Xx X evdo X e dX
s—=M el o e e lln g BN
dy - ., 4F sl Ay 7 iadE: oAb

(23)..‘ E—[‘[%*‘AW > E—v—ﬂ[.-c—{zz-}-z\/d“ >
dz dZ d7Z [l:'_’_ Td-Z ,ch'
e e e e e

\

e se le (22) non sono distinte, queste equazioni non sussisteranno piu,
ma questo perd avviene soltanto nel caso che qui escludiamo delle super-

ficie sviluppabili, giacché, evidentemente, se le (22) non sono distinte ,

si avra: :
i G et e o
du- du -du
! R e
@35 e TX=IF =47
do a0
e quindi

X=f(V)=F(Z);

ci6 che mostra che lungo le linee X = cost. la normale ha una stessa
direzione, e quindi la superficie ¢ I’ inviluppo di un piano.

Le formole (23) 5010 quelle di cui avevamo bisogno; con esse tor-
niamo ora al nostro soggetto.

14. Osserviamo dapprima che se si chiamano « e ¢ i parametri delle
linee della sfera che corrispondono alle z e ¢ di S, e si riferisce la sfera
a tre assi condotti pel suo centro parallelamente a quelli delle z, 7, z,
evidentemente X, ¥, Z saranno le coordinate del punto (u, ¢) della sfera
che corrisponde al punto (#, v) di S; quindi, se si suppone inoltre che
le « e v siano appunto le direzioni principali (o due direzioni ortogonali nel
caso della similitudine) e si ritengono le denominazioni gid ysate, si avra:

Accad. dei XL. — Serie III, Tomo I. 5
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dx\? dy\? dz
(a) ~(Z) () =%

. de dx dy dy  dz dr
\24) ........... EZZZ-;-'-‘Z“ d9+du dU 5

g\ dy dz

Eo e >+<fzv>=aﬂ
dX \? diEN dZ\2 ;
(7 )+ (@) + (@)=

dX dX dY dr "7 17
du " dy du clv+d—u'dv

dBNE (A BN A 202 o)
T

Cio posto, cerchiamo quali valori debbano avere M, N, M', N' nelle

(23) quando devono essere soddisfatte queste condizioni.
S dxrt d

“dudy
alle condizioni (24) e (25), se ne deduce intanto che dovra aversi

Ricavando dalla (23) il valore di = (*), e avendo riguardo

@5 MM E'+NN'G'=o .

Di piu, siccome le (20) danno

d’>x dX dx dX dx
(27)... —Ex-m* — dl‘ Zd— d—;

cosi si dovrd anche avere
@8YEre e M'E'=NG' .

Da queste, poiché £’ e G’ non possono essere nulli, si ottiene la seguente

(*) Indichiamo in generale, per abbreviare, con 2:/’(99 X, d—aj ) la somma

f(:c X,Zu ; )+f(, ,d; ..)-{«f(z,Z,g-—z,....)_
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NM' (M+N')=o0;

e quindi se non si avra

M=—N',
per questa e per le precedenti si vede che si dovra avere
=108, M=o

e cosi resta intanto dimostrato che, per le superﬁcie per le quali non si
ha M=— ', colle condizioni che abbiamo poste, le (23) si riducono
alle seguenti :

dax dX dx o
el =l

d)f__ d ¥ a’]_ — U
e
dz___ dZ dz

dZ
el T e e RNl A
du—M' g dy S dy #

Consideriamo ora il caso di M= —N'. In questo caso resta a sod-
disfarsi alla (28), e poiché le (23) danno (quadrando e sommando) :

E=M’E'4+N*G', G=M"E'+MG,
ovvero
G Mlel

e ot

E G’
ET=M2+‘ZV2'F 5

cosi per la (28) si ottiene

E G
e

e di qui si deduce, che in questo caso tutti gli angoli sono conservati
nella rappresentazione.

Cid posto, si consideri una superficie S, parallela alla nostra §, cioé
tale che le sue equazioni siano




#
o
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r=x+4+tX , e A i 2 2, =z+t7 ,

essendo ¢ una costante (*).

Ad un punto di § corrisponderd un punto di S, , quindi vi saranno
due sistemi di linee corrispondenti che saranno ortogonali su §, e su S,
e quindi anche sulla sfera. Siano queste le u e 9.

Se per S, si hanno le (23), per S si avranno le seguenti :

dx dX dXx dx dX dX
s e T R S S el et ! AR
(lu_—(z’[-’-t)' du+N' dy ’ dy —M'du+(N+t)' dy ’
Iy dy )l O e d¥
—ZZ‘_(M—Ft).E—I—N.W; W_M'E?""m +t).d—v 5
dz i d7Z dZ7Z dzl__ , dZ ; dzZ

e poiché evidentemente é impossibile ora che per S e S, sia verificata
al tempo stesso la condizione (28), cosi con queste linee # e v (che
certo devono Qsistel*e) bisognera ancora che si abbia :

No—o M=o

2

e quindi anche per .S esisteranno due sistemi di linee « e ¢ ortogonali,
tali che le equazioni di .S siano date dalle (29).

Per ogni superficie non sviluppabile adunque esistono sempre due
sistemi di.linee ortogonali che si mantengono tali nella rappresentazione
sulla sfera, e per le quali si hanno le (29); e non ne esistono che due
a meno che non ne esista un numero infinito.

Ora , poiché dalle (29g) stesse si ricava

cosi si avranno le seguenti:

“ (*) E noto che questa superficie S, ha le stesse normali che §, e cio d’altra parie risulta

subito dali’aversi
Xdo,+Ydy,+Z2dz,=0 .

e

I———
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dx ax dy d e dz d7

— e 5 —_— e 5 == 5
VEdu VE du VEdu VE du VEdu VE du
dax dX dy dYy dz dZ

el YR T e E o 7o)

le quali ci mostrano che le tangenti alle linee u e ¢ sulla superficie e
nella sua rappresentazione sono parallele, e quindi queste linee sono di
curvatura. D’altra parte, avendo riguardo alla formola (12) e al teorema
del § 5, si vede che qualunque siano i segni di M e V', non esistono
altre linee di curvatura a meno che fra S e la sfera non si abbia simili-
tudine diretta nelle parti infinitesime; quindi, osservando che questo accade
soltanto nei punti- pei quali si ha M =N" (*), se ne concluderd che :
eccetiuando i punti singolari pet quali M= N', per ogni punto di una
superficie passano sempre due e due sole linee di curvatura, e queste
sono inoltre ortogonali.

Osservando che per le (30) M ed [V’ sono uguali rispettivamente a

ds g : : . Zims :

== 7 == —l——,“ , si conclude che i valori assoluti di M ed V' .sono ap-
55 ds’',

punto le lunghezze dei raggi di curvatura delle sezioni normali tangenti

alle linee di curvatura ¢ ed z, o, come si dice, dei raggi di curvatura
principali; e in quanto ai segni, se si conviene di dare ai raggi di curvatura
lo stesso segno quando i corrispondenti centri di curvatura sono situati
sulla®stessa parte della normale rispetto alla superficie, e segno contrario
nel caso opposto, allora evidentemente (scegliendo convenientemente la
direzione positiva della normale) si potra dire che M ed IV’ rappresentano
in valore ed in segno i raggi di curvatura principali, e quindi, chia-

mando 7"2 (&3 7‘1 questl raggl, 81 avra :

(*) Per M=N"' si ha similitudine direlta, e nei punti corrispondenti passano infinite linee
di curvatura (ombilichi). Per M=—N' si ha una similitudine soltanto inversa, quindi sono
conservati gli angoli, ma non tutte le direzioni, ed esistono ancora due sole linee di curva-
tura. Osservando che N’ ed M rappresentano appunto i raggi di curvatura », e r, della super-
ficie, si vede che questa circostanza si verifica in tutti i punti per le superficie per le quali
7, +7,=0, cioé per le superficie di area minima; quindi si conclude che: quando si rappre-
senta col melodo di GAUSS una superficie di area minime sulla sfera, la rappresentazione nelle
parti infinitesime e simile inversamente alla figura rappresentata. Questa osservazione tornera
utile piu oltre.
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de =~ dX dav i d X
du_ T du’ oot b
dyeasadile dys 2d ¥
(32) ....... ‘-... 22—72‘—(17‘-, 5—72- 7 >
dizs e d 7, dz___’ dZ
du 200 do- 2 dy

quando le « e ¢ sono linee di curvatura, e che la superficie non &

sviluppabile (¥).

15. Affinché questa teoria sia completa, conviene ora dimostrare che
anche nelle sviluppabili esistono sempre due linee di curvatura che sono
inoltre ortogonali.

Ora, questo potrebbe dimostrarsi subito geometricamente, ma pud
anche dimostrarsi con una via analoga a quella tenuta precedentemente.

Osserviamo infatti dapprima che in questo caso le (22) riducendosi
a una sola, che deve essere conseguenza delle (20), se si suppone che

dX dY ‘dZ
du’ du’ du
nulli, si vede che la prima delle (22) deve risultare dalle (20); e quindi,

le linee ¢ non siano le generatrici, e che quindi non siano

indicando con M, M , IV delle fanzioni di « e ¢, si avranno le equazioni

seguenti : :
{ dx dax dX
M‘ZZ'*'MV?E"'N‘EZ"O >
dy dy ;dY
BRe Mot N o,
dz dz dz
AIZZ.;-*—IW‘:{;—’-NE:O P)

(*) Infatti, se i raggi di 'crurvalm'a r, e r, hanno lo stesso segno, le linee sferiche corri-
spondenti alle linee # e » di S hanno la stessa direzione di queste linee, mentre, se 7, e 7,
sono di segno contrario, le linee che sulla sfera corrispondono alle % ¢ » di S hanno una la
stessa direzione che su S, Valtra una direzione parallela ma opposta, e quindi M ed N sono
di segno contrario.
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le quali si verificano per tutti i punti di una sviluppabile, e qualunque
siano le u e ¢, purché le ¢ = cost. non siano le generatrici.

Cid posto, suppongasi che le u = cost. siano le generatrici, e le

9 = cost. il sistema delle loro traiettorie ortogonali; ne verra:

dx dx___ :
R
e quindi
dX dx
M1G+ZVZ.E;.%=O

Ma essendo X, ¥, Z funzioni di  soltanto, si ha

e
.-d—;.(-i—l;—o 5

: S N
conseguentemente si avrd M, =o, ¢ quindi, ponendo — — =N, le

M

(33) si ridurranno alle seguenti:

c_z’sz‘ X dy = d_Y dz VA

du 1_¢{_u’ el o

che coincidono colle prime tre delle (29), e mostrano che la linea sferica
che rappresenta la sviluppabile ha le tangenti parallele a quelle delle linee
¢ = cost., e quindi queste linec sono di curvatura, ed oltre alle genera-
trici (che lo sono pure) non ve ne possono essere altre. Cosi il teorema
sulle linee di curvatura resta dimostrato anche per le sviluppabili, quando
se ne escluda il piano pel quale ogni linea é di curvatura (¥).

(*) Supponendo che v sia la lunghezza di una generatrice della sviluppabile contata da nna
traiettoria ortogonale delle generatrici stesse, si ha:

ds?=dv®4-t*du? ,
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16. Per cio che precede resta dunque dimostrato che, per ogni punto
di una superficie passano sempre due e due sole linee di curvatura in
ogni punto, a meno che non si abbia in quel punto r,=r_, nel qual
caso tutte le linee condotte per esso sulld superficie sono di curvatura.
Fra le superficie sviluppabili evidentemente il piano é la sola superficie
per la quale questa circostanza si verifica in ogpi punto; fra le non svi-
luppabili vi ¢ la sfera, e, come venne dimostrato da Monce, non vi &
che questa superficie.

Monce dedusse questo teorema dalla integrazione dellequazione a de-
rivate parziali delle superficie 7 =r,; qui possiamo dedurlo subito dalle
formole (32) nel modo seguente.

Supponendo 7, =r,=r, e moltiplicando le prime tre delle equa-
zioni (32) per du e le altre per dy, e sommando le equazioni cor-
rispondenti si otterra :

de=rdX ; = do—rdZ

qualunque siano du e dy.
Da queste osservando che i primi membri sono differenziali esatti, e
che quindi anche i secondi devono esserlo, se ne conclude che dovra aversi

=FX)=¢(X)=¢(2),

e questa condizione (come gid abbiam visto al § r3) non puo verificarsi
che pei punti di una sviluppabile, a meno che r non sia costante.
Dopo questa condizione integrando se ne deduce subito

essendo t=1U3, ove U ¢ una funzione di , e ¢ la distanza del punto (u, v) dallo spigolo
di regresso sulla stessa generatrice. g
Ora, poiche dalle prime tre delle (32) (che ora abbiamo visto sussistere anche per le svi-

luppabili) si ha:
dx\? dy\? dz\® :
Sl T

essendo E' una funzione di w soltanto, se ne conclude che r,=U, 5, e quindi, poiche U, &
costante lungo le generatrici, si ha di qui il teorema che: nelle sviluppabili lungo una slessa
generatrice, il raggio di curvatura varie proporzionalmente alla distanza del punto che si con~
sidera dal punto corrispondente dello spigolo di regresso sulla stessa generatrice.

P —
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x=rX+4c,; y=r¥+c, z=rZ-+c",

ove ¢, ¢, ¢" sono costanti arbitrarie; e da queste si ottiene
(z—cfr(y—c/ P+ (z—c"y=1",

che & la equazione di una sfera.

Cosi resta dimostrato che la sfera é la sola superficie le cui linee di
curvatura siano indeterminate, ed é la sola superficie nella quale i raggt
di curvatura principali siano uguali in ogni punto. Fra le sfere nell’enun-

ciato di questo teorema s’intende compreso anche il piano.

17. Continuiamo questi studi sulle linee di eurvatura.

Le (32) ci danno lungo una stessa linea di curvatura le equazioni

do—rdXx dy—=mnd b, dza—rdZ .
ovVero

dX _dY dZ
de -dy dz’
e si hanno cosi le formole di Rooricues per rappresentare le linee di

curvatura di una superficie qualunque anche sviluppabile.
Dalle (32) stesse si deduce

dX de- d X da
e T
quando le linee z e ¢ sono linee di curvatura ed anche se la superficie
¢ sviluppabile (§ 15).
Conseguentemente per le (27) si avra
dZax

> X dud9=0

e poiché se si pone con GAvuss

/1_(1)" dz dy dsz B__dz de dz dx
=do du - duidv’ Thdeidu du dv
C_dx dy dx dy
=% du Adu - dv
si ha per le (20) e (21)

Acead. dei XL, — Serie 1II, Tomo L
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e e e g =y — 2 :
VArrBitG2 ~vA2rpeice’ VAL

cosi se ne concluderd con JoacmmstaL (Crelle 1846) che: se le linee u

e v di una superficie sono le sue linee di curvatura si avranno le due

equazioni
_d_.% ?’_f fll d]+dz dz_
. du'dv—'-du'% T
B8 e
‘Tudv T dudet U dudv s

la seconda delle quali é un determinante (*).

(*) E facile vedere che queste equazioni sono caratteristiche delle linee di curvatura.
Osserviamo infatti che per le (27) la seconda delle condizioni (38) equivale alle due

dX dx dX dx
.ﬂ.ﬁ—o, Z.H.W:O,
ovvero, per le (23), se la superficie non & sviluppabile ,

ME+NF=0,

(R S i i
( MF'+N G'=0,
ponendo s X dX
Pt oo 7

La prima delle (38) poi equivale all’altra
MM'E'4+NN'G+MNF+MNF'=0,
che per la prima delle (@) diviene

D oot et e a0 M'NF'+NN'G'=0 ;

e, unita alle (Bb) stesse, mostra che deve aversi
0 M N
M'N' 0] = ovvero M'NMN—M'N)=0 .
O M'N NN'

Ma pud dimostrarsi (V. BERTRAND, 1. c.) che
r,re=MN—MN",
quindi, affinché la precedente sia soddisfatta, non potra aversi che M'=0, o N=0, e poiché
per le (@) e (b) stesse Iuna di queste condizioni porta subito l'altra, ne segue che si avranno
le (29), e quindi le linee » e v saranno appunto le linee di curvatura.
Nel caso poi che la superficie sia sviluppabile supponendo che delle » e » le » non siano

~le generatrici, si avranno le (33), e poiche le equazioni (38) corrispondono appunto alle (34),
(35) e (36), ne verrd M, =0, e le u e v saranno ancora le linee di curvatura.
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8. Troviamo adesso le formole che danno la distribuzione delle nor-
mali di una superficie intorno ad un punto ed il raggio di curvatura di
una sezione normale.

Osserviamo percid prima di tutto che la proiezione che ora conside-
riamo della superficie sulla sfera possiamo _farla anche nel caso di una
sviluppabile ; in questo caso la rappresentazione si ridurra ad una linea
le cui tangenti saranno parallele a quelle delle traiettorie ortogonali delle
generatrici della superficie, e supponendo sempre che le « e ¢ sieno le
generatrici e le loro traiettorie ortogonali, le formole che abbiamo dato
al § 11 sussistono anche in questo caso quando si faccia ¢'=o, h,=0:
quindi cio che ora diremo varrd anche per le sviluppabili quando si faccia
ro= c0.

Cid posto, osserviamo che se s’ indica al solito con ds’ Parco sferico
che corrisponde a ds, ds' sard Pangolo delle normali alla superficie alla
estremitd di ds; quindi chiamandolo #, e osservando alle (31), dalle (18)

si avra subito la formola

2
Bor ‘n=ds.‘/s—e?n'2—a+

i

che é una formola nota dovuta al Bownxer.
Se r,===r,, si ha di qu
ds
e
r
i
1g. Troviamo adesso l'espressione dellangolo @ che la normale in un
punto m infinitamente vicino al punto considerato fa col piano della
sezione normale in M che passa pel punto m.
Sia Mm=ds, e siano Mz, mz le normali alla superficie in M e m.
Sia M'm'=ds' la linea che sulla sfera corrisponde a ds. Siano « e o
gli angoli di ds e ds' colla direzione principale ¢. Se la superficie ¢ con-

vessa , le direzioni principali sulla superficie S e sulla sfera, avranno le

tangenti parallele e nello stesso senso, e quindi «’—a sard Pangolo del
piano normale m Mz col piano parallelo alle normali Mz, mz,. Se la
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superficie non & convessa, soltanto due direzioni principali avranno le
tangenti parallele e nello stesso senso, e se si suppone che queste siano
le ¢, Pangolo del piano m Mz col piano delle due normali sard o/—o.

L’angolo ¢ che noi cerchiamo verra dunque misurato dal lato di un

triangolo rettangolo sensibilmente piano, di cui ds’ & I’ ipotenusa, e o«'==«
5 P! D) ==

¢ l'angolo opposto a 6; quindi si avra:
G > b=ds'sen (¢! z=a) ,

ovvero l
6=ds' (sen.a'. cos.a == cos.a’. sen. a);

e poiché dalla (17) si ha
ds cos. o
ds'=h, ————
2 cos.«
cosi. si avra:

0=ds gh2 tg ol cos’a == h, cos. o. sen.oc\( x

e, peela (52},
§=dssen.o.cos.a(h, =xh,) ,
ovvero

I I I
—_dssen.20. <———> 5
2

I I
(42). - = U—dssen u. cos.a. <———> -
e
1 2

T'I . 7’2

ove 7‘1 (&7 7‘_2

sono i raggi di curvatura principali che devono essere presi i
coi loro segni. 2

Questa formola ¢ dovuta a Brrrrano.
Per due direzioni ortogenali ds e ds, essa di, come € noto:

e e -
e quindi chiamando, con Boxner, la quantita 7, torsione geodetica della
s

linea Mm al punto M, e G l'angolo di torsione geodetica della stessa
linea, si potrd dire che le torsioni geodetiche di due linee ortogonali su

una superficie sono uguali e di segno contrario.
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Notiamo ancora che chiamando ¢ Pangolo o' 5= del piano normale
m Mz con un piano parallelo alle due normali ai punti M e m, si ha

dalla (41):

0
SCIEe A,
d st

e quindi
n'—-i § = 1 I
sem. ¢ = —. 5. sen.2 d. :_;2 S
e, per la (39):
e o e sen.2a(r,—r,)

SRV 2 A=) P 7
o5 V’1 cos.”a - r,* sen.* e
e se r =—r,, cioé per le superficie di area minima, si avra

E.—_"QOZJ

come doveva essere.

0. Passiamo adesso a trovare la formola che da il raggio di curva-

tura 7 di una sezione normale qualunque. '
~ Siano percid, come precedentemente, Mz e mz, le normali alla su-

perficie nei punti M ed m infinitamente vicini, e sia m /¥ la normale al
punto m della sezione Mmz normale nel punto M. Sia do Yangolo di
Mz con mIN; do sard Pangolo di contingenza della stessa sezione nor-
male nel punto M.

Pel centro O della nostra sfera di raggio uno si conducano tre rette
OM', Om', Om, parallele alle tre normali Mz, mz, , mIV; si formerd -

cosi un triangolo m'M'm ' nel quale si avrd

\

! f e ! fir s i 7 ! o
M'm'=do , Mim'=ds-, m M'm —=c =0,

e poiché la nermale m /¥ al punto m della sezione normale & la proie-
zione di mz, sul piano di questa sezione, cosi si avrd m'm/'=0, e il
triangolo m! M’ ml’ sard rettangolo in ml’. Conseguentemente si avra

ds'’=do*+ 0",

e quindi sard
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doN2aldd\E o292 = Gsendios = cositi : s A\
sl e e e e s e SEN. 0 COS Ul
ds ds : r

Qe 5 =
ds 2 /2 : 5

senta costo 2sen’a. cos’«
= + =

r r 7‘72

2 2
1 Sen.” o COS.” &

GG e =3 - — e
(44) 7 = i 7 2

che ¢ la nota formola di Evrero che di i raggi di curvatura di una
sezione normale qualunque in funzione dei raggi di curvatura principali.

Da questa formola si deducono, come & noto, molte proprietd dei
raggi di curvatura delle sezioni normali attorno a un punto di una super-
ficie, e, fra le altre, se ne deduce lesistenza di una indicatrice di secondo
grado (indicatrice di Duriv) per le radici quadrate dei valori assoluti dei
raggi di curvatura delle stesse sezioni normali. Questa indicatrice per le
superficie convesse & una ellisse ai cui assi possono ridursi uguali quelli
della iperbola indicatrice delle direzioni che conservano gli angoli (§ 6)
quando si fa la solita proiezione della superficie sulla sfera; per le superficie
a curvature opposte poi queste due indicatrici possono farsi coincidere, e
quindi si vede che nella rappresentazione di Gauss delle superficie a cur-
vature opposte sulla sfera, le direzioni che conservano gli angoli sono quelle
che diconsi a tangenti coniugate, e le linee le cui direzioni rispetto alle
linee principali subiscono la massima deviazione sono quelle le cui sezioni
normali tangenti hanno un raggio di curvatura infinito, cioé sono le asin-
totiche.

21. Cosi sono trovate tutte le formole della curvatura delle superficie.
Adesso, servendoci sempre della rappresentazione sulla sfera, daremo qui
una formola che condurrd subito ai teoremi snlle linee di curvatura
comuni a piu superficie.

Supponiamo che due superficie qualunque S e §, si taglino secondo una
linea Z, e escludiamo dapprima il caso che una di queste superficie sia
piana, o che essendo sviluppabile, Z sia una generatrice di essa. Sia

-—
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I'angolo, che potra variare da punto a punto, sotto cui le superficie § e S,
si tagliano ; ‘siano @ e 0, gli angoli di torsione geodetica di L su queste due
superficie, e sia. Mm=ds un elemento di L. Siano poi M'm'=ds’,
M/'m/'=ds,' gli elementi della sfera che corrispondono a ds quando si
fa la rappresentazione di S e S,.

Pei punti M', M della sfera e pel centro O di essa si conducano
due piani perpendicolari al piano O M' M, che & parallelo a quello delle
normali in M alle due superficie. Questi due piani saranno paralleli ai
piani delle sezioni normali di § e §, tangenti ad L, e intersecheranno
la sfera secondo due linee M'n', M/'n,' perpendicolari allarco M' M '
di circolo massimo, e, trascurando gl infinitesimi del second’ordine, queste
linee si potranno risguardare come confuse cogli archi di parallelo relativi
al polo p d’intersezione dei due piani O M' M./, Om' m paralie]i alle
due normali in M e m. Inoltre gli archi m'rn/, m 'n,/, trascurando sempre
gli infinitesimi di ordine superiore al primo , saranno uguali rispettiva-
mente a 0 e 0.

Conseguentemente si avra

nm1'=o>+6'=9‘-|—w+dco 3

s b=0+do ;

e questa ¢ la formola cercata nel caso che abbiamo considerato.

Questa formola sussiste pure quando una delle superficie S e S, ¢é un
piano, e guando una o tutte e due di esse essendo sviluppabili, la linea
d’intersezione L é una generatrice.

Nell'ultimo caso infatti la cosa & evidente poiche si ha §=0 =do=0;
e negli altri due si vede che, se S ¢ la superficie piana o sviluppabile,
ad L nella rappresentazione di S, le corrispondera sulla sfera un punto P,
e nella rappresentazione di S un arco M'm'=ds’, e si vede subito che

si avra la formola
b= diw"

che combina colla formola precedente, poiché in questo caso 6, =o.
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La formola (45) é vera dunque in generale, e quindi si pud dire che:
quando due superficie si tagliano, la differenza fra gli angoli di torsione
geodetica della loro linea d intersezione sulle due superficie ¢ eguale alla

variazione dellangolo secondo cui le due superficie si tagliano.

22. Come abbiamo detto, la formola (45) conduce a tutti i teoremi
sulle linee di curvatura comuni a due superficie.
Supponendo dapprima o ==cost., si deduce da essa
Gi==0=5
e quindi se ne conclude che: se due superficie si tagliano sotto angoli
costanti, le torsioni geodetiche della linea & intersezione sono uguali per
le due supery?éie.
Di qui risulta subito il teorema di Dueiy, il quale ci dice che: se lre
sistemi di superficie si tagliano in ogni punto ad angolo retto, le lince
d intersezione di questa superficie saranno le loro lince di curyatura.
8 : Sia infatti M un punto dell’ intersezione ; ME, My, M le tangenti §
' (ortogonali) alle linee & intersezione. Queste superficie tagliandosi in ogni ‘

punto ad angolo retto, pel teorema precedente, le torsioni geodetiche di

una stessa linea saranno uguali sulle due superficie cui essa appartiene.

Inoltre queste intersezioni essendo ortogonali si avra (§ 19):
b +0,=o0 , 0,0 =0, U+0=0 ;
e da queste si dedurranno le altre

Bimmoi  Gimn s G =S

le quali dimostrano il teorema.

23. Osservando che se delle tre quantitd 0, ¢, , do due sono nulle,
la terza lo ¢ pure per la (45) stessa, se ne conclude che: se due super-
Jficie si tagliano sotto un angolo costante e la linea d intersezione é linea

di curvatura di una di queste superficie, essa lo sard pure dellaltra.

=
| 75

e
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E reciprocamente : se due superficie § incontrano secondo una loro
linea di curvatura, esse si taglieranno sotto un angolo costante.

In particolare, siccome sul piano e sulla sfera tutte le linee sono di
curvatura, si puo dire che: se un piano o una sfera tagliano una super-
Jicie sotto un angolo costante, la linea d intersezione sard linea di cur-
vatura della medesima superficie, e quindi essa sard piana o sferica.

E reciprocamente : se una superficie ha una linea di curvatura piana
o sferica, Uangolo sotto cui essa sard tagliata dal piano o dalla sfera
cui appartiene quella linea , sard costante.

Se una linea di curvatura di una superficie é piana, e » & l'angolo
costante sotto cui il suo piano taglia la superficie, la sua rappresentazione
sferica sard evidentemente il circolo che & parallelo di colatitudine o
rispetto al punto P che rappresenta il piano. Se una superficie ha tutte
le sue linee di curvatura piane, le loro rappresentazioni sferiche saranno
due sistemi di circonferenze ortogonali che, come vedremo e come € noto,
sono anche isotermi.

La rappresentazione di una sviluppabile sulla sfera riducendosi ad una
linea le cui tangenti sono parallele a quelle delle linee di curvatura tra-
iettorie ortogonali delle generatrici, si vede subito di qui che se in queste
superficie una di queste linee di curvatura é piana, tutte le altre pure lo
saranno, e saranno tutte situate in piani paralleli; le generatrici poi faranno
evidentemente un angolo costante con questi piani, e quindi lo spigolo
di regresso sard una elica appartenente ad un cilindro avente le generatrici
perpendicolari al piano delle linee di curvatura. Da cio risulta che: Ze
superficie sviluppabili a linee di curvatura piane sono gli elicoidi, e re-
ciprocamente, giacché evidentemente le linee sviluppate di un’elica (che
sono le linee di curvatura di un elicoide sviluppabile) per la definizione
della elica sono curve piane e situate in piani normali alle generatrici
del cilindro cui appartiene I'elica.

Questo teorema € dovuto a JoACHIMSTAL.

24. Riprendendo adesso le equazioni (32), sard facile dedurne alcune
formole che conducono a molti altri teoremi.
Dalle (32) infatti si deducono colla derivazione le seguenti :
Acead. dei XL, — Serie III, Tomo I. . 7
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d* X drpid X dn 4 X%

Elr oy ; — 22— —0
(’1. ‘2) duzlv—,’_du dy de du A

S5
5 - ! >
o : =@k ade od¥ dpd ¥ b
(46) - = )2>'dudv du  dy iy P t

e T gy A dp 47 : {
<"_,‘2)'(lud0+7&,—'m T dn : ‘

= x L |
o I dZx d/'l dr s d.r__ i
;:—~1_2 dude - di- v d da-
- : T A
7)o g =1 (l)‘_ i (_l(_}_’__()
roor o dudy dw o dy dodn ==
I I
roie g i
I i diz dr1 dz ° P idn i
\ r—‘__r_Z T
dX dY dZ ;

Moltiplicando le equazioni (46) una volta per e un’altra : i

dX-dYdZ
do’ do’ dy’

lazioni. (24) e (25), nelle quali E' ¢ G’ hanno ancora gli stessi significati,

R -
du du du’

per e sommando ogni volta, collavere riguardo alle re-

si ‘otterranno le equazioni seguenti :

dG' dr
du S5 du

I dE' = vl
(/1—72).7;'-—E.W-—07 ;(71—72).

2

Operando analogamente sulle (47), si troveranno le altre

1 1
el 1\ dE B dr_z_ 1/ 1 1\ dG Gd;:_ .
a\p = g0 e 2ir e T

e questi due sistemi di equazioni potranno anche porsi sotto la forma

seguente :
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ssidlogViEE d,
) dviis - dy

dlogyGr dr,
SEge B

=0

()

e [
dlog. V' . T
: dy S

1

: d log. V—é.;-_i_t_:o
du du

(0]

Questi sistemi di equazioni sono le formole cercate. Di essi (come dei

due precedenti) il secondo si deduce dal primo sostituendo ai raggi di
curvatura »,, 7, le loro inverse, e ai coefficienti E', G’ dellelemento
lineare sferico quellf E, G dellelemento lineare della superficie. L'uno di
questi sistemi pero & conseguenza dellaltro per le (31). -

25. Le equazioni ora trovate conducono a moltissimi teoremi.

Osserviamo dapprima che se r,=o¢(u) per le formole precedenti,
si vede che si avrd E=¢(u) o r,=r, e viceversa; e poiché l'essere
E=1{(u) porta che le linee y=cost. sono geodetiche, cosi se ne con-
clude che: escludendo la sfera, le superficie nelle quali un raggio di
curvatura di un sistema é costante lungo le linee di curvatura dellaltro
sistema , sono tutte e sole quelle nelle quali le linee di curvatura del
primo di questi sistemi sono geodetiche. _

Supponendo anche r —g, (v), ne verrebbe r =r o G=¢,(v), e
poiché le condizioni £ =¢(x), G=4¢, (v) non possono verificarsi che
per una sviluppabile, cosi se ne conclude che: esclusa la sfera, non esi-
stono superficie non sviluppabili nelle quali i raggt di curvatura di ciascun
sistema siano rispettivamente costanti lungo le linee di curvatura dellaltro
sistema.

In particolare si ha subito di qui il teorema di Berrranp che: la sfera

é la sola superficie nella quale ¢ due raggi di curvatura siano costanti.
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26. Le equazioni (4g) conducono subito a trovare una relazione no-
tevole fra i raggi di curvatura caratteristica delle superficie nelle quali le
linee di curvatura formano un doppio sistema isotermo.

Osserviamo infatti che le (49), derivando e sottraendo , danno

sl
<I x)_ggmog.m_dﬂog.ms_'_d <r‘+r2>

7 or dudy dudy dudy

i 2

__dlog.VE i(‘ ~i>+dlog.V—G i(‘ _i>=o :

dy du P du dy Pt

dlog. VE 5 dlog. VG

e per le (49) stesse, sostituendo per - - i loro valori,

e riducendo , si otterrd la seguente :

<1 I>2 sdzlog.ﬁ dglog.VT}} <1 1>
ARG s — S T e DR
> dudy

e | dudy dudy :_;j

I I I
dsid e g
. By ’12_ I ri=0 :

du " dy du " dy

Ora, supponendo che le linee u e ¢ siano anche isoterme, e che quindi

si abbia
Fr= ol Gi=1" ]

ove U é una funzione di », e # una funzione di ¢, si ha di qui la

seguente :

I T ) 2 <ri+rl> dr; drl dri d.-

St Sy 1 - 2 ke_ el
(39) - <"| 7'2)' dudy +du'dv an a7

che ¢é la relazione cercata e che & inoltre caratteristica per le superficie
nelle quali le » e ¢ sono linee di curvatura e sono isoterme, giacché se
essa ¢ soddisfatta, per la precedente ne verrd
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d®log. yE d° log.}fﬁ._0

dudy dudy

e quindi sard E=('.%, oyvero Bl G =0/

I I o N .
Supponendo — —+ — =cost., la relazione precedenle ¢ subito sod-
Lrir
1

disfatta, e quindi per essa si conclude che: Le superficie di curvatura
media costante costituiscono una classe di superficie nelle quali le linee
di curvatura formano un doppio sistema isotermo. ,

Osservando che nelle superficie a centro di secondo ordine le linee di
curvatura sono isoterme, e 1 parametri delle coordinate ellittiche determinano
appunto queste linee, evidentemente si potra dire anche che : nelle super-
ficie a centro del second’ordine in coordinate ellittiche i raggi di cur-
vatura soddisfanno alla relazione precedente (50).

7. Siccome le (48) risultano dalle (49) sostituendo ad ’%, = :

7 :
E e G rispettivamente, 7, , r,, E’, G', cosi dalla equazione preéederfte
si vede subito che per le superficie per le quali le rappresentazioni sferiche
delle linee di curvatura sono isoterme, e per queste sole si ha la seguente
relazione fra i raggi di curvatura '
3 d*(r —+r dr driadedr
(@5 (1‘_,2)87;“1"—22-%“{—;—(27—3—;“[—‘:

=0

Questa equazione ¢ soddisfatta per r —+r = cost., quindi si ritrova cosi
che per le superficie di area minima e per le loro parallele le linee sfe-
riche corrispondenti alle linee di curvatura sono isoterme.

Le linee sferiche che corrispondono alle linee di curvatura delle super-
ficie aventi le linee di.curvatura piane sono due sistemi di cerchi ortogonali
e sono quindi anche isotermi; dunque si conclude che: ¢ raggi di curvatura
delle- superficie a lince di curyatura piane soddisfanno alla equazione (51)
quando w e ¢ sono i parametri delle linee di curvatura.

28. Mostriamo adesso come le equazioni (48) conducano subito al
teorema del sig. WecArtex (Journal de Crelle, tom. 62) sulle superficie
nelle quali un raggio di curvatura é una funzione dell’altro.
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 Supponiamo percid che i raggi di curvatura della superficie che si
considera debbano soddisfare a una data relazione in termini finiti, e pen
considerare anche il caso in cui uno di questi raggi sia costante, suppo-
niamo che, se ci6 accade, questo non sia 7,. In ogni caso allora 7 potrd

considerarsi come una funzione di r,, e si avra:

=) (7'2) ;

Cio posto, si osservi che le (48) danno

j dr,
d log. V‘P_ do
dy = r—r, 2
By e e 2
dr,
d log. VW_ du
\ du == P, 2

e quindi, se 7, ¢ una funzione di r,, si avra:

dv dr
Sdw —2
sy | YE=Ue """ =Ue 2"Th . =Uglr,,
SL dry dr,
=) 0 = ihae s
= - =Ty : -
VE=Ve "0  —pe N =VF(rs);

e poiche, senza cangiare linee coordinate, si possono sempre prendere u
e ¢ in modo che si abbia U=1, /=1, cosi si vede che Pelemento
lineare della sfera si potra ridurre alla forma

ds'*=¢® (r,) du’+ > (r,) dv? ,

cioé dei due coefficienti £’ ¢ G’ uno si potrd considerare come funzione
dell’altro.

Cio posto , osserviamo che , non essendo 7, costante , se non si ha’

. 7,=0¢ (%) e quindi anche r =y (), £’ sard una funzione che conterrd ¢
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necessariamente, e quindi, escluso questo caso di r,=¢ (), E " non sard
mai costante, e indicandolo con WEINGARTEN con 7:—2, le altre quantita
r,, r, e G' saranno funzioni di k che devono soddisfare alle equa-
zioni (52) e alla r, =A(r,). :

Ora, espresse queste quantith per %, esse vengono ad avere una forma

notevole, giacché la prima delle (52) da

e la seconda delle (53), con =1, da

V=

e percio si avra
du’® d o’
ds'*= e i s
kz ‘ 9/ (k)2 2
essendo

r=0(k), r=00)—ko (k);

e quindi O(k) sard una funzione tale che la relazione r =1 (r,) risulti
dalla eliminazione di % fra queste due, vale a dire O(k) sara l'integrale
della equazione

0—ko'=%(09) ,
cioé tale che

o

e D) -

essendo ¢ una costante.
Tutto questo nel caso che r, contenga anche la . Cio pero sussiste

anche quando 7, contiene soltanto u, giacche in questo caso anche & non
contiene ¢, ma pud sempre ridursi a contenere # in una maniera arbitraria;

e quindi, supposto che cio sia fatto in modo che si abbia
B =0k, r.=>0(k)—k6' (k) ,

ne verra ancora :
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S I
VG = ———~ .
)

Dietro cio noi possiamo dunque enunciare il seguente teorema, che in

realtd non & che il reciproco del teorema di WEINGARTEN: se in una
superficie i raggi di curvatura sono funzioni uno dellaltro e si ha

ri=XK(r. ),
i parametri u e ¢ delle linee di curvatura si potranno prendere in modo
che le linee sferiche corrispondenti diano allelemento lineare della sfera
la forma
o dy®

(54}.. ....... dS‘—'—]'{T'FmTz)

A

ove k non é costante, e § é tale che i raggi di curvatura siano dati dalle
relaziont
=0k

-
G ( 7.‘=0(k)—]’i@l(]f)7

Jra le quali, eliminando il k, si ritrova la r,=)X(r,). Si suppone al
solito in questo enunciato che nel caso che uno dei due raggi di curvatura
sia costante , esso debba essere r,.
Il teorema reciproco di questo (che & appunto quello dato da Wein-
GARTEN) ci dice che: se due sistemi di lince ortogonali u e ¢ della sfera
sono tali che si abbia pel suo elemento lincare |

du’ dy?

Bl []3’9;--/{74-57]?)—2,

esse corrisponderanno alle linee di curvatura di una superficie (32) nella
quale i raggi di curvatura sono dati dalle formole

s 1’2=9(/{) 3

(55') ? 711=9(k)—k6’<k>,

e quindi sono legati dalla relazione che si ottiene eliminando k fra

queste due. s
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La dimostrazione di questo teorema si fa subito colle seguenti con-
siderazioni. Per le condizioni dell'enunciato di essa le (48) riescono subito
soddisfatte, e se si chiamano X, ¥, Z le coordinate della sfera espresse
per u e ¢, siccome le linee % e ¢ sulla sfera sono ortogonali, sard iden-
ticamente soddisfatta anche I’equazione che risulta dal moltiplicare le
equazioni (46) respettivamente per X', ¥, Z e sommare. Dunque, poiché
sono soddisfatte tre equazioni che risultano dalle (46) indipendentemente
Inna dallaltra, ne segue:che anche le (46) saranno tutte soddisfatte (*),
e percio le equazioni (32), nelle quah r,, r,, X, ¥, Z hanno questi

valori, ammetteranno gli integrali.

[ dax dx
xr= (((l—u.du+d—v-.dv>=x(u, o)

=

| (4 dy e
]_f<c_17t du-}-a— du>_..j (. o)y
4z

_J dz+d du):z(u,v),

che rappresentano una superficie ; per conseguenza le equazioni (32) ap-
parterranno a questa superficie; e poiché le quantith X, ¥, Z rappre-
sentano i coseni degli angoli della normale ad essa coi tre assi, giacche

si ha

Xde—++Ydy+Zdz=o ,

(") Infatti, se si chiamano 4, B, C i primi membri delle equazioni (46) per quanto abbiamo

detto si ha: dY -
(¢

+ L du G du

az
du

du =03

ax ay
—5+B'E+C' =0,
AX+BY+CZ=0;

e poiché, a causa dei valori di X, ¥, Z, il determinante formato coi coefficienti di A, B, €
¢ ugnale a V' E'G' e non a zero, ne segue che si dovra avere

A=t B =105 (= 5
Aceod. dei XI.. — Serie III, Tomo I.
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O

cosi se ne conclude che le linee % e ¢ sono appunto le linee di curvatura

della stessa superficie, e », e r, sono i raggi di curvatura principali, i

quali hanno fra loro la relazione definita dalle equazioni (55).

Cosi resta pienamente dimostrato che la ricerca delle superficie
r,=»\(r,) dipende appunto dalla ricerca delle linee sferiche u, ¢ che
danno a ds’ la forma (2), e trovate queste linee e i valori di X, ¥, Z,
espressi per « e ¢, le equazioni della superficie corrispondente saranno
le (56), ove tﬁ, o

du 2dve
r, e r, abbiano i valori (55). Inoltre, delle superficie corrispondenti si

hanno i valori (32), supposto che in questi

hanno subito anche le linee di curvatura, giacché esse non sono altro

che le stesse # = cost., ¢ =-cost.

29. Se invece di ragionare sulle equazioni (48) avessimo ragionato
nello stesso modo sulle (49), evidentemente saremmo giunti a quest’altro
teorema, non notato dal sig. WEINGARTEN : se in una superficie un raggic
di curvatura & funzione dellaltro, si potranno. prendere i parametri u
e ¢ delle sue linee di curyatura in modo che, prese queste linee per coor-
dinate , Uelemento lineare della superficie prenda la forma

= s du dy?
(J’;) ......... d‘f——7l—.2—+m72‘)

ove h non é costante, e O é tale che i raggi di curvatura sono dati dalle

due equazioni
I

—=0(h) ,

2

7;_—_ 6 (k) —ho'(h) ,
1

fra le quali, eliminando h, si ritrova la relazione che sussiste fra r e
Anche qui si suppone che se uno dei due raggi di curvatura deve esser
costante , questo non sia 7. Supponendo §'(h)=Fh, si ha:

ds?= /i—z (du®~+ do*)
@

2
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e quindi le % e ¢ sono isoterme ; e poiché in questo caso le (58) danno

1 I SN e ; : S
— 4+ —=cost., cosi si ritrova il teorema che abbiamo dato al § 26
r

1 2
sulle superficie di curvatura media costante.

30. Per continuare le nostre ricerche premetteremo adesso un teorema
generale, il quale dandoci in particolare la forma dell’elemento lineare
della sfera quando si prendono su essa per coordinate due sistemi di cerchi
ortogonali, coll’applicazione dei teoremi precedenti, ci gioverd per trovare
le differenti classi di superficie aventi le linee di curvatura piane e nelle
quali un raggio di curvatura & funzione dell’altro, e ci condurrd anche
ad altri teoremi.

\

Questo teorema ¢é il seguente :

Se su una superficie esistono due sistemi di linee ortogonali aventi
le loro curvature geodetiche costanti lungo ciascuna di esse, queste linee
saranno al tempo stesso isoterme; e se Si prendono queste linee come
linee coordinate w e v, Velemento lineare della superficie, quando nessuno
dei due sistemi di linee é geodetico, ayri la forma

Gl o ds?=m.§lffdu2+1/"’do2§ >

ove U, U, sono funzioni di w, e V', ¥, sono funzioni di v, e U e V
non possono essere costanti ; e se uno dei due sistemi di linee u e v,
per esempio il sistema v, é geodetico, il medesimo elemento lineare avra

la_forma
Boiis ds’=Ud+ UV *dy*,

che risulta anche dalla precedente col supporre V~ costante ; ¢ in questo
caso la superficie sara applicabile su una di rivoluzione, e quelle linee
w ¢ v corrisponderanno respettivamente ai paralleli e ai meridiani di questa.

Sia infatti

»

ds*=Eduw’—+ Gdy* ,

I'elemento lineare della superficie in queste coordinate x e ¢. Chiamando
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pu © p, 1 raggi delle curvature geodetiche delle linee @ ¢ ¢, si ha da
formole note

I I d. VG I I d.VE

O1)s . —— —
<)I> [ou VEG [llt VEG ‘d"

oo

e quindi se si vuole che p, sia costante lungo le linee «, e e, lo sia
lungo le linee ¢, si dovra avere

: I (1.1/-@_ I d.VE__./.
(62)..... ‘/EG(Z—U—U’ EG.TV_[ b

essendo U e / funzioni di « e ¢ soltanto respettivamente ; e se si sup-
pone dapprima che nessuno dei due sistemi u e ¢ sia geodetico, né U/
né # saranno nulli.
Cio posto, si faccia
E=e¢e, VG=g ,
SL avrd :
dg de

O3 —=Ueg, ;Z_szeg’

e quindi, poiché U e #” non sono nulli, se ne dedurrd

ovvero
d(Ue) d(Fg)
dow sl

Da questa, indicando con ¢ una funzione incognita delle » e v, si avrd

= dt : dt
Ug_ﬂ’ Vt?—%a
donde
o di dit =
k()[h ......... 8————0*.—[7—16; b—m,

e
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e sostituendo questi valori di ¢ e g in una delle equazioni (63), se ne

dedurra I'altra
dist =di Y
dudy — du dy’

che , integrata, fard conoscere %

- : ; e dit= g
Per fare Dintegrazione dividiamo per 755 8 otterra l'altra
%

d dt :
du \dv) di
dit b

dy
e questa dard

di
log. o t+log.o(v) ,
essendo ¢(v) una funzione arbitraria.
Da questa si deduce
dt di¢

—=c'o (v, ovvero e“‘.CTvch(v) :

dy
da cui
e“=-—-—fgo(v)dv+ U1=U‘+Vv1 :

essendo U, e F/ due funzioni di # e ¢. Di qui si ha
t=—log (U, +7,) ,
e per le (64) si ha finalmente

G———L— a—_y-;._‘
T UU+F,)’ % s BT s %)

e poiché queste danno a ds* la forma (5g), il teorema resta cosi dimo-
strato pel caso che nessuno dei due sistemi u e ¢ sia geodetico.

Nel caso poi che uno dei due sistemi = e ¢, per esempio il sistema ¢,
sia geodetico, allora si avra =0, e quindi la seconda delle (62) dara

subito

T—
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e per la prima se ne dedurra
d(log.VG) _ o
, du ¢ ¢
da cul si trarra

Vve=elth=up ;

con che il teorema resta evidentemente dimostrato anche in questo caso.

31. Notiamo che questo teorema sussiste insieme al suo reciproco, e
si ha che: se in un doppio sistema di linee ortogonali isoterme, uno dei
due sistemi ha la curvatura geodetica costante lungo ciascuna linea, Ualtro
sistema godra della stessa propriety, e si avranno le formole (59) o (60).

Si vede infatti che se le w e ¢ sono isoterme e quindi si ha
E— Nl G=0

e se uno dei due sistemi, p. es. il sistema z ha la curvatura geodetica
costante , per le (61) si avra:

T 1
d— A=
Va v
Udu=_U‘ , ovvero S Bl
e quindi sara
7‘:)_—_ UU du+V,=U~+V, ;

e questa dimostra evidentemente il teorema.
e In particolare da questi teoremi si ha che : ¢ doppi sistemi di circon-
A ferenze ortogonali sulla afem e sul piano sono i sistemi di circon, erenze
“ isoterme ; e reciprocamente : se sulla sfém o sul piano un sistema di
linee isoterme é formato di circonferenze, il sistema ortogonale sard pure
Jformato di circonferenze. La forma che si ha per elemento lineare della
sfera o del piano quando si prendono questi cerchi come linee coordinate
f é la (59) o la (60), nelle quali le fanzioni U, U, , F/, //, hanno fra

loro le relazioni volute dall’essere la supcrﬁcic corrispondente una sfera

e i

S—

-
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z 5 5 v T o 22
o un piano. Supponendo, cio che puo sempre farsi, U, =1, V' =1, le
funzioni U e ¥ si determinano esprimendo che la curvatura della super-
ficie ¢ una costante positiva o nulla. Questa ricerca non offre veruna
difficoltd, e percio noi ci contentiamo di avere qui indicato solo il mezzo

per effettuarla.

34. Dai teoremi ora dimostrati se ne deducono immediatamente alcuni
altri.

Ricordiamo infatti che quando si fa la rappresentazione di una super-
ficie su di un’altra dietro il principio della conservazione degli angoli, ad
un sistema di linee isoterme della prima superficie corrisponde necessa-
riamente un sistema di linee isoterme della seconda ; per questo, e pel
teorema precedente, se ne concludera allora immediatamente che: facendo
la rappresentazione di una superficie su di unaltra, dietro il principio
della conservazione degli angoli, se ad un sistema di linee isoterme della
prima superficie gli corrisponde nella seconda un sistema di lince aventi
la curvatura geodetica costante, il sistema di linee della seconda superficie
che corrisponde alle linee della prima che sono ortogonali al sistema iso-
termo che si considera, ayranno pure la loro curyatura geodetica costante.

In particolare, si ha di qui il seguente teorema che, nel caso del piano,
¢ dovuto a Lacrance: facendo la rappresentazione di una superficie di
rivoluzione sw diun piano o su di una sfera, in modo che gli angoli siano
conservati, se le linee che corrispondono ai meridiani sono circolari, le
linee che corrisponderanno ai paralleli saranno pure circolari; e viceyersa.

Notiamo che nel caso del piano per linee circolari s’ intendono anche
le rette che sono infatti delle circonferenze di raggio infinito.

33. Da questo teorema ne risulta subito un altro sulle superficie di
area minima. Ricordiamo infatti (§ 26) che le linee di curvatura di queste
superficie costituiscono un doppio sistema ortogonale isotermo ; e quindi,
poiché facendo la rappresentazione di queste superficie sulla sfera col
metodo di Gauvss, tutti gli angoli sono conservati (§ 14 nota) pel teorema
precedente si conclude che, se le rappresentazioni sferiche delle linee di

curvatura di un sistema sono eircolari, anche le rappresentazioni sferiche
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delle linee di curvatura dell'altro sistema saranno circolari. Di qui risulta
evidentemente il seguente teorema: in una superficie di area minima se
le linee di curvatura di un sistema sono piane, le altre lo saranno pure ;
o in altri termini: non esistono superficie di area minima aventi un solo
sistema di linee di curvatura piane.

Notiamo poi, come del resto vedremo tra poco, che pel teorema di
WeiNearTeN esistono difatto delle superficie di area minima, oltre a quelle
di rivoluzione, che hanno le loro linee di curvatura piane, giacché quando
si prendono per coordinate sulla sfera i sistemi di circonferenze ortogonali,

Pelemento lineare della sfera puo ridursi alla forma

ds2=l_:§. (dut~+ do?)

e quindi fra le superficie corrispondenti ne esistono di quelle per le
quali si ha
r'1+ 7"2 )

34. Passiamo adesso a vedere come coll’applicazione del teorema di
Weveartey e di quelli dei §§ 30 e 31 si possono subito trovare le
differenti classi di superficie aventi le linee di curvatura piane, e nelle
quali un raggio di curvatura & una funzione dell’altro.

Distinguiamo percio il caso in cui le linee di curvatura di un sistema
sono situate in piani paralleli, e quello in cui questa circostanza non si
verifica, e consideriamo intanto il primo caso. Per questo basteranno le
formole (48) e (49). -

‘Supponendo infatti che le linee situate in piani pax‘z\lieh siano le
ww=cost, , si vedra subito che sulla sfera a queste linee corrisponderanno
un sistema di paralleli, e quindi alle ¢ =cost. corrisponderanno un si-

stema di meridiani, e si avrd:

La prima delle (48) dara dunque in questo caso

s
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e quindi la prima delle (49) dard
dE

—-=0;
talché si ritrova cosi che la condizione che un sistema di linee di cur-
vatura di una superficie siano situate in piani paralleli, porta che le altre
sieno pure piane e geodetiche, e che il raggio di curvatura principale
corrispondente a queste linee sia costante lungo le linee dell’altra cur-
vatura o su tutta la superficie. Cio d’altra parte risulta anche dalla nota
generazione di queste superficie.
Cio posto, distinguiamo i due casi di

no—m A (P  —
ri=A(r ), = 7 = cost. .
Nel primo caso, siccome r,==F(u), si avrd anche

ry=9;

e quindi se si chiama r il raggio di curvatura delle linee #, ed » l'an-
X!

golo che il loro piano fa colla superficie, e che & soltanto funzione di u
(§ 23), pel teorema di Meunier si avrd

r=r seno=4¢(u) .

Conseguentemente le linee = cost. (situate in piani paralleli) saranno
tutte circolari, e quindi le superficie corrispondenti a quesfo caso saranno
tutte e sole quelle di rivoluzione.

Consideriamo ora il caso di 7, = cost. In questo caso, siccome le
linee ¢ essendo geodetiche hanno per raggio di curvatura r,, cosi si vede
che queste linee sono tutte circolari e dello stesso raggio, e le superficie
corrispondenti sono evidentemente le superficie canali aventi per direttrice
una curva piana. :

Da cid dunque risulta intanto che: le superficie aventi un sistema di
linee di curvatura in piani paralleli, e nelle quali un raggio di curvatura
& funzione dell'altro, sono tutte e sole quelle nelle quali uno almeno dei

Accad. dei XL. — Serie III, Tomo I. 9
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due sistemi di linee di curyatura sono circolari ; e quindi sono le super-
Jicie di rivoluzione e le superficie canali r, o r,= cost. aventi per
diretirice una curva piana.

35. Resta adesso a considerarsi il caso piu generale in cui tutte le
linee di curvatura essendo piane, nessuno dei due sistemi di queste linee
si trova situato in piani paralleli fra loro. In questo caso le linee sferiche
u e v corrispondenti alle linee di curvatura sono due sistemi di cerchi
ortogonali differenti dai sistemi di meridiani e paralleli, e pei quali T'ele-
mento lineare della sfera prende la forma (§ 31):

U du® Ve dio®

IO i 1
68) ieennn. A =rptpn b s

ove U e / sono due funzioni di # e ¢ che non possono essere costanti.
In questa formola poi U, U,, ¥, ¥, devono soddisfare alla condizione
richiesta dall’essere ds’ I'elemento lineare di una sfera di raggio uno;
pero siccome ad # e ¢ (senza cangiare linee coordinate) possono sempre
sostituirsi delle funzioni arbitrarie ¢(z’), ¢(0’) di due altre variabili,
cosi possono ancora farsi variare in infiniti modi i coefficienti di du® e
dv?, e pel teorema di WEINGARTEN per ogni sistema di variabili che sta-
bilisce fra questi coefficienti una relazione finita, esisterd una classe di
superficie a linee di curvatura piane, nelle quali i raggi di curvatura
sono legati da una relazione che dipende da quella che esiste fra i me-
desimi coefficienti, in forza delle formole (55); e non esisteranno altre
di queste superficie. i

Per trovare dunque le superficie che cerchiamo conviene prima trovare
le relazioni che possono stabilirsi fra i coefficienti di du® e dy* nella (65).

Poniamo percio

Ut V; .
e = —1_
U~V

e

T+ 7V’

bisognera qui cercare a quali condizioni debbano soddisfare U e U, , e

F~ e I, affinché si abbia la relazione

g=g¢(e),




- MEMORIA DI ULISSE DINI 6

e poi trovare questa relazione. Per questo osserveremo che avendosi

SR
o 199

si dovra avere

)

e

]
i

EN

gi——.: =ile)s; "

> L%
e quindi, indicando con e, e e, le derivate di e rispetto ad u e ¢, le
quali non possono esser nulle , bisognera che si abbia

F e
e
66 ,
__—l{‘ ‘-ilf = s(?—(—e—)-él.e

= 0. Questo caso porta fra e e g

!
Consideriamo subito il caso di i?—ii)-!

la relazione e=cg che corrisponde a U, e //, costanti; e ponendo,
come nel teorema di WEINGARTEN :

o

Ii
o =
-
56}

si avra in questo caso

k2
ohhi=clk 6(k)=c.;—+7,

essendo 7 una costante; e quindi per le (55) le superficie corrispondenti
alle variabili z e ¢ che danno a ds'® questa forma, avranno per raggi

di curvatura
e k? c k?
[ S A

1 2 2 2

sy

Di qui si vede che esistono delle superficie a linee di curvatura piane e

non situate in piani paralleli, per le quali si ha:

r,=+ r, = cost. ,
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e siamo quindi nel caso delle superficie di area minima e delle loro

parallele.
g

t
Escludendo ora il caso di ;E‘ =o, e quindi quello di /' /=o0 e

U'=o, per le (66) si vede che dovremo avere

ovvero, avendo riguardo al valore di e,

UlV’ ____Vi’U1
U{(U-{--V)—U1 Ut’ 17 le .
da cui
V’V1 L
Vl’ Ut’ z
e quindi
V’VI—VVi’ U’Ui—UUI’
—C. o —
p’/ 2 UI

essendo ¢ una costante.
Dalla prima di queste si trae

V’V—VVt’_C e
V2 Jed
ovvero
d V>__ d I
TN
e quindi si avra
V c
7=__+77

X
essendo y una costante che non pud essere nulla.
Analogamente si avra
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essendo 7' un’altra costante diversa da zero. Conseguentemente, affinché
esista fra g ed e una relazione, bisognerd che si abbia

V1=—:7.(V+c),

{ U‘_—:Vi,.(U—c) :

e allora la relazione corrispondente fra g ed e sarda la seguente
BB s e 18+ e=1 ;

e poiché, come abbiamo notato in principio, le relazioni (67) possono
sempre rendersi soddisfatte con una scelta conveniente di variabili, cosi
la relazione (68) potrd sempre stabilirsi, e ad essa corrisponderanno delle
superficie nelle quali le linee di curvatura sono piane, e iraggi di cur-
vatura sono legati da una certa relazione.

Per trovare questa relazione si porra, come nel teorema di WEINGARTEN,

I

67 (k) ’

g=

e

allora per la (68) se ne trarra
vhk4(y'— k)8 (k)=0o ,

e da questa si avra

/ k !
6 (k)=k7_7,=7.<1+k__7_7> ;

da cui

O (F)y=qk+yy'log. (k—y")+7" ,

essendo y” un’altra costante.
Per questa le formole (55) ci mostrano che le superficie corrispon-

denti alle variabili z e ¢ che stabiliscono fra e e g la relazione (68),

hanno per raggi di curvatura

1R

by

! ;

r2=yk+'y'y'log.(k-——'y')+y”, r=r,—

< - g N o Y b
A 3 e, R R T S
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e quindi questi raggi di curvatura saranno legati fra loro dalla relazione

2 7

. e (B ) )

= 77 log.

ro—r, (r,—r)> o' o

che si otliene ricavando il % dalla seconda delle due precedenti e ponen-
dolo nella prima; e in questa relazione 7, 7', y” sono tre costanti, le
due prime delle quali non possono essere nulle.

Dietro cio noi possiamo ora enunciare il seguente teorema :

: Fra le superficie che hanno le linee di curvatura piane, quelle nelle
' quali un raggio di curvatura é una funzione dellaltro sono:-1° le su-
perficie di rivoluzione; 2° le superficie canali r, o r,= cost. aventi per :
direttrice una curva piana; 3° alcune superficie di area minima insieme

alle loro parallele; 4° alcune superficie della classe (6g).

Le equazioni in termini finiti delle prime tre classi di queste superficie
sono conosciute ; per quelle della quarta classe potrebbero trovarsi ser-
vendosi del teorema di WEINGARTEN, ma noi non crediamo utile di fare

| qui questa ricerca.

~

Notiamo che il teorema dimostrato conduce in particolare al seguente:
‘?‘y'* le supezﬁcie di curyatura costante r r,=cost., o di curyvatura media
;8 1 1 : : :
— - — costante e differente da zero che hanno le linee di curvatura

7
1 2 . . -
piane sono soltanto quelle delle rispettive classt che sono al tempo stesso

di rivoluzione , ecc.

g “ 36. Passiamo adesso a cercare le equazioni in termini finiti delle

1 superficie a linee di curvatura piane. Queste superficie sono state sog-
getto di studio di molti distinti geometri, e di esse il sig. Boxyer ha
dato pel primo le equazioni in termini finiti in coordinate Cartesiane nel
Journal de ¢FEcole polytechnique, cah. 39. Queste equazioni perd si pre-

sentano sotto una forma abbastanza complicata, e percid credo ora utile
di mostrare come le formole di questa Memoria conducano subito ad

——




MEMORIA DI ULISSE DINI 71
una proprietd di queste superficie, mediante la quale si trovano ‘subito
sotto una forma notevole le equazioni in termini finiti delle superficie in
questione, e con esse un grandissimo numero di problemi relativi a queste
superficie vengono a dipendere soltanto da quadrature.

Osserviamo percid che per le superficie a linee di curvatura piane
si ha:
VP= i, V=i
U+’ “U+7’
e con una scelta conveniente di variabili, quando la superficie non ha un
sistema di linee di curvatura in piani paralleli, si potra rendere

U /22
T = —1_ V6 = —1—
(// VE u—}—V’ G u—i—v’

ove U, e //, hanno i valori che si convengono ad una sfera di raggio
uno, e come potremmo riscontrare servendoci della formola che da la
- curvatura di una superficie, esse non possono divenire costanti.

Per queste le equazioni (48) daranno le seguenti:

dr2=__rl——-r2
dy L )
(s e d :
71= Cimilios
du w— 9
e da queste si avra laltra
o dr, dr,
GoNE S s e = — 2
’ d W

la quale ci mostra che : nelle superficie a lince di curvatura piane i raggi
di curvatura sono le derivate parziali (una negativa) di una stessa fun-

zione 0, e st ha:

do

r,= ety

(73) ;
r‘=_d—v‘;

ove O deve soddisfare alla equazione a derivate parziali
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di  dg
-0 6 au'dv
TA) - e e dnd‘l— Fer

che risulta dalle 7L).

Osservando dunque che 1’ integrale di questa equazione é
Erb) e =2 (U+V)—(U'+V"). (u4+v) ,

ove U e V sono funzioni arbitrarie di % e ¢ respettivamente, se ne con-
cludera che nelle superficie a linee di curvatura piane si ha

’,1= UI___ Vr+ ’l!. (LL-}-U) =_(V!_ V”U>+ U/+ V/ru >
r,= U—V'=U" (u+0)= U —=U"w)y—V'—=U"y

ovvero

( 7‘1=U—V—l—V".(u-{—v}:—(V—V's')—f—U-i—/f'/'/u s

(76) -
: r=U—V —=U'.(u+v)= (U—-U'vy—FV —U'y ,
sostituendo per semplicith ad U’ e 7' respettivamente U e //, cio che
evidentemente puo farsi.

37. Queste proprietd sono quelle che conducono subito alle equaziont
in termini finiti delle superficie a linee di curvatura piane, e non situate
in piani paralleli (*).

Se s’ indicano infatti al solito con X, ¥, Z i coseni degli angoli della
normale alla superficie coi tre assi, e se w e ¢ sono sempre i parametri
delle linee di curvatura scelti in modo che si abbiano le (70), dovranno
sussistere le equazioni seguenti :

(") Le equazioni delle superficie aventi un sistema di linee di curvatura in piani paralleli
si conoscono gia sotto una forma semplicissima.
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frdp sk sd X dw i ud X

du= 2’ T g

2 dy dy dy dy
o) i T g T =T
clz__‘ dZ a’z diZ,

e e T 0 .

e Louseguentemente si avranno le equazioni (46), le quah esprimono che
tl.x'
d e o dv ... sono differenziali esatti.

Oxa le (46) per le (71) divengono

/ dX dX
PX- . i D
dodo e 2 o
. d¥. Ay
G e ¥ T e :
5 dudy e
A7 47
PLY T

Dadv. w9

quindi, integrando queste equazioni e indicando con U, , &, U dre
fanzioni di w, e con 77, #,, V, tre funzioni di v, si avri:

2 ] P
ol X_—_M, Y=M, 7 U+7,
Uy U9 = )

e queste formole, nelle quali tutte le funzioni U e /~ non sono arbitrarie
ma hanno, come vedremo, una forma determinata, daranno i coseni degli
angoli della normale alle superficie a linee di curvatura piane con 1 fre assi.

Per determinare queste funzioni U, , Ul b =1 5 » Osser-
viamo che deve aversi ;
(80) ............. SXi=1;
da cui
Accad. dei XI.. — Serie JIT, Tomo I. 10
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EU1§+ZVi2+22U‘ Vi=w++ouv ;

quindi sard intanto
UV =uv+ ¢ W+4©),

@Bh= . U =" —29@)—m,

{ 272 =90 —2¢(v)+m .

e queste equazioni bastano, come vedremo, per determinare le funzioni

U e

Ritenendo per ora che queste funzioni siano definite da queste equa-
zioni, si vede che la nostra questione & gid risoluta. Infatti, quando
nelle (77) si pongono per r, e r, i valori (76), e per X, ¥, Z i va-
lori (79) che soddisfanno alle equazioni (81), le equazioni (46) riescono

soddisfatte, quindi le espressioni — du—+—dy, ... sono differenziali
7

d dy

esatfi, i cui integrali (che si ottengono con sole guadrature) appartengono
per conseguenza ad una superficie. D’altra parte, avendosi la (80) si ha anche
% 7

= S dked
Z/Y.—LE—O, ZX.-(—i—;-—O,

e quindi dalle (78) si ha
ZX.C—Iﬁzo, EX.d—'rzo; 2

du

dal che si conclude che X, ¥, Z rappresentano effettivamente i cosent
degli angoli della normale alla superficie coi tre assi e quindi le linee u
e ¢ sono le linee di curvatura. '

Ora , calcolando le derivate di X, ¥, Z, si trova che

b

du

dXx\y S
s Vet 1 .
=3 () =S

dENE
! N e 1
Ea=73. <——> _—-——~——(u o
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quindi si vede che sono soddisfatte anche le condizioni necessarie e suf-
ficienti affinche le linee z e ¢ siano piane, e se ne conclude per conse-
guenza che le equazioni (777) appartengono difatti alle superficie, le cui
linee di curvatura sono piane e situate in piani non paralleli.

+Le equazioni in termini finiti di queste superficie sono dunque le

seguenti :

\U—p—U' <u'+v)i%Ui’(u+")—(U1+V1)‘.du'

= \ (w4 v) &

{
“)_ N U—P 4V (u0) || 7 (e 9)— (U, 47, \
0 e .dy

| U=V —U' (u+o) | U, (ut0)—(U,+F )\
(w =+ v)* :

| du) ’

(82) S 5 : (5.

e _'_20_—7_—!—7'(z(,+v)2§Vv2 (w9)—(U,+ V)| / \
T dv )

o] TP (u+v){§Va'(u+v)—(U3+V3)§‘dvs :
(w + 9)? ,

X

(N U—=F=U' w4+ U} w+9)—(U,+7,)}
: (o)

1

ove le funzioni U,, U,, U,, ¥, ¥V,, F, sono legate dalle relazioni

3
(2U=w'—29(uw) —m,
@3er S SPr=v*—2y(@)+m,

Le linee u e v sono le linee di curvatura; i coseni degli angoli che la.

normale alla superficie fa coi tre assi sono

B =g‘j-—V-l, Y=M, Z=U3+V3-
U9 U9 7 =)

e i raggi di curvatura sono
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: (r=U—=F+F'(u+v),
r=U—V—U u+v) .
Conoscendo tutti questi elementi si hanno subito, senzaltri calcoli, anche

le superficie dei centri di curvatura, giacché le coordinate &, v, ¢ delle
due falde di queste superficie sono date dalle formole

E=x—r X , - E=x—r X,
n=y—r. ¥, = —
\"g:z—rlZ, (=3 —1r,2Z ,

e in queste non vi ha nulla d’ignoto.

Le funzioni arbitrarie che entrano nelle nostre equazioni sono soltanto
U e ¥V, poiché ora vedremo che le equazioni (84) bastano a determinare
le U, U, U, $@,¥”,, V,, ¥,, ¢(»). Queste ultime vengono a
contenere soltanto delle costanti arbitrarie, e per ogni sistema di valori
di queste costanti, lasciando le U e /~ indeterminate, le equazioni (83)
danno classe per classe le superficie a linee di curvatura piane che hanno
le stesse-trasformate sferiche delle linee di curvatura, o, in altri termini,
1 punti delle superficie di ciascuna classe si corrispondono in modo che
le linee di curvatura sono corrispondenti, e le normali nei punti corri-

spondenti sono parallele.

38. Abbiamo detto che le funzioni U , U,, U, ... possono deter-
minarsi dietro le equazioni (83). Vediamo ora come questa determinazione
possa farsi, e cosi avremo completato la ricerca delle equazioni in termini
finiti delle superficie a linee di curvatura piane, e avremo anche trovato
le equazioni della sfera in funzione dei parametri di due sistemi di cerchi
ortogonali di essa, giacché queste equazioni non saranno altro che le (84).

Per questo osserviamo prima che la terza delle equazioni (83) da

U'v'«-uo/'rV)+U0/'V/=r1;
e poiché le U/, U/, U/ non possono essere tutte costanti, giacché

altrimenti st avrebbe
G:

‘vl._
T ()

(con ¢ cost.),
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mentre invece E’ ¢ dato dalle (70), ove il numeratore non pud essere
costante, cosi si puod supporre che U, non sia costante, e quindi I'equa-

zione precedente sl potrd scrivere

[ G U/ 72 : Uo, 7 I Y2
(86) —i]—:,.V‘l/—i-T]?.Vﬁ':-[Ts?—Vs .

e il secondo membro conterrd la U, e quindi nel primo uno almeno de:
S U/ 4 - : ]
rapporti —%,, —% dovrd pure contenere la w. Supponiamo che questo

UL :
! §
sia —U—e, Da questo ne verrd che /7' dovra contenere la ¢, poiché al-
. 3. . . . .
trimenti derivando rapporto ad u si vede che anche /7 e quindi anche

2
/7, non conterrebbero la v, e questo non puo essere.
Cio posto , osserviamo che avendosi una espressione come

B oW () +o (WY, (),

ove ¢ (u) e ¢ (v) non sono costanti, affinché questa si riduca alla forma

- ).(u)=+%(v), bisogna che si abbia:

o' @' @) +o/ W/ ) =0,

o'W ___ ¢/
?, (@) ¢’ ()

essendo @ una costante , e quindi bisogna che si abbia

OvVvero

=a ,

¢ W=—uap W+t ,
4 ()= ay )+0",

essendo & e &' due nuove costanti.
Nel nostro caso adunque, affinche la (86) possa sussistere, bisogna
che si abbia:

2

U'maU/+bU!, Vl=—aV +¥b;

e per queste la (86) stessa dara:



78 SOPRA ALCUNI PUNTI DELLA TEORIA DELLE SUPERFICIE

bV’-i—-b’ -V,

U e U !
da cui si trarranno le altre due

bV !=—=V])—c, Bl =vHelbl;

dall’ultima delle quali si vede che b’ non puo esser nullo.

Da -queste si trae
U=a U+bU-+d, Vi =—aV +bv+/,

U— U—I—bu,—i—e, Vsz-—-bV!-—-c"v—q—g,

bl
le quali danno anche

<ac+b>. Ua-l—-%.u—&-(d—f—ae') %

e
(BO) s nss ' U=£ U+b,+e,
{ U=U3,
r=7v,,
(g i V=—aV+b’v-+—f)

V= —bV—cv+g,

e con queste la questione si riduce a determinare Usic ks

Ora osserviamo che da queste si ha:

e per la terza delle (83) se ne conclude che

v=(f5+8) Urfpref, O=dV ety

Ades$o abbiamo subito il mezzo d1 calcolare s e V.

> © quindi tutte

le nostre funzioni.
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Infatti, calcolando colle (89) e (9o) 2U,* e 37 % e sostituendo nelle
due prime delle (83) coll’qvere riguardo ai valori trovati per o () e ¢ (v)
si ottengono le due equazioni seguenti :

c’ ac 2y
;1+ﬁ+<7+b> E '

ac a il G ‘

a 2 7] 2 7]
+<[-)—,-u,+d+ae> +<Z—,+e> —u”+2f.p+2ef+m=o s

(14 a+0%). V' =2 ;a(b’v-i-f)—-b(cv-—g)—ds‘ Vit (8o +f)

4 (cv —g)Y—’42eblv—m=o0 ,

e queste che possono subito risolversi, danno 1 valori cercati di U, e /.

Sostituendo nelle (go) e (g1) si ottengono i valeri cercati di U, , U,,

u,, ¥,, ¥,, ¥,, e la questione ¢ cosi completamente risoluta.
Notiamo che i valori di U, , U,, U, vengono tutti della forma

fon)ect e musn—++a. y hil+Hu+hr" ,

e il radicale ¢ lo stesso per tutti; e quelli di 77, , #/ , #, hanno la forma

fg2) .o po—4v=p. Y ko4 k" ,

\

e il radicale & pure lo stesso per tutti. Questi radicali poi non possono
ridursi razionali, e non possono sparire da tutte le funzioni U, né da tutte
le funzioni %7, poiché altrimenti le derivate di tutte queste funzioni sareb-
bero costanti. Nelle ipotesi fatte in principio, essi devono trovarsi almeno

inUseV.

1

39. Cosi la questione della ricerca delle superficie a liee di curvatura
piane & completamente risoluta dalle formole precedenti, ed oltre ad averne
trovato le equazioni in termini finiti, abbiamo ancora trovato le loro linee
di curvatura, i loro raggi di curvatura e i coseni degli angoli della normale
alla superficie coi tre assi, e si sono pure trovate le equazioni delle su-
perficie luogo dei loro centri’ di curvatura. Inoltre le nostre formole

¢
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contengono soltanto le due funzioni arbitrarie U e # (le altre essendo
determinate come ora abbiamo visto), e poiché queste funzioni contengono
una sola variabile, ne viene che i problemi relativi a queste superficie che
richiedono la determinazione delle funzioni arbitrarie, come la ricerca
delle superficie a linee di curvatura piane dotate di proprietd speciali,
-dipendono soltanto dalla integrazione di equazioni a derivate ordinarie.

Cosi, p. es., il problema della ricerca delle superficie a linee di cur-
vatura piane applicabili su quelle di rivoluzione, quello della ricerca delle
medesime superficie che sono al tempo stesso gobbe o nelle quali un
raggio di curvatura & funzione dell’aliro, quello della ricerca delle superficie
le cui linee di curvatura sono piane e isoterme, ecc., ecc. dipendono dalla
integrazione di equazioni a derivate ordinarie. : ;

Lo studio particolare di ciascuno di questi problemi ci condurrebbe
troppo in lungo, e percio, riserbandomi di trattarli in altro lavoro, per
accennare qui come essi possono risolversi, passero ora ad occuparmi
soltanto dell’ultim.o, cio¢ passero a cercare le superficie non di rivoluzione
le cui linee di curvatura sono piane ed isoterme (¥).

Per questo osserverd prima di tutto che in questo caso oltre ad aversi
le (70) bisogna che si abbia anche

(*) Fra le superficie aven!i un sistema di linee di curvatura in piani paralleli quelle, le cui
linee di curvatura sono pure isolerme, sono tutte e sole quelle di rivoluzione, giacche avendosi
in questo caso V' E'=U, vV G'=U, V, la prima delle (48) dd r,==v(u), e quindi dalla sc-
conda si ha: :

7y Uy'+ by a5

r = Gore =~
e (u) U’ OVVEr0 i {7y Ui =o{u) HL ;

e (uindi =
7. Y, :jg«'(uf) vduvt v, ,

essendo V¥, una funzione arbitraria di V. Ma essendo 7, :V g, per le ipotesi fatte, se i,
contenesse V¥ sarebbe della forma r, = F (u) f (v), quindi si dovrebhe avere
F)fo) U= w8 du+7V, ;

¢ questa ¢ impossibile 2 meno che f(¥) e ¥, non siano costanti. Di qui risulta che r,=F(u)
e quindi le linee u = cost. sono circolari ¢ la superficie ¢ di rivoluzione. £ a causa di questa
circostanza che ho detto di sopra di andare a ricercare le superficie non di rivoluzione a linee.
di curvatura piane e isoterme, e non ho detto di ricercare quelle fra queste superficie ehe
non hanno un sistema di linee di curvatura in piani paralleli. :
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VE=1)¢(w) , Ve=2y, (),

il G - E
r!= E——', »’2= F"’

cosi qui hisognerd cercare le superficie (82) per le quali si ha:
q P q

e quindi siccome

2 ¢ (u)

7 = F(v) .

2

essendo ¢(u) e F(v) funzioni da determinarsi; quindi la questione si

; : - e o
riduce a determinare nelle nostre formole U e # in modo che —* si ri-

2
duca alla forma precedente, in modo cioé che si abbia

—(P=V' N+ U+V'u__ oW
(Q3ian i b7 U —_F(v) s

Incominciamo dal determinare ¢(x) ed F(v). Osserviamo percio che le
equazioni (49) divengono ora

dlogh n-dn
&= dy 7_2 di T
dlog = =i d 7
G du r, du Za .
e quindi per le (71) danno
dlog. 2 7, dlog.} 7 :
do —  n,@w+v)’ du —  r (u+9)’
5 s o(u) - Ao : :
e da queste si vede che, affinche sia L=—: , bisognera che si abbia
7 F(v)

=

a o)
du’ )_F(v)(u+v)

o g__
& (p(v)(u-}—v)\'

Da questa si trae

Acead. dei XL. — Serie III, Tomo L 11
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P @@+ 9@ _F)uts) FE)
Fe) F@) 0@ e’
ovvero

{(p(u) o' (W)u—q¢* (u)% —-—%F(v) F'(v)o —Fg(v)g =
FO)F ) u—o(w)9 @) ;

e quindi le funzioni ¢(u) e F(v) dovranno intanto esser tali che il se-
condo membro si riduca alla forma 2 <u>+)"1 ().

Conseguentemente (§ 38), indicando con z, 8, .... delle costanti,
bisognera intanto che si abbia

W)y W=aurf , FOF @)=zo+7 ;
e quindi

P@=aw+oafu+f, FPE)=av’+aye-y;
e per questa la precedente diverra

—Bu—PB'+yo+y =qu—pfy,
e dara

o —— 2 RikEEsTl
=i =

€ per conseguenza si avra

o' (W)y=oa’+2u4pB' =A ,
FPo)=uav’—2Bo+0'=0 ;

indicando con A e 0 le funzioni azﬁ-{—:aﬁu-}—ﬁ', o2y 4f.
Determinate cosi le funzioni ¢(x) ed F'(v) passiamo a determinare le
funzioni U e #~ che soddisfanno alla (g3).

Osserviamo percio che la (93) puo scriversi

O = (U—U'w)o(w)—(F—F"9) F(v)=
Voo U'o@)—F(o) U—F(v) F'u

2

e quindi si vede mtanto che le funzioni U e # devono esser tali che
la derivata seconda rispetto ad = e a ¢ del secondo membro sia nulla.

Bisognera dunque che si abbia
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(96) 7o' (W)+U"s@+U'y' (@) —F'(0) U'—F'(v) V' —F () V'=o0 ,
e per questo bisognera che la funzione
yr (P, (u) e F: (V) Uv.

si riduca alla forma X ()43 (V).

Cid posto, osserviamo che dalle (94) si vede che ¢(u) e F(9) non
possono esser funzioni lineari che insieme, giacché se A diviene un qua-
drato, tale diviene pure 0, e quindi ¢'(w) e I'(v) non potranno ridursi
costanti che insieme. Escludiamo per ora questo caso; allora ¢’ () e F'(v)
essendo variabili, affinché la condizione precedente sia soddisfatta, bi-
sognerd che si abbia (§ 38):

U=a¢ (w)—+06, V'=aF'(y)+0b;
essendo @, b, ... delle costanti. Di qui si trae
=ag(w)+butc , V'=aF'(0)4bv+c',

e per le (94), prendendo, per comprendere tutti i casi, una delle due
funzioni ¢ () e F'(v), per es. F(v), col doppio 'segno, si avra:

U=a VA+bu+c , V==a.ys+bv+4c'.
Da queste . si ha:

a3
N

ay —f

ﬁ

e —a +b , e = +b',

e quindi la (95), per queste e pei valori YA e =V5 di ¢() e F(G),‘
diverra la seguente : .
(c—c)Vazx(e—c). Vi=0+0b0)v. VA=(0+b)u V5 .

Ora questa, per essere soddisfatta senza che YA e V3 siano razionalt ,
richiede che si abbia:
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e b'==—b 5

quindi si pud concludere che le superficie a linee di curvatura piane e
isoterme, corrispondenti al caso in cui ¢(z) e F(¢) non sono razionali,
sono quelle le cui equazioni si hanno dalle (82), ponendovi per U e ¥~
i valori seguenti :

a. Yo+ 28u+p +bu-t-c

Q)i
e V==a Vo —2Bv+p —by4c ,

ove B>—«f' é differente da zero.

Queste equazioni si hanno sotto forma finita con sole quadrature, e
qui non slaro a trovarle. Solo osservero che, avendo riguardo a questi
valori di U e /, e a quelli delle altre funzioni U, e e el i 8
che entrano nella (82), e che contengono esse pure un radicale quadrato
form. (91) e (92)], che non pud mai ridursi razionale, si conclude che

5 D P )

Sero g =
le equazioni di queste superficie, quando «, 8 e ' sono qualunque, ven-
gono a contenere dei trascendenti ellittici si in z che in ¢.

I raggi di curvatura » e r, di queste superficie, per le (85), sono
dati dalle formole

r=alVA=13 )= V% (@v—B) w+v)=a(VA==V?)xa d;}? (w—=+v),
a - = d. VA
7'2=a(‘/7§z1/_§)—V—__A(au+{3>(u+v)=a(ﬂ:va)—a == (w—=v) ,

: 5 A
e il loro rapporto & == o

40. Considerato cosi il caso in cui i valori di ¢ (w) e F (¢) non possono
ridursi razionali, resta a considerarsi quello in cui essi siano razionali,

cioé quello in cui si abbia

o(u)=mu—+n , () == mo=ns

B2
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ove 1 segni delle costanti devono prendersi nel modo che qui abbiamo

fatto a causa delle (94).

Distinguiamo percio i due casi di m=o0 e di m differente da zero.
Per m=o si ha r,=z==r,, e quindi si vede che siamo nel caso della
sfera e delle superficie di area minima aventi le linee di curvatura piane.
Per queste ultime dalla (94) si troverebbero per U e 7~ i valori seguenti:

U=atl+bu+c , V=ay’—by+c ,

ove a, b, ¢ sono costanti arbitrarie.
Per m- differente da zero osserviamo prima che potendo aumentare u

della costante — — , purché si diminuisca ¢ della stessa quantitd, cosi
. m
si pud supporre

ow)=mu , Bv)=z=my ;

e per le superficie corrispondenti si avra ora

b
—_— .

=

N
<&

ry

Ora, in questa ipotesi, la (96) diviene

(U'u)':;:U'::(V'v)'+V'=o :

e da
@) =0 —ac Fao) =12 — 5.
e quindi
UOumz=zU= 2cu—+d ,
(OB = :
Votwes JF === hicin—a disg

essendo ¢, d, d' delle costanti.
Da queste, quando si consideri il segno superiore di U e /, si ha

<U>’ c d @ <V>' ¢ d
e, e — =2.~+-—§;
U (% 1%

u u

e quindi
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U=2culogu—d-cu,

| P=2cology —d'+év,

essendo e, e¢' due altre costanti.

Quando poi nelle (g8) si considerino i segni inferiori si ha:

s Cli—= Gl s
u
Croo)e=re = = =
d' ;
' V=—cy+——4¢c;
%)

e ora restano solo a determinarsi le costanti in modo che la (94) riesca
soddisfatta dai valori trovati in questi due casi per U’ e /7.

Ora, sostituendo nella (95), nel caso che si abbiano le (9g), si trova
che deve aversi

—([dH2cu)u+(d'+2c0)v=dy—d'u ,
cio che porta ¢c=o0, d=d'; quindi in questo caso si ha

U=cu—d, V=ce'v—d;
e percio

r=(=+e)u, r,=—(+e)y ;

e da queste, siccome le linee di curvatura sono piane e i raggi di cur-
vatura principali sono costanti lungo la linea di curvatura corrispondente,
vel teorema di Meumier se ne conclude che queste linee sono circolari.

Resta a considerarsi il caso in cui si hanno le (100). In questo caso
siccome dalle (roo) stesse si deduce

d 5 d'

'
U=c——, V'i=e¢— — —
u? §

sostituendo nella (95) si vede che bisognera che si abbia d=—d', e=¢’,
¢ quindi ne verra

.
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d : d
(rot )i U:cu+;+e 5 //z—cv——‘;-}-c -

e se ne concluderd che fra le superficie a linee di curvatura piane e iso-
terme vi sono ancora quelle le cui equazioni si ottengono dalle (82) po-
nendovi per U e ¥ questi valori (1o1). I raggi di curvatura di queste
superficie sono

7__d(u+v)2 ’,_af(u,-i-v)'2

b 9
1 u 9> 2 u’ o

: o)
e il loro rapporto ¢ —
(4

Riassumendo dunque coll’osservare che ogni superficie che ha le linee
di curvatura circolari, le ha pure isoterme, giacché avendosi

r=0%(w), =1

riesce sempre soddisfatta la equazione (50) che caratterizza le superficie a
linee di curvatura isoterme, se ne potra concludere ora il seguente teorema:

Le superficie non di rivoluzione le cui linee di curyatura sono al
tempo stesso piane e isoterme, sono quelle le cui linee di curyatura sono
circolari (superficie cicliche di Durwy), quelle di area minima le cui linee
di curvatura sono piane , e quelle le cui equazioni in termini finiti si
ottengono subito dalle (82) dando a U e ¥ i walori irrazionali (97),
e ¢ valori (1o1). In queste superficie (non escluse, se vuolsi, quelle di
area minima) il rapporto dei quadrati dei raggi di curvatura r e r, ¢
il rapporto di due funzioni di secondo grado dei parametri z e ¢ respet-

tivamente.

41. Per mostrare qui un’altra applicazione delle formole (48) e (49),
e del teorema del § 3o, daro anche il seguente teorema: le superficie
a linee di curvatura circolari sono le sole superficie nelle quali i raggi
di curyatura sono costanti lungo le linee di curvatura corrispondenti.
~ Per dimostrarlo osserviamo che, avendosi in questo caso r = U,

r.,=%, ove U e F sono funzioni di = e ¢ soltanto, le equazioni (50)
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e (51) sono subito soddisfatte, e quindi le linee di curvatura e le loro

rappresentazioni sferiche sono linee isoterme sulle respettive superficie.
Conseguentcmente sl avra:

BT T G =P

1
e percid le equazioni (48) diverranno

dlog. Vx

dy b=

|
(=]

% (U —1F).

dlog. Vx s

\
Da queste si trae

dlog. V2 o dlog. vV e

U dy “Eodu g

e quindi, integrando colie regole note, si ottiene

(zo3)ciiain: log. Vi=o¢(U+F), Vo= e2(TtT )

Per questa, osservando che delle funzioni U e #” una almeno non pué
essere costante, e supponendo che questa non sia la 77 dalla prima delle
formole (102) si avrd:

(O=P)o (U+FV)=1,
e da questa si dedurra Paltra

(U—7)g" (U+F)—g =0,

che per la precedente diviene

e da integrando
log.¢'=¢ +log.c ,

essendo ¢ una costante. Di qui si trae
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p'=cer ovvero et —c

e integrando
e f=—c(U+FV)+c',

essendo ¢’ un’altraic‘ostante. Per questa la (103) diviene

1

e T o

e di qui si vede che l'elemento lineare della sfera prende la forma (5¢g)
o (60), e se ne conclude che le linee di curvatura della superficie sono
piane, e quindi, pel teorema di Meunier, come anche si & visto nel pa-
ragrafo precedente, esse sono circolari.

Notiamo che da questi teoremi risulta inoltre che Velemento lineare
delle superﬁéie a linee di curvatura circolari quando si prendono queste

linee per coordinate si puo ridurre alla forma

1o dW’+d o

d.S‘ —-m,

e notiamo ancora che si puo ora concludere anche che il -foro é la sola
superficie canale i cui raggi di curvatura siano costanti lungo le linee di
curvatura corrispondenti; o anche: é la sola superficie canale le cui
linee di curvatura siano tutte circolari.

41. Terminerd questo lavoro dimostrando qui per mezzo delle equa-
zioni (49) una formola data senza dimostrazione dal sig. Bonner nei
Nouyelles Annales 1865 sul raggio di curvatura delle asintotiche delle
superficie a curvature opposte, e di cui il sig. BerTramt dette gid una
dimostrazione nel Giornale di matematiche di Napoli pel 1866.

Osserviamo percio che le asintotiche avendo il loro piano. osculatore
tangente alla superficie hanno per raggio di curvatura il raggio di curva-
tura geodetica stessa, e quindi per trovarlo basterd prendere Pequazione
differenziale delle asintotiche e applicare ad esse la formola che da il raggio
di curvatura geodetica di una linea definita dalla sua equazione differenziale.

Per questo ricordiamo che ritenendo ancora le notazioni precedenti,
cioé¢ supponendo che si abbia:

Acead. dei XL. — Serie III, Tomo I. 12
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ds’=Edu*+ Gdv*,

ove le linee u e ¢ sono le linee di curvatura, siccome per una linea

qualunque che fa 'angolo « colle linee ¢ si ha:

: _V‘T; dy
St e

e per le asintotiche si ha (§ 20):

ove r, e r, sono di segno contrario, cosi se si suppone che r, sia il
raggio di curvatura negativo, lequazione differenziale delle asintotiche

sara la seguente :

‘/ —E.dux‘/’g.dc'—_‘o
1

7
Ora, se
mdu-+ndy =o
¢ l'equazione differenziale di un sistema di linee, la loro curvatura geo-
as ol : ' i
detica — ¢ data dalla formola (V. Bonner: Mémoire sur un noupeau

1
systeme des wariables etc. - Journal de Lionyille, 1860):

= 5d<*in___) d(_ﬁzf__z‘.
o VEG |du \VEr+Gm® e |/EnZ+Gm9)€’

/

quindi la curvatura delle asintotiche sar

[ 7 \ \
\ = / :

1 I d 7 B r (

s e S e 2 e .

6 VEG \(lul‘/—(; 75 pTE I +(1v£VL I I ?
Essie Bl e

ovvero
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T ! 5-2_.> _gi —')2>—+—.2-~g d /_"x>%
A <1 1 )%?" (=) ads -\ =l 7 (1'“3 Ay
2 = 2

=) u

i ey

Per ridurre questa formola alla forma datale dal sig. Boxyer osser- 4
viamo che

@0l ~1

i__....4( rtrz) { d ('—7'2>:§—4— d < "1>%‘,
B , 3 e ) >
14 o ds; el sy \ 7 J

la quale, all’ infuori dei segni, e la formola del sig. Bonnet, e nella quale
i differenziali st intendon(_) presi lungo le linee di curvatura.

s =




