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GI’ integrali delle funzioni non potendosi ottenere in termini finiti o con
le ordinarie trascendenti che in un numero assai ristrelto di casi, i geo-
metri in vista principalmente delle applicazioni si sono rivolti a cercare
delle formole, le quali somministrino il valore numerico approssimato di un
integrale definito tra limiti dali, ossia dell’ area di una curva piana.

La pit semplice tra esse & quella che si consegue decomponendo Ia dif-
ferenza delle ascisse estreme, ciod dei limiti dell’ integrale, in un certo nu-
mero di parti uguali, e rigaardando I’ area della curva siccome la somma
di tanti trapezi, i cui lali paralleli sono le ordinate equidistanti, e i lati
non paralleli i diversi elementi delle ascisse e le corde che congiungono le
estremita delle ordinate.

Ora & importante conoscere I espressione analitica della correzione che
bisogna fare a ciascuna formola di approssimazione per avere il valore
esalto dell® integrale.

Poisson (1) & stato il primo a dare solto forma d integrale definito la
suddetta correzione per il pili ovvio metodo di quadratura sopra accen-
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pato. Integrando quindi successivamente per parti si giunge alla serie
dovuta originariamente a Maclaurin, e che porta d”ordinario il nome di
Euler, della quale si ottiene cosi il termine complementare.

1l ch. Generale Menabrea in una Memoria inserita tra quelle dell® Acca-
demia delle Scienze di Torino, (2] partendo anch’egli da una formola di
Fourier, & con procedimento uniforme assegnato per integrali definiti le
correzioni ai valori approssimati forniti dai melodi generalmente conosciuti
sotto i nomi di Legendre e di Simpson.

In questa mota ci proponiamo di ritrovare per allra via il termine com-
plementare di Poisson, e di far vedere come da esso si possano dedurre
immediatamente le correzioni relative alle formole dianzi indicate e ad
altre. Soggiungeremo quindi quaiche cosa intorno al metodo di Gauss ge-
neralizzato da ChristofTel.

Abbiamo dal calcolo integrale
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Facendo
a+no=b [ (z)=¢@(x), per cui
fle) =/ ®(a)dw
si avrd
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la_quale equazione suppone che @ (&), @ (&), . 7 @) rimangano
finile e conlinue per tulli i valori della variabile compresi fra d' e 4. Allo
slessp modo con coi siamo pervenuti alla (2) otterremo le seguenti:
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F(0) = (6) =0 § 9 (@) e+ G (a+ (1= 1) 0}]
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che moltiplicate rispettivamente per 4, @, 4, @ w.. A @™ ' & sommate
daranno
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Determiniamo le costanti 4,, 4,5 ... Ao, per mezzo delle equazioni
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4, A,
MTn—1) * Mm—3)
esse, com’ & nolo, (3) forniscono

A =%, 4,=0,4,=0, s d; =0, 4, =(—1 )-]]317;)’
ove B,_, rappresenta I ()0 numero di Bernoulli.
['rcm!emio i =271 + 1 avremo cosi
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@ quindi sostituendo nella (3 ),

(3) Euler, Cale, Differ. Pars. posterisr. Cap. ¥,
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che & la formola di Maclaurin completata da un integrale definito.
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Se avessimo preso m=2r + 2, ¢ posto

0 ), B O ), B S
=

(1}

L

(1) g ), B

‘ ayremmo ottenulo per I espressione del resto

y e/ B2 (s)es

La funzione
i Be

che per = numero intero positivo rappresenta la somma delle potenze (m)m°
de’ numeri naturali
17 427 = 3% e = (2 — 1 )
& stata detta da Raabe (4) funsione Bernoulliana.

4B, ), 2= LB ), 2

Bssa diviene B ) 5o m 8 pari =2, o B} (5) se m & fwpari =arac1.
Tra le varie proprietd importanti di cui gode questa funzione, e per lo
| quali rimandiamo al layoro gid citato di Raabe e a quelli di Malmstén (5)
¢ di Schigmilch (6) & fondamentale quella contennta nell’ equazione
{12) Bit—s)=(=1)"B ),
| per cui

] B 1—:=-B (),
B i1—:=Bs),

onde sostituendo 1 — 5 invece di z, e facendo
18) ¥ (a4-02)+P ™ 03]t O a4 (n—1 o0z )= 0(z),
‘ si consegue dalla (8)

(k) Die Jacob Dernaullisehe Function,
(5) Crelle. Journal fiir dic Mathom. T. 55, p. 35
(6) Zeitschrift filr Mathem, und Phy
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oy pm i PR
& dalla { 10) 4 EE
(15} n:ﬁ.t’rT'”f'R‘(;)qf(:)d:,

Quest’ ultima espressione avrebbe anco potuto dedursi dalla prece-
dente (1% ), come la (10) dalla (8), integrando per parti ed osservando
che perle (6), (9) e (12)

- B. (£),

B,HI T
B, roj=o0, B 1)=0.

Per dare al termine complementare la forma assegnata da Poisson osser-
viamo che partendo dall’ equazione molissima (7)

fr=}z4Lsin2z+1sin3s+

ossia

la quale sussiste per tulli i valori di = compresi tra 0 e 27, ma_esclusi

questi limiti, si & per replicale integrazioni

Il (2r—-1)

a2 (—

per tutti i valori di = da z=0 a z=2m, ove

1
S),,:l—#—:w i

e percid (8]

W
g = SR} T g
Se=37 T i

(7) Fuler Cale, Differ. ¥. post. Cap. V. §. 92
(8) 1b. Cap. VI.
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e . m(2r)
moltiplicando poi per

1
- ;"7"" si ottiene
2m

k=00
2(—1yI(2r) sinks
TR £

A P o
oy BT “2r+|( .t) i) (:’_'!)
=1

+4(2r) B (2) T —3(2rnn (2;.!)_] S

1
H = (), - =)
e scrivendo 27 = invece di 5

k=oca
e 1 [ in 2k |
(16) B o= (;’_ﬂ..*.r DSh R

con che la (8) diviene

{17

"W (3 ) sin ez ds.

Ora rimesso per ¥ () il suo valore (5) si &
["w |2) sin2kz 2. dz, :f'qs"'*“ (a0=0z) s 2kns d&
+f¢r""“‘" (@20 —0z) sin2kwz. dz +

-4»‘/-' P F (atno— 0z) sin2kaz. ds

nel 1.* integrale del secondo membro si ponga a0 — ¢z =2, nél 2.+
G+20—0z=uw, were BEll ullimo @ +no — 0z =, ed essendo
Pper ¢ intero qualunque

ka —_
sfuz T la+qo :):

= Skal 2z —a)
= sin = s

(9) Rasbe. Crelle Journal, T. 42, p. 550,
Serie 1L Tomo I1.
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si olterrd

/" W (5) sin 2k w3 ds =

w0

1 st () s SR (T, A s brle—
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Integrando per parti si &

S0 (@) an

2k (&

2km

a)

x=@) (z) sin

o

2ET [ ey okm(x—
_T‘/qg. ) () cos LT(; ) i

& percid

e 2k (x—a) kx ot B
ftp' +4 () sin = di wj Plen ) M‘; ali

per cui risnlterd dalla (17)

)
R ST el

siccome 4 trovalo Poisson.

d.x,

(18)

i loro

Dalla (7), mettendo per i numeri Bernoulliani B,, B,, B,

valori {10), avremo dunque

1
10) 5, =5 5
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(19) [ gterae

== =irf,(rx)q—@(ﬂ-i—m)-e—@(ﬂ-i—?ﬁ)-t—-u-trtﬁ(ﬂ-'-(ﬂ—’)ﬂ)-‘—%@(b)]

— Lot g —a (@) |+ 50 | # 10)—9

&t g1 (8) — ¢ (@) |+ mogg at | F (1) — (@) |

JF: .mzsa
— ok (— 1) (er} o g () — g (a) |
207 1 2#1(1—{!}
(=1 m.:; fcwmoos
e per r=0

013 3(0)+ P (a+a) + - lar(n—1)0)+-5 G b) |

@ pa)az

,22] P a.]cesm'”(’r_n;

=

Rimane cosl assegnata I’ espressione analitica della correzione da farsi
quando il valore approssimalo dell” integrale si calcola con la formola

ofiplal+Fle+o)+ou+glat+(n—1)a)+E+g (8]},

Siano ora kb, &,y e by e’ divisori del numero x, ¢ sia

R=h g n=hq,; n=nhq;

egli & evidente che invece di dividere I’ intervallo 5 —a in n parti uguali
ad @ possiamo intenderlo diviso in g, parti uguali ad & e, in g, parti
uguali ad A @, ... in g, parti uguali ad 4, o.

La formola (19) ci dard pertanto p equazioni, il cui tipo generale
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sari

[ pleids

=o)L @ la) =G (at-ho) +@ (@42 b0} ...+ Gla+(g,—~ 1), 0) + 1 F0) |

lm)”‘ 37‘“”“&5 La))
B

+1”’l|ﬂ -8 gql (b)) —@" (a),—

- (=) ey b

=(8) =gt |

Qﬁ 1i o1 (s | 2nl(x—a)
e ._2_; = 2 =, j P (% ) cos T da.
Ay @ si sommino
modo che nel
o, ciod in modo da

8i moltiplichino queste ordinatamente per 4, 2,,
con la {19, indi si determinino i fattori 4, 4.,
2.° membro spariscano i coefficienti di o°, o,
verificare le eguazioni

Lo A B2 o A B o o A Bt =

oAb A B o i Ay =0,

Lo A, P b A, 2P o s 2 P =0,
a conseguiremo cosl una noova espressione per la’ valutazione numerica
s
approssimata deli'inl.egmtef @ (%) dx, e la serie che ci di la corre-
zione non che il resto di essa.
La medesima operazione eseguita sull’ equazione (20 ), dopo aver: tro- |
vato A, ; A, «ow Ay, ci somministra per integrali definiti la correzione da
applicarsi nel nuovo caso.
B chiaro poi che possiamo i anco di quelle
ed oltenere altre forniole di quadratura  coilrispeltivi: (ermini -comple-

mentari.
Cominciamo dal supporra il numero delle parti in cui si divide la dif- |
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ferenza b — a, delle ascisse estreme pari ciod,
n=2q,

avremmo oltre la (19) e la (20)
21) J‘"q;u-mx
=20 ) 1 (a)+Flas2a)+garha)=.+lat+27—2)0) <13 (5)]

-le-lﬁld\‘gg!'(b)—ﬁ'rn e l\’m)'i»ﬁ"(hj—ﬁ"(ajé

§ 70
—clao)dgrior =g (a)ls
30240 j s
(=i e g 10— o (o) |

5
(23) _/ Plz)dx

(@) + 3 6+20) =G a+30) b+ Gla(20=2)0) + £ () |

k=o
. :
— 2—'[ g‘;u]cas'%'—’ydx.
=i

Molliplicando la {#20 ) per 2 e sotiraendo la (22) viene

"
23) [ #terdz=20 ; 3 10+6) - Pla-t-3a) -+ PlasBg=1)0)

k=co

A?gZ]'“,ﬁm N,ZEM Zf Wam\n’r al,
horksekie
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Operando alla stessa guisa sulla (19) e la (2t ) si ottiene

(25) f:f(wldz— }9L’1+u)+ [a—;—:lu]—v-m-o—nﬁlﬁ-i-(’;‘l—ﬂcr)%

—24"

07" -..

22
+ =1 g ﬂMa": @l=(b) =gt ja) :

k=ro

28) Z F(M]u'g F

e percid la (23) si cangia nella seguente:

b {
w) ‘ﬁ\'J:Jd!r:im]tqi({lﬂ»ﬁrwfy(n-ﬁmi-w. +'p‘[n-—t2¢[fllml

)
§

=co

k=4

che & la formola di
grale definito.

pprossimazione di Legendre da un inte-

Si scorge facilmente che il metodo di Legendre consiste nel dividere la
differenza b—a delle ascisse in un numero pari di parti uguali, di tirare
le tangenti alla curva, alle estremita delle ordinate di posto pari e di so-

stituire all’ area che si yuol valutare la somma delle aree de’ trapezi com-
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presi tra I asse delle ascisse, due ordinate consecutive di posto impari e
le tangenti accennate.
La (2%) poi diviens

-
@7 j ai(x;dz:gg{.;;(uﬂ;] «qs(u..3a:-,,+e;}m+{zq—nu|2

9| 709" @) |+ g 0| PO |~

3| P— ol — T

.fﬂﬁm () eos "'——’”z_"] dw

Queste equazioni, ponendo % in luogoe di @ coincidono con quelle date

dal Gen. Menabrea.

11 Poncelet, osservando che ciascuno elemento dell’ area di una curva &
racchiuso tra il trapezio formato sull’ asse con le due ordinate estreme e
la corda, e il trapezio formato con quelle due ordinate, prolungate se oc-
corre, e la tangente condotta all’ estremitd dell’ ordinata equidistante dalle
estreme, @ pensato di prendere la media aritmetica tra il risultato fornito
dal primo processo de’ trapezi inseritli e quello dato dal metodo di Legen-
dre; se non che per non avere a calcolare tutte le ordinate di posto im-
pari & ingegnosamente construito i trapezi incsrilli congiungendo le estre-
mitd delle due prime ordinale e delle due ultime, o poi unendo tulti i
punti di contatto.

Per ollenere la sua formola decomponiamo I’ integrale proposto in tre,
ciod facciamo

j‘p¢ () d= =‘/‘lm @lz)dx +_/%°7}tr] dx +A/‘5 G la)de,
4 o -

applichiamo al primo e al terzo la (20) e al secondo la (22), ed
avremo
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f _gu)dm:g,;‘? L @)+ | @la+o)+pla+3a)+
+<;}La-‘—taq—.'nm-o-chu—ciq—um)-;q;ms

k=

e

- ale—b0)
"’_/ qu‘mrwwmn krle-a-o +/ e cos 2T+ %

o

@) kx{x—a)
= cosk 77 cos 5

2kx{e—b+0) e
T T OB T 00

—=1)a) 2k (x—a)
= 0§ —————
@

ed inoltre & evidente che

1]

m‘ (k)= i le,sr-hz‘luu—n
1 *=T

@ percid ollerremo

k
(28)
*

1l

7 P (a--o0)-+ la+20— 1))
[20) f(p(z)ux:ag;w_&u‘__u

+ @la-+ol+@la-+8ol-rn: 4+ @la-+(27—1)a) i(

=co k=
Zf :ﬁ(at]mszh(’_u]ﬂx 22-/» u{d(x}mst—h |]'![acﬁa)d_T
1%

k=t e
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Dalla semisomma di questa con la (26 ), avuto pure riguardo alla {28),
risulta

B {@la)+Glb)  glato)-+¢la+20—1)o)
Lol (g3 B

+¢i[ﬂ+m]+¢[ﬂ+3w’+~.+¢m+£2’7“l}m}s

k=o k= ;
—32 /‘Hfﬁ{xleos“”:'“)dm*z /‘Lgi[w]ms(———-—%'_'lf(x"m dr
=1 k=1
= (2k—1 )
+ 3 T gttt
k=14 ato

che & la formola di Poncelet completata con integrali definiti.

a0 3
Se invece avessimo posto perf Plo)de ej Pla)de i valori dali
4 o

e
dalla (19) e pcrf @lx)dz quello fornito dalla (21) saremmo perve-
e

nuti all’ equazione

Serie I1. Tomo II. 19




150

SULLE QUADRATURE

) fi¢'(z}dx=2az¢["]':¢(b) flocrol+lacrtu—tlo

+q}[ﬂ+a)+?'(a-hia)-l-A-u-t-lﬁ(ez-l-(iq—-ﬂm( ‘
—T'gw;@'(bl—cﬁ‘ (@)+3[F b—al—g" [a-l-m}]%
+7—:u)a~gg.s"' [bi—f,ﬁ"'(n;-v-16[@"'(&—@)—-@"’(!&4-0)]‘ [

7W;ma)'zgﬂ“(F~)ﬂ¢'(uj+ﬂa[¢,fqb—m:—¢-(u-o-m)]s-e- .....

k=
. e
ey 2%32 [ e 2
E=1 @

k=cc
1 s (2k—1)7 (x—a)
= ZETL-:T)[ 9 ‘(zﬁﬁﬁi—m—iﬂf‘
=4 G

e dalla semisomma di questa con la (27) ayremmo avulo
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:
w  fows
ﬁa}@;ﬁb_)~ﬁ@i¢%ﬂ+—[2{ﬂ@+ﬂwj+m‘[a+3w}+,...-n—¢(m+[1q—l)m;£

) — ¢ =37 t—0)—F (o] |

i
—
25

— ko | BB O—g - 181" o) —~9" (el |

ks [ UP 817 O—0— (el |

k=c

> gy [ o o

——ty &

=00 b "
] S o1y s0s (2R—1)e{z—a) : (k—1)r{w—a)
g}lﬁ_”..( [ == dﬁ{?n o=ty

Se invece di combinare mel modo che abbiamo tenuto la (19) e la (21),
o la (20) e la (22) avessimo seguito il processo da prima indicato, cio¢
moltiplicato la (22 ) per un fattore 4 determinato dall’ equazione

f+24=0,

che di A=- -, o quindi sommato con la (20), avremmo conseguito
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4 gt £ 4 1 L
5 f 9 do=ol L p0-plaro)+ L plas2ol oo

+v—-f)£(!+f~7y—2)a}4-')lu~:°q~ n;.a)*fga w)!

k=co . k=
( = A (w—a) 2o it
—‘Zf Plajeos ——— ‘_d'l*g_z_}{ $ (z)ens=——= )

=i =t

da cui, mercd la (28 ),

(33) fﬁq’i%m)rh': -
.

| Plal+Hlata) 2 (as20)+-iglas S0l

+ 2 ({2~ 2) o)+ i Pla-+{2g—1)a--E) ]‘

Jr,osfm-pl]/ q‘.tr)ms’
Analogamente dalle (10) e (21) sarebbe venuto

i
34 f Pl dz

a}mysmﬂ;“,.wra»,em A2 04-{2 ) B} P a2 —1 Jal-p0)| 1

L R O S R e

=

2msl.,r+l’(‘ 4 .k-z(m—u]
E P () eos =
1

Resla cosi a un trallo assegoata per integrale definite, o per serie col
suo termine complementare, la correzione da farsi alla formola di Tom-
maso Simpson.

2
—(ShiE
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Le equazioni (33) e (3%) si accordano con le (39) e (#0) della
Memoria pitt volte cilata del Sig. Menabrea.

E noto che nel processo di Simpson si divide la differenza dei limiti
b—a in un numero pari di parli uguali, e qaindi allarco della curva che
passa per le estremild di tre ordinate successive si sostiluisce nn arco di
parabola conica che passi per gli stessi tre punti, e il coi asse sia paral-
Ielo a quello delle ordinate.

1l Sig. Parmentier (*) dall’ esame de’ pri ermini della differenza tra il
valore esatto dell’ integrale e il valore approssimato fornito dal metodo
detto de’trapezi inscritti e da quello di Legendre & stato indotlo a proporre
una nuova formola di d a. In luogo della della (29) e
della (26 ), come fa Poncelet, egli prende il lerzo della somma della (29)
col doppio della (26 ). Si ottiens cost

»
(38) f Plz)de

PO _plavolPlarBa—la) 5y s S0l glasior=tla|

; a3l qa(fzw]+:ﬁtm-[2
12

©
T~ I [ (2k—1)r{z—
;> [ @@ s :‘T 4 .

kF=1ta

Allo stesso modo dalla (31 ) e dalla (27) si ricava

(%) Terquem, Nourelles Annales de Nalhém, T. 1.
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0 [ e

(2] ot
:Em%'ﬂ --(0) ﬁ[a-(—c]-k@[a—!—f?-‘] ”m“ﬁ[a-"w)ﬁﬁ(a-*-%m]* «Pqﬂa*tﬂa'—ﬂmz

-+ 750" [P O—P a7 —e)—pa+a)]

— 130" {317 O~ )50 b)) | -

) o,
L]

l)’ f P () cos

Se vogliamo che la distanza costante tra le ordinate da calcolarsi sia la
medesima per ciascuno de’ processi indicati dobbiamo porre -29 in luogo di
@ nella formola (19) e -AE nelle (27), (32) e (36), ed allora il primo

termine della differenza tra il valore approssimato dell’ integrale @ il suo
valore esalio, sviluppata per le polenze della suddetta distanza @, sara:

P ——
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pel melodo de’ trapez mcriui-;fso’:ﬁ'(b)—dﬁ'(n)Lesi caleolano 2q+1 ordinate

coeee diLegendre et FO—F @], e U

onnee di Poneelet -%mm’:qi’(b)—ﬁ'(ﬁli.- 2U+2
s di Parmentier -v—.%sﬁ'}@"(blw"(ﬂ);, 2+

Lo | Sy so il
rveensdi Simpson —® }ep (O A 7o S

La correzione dipendendo dal valore di @ e della forma della funzione @
non si pud dire in generale, come taluni dn falto, non tenendo conto che del
solo primo termine, che il metodo di Legendre sia sempre preferibile a quello
de’ trapezi inscritti, che il metodo di Poneelet dia un valore pill appros-
simato di quello di Legendre, e che la formola di Parmentier, siccome sem-
i bra pretendere il suo autore, sia da anteporsi alle altre. L’ unica cosa
evidente si & che per o suflicientemente piccola, in modo che la correzione
possa limitarsi al solo primo termine, ) approssimazione cresce ne’ diversi
metodi nell’ ordine in cui sono sopra disposti, e che percid tra essi il
valore fornito da quello di Simpson finisce con essere il pill vicino
al vero valore dell’ integrale. Ma cid non loglie che con un numero assai
| limitato di ordinate non si possa avere in alcuni casi una maggiore

approssimazione con la formola di Legendre ¢ di Poncelet che con quella

'I di Simpson.

Mi pare che I’ errore del Sig. Parmentier nel volere giuslificare la sua

proposizione (*) consista nel ritenere che la curva y @ (x), di cuisi

tratta di valutar ’area, non abbia punti di flesso nell’intervallo da x = a
ad x=b.

{*) Nouv. Annales de Mathém. T. 46,
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Se supponiamo n =-%q avremo oltre lo (20) e (22), in cui bisogna
mettere 2¢ invece di ¢, la seguente:

o f "¢<x]dm=w;}qi(u)+¢(a+-m:+‘--+qi<a-e-mfs>m+~;-qi‘_wg

k=co
-
—2 > [ P T,
k=1la

ed oltre le (19) e (21), nelle quali pure va posto 2¢ in luogo di g,

(38) f “}pg,ﬂ:m[%qi(a;-o-ﬁ(«+m)...<.,_._q;(u+(5q—s)m)+ ; rp‘(&]}

—srelpt—golgre {509 @y foo-pal-.

k=

sbme 0520
—t—t)-’?—(fiif)—z L[ ity costT A,

3=

Stabiliamo le equazioni

124,452, =0,

142" 4, 4504, =0,

da cui

moltiplichiamo rispettivamente le (20), (22) e (37) per 64, —20 e i, e
sommiamo; otterremo
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55960 M:w{ 1.5'ﬁ(a]+M(¢{{H—a)+q$(¢x+ﬂm)+n.-1-¢i(m-!—(5q——1)o))
+2 \(11(«+2&r]‘h’ﬁ{a+ﬁﬂ)+--‘4—'4’;(“4-(‘51*‘2] v))
+25(qﬁ{u+50)+q5(ﬂ+8m}+---+’;ﬁ(u+{6q—-.\)m))+lls¢(b]}

k=co k=
_1252 f ng)(z}msyr(z_—“-)d'ﬂd—-’mz f bqi(x)cmkl('l‘;__“}a‘-r
k=1is k=1a

k=
*BP? [aﬂﬁ(ﬂ’)mshr(;}?) dz

ossia
00 Pleyin = 149(0+83 (Do a1

+25(¢5(u+gaj-.. ok P{a(3—2) D)) +23(¢i(a+m)+...+¢ (a-+( V;-—‘)m))+i iq}(h)“’

=0 k=0
L) oo [ Gepkmie=aly 3 s fiz(r—a)
‘Eﬁ_‘""’"”fﬁ(“\ e ATJZ.“ tms)f et

Facendo la medesima operazione sopra le (19), (21) e (38) risulta

Serie IL. Tomo II. 20
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@ S peg—

'V,’J(!IJ+IN(Ui(nd—a)+.--+¢(a+(5q—l)t.r))

+2Plo0p Pl ia-206) |25 flardel.enta—e) +nww)%

||

4 Zﬁcui‘iﬂ'—k f@"’t")ws-{

k=1

Parimente se n fosse multiplo di 6, » = Gg, stabilendo le equazioni
|
1-42°4, 3% 461 =0, |
|
4 |
1424 34 +6'2,=0.
1424, -84, +6'2,=0, g

si otterebbe
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-
wy S Plapde= o1 [pla)+(0)]

-216[@(a-+0)+Pla-+5a)+Pla-+11 @) 4P (a-+(60—85)0)—Pla-+(6¢—1)o)]

-+ 21[lat+-20)-+Pla+10)+P(0-+80) P la—(B1—H)o)-+Pla-+(67—2)a)]

<2734 P(a-+-90)rssaenies s ssn=(a-(6—3)a) |
ot BR[{0-BD)HP(GAAZD) e ot ssns s - {at(g—5))]
k=co 3
= S (stia—1139) [ ia)eos B (Bt) g
k=1 a

k=
. :
— > (36T caskn-+365) f Ple) aos’,‘f’i(;:;i‘,‘l de,
k=1 [

ed anche
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-
(42) f Pla)dz= &5 2A1|$(a)+¢(b)]+2lﬁi¢:(a+a)+m F27[(a-+20)+...]

1P g s b i

o | PO~ e |00 |-

k=co

gy ;’_g = j " ) cos "_’(Uﬂ3 de

k=1

k=co

g 120 e Rt 308 o o) |
]

k=i 3

Al 2° membro di quest’ ultima equazione si aggiunga e si sotiragga |
1 5
T3V AP+ 050w A a6 —0) 0l
e si osservi che si 4 in generale da una parte
Ala)=g (w)+Pla-+-ba)—6[P{z-o)+Ple--50)]
- L8[ l-4-20)-+Pla--i) 205 w-+-36),

e dall’ altra
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A= :"Lu) e
= & 19 .
o P30 G ) 0P () e

ed ayremo

wa) [ g

+{la-+20)+plo-+i la-+{6(—Ho)+p(a-+(6—2))|
[f{e-+30)-+Plo-Hio-.—+gla-+(61—3)6)]
i Pa-+-120)- ol (6—8)0) |

— 0t " (8)+- " (-0 (a-+-(B9—8) ) |
— 07| e} {2400}t (67 0)c) |
il I3 (a)-+ -‘-H,ﬁ“"('1-*—(5'1‘—03w)l-h#[@“'E"J}—Q'i"'{ﬂ)]}*‘--

I

Questa & la formola che si deduce dal metodo assai semplice poposto da
Weddle (*) con i primi termini della serie che ne rappresenta la correzione.

{*) The Cambridge and Dublin Mathem. Journal V. 9, p. 74
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Le formole di if nelle equazioni (20), (33), (89),
( #1) rientrano in quelle calcolate da Cotes nella sua opera Harmonia Men-
surarun, giovandosi delle indicazioni lasciate da Newton. Se si divide " in-
tervallo fotale delle ascisse estreme in parti nguali I’area racchiusa fra due
ordinate consecutive, I’ arco della curva e I’asse delle & si pud valutare
approssimatamente mediante 2, 8,... in generale n ordinate, comprendendo
fra esse le due estreme. Sianno allora le formole di Cotes, le quali danno
il valore esatto delPintegrale quante volte la funzione da integrarsi & nel
caso generale intera razionale di grado non superiore ad n—1.

Il celebre Gauss (% A avuto I'idea felice di sostituire alle ordinate
equidistanti del Cotes ordinate prese ad intervalli diversi, e di determi-
nare quest’intervalli in maniera che per mezzo delle n ordinate corrispon-
denti si abbia il valore dell” integrale pilt approssimato che sia possibile,

il grado dell’approssimazione si fa il doppio di prima, e
se me oltiene il valore esafto quando il grado della funzione mon su-
pera 2n—1.

Nel caso che si voglia prendere una sola ordinata il metodo di Gauss
riproduce quello di Legendre.

1l ch. Prof. Turazza {**) & voluto introdurre nel calcolo approssimato
delPintegrale i valori estremi delle ordinate, ed & annunziato in fine alla sua
Memoria che un’analisi uguale a quella da lui esposta si potrebbe appli-
care al caso pii generale, in cui fossero fissati alcuni valori della funzione,
e si volesse infercalare tra essi un certo numero di altri valori in modo
che I approssimazione riuscisse la massima possibile.

Questo problema & stato in seguito maestrevolmente traltato dal Sig. Chri-
stoffel. {**¥)

La soluzione che qui brevemente ungi ci ‘sembra
semplice per non riuscire del tullo inutile.

(*) Melhodus nova {ntegral. valores per approxim, invemiendi. Comment, Soo. R. Scienl. Got-
ting. reccatiores. V. 3.

(**) Tatorno alf uso de’ compartimenti discguali nella rlcercha del val. numerica di un dato
integr. Mem. dell' Isit, Veneln T, 5.

(*++] Uber die Gaussische Quadratur und eine Verallgemeinerung derselben. Crelle dourn. T. 55.
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Le equazioni (33) e (3%) si accordano con le (39) e (40) della
Memoria pitl volte cilata del Sig. Menabre:

E noto che nel processo di Simpson si divide la differenza dei limiti
b~a in un numero pari di parli uguali, e qiindi allarco della curva che
passa per le estremitd di tre ordinale successive si sostiluisce un arco di
parabola conica che passi per gli stessi tre punti, e il cui asse sia paral-
lelo a quello delle ordinate.

1l Sig. Parmentier (*) dall’ esame de’primi termini della differenza tra il
valore esalto dell’ integrale e il valore approssimalo fornito dal metodo
detto de’trapezi inscritti e da quello di Legendre & stato indotlo a proporre
una nuova formola di quadratura. In luogo della semisomma della (29 ) e
della (26 ), come fa Poncelet, egli prende il terzo della somma della (20)
col doppio della (26 ). 5i oltiene cosi

f ”?3 () dz

45 {qﬁ{nh—_ﬁ!bi la+o)-+pla+2a—1)o)
e

e =0 a+ ol Hpla+3a+ .t Pla 2110 {

k=

f’ﬁfﬂ)coszh[x_ﬂd:z»P 2 Z ) dati s

ey R

i za

<33 [t

Allo stesso modo dalla, (81) e dalla (27} si ricava

(*) Tertuem, Nouvelles Annales de Mathém. T. 14,
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e sommiamole con la prima, otlerremo

w .IcﬁEx)rix:k%qui(u—m‘k]+ﬂ.[ﬁ(a+a‘ki+‘ »-p-ﬁn,,,‘_.@[n-»-«,,mk)g

a

sl ;9’3"‘=‘tﬂ]

s o
L —‘Jaiﬁ vf da. 5P aek—kz)

+iip+an=

—al 1 [ da i o —a kb

— @ A | e g it

Ora supposto che la funzione ¢ () si sviluppi in serie convergenle, la
prima linea esprimerd con tanto maggiore approssimazione il valore del-

Pintegrale quanto pit grande sard il numero dei coefficienti delle succes-
sive potenze di k a partire dalla prima che si uguaglicranno a zero.

Se tulte le @ e 1 sono indeterminate potremo fare sparire 2p+2n di
tali coeficienti, e percid Iespressione

k{4 Pla+a K)-+2 Plaro S A Plata,, R

dard evidentemente il valore esatto dell’integrale se il grado di ¢ (z) non
supera 2p+2n—1; ma se p di quelle guantitd sono assegnate, allora non
si potranno annullare che p+2n coeflicienti,  quindi la suddetta espres-
sione mon dard il valore esalto che quando il grado di ¢ (z) non sia mag-
giore di p+2n—1.
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Siano &, , &, ... &, p valori dali e determiniamo le p+2n quanlita

Gppus’ By v Opns A Ay e Apin

in guisa da verificare le p-+2n equazioni

F A RS e

G A e

(88) WA -0 ‘+...‘+a!’_

e e, Ftae
a4, A, A, A=

o

A questo fine ponfamo

A I ey s

(46)

@ moltiplichiamo per 4, ., Ay, - A, A, rispellivamente
la 10 28 3% .. (p+n+1)™ delle (i5),

epoila 2% 32 A2 .. (pesd)m,

e finalmente la (n)=, (n+d1)™, . (p+2n)™,

Serie 1L Toma II. 21
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quindi sommando avremo

()R, 0@ )t g = f 0(s)d,

aIt}(a,l)ﬁ,[-ﬁ—czuﬂ(‘zﬂ)ﬂ.ﬁ—h».‘+a,_,,_0(a,._._n)?w:f e,

O )R O ) Aot (Y= 0.

Evidentemente queste equazioni saranno soddisfalle se ammettiamo che
la (#6) abbia per radici le quantild date g, @s+---ap; & lo guantita cer-
cate Ohpyy, Bn oy oo Epyn, ¢ di pill che glintegrali ne’ secondi membri
siano tutti nulli.

Per avere adunque i valori @.,_,, @y ., ... &, (oita la guistione &
ridotta a trovare un polinomio G(z) di grado p-+n tale che glintegrali

f‘!]p)d’x, f‘;rﬂ(x]c!x,

siano uguali a zero, & di pilt esso si annulli per E=a,, =&, , 1 =0
E nota, ¢ pud facilmente trovarsi, la formola

[ otione

) &
2 0(m)de—s [ (ydo—am— [ Oz mim—ti [ O()dz—e
bt @) )

et in—t) 21 f " ),

dalla quale si scorge che gl integrali superiori saranno nulli se tali
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saranno

f (), f bla, . f * gy,

presi fra i limili 0 e 1, e yiceversa.
Si faccia

f  Be)dznm (e

e la fanzione W(x) dovrd insieme alle sue derivate successive sino
alla (m—1)™ annullarsi per =0 ed x=1.
A cib si soddisfa prendendo

W) = o (= 1) o (2],
per cui
0 lz)=Drz" (x—1)"o(x),
e @(x) evidentemente deve essere di grado p, ed inoltre cosi falta che

D2t =14 o (x) si riduca a zero per =0, ,=a,,-.
Sia

0 (2) =B, & B, 57 - e+ B,

s
o poniamo per brevitd

(87) C; (1) =D2 g7l — 1)
avremo

(38) 0%) =B, . C, 2] +B:.C, [£) 4 .uuure+B; ., ()

Per inare i ienti B,, B, ;... B, i le equazioni
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0=B,:C, (¢r,}+B, . C (&) 4o +B, . Cp (),

0=Ba.Co (@) B, :C, (i) +-scc + By Cp (2,

0=Bs. Co (@p) +B, - C, (tp) - verue- + BpiCp (Zp) -

Eliminando tra queste e la (38) B, B,,...B;, si olterrd, facendo astra-

zione da un fatlore costante.
Coliz) C.fz)
Ca(et,) C.(a)

(59} Ola) =

[
o

Colty) €. ley) wvor €

(%)

Trovata cosl I*equazione che & per radici oltre le @, , &,,... ap lo quan-
tith cercale G, @p o Gppns 16 prime p+n equazioni delle (45) ci da-
ranno i fattori 2,, 2 A e risolute col melodo insegnate da La-
grange (%) forniscono per un’ incognita qualunque 2, un valore che si
pone facilmente solto la forma

1700 g4
U(aﬁ)‘! Qﬂe,‘h

Riflettendo all’ espressione (37) della funzione C;(x) si vede subito che
posto

g el |

i
T durda;

4 (.;‘—()m‘(a_—ﬂuAa,,(a,kl);.

ar g
-, L
oy | bt

& g
anaE

() Mém. de I' Acad. de Berlin, Av. 4775 et 4792, V. Ballzer Theorie und Anwendung der
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(81) f ?(‘;am:"‘;ﬂgH[@‘tn)-c-ﬁmj

2008 )t (0 (B— o) a=(04—1)0)]

-+ 27 (a-+20)+P(a-+10)-+P(a-+-80)-.. P (a—(B1—1)o ) (a-+(67—2)a)]

— S (cos ki 139) f “glayens EE=) o

k=g

il Z (867 cosn-+-308) _f gy costi) g,

ed anche
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o per facili ridozioni si 4 anche

r=n
(88)  C;()=Il(n) z (— 1) (=tp—r) Rtp—rimr) o, T4
r=10
Applicando invece la formola di Leibnitz per effettuare la derivata (n)™
del prodotto nel 2.° membro della (§7) verra
r=n

(=Ti) ) (o) ek s 7=t

r=0

So si fa p=0si ritorna al caso trattato da Gauss; e le radici o, oy
saranno date dall’ equazione
D*.o? (x—1)"=0.
Se poi prendiamo p=2, & =0, a,=1 abbiamo il caso considerato dal
Prof. Turazza, e siccome allora
Co (B =Drz = {u—1), Ci(x)=Drz"(e=1)" C,(5)=D"z 1"
C.(0)=0, C;(0)=0, C, ()= (n).(=1)"
C, (1) =TL{n)s C.(t)=Hn), C.(1)=1L{n),
P equazione (49) che fornird i valori di, &, @seer Baga si riduce a
(86) Co () =C, (x)=0

assia
P @ —1=0,

che evidentemente contiene anche le due radici =0,
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Ponendo nella (56) per Colx) e C., («) i valori che si deducono dalla (53
per p=2, avremo

—1!",(n+2),(2n_r+s)u D—{n1), 2n—r-1),_ |20,

r=n

2 (]2, 2n—r-t8),_ =0,

Dividendo per {2n+2), % (x—1) si otterrd
(57) o M BT o A T e A =0,

ove si & posto

k=g
1 A
A=Gman z (=12 —k-B s s
ossia

(oAl 2

5l (2n+2);

(=1

11 valore di questa somma si oltiene facilmente, anche per induzione, &
si trova

: e )yl
(59) A=t 11?7@+‘_

il guale risultato si accorda con quello ottenuto dal Prof. Turazza.
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Se nell' equazione (56) si pongano invece per €, (x) eC, (#) i valori tralti
dalla (55), © poscia si lolga il faltore evidente @ (x—1) e si sviluppi, si &

=g

B — ). 3

=1 _:’i ST (it ),
=0 :

B—

la quale deve conicidere con la (57) e percid se ne conchiude

S bl il =
=0

@2 g

ossia dopo alcune semplici riduzioni

h=n—g

(60) zﬁ ISRy S | PSR SRR
0

Le uguaglianze (59) e (60) non credo siano state da altri avvertite.




ERRORI

Pag. 15% lin. 3 di fondo. nella formola (19} e ; nelle

Pag. 155 lin. 1.

« lin. 2.
« fin. 3.
« Tin. &

—”c:”gbtﬁ) —g'la)|
+—-ﬂ"'q':{b) ~a)|

L sl —aa!
= | Pl —Fla)

oy e oy )
A

CORREZIONI

nelle formole
- Soldb—gla |
12 !
-o-—w"rﬁtb]—@{u)'
- elg@—ga)|

*9{" o' @"(bl+p"(a) |




