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Prefazione.

§.1. Nel leggere I’Opera del Chasles relativa ai porismi di Euclide (%)
in cercai di dimostrare, ¢ per quanto mi fosse possibile elementarmente, i
singoli porismi in quella esibiti, prima di studiarne le dimostrazioni date
dal Chasles medesimo. E per alcuno di tali porismi, m’imballei in dimo-
strazioni piu elementari o pid semplici.

Altesa poi In qualita di queste proposizioni che Euclide chiamd Porismi
onde evitare di perdermi in tentativi nelle ricerche delle loro dimostrazioni,
io mi trovava parecchie volte obbligato a cercar prima di tutto di ridurre
la questione del porisma a quella di un teorema ordinario, dopo di che
non mi restava che a dimostrare questo teorema. Quindi le mie dimostra-
zioni riuscivano parecchie volte costitnite di due parli, delle quali la prima

(%) Les trois Livres do Porismes o tablis pour I premiire fos, " aprés Ia notise
L les Jemmes de Pappus, et conforr ent do R, Simson s

di ces propasitions; par 3, Pa 860, — Arverto che tulle lo volle che
Chasles, intenderd di
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ofa un’ indagine che serviva a ridurre la questione del porisma a quella
di un teorema ordinario, la seconda era la dimostrazione di questo teorema;
mentre il Chasles nelle. sue dimostrazioni [ eccettuata quella del suo pori-
sma undecimo) si & limitato alla seconda di queste parti, ciod alla dimo-
strazione del teorema.

Mi parve che, alla semplice dimostrazione del teorema, esibita come
dimostrazione del porisma proposto, sia preferibile in massima il ragiona-
mento costituito dalle due parti accennate. Bd avendo poi atlentamente
letta la Notizia di Pappo sui porismi di Euclide tradotta dal Commandino (*),
mi parve che da certe espressioni di essa si possa inferire che lo slesso
Euclide abbia generalmente esibito le dimostrazioni de’ su porismi costi-
tuite appunto dalle due accennate parti.

Dietco tutto cid bo falto il progetto di pubblicare quelle tra le dimo-
strazioni trovate che presentassero qualche interesse, o rispelto all'indagine
destinata a ridurre la questione del porisma a quella di un ordinario teo-
rema, ovvero rispello all’elementarisino o alla semplicita della dimostrazione
di questo teorema. Tale & I’ origine del presente mio lavoro.

§. 2. In seguito ho studiato di nuovo onde ottenere dimostrazioni, per
quanto poteva semplici ed elementari, di alcuni altri porismi esibiti dal
Chasles, al quale scopo ho anche talvolta cambiato I ordine de” porismi,
onde approfittare di alcuni di essi per le dimostrazioni di alcuni altri. Con
¢id io ho aumentato il numero dei porismi da trattarsi in questo scritto,
nel quale ne aggiunsi anche alcuni non perché presenlino interesse sotto
gl indicati punti di vista, ma perché ne fo uso per dimostrarne altri; ed
ayverto che ho anche (rattato qualche porisma che non si trova nell’opera
del sles, e cid, o per facilitare le dimostrazioni di altri porismi, 0 per
motivi che appariranno nel contesto. Ed apparird pure nel contesto da che
io sia stato indotto a trattare il Porisma XI del Chasles.

Di Lutti questi porismi la maggior parte & traltata col metodo che stimo
probabile essere stato usato da Euclide; vale a dire, le trattazioni che
loro applico sono costituile ciascuna: 1.° Da una indagine che riduce la

(%) Pappi Aloxandeini Mathemslicao Collectiones  Federieo Commanding Urbimate in Latinom
conversac, el Commentarils illosiralae, Boneniae, 1660,
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questione del porisma a quella di un teorema ordinario, il guale si pilio
appellare leorema corrispondente al porisma , 2" Dalla dimostrazione di

questo teorema-

In certi passi di alcune di tali indagini mi sono appoggiato a principj,
de’ quali non pud ammellersi che abbia fatto uso Euclide; ma ho poscia
procurato di ridurre que’ passi a principj abbastanza elementari; che se
talvolta non faccio questo, cid & perché lo ho gia fatto per passi analoghi
di altre indagini.

Le dimostrazioni poi, che esibisco de’teoremi corrispondenti ai porismi,
hanno quasi tulte meno probabilitd di quelle del Chasles di coincidere od
almeno avvivinarsi a quelle che potrd aver dato Euclide, giacché mia prin-
cipal mira era di farmi possibi alle cose pil i della
Geometriz, e non ho mai fatto uso de’ lemmi che Pappo esibisce come oc-
correnti per le dimostrazioni de’ porismi di Euclide; mentre, all’opposto, il
Chasles, che aveva per iscopo d indovinare i porismi di Enclide e di mo-
strare le ragioni di probabilitd d’ aver indovinato, indagava de’ porismi per
le dimostrazioni de’quali polessero servire que’lemmi, ed espose poscia per
tali porismi le dimostrazionihppoggiate appunto a que’ lemmi.

To feci molto uso del teorema che fre reife concorrenfi in un punto,
incontrando due relte tra loro paraliele, formano su di esse de’ segmenti pro-
porsionali ; e si vedrd che questo teorema elementarissimo (il quale & in
sostanza un caso parlicolare del fecondissimo teorema della uguaglianza
dei rapporti anarmonici dei due sistemi di punti nei quali due trasversali
i quattro rette i in un punto) ha esso pure una certa

fecondita.

Quanto al linguaggio, o metodo di esporre i ragionamenti geometrici,
per brevitd e per commodo di chi legge, ho creduto di non allenermi scru-
polosamente alla maniera degli antichi, ed ho approfittato varie volte dei
segni algebrici.

§: 8. 1o devo addurre le spiegazioni opportune rispetto al metodo che
;mr!nl' pill adattato in massima per la dimostrazione o trattazione di un
porisma proposto, come pure rispetio alla probabilitd, che, dietro certe es-
pressioni. di Pappo, mi sembra esservi, che Euclide abbia appunto adoltato
in generale questo melodo nel dimostrare i suoi porismi. Ma stimo oppor-
tuno parlare in precedenza della forma propria degli enunciati di queste
proposizioni, come fard in questo paragrafo e ne’ tre seguenti.
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Nella Ne a, che Pappo di dei porismi di Euclide nel libro VIl delle
sue Collezioni Matematiche, si trovano, benché in termini oscuri, gli enun-
ciati completi di tre porismi de’ quali il secondo non & che una generaliz-
zagione del primo, ed il primo ed il terzo, giusta le interpretazioni datene
dal Simson, sono i seguenli

« Avendosi quattro rette incontrantisi due a due, se tre dei punti @ in-
contro situati in una di esse, o dae solamente nel caso del parallelismo,
sono dati (ciod restano fissi), e due degli altri tre debbano conservarsi
ciascuno su una reita data, il rimanente sard situato anch’ esso in una
retta data di posizione. (*) ».

« Se da due punti dati si conducano due rette incontrantisi su di una
retta data di posizione, delle quali una intercetti su di una retta data di
posizione un segmento contato a paclire da un punto date, altra formera
altrest su di un’ altra retta un segmento avente col primo un rapporio
dato. (**

Da quesli enunciali astraili si ponno ricavare i due enunciati concreti
che seguono:

« Essendo date due retio S A, SB (fig. L8) e tre punti P, Q. p pos
linea relta; se intorno ai punti P, Q girino due relte Pa, Qb in modo
che i punti a, b, e’ quali esse incontrano le relte SA, SB rispetfivamente,
riescano sempre in linea relta col punto p; io dico che si polra troyare
una relta R tale che il punto comune alle rette Pa, Qb sard sempre si-
tuato in questa retta R. »

« Essendo date due relte 5G, SE (fig- 2.%); un punto A nella $G; due
puanti P, Q, ed un rapporto ; se intorno a questi due punti P, Q gireranoo
due rette PM; QM in modo che il loro incontro M si trovi sempre nella
SE; io dico che si poird trovare una retta R ed un punto ¢ in questa
relta tali che, indicato con m il punto in cui Ja P inconira la 8G, e
con ¢ quello in cui Ia QM incontra la R, riesca il rapporto dei due seg-
menti @in; Am eguale sempra.a 2. »

(1) Queste arole: data di posizione; vogliono qui sig chie si poird trovare I
posizione di questa relta, perché essa, dictro i dat delia propasisione, rminata,

%) Questi 0 acug 1 e Wi i esetont. ol Veto Pappa relaivo ol porismi
data dal Cliasiés o' pag, 44 ¢ ség.
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empj di porismi furono uno de’ prineipali punti di partenza
dai quali il Simson prese capo per giungere a. formare 6 'a stabilire il suo
gindizio su questo genere di proposizioni, che: egli definl mei termini se-
guentiz

« Porisma est propositio in qua proponitur demonstrare rem.aliquam,
vel plures, dalas esse, cui, vel quibus, ut et cuilibet ex innumeris; noo
quidem dalis, sed quae ad ea quae data sunt eandem habent rationeni,
convenire ostendendum est affectionem quandam comunem in Propositione
descriptam. (*) »

Qul & da avvertirsi che il Simson (attenendosi alla copsuetudine degli
antichi | chiama data una cosa, non solo guando lo & esplicitamente, ma
anche quando lo & soltanto implicitamente, vale a dire; quando la cogni-
zione completa della cosa non risulta immediatamente dalla ipotesi della
proposizione, ma si pud lrarnela come necessaria conseguenza, essendo
date condizioni tali, a cui la cosa deve soddisfare, che il problema di tro-
varla effettivamente riesce un problema solubile e deferminato. In. quest'ul-
timo ¢aso, io per chiarezza non dird semplicemente dafa la cosa. ma sib-
bete implicitaments data, oppure reperibile.

Cid posto il dafas del Simson dee ritenersi dello nel secondo senso; e
mi pare che la sua definizione possa interpretarsi come segue:

& 11 porisma & una proposizione nella quale si propone di dimostrare
ehe & reperibile, ovvero che sono reperibili, una o piit cose tali, che, tra
@ssa, o lra esse; @ clascuna delle innumerevoli cose aventi tutte una mede-
sima relazione data con cose date, abbia luoge una relazione comune de-
scritta nella proposizione. »

Questa: defi ne si applica perfeitamente ai due porismi sopra enun-
ciati. Imperoceli® nel primo si propene di dimostrare che & reperibile una
reita R tale ehe, tra questa relta [ e ciascuna delle posizioni del punto m
(Ie quali tatte hanno colle cose date 84, 8B, P, Q, p (fig. 1.%) la rela-
zione data consistente in ¢id chie le relle Pm, Qm incontrano le SA; SB
ripeltivamente in due punti a, b posti sempre in linea retta col punto p )
abbia luogo la seguente relazione: che ciascuna di delte posizioni- del punto

(%) Chastes, pag. 26
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m si trovi nella retta R. Dunque in questo primo porisma si propone di
dimostrare che & reperibile una cosa tale che, tra cssa e ciascuna delle
innamerevoli cose aventi tulte una medesima relazione data con cose date,
abbia luogo una comune relazione indicata; cid che & in accordo colla
definizione.

E nel secondo di que’ porismi si propone di dimaostrare che sono repe-
ribili due cose tali che, tra esse e ciascuna dells innumerevoli cose aventi
fatte una- medesima relazione data con cose date, abbia luogo una indicata
relazione comune. infatti in quel porisma si propone di dimostrare che
sono reperibill una retta R ed un punto a in essa (fig. 2, tali che, tra questa
relta e questo punto, e ciascuno degli innumerevoli stati del sistema delle
rette PM, QM (passanti rispetlivamente pei punti dati P, Q e concorrenti
sulla Tetta data SE), abbia luogo la seguente relazione: che il segmento
am’ formato dalla QM sulla R a partire dal punlo a, abbia un rapporto
eguale al rapporto dato £ col segmento che sulla retla data GS forma la
PM a partire dal punto dato A. (%)

§. & A tutto rigore perd la esposta definizione non & senza difetto;

(%) Si ponno dare. d&i yeri parismi ai quali, a prima vista, non sembri applicabile 12 defni-
slone del Siason, ma fn realtd lo sis, potenda, senza alterazione del significalo, venir modificata
1 loro ‘enumciazions 1n modo che Ta corrispondenta loro con quella definitione riesca spiceat
sarebbiero delle proposizioni nelle’ quali si asserisse, o'si proponesse da dimsteare, essere reperibil
ayvero roperibili una o piit eoso tal, che una cosa variabile fn o modo non compintameate: indi-
cato nella propusivione {ma indicato solo in guita che per esser compiutamente conosciuto si richieds
Ja sonascenta delle eoso suddeute <he si hanno 4 dimostrar reperibili) abbia in ogai suo stato una
proj fndicata o compintamente, ovvero soltanto in guisa cho 1a' sua indicazione sird complela
undo. 5T conosceranno fe cose annunciate come reperibili

Eeeo un eseapio:

+ Essondd dato'un eireols ed una longhezza minore el suo diametro, dico che si potrd
ovare dentro di quel circolo un allre circole Ll che, se considereromo uma corda del primo
cireolo vaviabile In. modo da riuseir sempre tangente al sccondo, essa in ogni-suo stato rivscirk
eguale alla longhesaa data.

In questa proposizionc non & compiutimente indicato il modo con. cui deve variare la cosa
variabile, ed & indicita, compitlamente la propriets chessa ha i ogui suo stata. Ecco un esempio
in cnl non & compiutamente indieata nd I'una 18 I'altra di queste duc cose:

» Essendo date due relto tra loro perpendicolari, ed un punto fuorl di esse, si potrd trovare
untiperbola. pessonts pol punto dato, el una estensione superficiale tali ohw, 6. considereremo
una relta variabile di posiziono tn modo da conservarsi sempre tangente @ quella iperbola, take
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poichd essa si applica a certe proposizioni, le quali, giusta il parere del
Chasles, non devono riguardarsi come porismi. Ed infatti, se la cosa, ov_ve-:-o
wuna delle cose, che nella propasizione si propongono da dimostrar reperibili;
sia una linea, ¢ se di questa cosa nullaltro sia specificato nella pro-
posizione; se non se che essa & una linea, allora la proposizione, sebbene
enunciata in forma di porisma, non dee riguardarsi come tale, ma deve
piuttosto riferirsi alla classe de” problemi (*). Sarebbe in questo caso la
mg;n:nle proposizione: ; ¥

« Essendo data di lunghezza e di posizione una retla, si potri trovare
una linea tale che tulti i triangoli isosceli aventi per Dbase la retta data
abbiano i loro vertici in quella linea. »

A questa proposizione si adatia la definizione del Simson (almeno gin-
sta la interpretazione che ne ho data ); essa perb non & a rigore un vero
porisma; essa &, per cost dire, un problema enunciato in forma di porisma.
E per farne un vero porisma converrebbe dire retla invece di linea.

Relle questioni de’porismi, come avvisa il Chasles, viene lasciata da ritro-

rella i ogni suo stalo avrd la proprieth di racehindere colle due relie date un triangolo avente

posizione Ia rella tangente alla
Iperbala, solo quands si eonoscerd quests iporboln; o sf cooscerh compiutamente I propriets di
quésta tangenle solo quando si conoscerh quella estensione. superficiale che & dichiarata. reperiile,
Ora, per vedors che proposizioni di tal falla_carrispondono anch’esse alla definizione di cui
si Iralta, non si lia che & rifleliere ehe nell’ cnunciarle si pub, senza allorarne poalo il significato,
riferirsi ad un‘altra cosa variahile, per la quale sia compiulamente conosciute il modo di variare,
cloé siena conoscinli gP inoumercvoli stath i
Eeco opportunamente modificati 1 due enunci
* Essendo dalo un circolo ed una longhezza minore del swo diametro, dico che si polri
Irasare dentra quel eireolo un altro circolo tle che, un ponto variabile di posizione nella peri-
feria ded prima cireclo aved in 2 i e ndo da €350 una carda I
Iingezza data. »
to fuori di esse, s polrd frovare
' iporbela passanté per questo punto, ed ‘ erficiale, 1ali ehe, copsidorandn un
punto ariabile di posizionc su di una delle due relto date, quesls punto i ognl suo slalo ayrh
eolla iperbola o oolls estemsione superficiale suddella I relazione seguenle che, 56 & condurr)
da esso punte una langente alla iperbola, questa retta fns alle due relte dale racchinderd un
triangela avenlo la sua estensions superficiale eguale alla suddetta medesimn »,
() Veggasi Ia prima defle tro parti de 8. V1, delf Opera del Clssles.
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varsi soltanto la grandezza, o la posizione, od entrambe queste qualitd, per
una o pitt cese, limitate perd di numero (¥), Pertanto, ciascuna delie cose,
che nei porismi si anaunciano come reperibili, deve essere in essi parzial-
mente indicata, ¢d in modo ¢he, per compierne la indicazione, o non resti da
trovare che la sua grandezza, o la sua posizione, o' una e Paltra di que-
ste due qualitd, o, tutto al pil, non resti che da trovare la grandezza, o
la posizione, o entrambe queste qualili, per una o pidt cose dalle. quali
quella dipenda.

Cost nel porisma non potril essere enunciata reperibile una cosa indi-
cando soltanto ch’ essa & una linea; giacchd allora, a compierne la indica-
zione, non basterebbero delle determinazioni di posizione e di grandezza
per un-limitato pumero di cose; ma dovrebbe anzi tutto seoprirsi la natara
di questa linea, la qual questione si' riferisce al genere di proposizioni ap-
peliate problemi, Potré bensh nel porisma essere enunciata reperibile una
cosa indicando che essa & una:retta, ovvero che & un circolo, ovvero che &
una linea del tal ordine, ecc., giaeché in tali casi alla completa designa-
zione della cosa non mancano che determinazioni di posizioni e di grandezze
in nutaero limitato.

(4] A ‘phgs 35 fih. 17 & S6g; 1 Cliadlos Gieo: « Les Porismes sart dos propasitions oi I on
Atont & 1 fols # Absmotteer v vEHH énoncée el & troover n quilitd ou la wanbre' d'eire,

e proposition dans laquelle Loutes ‘choses durdnt Ia de.
ndenr ¢t do position, qui Ter appartical. — Las Porfsmes onl eheare avte les
st Ja forte de fours Caoieds, oit 1l est toujours dit

s il granidou ou d position .

, Egll delinisce | porismi, come segue: » Les Porismies sonf des théorémes noh
couipléts, exjiriniant cerlaties velatians entre des clioses vaviables' subsut une lof commune ;
s indiquées dans 1 {ionol dn Porsme, wals qu'il faul compléter par Ia détermination, de
detar ot de position, de edetalnes choses goi sonl 13 constquence do I'hypotise, et qui se-
I tnoncé ' tin Uhéoréane propremeont dit du théorémne comipler. »

L Géométrle moderne offee une foiile &' exemplés seinblables de
théonimes vion complels, qui sont de’ vérllabids Parismes selon ln conteption &' Euclide, & won
e appirence & canso des différences de style, du moins par I nalure minie de [ proposition
ol Vow a d démontrer T et i trouser (sins Tnvention) la tha-
wiére d*érre, telle que la grandeir ou la pasition, do cetts chose ».
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Questa condizione generale; che deve verificarsi per ogni porisma,
deve essere indicata nella definizione di questa sorta di proposizioni. Noi
pertanto. potremo dire

« 1l porisma & una proposizione nella quale (mentre una o pilt cose,
delle quali in essa si tralla, vengono nella stessa indicate solo parzialmente
ed in modo che per compierne la indicazione occorrono soltanto delle
determinazioni di grandezze e di posizioni) si asserisce che questa tal cosa,
o queste Lali cose, sono reperibili (che cio® si'ponno scoprire quelle gran-
dezze e posizioni che occorrono per la compiuta loro determinazione) dietro
una condizione, espressa nella proposizione; ‘alla quale esse devono soddis-
fare; e questa condizione consiste in cid che esse debbano avere una mede-
sima relazione data con ciascuno. degl’ innumerevoli stati di una cosa di
dala specie e variabile in un modo indicalo. »

§. 6. Ma se facciamo la convenzione di dire parsialmente indicala una
cosa per significara ¢l essa -4 indicata in modo che per venire nella com-
pleta cognizione di essa non manch non se la cognizions di una gran-
dezza o una posiziones ovvero di un nomero limitato di grandezze e
posizioni; e ritenuto sempre che la frase si pud lrovare una cosa, come
pure I"altra frase una cosa & implicil dala , ¥oy ignifl che il
problema di trovare questa cosa & solubile e determinato, noi potremo
definire pit brevemente il porisma come segue:

« Il porisma & una proposizione, nella quale si asserisce che pud o ponno

i cose. gid parzialmente éndicate nella propos
uno qualunque degl’innumerevoli stati di'una cosa d
in un modo indicalo abbia con essa o con esse una dala relazione. »

E potremo anche definire il porisma in quest®altra maniera:

« Il porisma & una proposizione nella quale si asserisce che una cosa
di data specie, e variabile in un modo indicato, ha in ogai suo stato una
data relazione con una o piit cose, le quali nella proposizione vengono
indicale parsialmente ed annunziate come inplicitamente dafe. »

Di queste due definizioni, la prima corrisponde a quella del Simson, ¢
la seconda corrisponde a quella data dal Chasles a pag. B4 ¢ da me poco
sopra riportata. (*)

(%) Xol abbiimo esservala i esalta carrispondoma tra
definizione del Simson. Bgualmente esatla corrispondenza ha lnogo \rs que’ porismi & le due defi-
Serie Il. Tomo II.

¢ porismi-riportati al .
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§. 6. Queste due definizioni sono manifestamente equivalenti; ma dal-
Puna ‘all’ altra vi & differenza nell® ordine delle cose espresse; cosi che le
due definizioni si riscono a due maniere diverse nelle quali si ponno
enunciare i porismi. Si enuncia un porisma nella maniera cui si riferisce
la prima definizione quando si asserisce che si ponno Irovare wna o piit
cose parziaimente indicafe ), colle quali la tal cosa variabile nel tal modo
abbia sempre la tal relazions. E lo si enuncia nella maniera cui si riferisce
la seconda definizione, e cid senza punto alterare il significato della pro-
posizione, quando si asserisce che la tal cosa variabile nel tal modo ha
sempre la tal relasione con una o pitt cose, che §indicano parzialmente
come sopra, e che si asseriscono implicitamente dale.

1 due porismi riportati al §. 3 si sono cold enunciati in concerto nella
prima di queste due maniere. Volendoli enunciare nella seconda, non o0c~
corre aleun cambiamento nelle ipotesi, ma soltanto negli asserti. Ed ecco
come a tale oggelto si potranno formulare i loro due asserfi:

aigiont, qui esposte; anzi tra qualsivoglia propasisione esibila dal Chasles quale porisma, e e defi-
niziont 'medesime. Questa corrispondenza non & mai difficile da scorgersi; tullavia non sark su-
perfluc farli osservare almeno per wn aliro caso,

Assumiamo il seguento porisma del Chaslcs, elie & il duodecimo i quelli che o gresi-a
iratlare s

w Essondo date due relte 1M, XX' (6. 49.%), che si segano in un punto e; se atlorno di due
punti B, © dafi faorl di' i relte s fanne girare due allro retie P, QM in modo che  incon-
trino sempre. sulla LM, € Jo quall incontreranno. la XX in due punti mr, ', o dico cho. si
polrh trovare ua punto 1 su questa retta XX', ed una lunghesza g lali ehe ricsea sempre

Im, e’

TR

Per iscorgere I corrispondenza di queslo. porisma colle esposte: definisloni, basta. riflettere
1%, Che 1l sistemn de’due punti m, ¥ esistentl sulla XX', il qual slstema varia in modo cho Te
retle P, Qui eoncorrono sempre nella LM, pub considerarsi come la cata di data specie ¢
Variabile in un sodo indicato, o delo pud considerarst o mon deve considerarsi, poichi po-
irebbe anche considerarsi come lu cosa variabile il punto M, ovvero il sistema delle due
rotte P, QM ece. 2.0 Che s coso pursialmente. indicate sono in questo easo lo due 1 © gy
dells quali & detto che T prima & un punto dolla retta XX', ms non & dello quale punto sia di
questa retta, ‘e che 1o seeonda & una lunghersd, ma o & dello quale lunghersa sl 52 Che in
quests porisma s sssorisee che per opporiuna posisione del punto T ¢ por opporiuno falore dela Jun-
ghezaa p rinscirk 'L‘m”l’- — 4y & che questa posigione del punto T & quests valore della lun-

ghezza g sono implicitamente dati.
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12 To dico che il punto comune alle rette Pa, Qb, (fig. 1.%) si tro-
verd sempre in una medesima retla implicitamente data. »

92 ¢ lodico che col segmento Am (fig. 2%), formato dalla retta Pm sulla
5G a partire dal punto A, avrd sempre un rapporto eguale al rapporto
dato 4 il segmento che la relta QM formerd su di una retta’ fissa R impli-
citamente data a partire da un punto di essa implicitamente dato. »

A queste dug maniere, nelle quali si ponno enunciare i porismi, si
riferiscono le seguenti parole di Pappo: « Horum autem (porismatum) spe-
cies omnes neque U sunt, neque p sed mediam
quodammodo inter haec formam, ac naluram habent, ila ul eorum pro-
positiones formari possint ut theorematum vel ut problematum (*). &
w Les diverses espdces de ces Porismes ne sont, ni des théorémes, ni des
problémes, mais sont, en quelque sorle, d’une forme intermediaire; de
fagon qu’ on pout les présenter comme des théorémes ou comme des pro-
bldmes. (*%) » Ed infatti, enunciando un porisma nella- maniera corrispon-
dente alla prima definizione, si pone innanzi la questione problematica di
trovare quelle tali cose parzialmente indicate; ed enunciandolo nell’altra
maniera, si mette invece innanzi la questione feorematica di dimostrare
¢he quella tal cosa variabile nel tal modo ha sempre la tal relazione con
quelle certe eose parzialmente indicate.

§: 7. Mi accingo ormai a parlare del metodo che sembrami pitt con-
veniente in massima per la trattazione di un porisma proposto.

Nel porisma si asserisce che una tal cosa variabile in un tal modo
ha in ogui suo stato una designata relazione con cerla cosa, o cerle cose,
le quali vengono indicale solo parzialmente, e si asserisce che tali cose
sona. implici dale. Se, mell’ fato della izione, inyece,
dindicare solo parzialmente quella certa cosa o quelle cerle cose, se ne
dari la completa individuale loro indicazione, allora tale proposizione
cessa di essere un porisma e si trasforma in un teorema ordinario.

Pud darsi che il problema di individuare le cose suddelte dietro i dati
del ‘porisma (sempre che questo porisma sia esalto) ammella una sola

R U

(*) Pappl. Alexandrini Mathematicae Collectionss...... Banonise 1660 pag. 245 lin. & ¢
(**) Chasles. pag. 15 1
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soluzione; e pubd darsi che ne ammetta due, tre, ece. Nel primo caso, dal
porisma si potrd. ricavare un solo teorema: negli altri casi se ne potranno
ricavare due, tre; ece. i quali perd, a motivo deila loro aflinitd, si potranno
enunciare iosieme, formandone una sola proposizione, che potrd anch’essa
appellarsi feorema. Pertanto ad ogni porisma corrisponde un teorema, il
quale pasce dall’aggiungere all’enunciato del porisma la indicazione del-
I’ unica, o delle due, o delle tre, ece. individuazioni ammissibili di quelle
cose che nel porisma stesso sono indicale parzialmente. B pofremo anco
dire; in altef termini. Ad ogni porisma corrisponde un teorema che nasce
dal designare compintamente quella proprieta della cosa variabile, che nel
porisma vien designata solo incompintamente. Questo teorema io lo chia-
merd il teorema corrispondenie al porisma.

Supponiamo ora che, per dimostrare un porisma proposlo, venga esi-
bito soltanto nn ragionamento col quale si dimostri il teorema corrispon-
dente a quel porisma. E manifesto che tale ragionamento non potrd riguar-
darsi, in massima, come una dimostrazione completa del porisma. Ed infatti
nel porisma si asserisce che quelle lali cose (parzialmente indicate) sono
implicitamente date: la quale asserzione, ond’esser dimostrata giusta, esige,
non solo che si dimostri che, corrispondentemente a ciascuna delle tali
individuazioni di quelle cose, ba Juogo la relazione enunciata tra esse o
la cosa variabiles ma ancora che si dimostri che: questa stessa relazione
non si verifica i 5 a altra  indivi i di
quelle cose: giacchd ‘non sard provato che quelle tali cose, parsiaknente
indicate, & che devono soddisfare alla condizione indicata nel porisma, sono
implicitamente date, finché si lascierd campo a dub\larﬂ che quella condi~
zione possa essere soddisfatta da i di ioni di ‘quelle cose.

E ben vero che in parecchj casi la dimostrazione del teorema cor-
rispondente ad un porisma. proposto pud. riguardarsi come una completa
dimostrazione del porisma e-eibd perché dal dimostrato teorema risulta im-
mediatamente anco cid che rimarrebbe a dimostrarsi per compiere la
dimostrazione del porisma. Ma questo dipende dalle condizioni speciali di
certi porismi, ¢ percid non deve condurci a stabilire una massima generale.

Si rifletta altresi che P affidarsi afla semplice dimostrazione di teoremi
opdinarj per concluderne la veritd di porismi pud occasionare de’ giudizii

i rispetto al numero delle individuazioni ammi delle cose che
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nel porisma sono dichiarate reperibili. E qualora il porisma proposte fosse
difettoso, in quanto che esso comportasse infinite individuazioni della cosa,
o delle cose, annunciale in esso come implicitamenle date, tale difetlo
potrebbe meno difficilmente sfuggire. (%)

Concludiamo da tulto cid che la dimostrazione completa di un qual-
sivoglia porisma consta essenzialmente di due parti, una destinata a pro-
vare il teorema che nasce dall’agglungere nell” enunciato dl:l ]:Drlsma la
indicazione esatta della individ o delle indivi i
delle cose annunciate nel porisma. come implicitamente date; Ialtra desti-
nata a provare che niun’ altra individuazione di tali cose & ammissibile,
vale a dire che, per niun’altra individuazione di queste cose, ha luogo,
Ira esse e la cosa variabile, la relazione espressa nel porisma stesso. B che
perd, in cerli casi, la seconda di queste parti & una spontanea ed evidente
conseguenza della prima, e quindi pud sotto intendersi.

§. 8. Si osservi ora che la seconda di queste due parti di dimostra-
zione, quella ciod nella quale si prova che sollanto Ja tale, o le tali indi-
vidnazioni delle cose annunciate come reperi soddisfanno alla. condi-
zione indicata mel porisma, si polrd benissimo premeltere alla prima, ciod
alla dimostrazione del teorema corrispondente al porisma; giacché si polrd
ammeltere provvisoriamente la veritd di questo teorema. E sirifletta inoltre
che a quella parte di dimostrazione si potrd dare la forma di indagine.

Con cib io intendo significare che si potrd trattare il ponsmn comlnr
ciando dalla indagine, od i igazi delle - individ
per le cose annunciate reperibili; la quale indagine s istitoird ammettendo
la possibilitd di soddi alla fone del porisma con opportune indi-

(*) I porisma XXXVIT del Chasles & diffeltoso nel senso oppunta di cui si fratla. Eccone
Peminciaty (fig. 47.%)

= Quand deux deoites lournent aulour de dewx points fxes P, @ én'se conpant lovjours
sur une droite donnée LM, et que la premiére re o une droite. donnée de posifion AX en
un poink m: on peut délerminer une aulre drollo fixe BY que I droite lournont anlour du
Point @ rdieontrera en un point o'y et ‘qui sait telle, que o rapport des segments Am, Bar,
complés & parti des points ol fes deux droites AX, BY coupent la base PQ, ail une valeur
cansiante, »

11 Ghasles nella traltazione i questo porisma esibisce Ia soli reita. FB { paralella alla rotta Qa,
he unisco il punto @ col punto s, in eul In Pa paralieln ad AX incontra la LY} eome soddisfa-
4le alla condizlone: del porisma mentre qualqaque retta paraliela ' Qs vi soddisha.
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viduazioni- di tali cose seiti compiutamente questa indagine, se ne
dedurrd che sole le individuazioni da essa sortite per le cose dichiarate
reperibili nell’ iato potranno i alla dizione espressa nel
porisma. In seguito di che, per compiere la trattazione del porisma, non
si avrd che a di che, corri a ciascuna di lali indi-
viduazioni delle dette cose, & in realth soddisfatta quella condizione.

Quesla maniera di procedere nella trattazione di un porisma pro-
posto & consentanea allo spirito della questione, in quanto che nel porisma
si propone di dimostrare che quelle tali cose, indicale parziaimente, e che
devono soddisfare alla condizione espressa nel porisma stesso, sono inrpli-
citamente dale; e, trattando la questione nella maniera di cui parliamo,
moi, con nna apposita indagine, veniamo appunto a ritrovare, dietro i dati
del porisma, le delte cose; e cost dimostriamo col fatto ch'esse realménte
sono implicitamente date nel porisma, che, ciod, la questione di ritrovarle
corrisponde ad un problema solubile e determinato.

Inolire questa stessa maniera di trattare i porismi ¢ quella secondo la
quale, se non yuol correr pericolo di perdersi in tentativi, deve procedere
colui al quale il porisma viene proposto (almeno quando non gli sia noto
il teorema corrispondente); giacchd egli non potrd accingersi‘a dimostrare
un teorema se prima non ne abbia cognizione completa.

To pertanto conchiudo che tale metodo di procedere & il pitt appropriato
in massima per la trattazione di un porisma proposto.

Con questo per aliro o non intendo gid di disapprovare che da po-
rismi, -0, in generale, da proposizioni gia dimostrate, si deducano diretla-
mente degli altri porismi, senza seguire Iindicato mefodo nel dimostrarli;
¢id clie anzi sari conyeniente anche per un porisma che venga proposto,
segnatamente quando si scorga essere desso una spontanea conseguenza di
altei perismi gid traltati. To pure, alcani de’porismi che sono per trattare,
li dedurrd direttamente da altri gid trattati, senza seguire per essi I'indicato
metodo il quale consiste 1.° in una indagine destinala a ridurre la questione
del porisma a quella di un teorema da dimostrare, 2.° nella dimostrazione
di questo teorema.

Ammettendo pertanto che in cerli casi possa essere conveniente allon-
tanarsi da questo metodo, noi lo stimiamo tuttavia come il pift appropriato
in massima, e come quello da seguirsi, in generale, nella trallazione de’po-
rismi che vengano proposti.
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§. 9. Ma il Chasles nella sua opera sui porismi non ha adottato questo
metodo per le dimostrazioni; e si & limitato, in generale, a dare soltanto
le dimostrazioni de’ teoremi corrispondenti ai porismi

Si pud render ragione di questo procedere del Chasles ponendo mente
alla natora del dificile suo layoro diretto ad indovinare quali possano
essere stali i 171 porismi trattati da Euclide, e ppoggio de’concisi
ed oseuri enunciali, coi quali Pappo ha caralterizzali i diversi generi di
porismi trattati da Euclide, e dei 37 lemmi che Pappo stesso ha registrati
come occorrenti per le dimostrazioni di que’ porismi. Da cid infalli si con-
cepisce che il Chasles doveva essere principalmente occupato a formar
de’ porismi- che corrispondessero a quegli enunciati; e per formar de” po-
rismi basta prendere de’teoremi, e fare certi cambiamenti ‘nei loro enun-
ciati; ond’egli (il Chasles) non si trovava mai nel caso di dover cercar la
dimostrazione di un porisma che a lui fosse stato proposto. Ma, dovendo
egli invece dimostrare de’ porismi, ch’egli stesso avea dedotli da dei teo-
remi, si & limitato ad esibire le dimostrazioni di questi teoremi quali dimo-
strazioni di que’ porismi, se non complele in ogni caso (§7.), almeno
facilmente eompletabili. (%)

§ 10. 11 Chasles opina che anche Euclide abbia dedotto i suoi porismi
da dei teoremi (**); e su cid non pud cader dubbio finché non vi sia
dubbio che Euclide stesso sia Pautore di quelle proposizioni, e non alfri,
il quale le abbia a lui proposte. Ma, dietro certe espressioni di Pappo, io

opinione che Euclide nella trattazione de’suoi porismi non abbia
filto come il Chasles; ma 1i abbia invece trattali come sarebbe stato con-
veniente che li traltasse colui, al quale fossero stati proposti; li abbia ciod.
almeno in generale, trattati col metodo di cui ho parlato al §.

Ed allo scopo di giustificare questa mia opinione, io riporlo primiera-

(") L'unico parisma, che il Chasles {raitd facendo precedere alla dimostrazione del corrispon.
dente teorema I investigazione delle cose implicitaments dale, & il suo porisma nndecimo, che
corrisponde a quell'unico porisma di Euclide , del quale Pappa i ha trasmesso 1! enunciate
camplelo,

("} A pag. 52 egli dice « Assurément Enclide o' pas en besoin de résoudre des problémes
Dour former ses 471 Porismes; il luf 4 sulfi do prendre des thdortmes et d'en changer Ia forme. »
Pub anche. vedersi, a questo proposito, Ta' seconda parte del suo §. VL.
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mente le traduzioni date dal Commandino e dal Chasles di una parte della
Notizia di Pappo sui porismi di Euclide.

Traduzione del Commandine (%)

« Post ipsas autem tactiones sequuntur Euclidis porismata tribus vo-
luminibus contenta; opus quidem artificiosissimum, ac perutile ad resolutio-
nem obscuriorum problematum, ac eorum generum, quae haud compre-
hendunt eam, quae multitudinem praebet naturam. Nihil vero additum est
iis, quae Euclides primum scripsit, practer quam quod nonnulli inepti, qui
ante nos fuerunt, secindas deseripliones paucis: ipsorum addiderunt. Et cum

d fonis p i habeat, dmod:
pro singulis pori ibus ex Euclide de-
monstrationem apponentes eam maxime obscurarunt. Al vero haee subtilem,

in se habent i et necessariam, el admoduri
universalem, ot iis, qui haec valent perspicere, alque investigare, etiam
suayem. Horum aulem species omnes neque theoremalum sunt, neque pro-
blematum, sed mediam quodammodo inter haec formam, ac naturam ha-
bent, ita ut eorum propositiones formari possint, ut theorematum vel ut
problematum. quo factum est, ut ex multis Geometris alii quidem ea ge-
nere esse theoremata, alii vero problemata opinali sunt, dum ad solam
tantum propositionis formam respicerent. Horum aulem trium differentiam
veteres multo melius cognovisse ex definitionibus perspicuum est. dixerunt
enim theorema esse, quod proponitur in ipsins propositi demonstrationem.
Problema;  quod affertur in constructionem propasiti. Porisma vero, quod
proponitur in porismum, hoe est in inventionem et investigationem propositi.
Immutata autem est haec porismatis’ definitio a funioribus, qui nequeunt
omnia i igare, sed his el tis utuntar, et di quod
hoe est, quod quaeritur, non antem illud ipsum investigant....»

hi unam d

trini Nathematiese Collectiones ece. Bononiae 1860 pag
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Traduzione del Chasles (%)

« Aprés les Contacls sont les Porismes & Buclide, en. trois livees,
collection ingéniense d’une foule de choses qui servent & la solution des
problémes les plus difficiles, et que la nature fournit avec une inépui-
sable variélé.

« Il n’a rien é16 ajoutd & cet ouvrage d’Buclide, si ce n’est que
depuis quelques géométres peu expérimentés ont donné de nouvelles ré-
dactions de quelques-uns de ces Porismes. Bien que chacuse de ces pro-
positions soit susceptible d’un certain nombre de démonstrations, comme
nous le Taisons voir, Euclide 0’ en donne qu’ une, qui est toujours la plus
claire.

« Les Porismes renferment une doctrine subtile, mais naturelle et néces-
saire, surfout trés-générale et d’un Elude trés-agréable 4 ceux qui savent
woir et trouver.

« Les diverses espices de ces Porismes ne sont, ni des théordmes, ni
des problémes, mais sont, en quelque sorte, d*une forme intermédiaire;
de facon”qu’ on peut les presenter comme des théordmes ou comme des
problémes.

« 11 est résulté de 13 que, parmi beaucoup de géomdtres, les nns les
regardent comme des théorémes, et d'antres comme des problémes, n’ayant
égard qu’ & la forme des énoncés.

« Mais les définitions données par les Anciens prouvent qu’ils ont mieux
eompris les diflérences qui existent entre ces trois genres de propositions.
1ls disaient, en eflet, que:

« Le Théordme est une proposition oit I'on demande de démontrer ce
iqui est proposé.

= Le Probléme est une proposition ol I’ on demande de construire ce
«qui_ est proposé.

« Le Porisme est une proposition ol I'on demande de trouver ce qui
est proposé.

() Pag. 44 o sog.
Serie II. Tomo II.
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« Cette définition des Porismes a 616 changée par des géomdlres mo-
dernes qui, ne pouyant pas tout trouver, mais conservant les éléments de
cette doctrine, se contentérent de prouver que la chose cherchée existe,
sans la déterminer. »

Da queste due traduzioni io desumerei la seguente italian

w Dopo i contalli vengono i porismi di Euclide contenuti in tre  libri;
opera veramente ingegnosissima, ed ulilissima per la risoluzione dei pro-
l:leml]pn‘!lilmclll,-‘.. G S i

« anla poi fu aggiunto a que’ porismi cho prlmurmmenw seriss
Euclide; se non che alcuni geomelri inetli, i quali furono prima di n
aggiunsero delle nuove trattazioni di-pochi di que’ porismi. E mentre cia-
scun porisma ha un numero prescritto di dimostrazioni, come noi facciamo
vedere, costoro, applicando ai singoli porismi una sola di tali dimostrazioni
tratta da Euclide, la oscurarono oltremado.

« Ma questi porismi racchiudono in se una sollile e naturale teorica,
necessaria e mollo generale; la quale, per coloro che in talgenere di cose
sanno ‘vedere ed investigare, & anche dilettevole.

« Quesli porismi poi, a qualunque specie appartengano, non sono
né teoremi né problemi; ma sono in certo medo di' forma e matura inter-
media a quelle due sorta di proposizioni; cosi che si ponno enunciare tanto
in forma di teoremi come in forma di problemi.

« Da’ cid ne venne che parecchi geometri; facendo allenzione alla
sola forma dell’ enunciato, opinarono essere i porismi, quanto al generg,
teoremi, e parecchi altri opinarono esser essi de’ problen

« Ma, che gli‘antichi molto meglio abbiano: conosciuto le dd[emzf:
di questi tre generi di p izioni, chiaro apparisce dalle definizioni. che
ne diedero. Imperocehé dissero:

« Il teorema & una proposizione che richiede dimostrazione di alcun
che’ proposto.

« 11 problema & una proposizione che richiede costruzione di alcun
che proposto.

« 11 porisma & una izione che richiede ritrovamento ed investi-
gazione di alcun che proposto.

« Ma questa definizione di porisma fu cangiata da geomelri posteriori,
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i quali, non capaci di tullo investigare, si servono tuttavia degli elementi
di questa’ dottrina, e mostrano soltanto che cid & quello che si cerca, ma
non ne fanno la investigazione. »

§. 11. Considero quel periodo che dal Commandino & tradotto nel
termini seguenti:

« Bt cum numerum jonis praefinitum habeat,

di hi unam do pro singulis porismatibus
ex Euclide demonstrationem apponentes eam maxime obscurarunt: »

E che il Chasles Lraduce come segue:

« Bien que chacune des ces propositions soit susceplible d’un certain
nombre de démonstrations, comme nous le faisons voir, Euclide n’en donne
que une, qui est toujours la plus claire. »

Qui manifestamente non vi & accordo tra le due traduzioni, dal che
si pud “inferire ¢he il testo originale in questo luogo sia oscuro.

I Chasles, a pag. 111 e 112, parla per incidenza di questo periodo; e
d4 gualche spiegazione sul significato ch’egli vi atiribuisce. Ecco le parole
del Chasles: !

«'On reconaltra que ces omissions (si eccenna a que’ porismi che
Euclide ha ommessi perché casi particolari o conseguenze tmmediate di altri,
o per alfre ragioni) et les molifs qui nous paraissent le justifier, se pouvai-
ent prévoir d*aprds certains passages de Pappus, notamment celui dans
lequel il dit qu’ Enclide ne donne jamais qu’ une démonsiration des choses
que renferme son ouvrage; ¢e qui veul dire qu” Euclide ne donne jamais
deux fois la méme démonstration. Car ¢ est dans ce sens que nous devons
entendre ce passage: Biew que chacune de ces propositions soit susceptible
d' un certain nombre de démonstyafions, comma nous le faisons voir, Euclide
wen donne g une, qui est {owjours Ta plus claire.

« Pappus dit, comme nous le faisons voir, parce que dans plusiears
Lemmes il donne les Bgures qui se rapportent i des cas d’une méme pro-
position dont les différences ne dépendent que des positions relatives des
diverses parties de la figure. C’est ce qu’Euclide ne Taisait pas.

« Il esk & croire que les propositions que ces géomélres peu expérimentés,
dont parle Pappus, ont ajoutées a celles &’ Euclide, étaient du nombre de
ces cas particuliers omis & dessein par I'auteur des Porismes; comme
susceptibles de la méme démonstration qu’ une proposition déja démontrée. »
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1o osserverei che, se le dimostrazioni in numero determinato di cui &
susceltibile ciascuno di que’porismi, e delle quali parla Pappo, sono, come
sembra pensare il Chasles, una medesima dimostrazione applicata ai diversi
casi, che pud p la figura dip dalle diversitd nelle
reciproche posizioni delle sue parti; ancorché per applicarla a questi diversi

casi si richi delle ficazioni, esse d ioni ‘avranno certa-
mente tutte presso a poco la medesima brevitd ed eleganza, e potranno
essere esposte con eguale chi 3 né parmi facill iegabile come

Pappo possa aver detto che quella scelta da Euclide & sempre la pitt
chiara. Dietro questo riflesso, ho stimato che la traduzione del Chasles sia
una interpretazione; e, siccome molto probabilmente quella del Comman-
dino & letterale, io ho cercato dinterpretarla in modo da presentare pii
verosimilmente il senso del periodo di Pappo.

Quindi & che, per la traduzione ana di questo periodo, mi sono
pp _alla traduzione latina del Ce dino. Mi parve che le parole
« hi nnam pro singulis pori i ex Euclide d it
nem apponentes eam maxime obscurarunt » richieggano che I"antore abbia
gid detto che nell’ opera di Euclide, ogai porisma ha pit d’una dimostra-
zione. Quindi ho supposto che, invece della parola demonstrationis, s abbia
a leggere demonstrationum; in appoggio di che sta anche la traduzione del
Chasles. Con questo solo cambiamento il significato letterale del periodo
& appunto quello che ho espresso nella traduzione italiana, ciod il se-
guente: E menfre ciasoun (porisma) ha un prescritto numero di dimostrazioni,
come noi facciam vedere ," costoro apponendo ai singoli porismi una sola di-
mostrasione frafta da Euclide la oscurarone moltissimo; del qual periodo io
cercai una interpretazione, che mi sembrasse verosimile.

@) Conveniva in primo luogo interpretare in qual senso Pappo intenda
che ogni porisma abbia un numero preseritlo di dimosirazioni.

Forse il Chasles opina che Pappo intenda di parlare dei parecchi ragio-
namenti che polevane occorrere per la dimostrazione di un porisma, secondo
la diversa posizione reciproca. delle parti della figura relativa al porisma
stesso. Ma io non poleva ammettere questa interpretazione, perchd Pappo,
giusta il Commandino, al quale io mi attengo, dice ciné, avendo que’geo-
metri inesperli applicata una sola dimostrazione, la oscurarono somma-
mente; ed invege ciascuno di que’ tali ragionamenti & chiaro per se stesso, e
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non riceve schiarimento alcuno dagli altri. Oltre di che, volendo ammetiere
tale interpretazione, sarebbe a vilenersi che que’geometri avessero scelto
il ragionamento relativo ad uno dei casi generali rispetto alla disposizione
delle parti della figura (non essendo presumibile che fossero cost inetti da
esibire quale dimostrazione del porisma un ragionamento rignardante’ un
caso aflallo speciale); e noi sappiamo che dal ragionamento riguardante
uno dei casi generali si ponno, per lo pil, assai facilments desumere
quelli che occorrono per gli altri casi generali; onde Pappo non aveebbe,
mi sembra, avulo molivo sufliciente per tanto biasimarli.

Non pubd poi cadere: sospetto che Pappo intenda parlare delle diverse
maniere di ragionamenti e di artifizii colle quali si pud dimostrare il po-
risma; giacchd egli dice che il numero di‘quelle dimostrazioni di cui parla
& prescritlo; ed invece il numero di quelle diverse maniere; in generale,
non ¢ nemmeno conosciuto.

Pertanto io ho stimato che queste dimostrazioni prescritte di numero
per ciascun porisma, delle quali parla Pappo, altro non sieno che i distinti
ragionamenti che occorrono per dare la completa prova, e nella forma pii
convenienle, di quanto si asserisce mel porisma.

b) I quali ragionamenti sono almeno due principali e ben distinti
relativi alla duplice asserzione del porisma. Giacchd, come noi gid abbiamo
notato,

1.° A dimostrare compiutamente un porisma, non basta provare che
una tale, ovyero alcune tali iduazioni delle cose, che in® esso sono
indicate parzi ddisfa alla

in esso espressa; ma
conyiene altresi mostrare che, come & asserito nel porisma stesso, queste
individuazioni sono reperi ciod implicitamente date; vale a dire, con-
viene mostrare come, dietro i dati della proporzione, si possano seoprire
tutte quelle individuazioni di tali cose che sono compatibili colla condi-
zione alla. quale devono soddisfare; le quali individuazioni, se il porisma &
in tutto esatto, dovranno essere o una sola, o in numero limitato; giacché,
se il loro numero non avesse limiti, quelle tali cose non potrebbero ret-
tamente annunciarsi come implicitamente date.

2. Colui pertanto, che vuol dimostrare un porisma  propostogli, deve
P_’ a di lulto, ammessa la possibilita di individuare (in guisa che sod-
disfacciano alla condizione espressa nel porisma) quelle cose che in esso




22 SETTANTACINQUE PoRIsM1 ECC.

sono indicate solo parzialmente; deve, dico, ammessa questa possibilita
investigare quale o qui lwduaziom sieno ammi i per le dette cose;
dietro il riusci della quale ione, egli verrd ad aver trovato
e dimostrato ehe solo la tale, o solo le tali individuazioni di quelle cose
s0n0 issibili, ponno ciod i alla izione espressa nel porisma.
Dopo di che egli non avri che a dimostrare se tali individuazioni sieno
realmente ammissibili, se ciod ciascuna di esse soddisfaccia alla condizione
del porisma. Per riuscire poi in quest®ultima dimostrazione sard qualche
volta opportuno procedere prima per risoluzione od analisi, poi per compo-
sizione, ciod sinlesi. — In poche parole: Colui, che vuol dimostrare un
porisma propostogli; deve prima di tutto, mediante opportuna indagine,
ridurre la questione a quella di=un teorema; e poi deve dimostrare que-
sto teorema, o per composizione sollanto, ovvero per risoluzione ¢ compo-
sizione, secondo I’ opportunita.

Raccogliamo da cid che i ragionamenti' che occorrono per la completa
dimostrazione di un:porisma sono almeno due, ben distinti; ciod

1.° La investigazione od indagine avente per iscopo di ridurre la
questions a quella di un teorema ordinario da dimostrare.

2.” La dimostrazione di questo teorema.

Per la_qual dimostrazione, senza dubbio, Pappo riliene, in certi casi;
opportuni i due ragwonamenln uno per risoluzione, I’altro per composi-
zione: giacchd

1.° La risoluzione, od analisi geometrica, in varj casi spiega il modo
ed insegna I’arle con cui si perviens a trovare la vera e diretta dimosira-
zione del teorema, che & costituita dal ragionamento per composizione.
E lo scopo della materia de’ porismi (come in generale quello della Mate-
ria dagli antichi abbraceiata solto il titolo di Luogo risolufo) non & tanto
quello di convincera lo studioso delle veritd geometriche ivi enunciate,
quanto guello. di addestrarlo-a trovare e a dimostrare in materia di geo-
melria, come risulta delle parole colle quali Pappo comincia il libro sel-
timo delle sue Collezioni Matematiche.

2. Lo stesso Geometra Alessandrino applica a parecchj de’lemmi da
lui esposti come lm:orr(mh pe: porismi, ed a parecchj altri feoremi da lui

i uno per ri i Paltro per

composizione.
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Dietro tatto cid, a me sembra verosimile che Pappo, allorch dice che
ciaseun porisma ha wn preseriflo numero: di dimosirazioni, voglia ‘appunto
accennare che, per la completa ¢ pit conveniente traltazione di un po-
risma, si richiedono o que’due, o que’tre Tagionamenti secondo i casi.

Non dee, infine, parere strano che tali ragionamenti sieno da Pappo
chiamati dimastrazioni; giacché ciascuno di essi & realmente una dimostra-
zione di alcun che speltante al porisma. Anche lo stesso primo ragiona-
mento, cioé I'indagine col risultato a cui conduce, costituisce una dimo-
strazione di- alcun che speltante al porisma, ciod dell’essere realmente
reperibili ed implicitamente date quelle cose, che come tali sono annun-
ziate nel porisma.

¢} Ma & duopo prendere in. considerazione anche le parole « come noi
facoimn vedere “» colle quali Pappo ci ayverte che nel suo seritto. egli
stesso fa vedere come ogni porisma richieda un prescritto numero di dimo-
strazioni.

Ora, come pud essere in accordo con questa asserzione di Pappo il
significato. che noi abbiamo attribuito alle parole: numerum praefinifum
demonstrationum? Doy’¢ ch’egli fa vedere che ad ogni porisma si conviene
una trattazione cousistente in quei due ovvero in quei tre: ragionamenti?

Io risponderei che lo fa vedere riportando, come egli fa poco oltre,
quale tipo de’porismi di Euclide, I’ enunciato completo di uno. di essi, dal
quale si pub rilevare essere la forma di queste proposi i tale che, per
la traltazione loro, si richiede prima una indagine, poi la dimostrazione di
un teorema; la qual dimostrazione, giusta la massima adottata nella mate-
tia del Tuogo risululo, massima, che Pappo slesso accenna al principio del
suo libro settimo (*), dovrd, ogni volta che sia conveniente, procedere: per
risoluzione e composizione.

A cid deve aggiungersi che Pappo indica chiaramente che i porismi
esigono non sele che si dimostri un teorema, ma ancora che s istituisca
una indagine (la quale per Iordine naturale delle cose dovrd precedere
la dimostrazione del delto teorema), 1.° allorché riporta e loda la defi-

{') Quac quidem {res) per resolutionem et composilionem procedit. (Ediz, di Bologna sopra-
cilata, pag. 240.)
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nizione data dagli antichi, nella- quale definizione & chiaramente indicato
che il porisma esige ritrovamento ed indagine di qualche cosa; 2.° quando,
poco oltre, a biasimo de”geometri che vennero dopo, dice chie essi non
possono. ogni cosa investigare..... e mosirano soltanto. che' 6id & quello che s
ceroa, ma non ne fanno la investigasione.

d) Ci restano a considerare le rimanenti parole del periodo, che sono
le seguenli: costoro apponendo i singoli porismi una sola dimostrasione
fratta da Euclide, Ta oscurarono mollissimo.

Noi riterremo che 1'unica dimostrazione, della quale si accontentarono
codesti geometri, [sia stata la dimostrazione del teorema procedente per
composizione. Imperoché 1.° E affatto inverosimile ch’ essi apponessero
quale dimostrazione del porisma la sola investigazione delle cose annun-
ciate reperibili. 2.2 Pappo stesso, parlando ancora di que’geometriy dice
piti innanzi le seguenti parole riportate testd in. jtaliano: « gqui nequeunt
omnia investigare..... el ostendunt solummodo quod hoc est, quod quaeritur,
non aulem illud ipsum investigant » colle quali parole eglici avverle chessi
ommetlono la delta investigazione, perehd non hanno attitudine ad investi-
gare tatto cid che si'richiede in un porisma, e quindi non posseno nem-
meno la i di tale i igazi né lo spirito che
Pha dettata. 8.° K inverosimile: che abbiano apposto, qnale dimostrazione
del porisma, la risoluzione: relativa al leorema, la quale altro non & che
un ragionamento inverso avente per iscopo di trovare un ragionamento
diretto comprovante il teorema.

Riterremo duuquc cha Punica dimostrazione apposta da quei geometri
inesperti sia la di per izione del teorema
al porisma. (¥)

Resta a vedersi in quale senso Pappo possa aver dello che « cosforo

(%) Poco dopa 3 pariodo A1 eai 4 tralla, Pappo. dice che, in grazia delfe due forme di
cui sano suscettibili gl ennncisti: dei parismi, parecehi’ geamelri Ii riguardirono, come learen

« parecchi allei come problemi, Pob darsi benissimg clhe queste parole di Pappo si riferiscano
anche 3 que’ medesimi geametri, <be tggiunsero delle nuove tratlasioni di pochi de’ porismi

Euelide. €id pud conciliarsi eoll® avere questi geometri apposta, come fo ritengo, qual tratiasione
del porisma, In sola dimostrazions per composizione dol (eorema ad esso corrispondente. Impero-
chib noi possiame ammeltero cho aleuni di quosti geomelri abbiane trallalo solo de’ porisini,
e quali nen sl richiogga costruziono aleuna per la matorialo. determinazione delle cose enmnetite
come implicitamente dite; ed abbiano applicata, quale lraliazione di cizscuno di essiy Ja sola
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questa sola dimostrazi traita da Euclide, la oseurarono mol-

tissimo. »

Nom mi par probabile cl’egli voglia dire con cid ch’essi hanno tra-
visata quella dimostrazione data da Euclide, e guastata, e cosl resa diflicile
ad intendersi; giacehd non & verosimile che que’geometri fossero a tal
punto inelii anche nella geomelria elementare, mentre poi il discorso di
Pappo si riconosce diretto a biasimare que’ geometri principalmente per-
ehd si somo mostrali inelli per le investigazi ciod per quella parte
della trattazione de’porismi, perla quale essa si distingue dalla trattazione
delle altre materie geometriche.

Io inclinerei piultosto a credere che Pappo voglia dire che que’ geo-
metri hanno escurato la detta dimostrazione del teorema per ¢id appunto
che I’hanno applicata sola qual dimostrazione del porisma.

Ed il motivo di questa mia opinione sta in ¢id che questa dimostra-
zione, oltre che da sola &, in generale, una dimostrazione imperfetta del
porisma (come abbiamo osservalo ai §§. 7 e 8), considerata anche sol-
tanto quale dimostrazione della possibilita individuare le cose parsial-
mente indicale in modo che soddisfacciano alla condizione espressa nel
porisma, lascia a desiderare qualche o non gid quanto al rigore logico,
ma quanto alla sua origine; imperocchd lo studioso resteri bensi da essa
convinto della detta possibilitd, ma non rileverd con quali artifizii I’ autore
di questa dimostrazione sia arrivato a redigerla, o segnatamente, con quali
sia arrivato a fAssare la sua mente sulla tale, o sulle tali, individuazioni
delle cose parzialmente indicale. Lo studioso pertanto, al quale venga pre-
sentata questa sola dimostrazione, & tenuto all’ oscuro rispetto ai detti arti-
fizii, ed a cib si riferiscono, & mio avviso, le parole di Pappo « ia ostura-
Tono- mollissimo. »

dimostrazione per compusitione del teovema che gli corrisponde, mostrando cost di rig

POHEmA Gome un teorena; e che gli altri invece abbiano scello di yue’ porismi, B
materiale determinazione delle cose anounciate reperibili richiegga una costruzione, ed

trablalo ciasctno df questi porismi esponendo 13 délla enstrusione, & dimostrando pol, per coni-
pasitione, ‘eho Ie case. ofteny

porisma; T qual maniers i trattazione & propria de’ problem. Se cosl fu, ¢ monifusto che,
anche questi nltimi geomelri, hanno in sostanza applicata, qual trallazione del porisma), la sola
dimostrazione per composiione del teorema ad esso corrispondente, ed hanno dmamesss I inve-
stigazione delle: cose paralalmente indicate. mell enumciato:

Serie II. Tomo II. 3
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Da tulto ¢id io sono condotto ad opinare che il periodo di Pappo, di
cui si tratta, abbia il seguente significato:

« Mentre per la completa e pili conveniente traltazione di ciascun po-
riéma si richiede un preseritto numero di dimostrazioni, ciod di ragiona-
menti comprovanti ciascuno alcun che relativo al porisma (giacché st
richiede una indagine con cui venga ridotta la questione del porisma alla
quistione di un teorema, poi si richiede la dimostrazione di questo teorema,
la quale in parecchj casi sard opportuno che proceda per risoluzione e
composizione) mentre, dico, cosl stanno le cose, que’geometri inetti (che
dopo Buclide presero a lratlare alcuni pochi de'suoi porismi] apponendo
a ciascano di questi la sola dimostrazione sintetica del tearema, tratta da
Euclide, come costituente la completa Lraltazione del porisma, la offusca-
rono oltre modo, sia perché era presentata quale dimosirazione completa
del porisma, mentre non lo &, sia perché, essendo ommesse le precedenti
dimostrazioni, il lettore era lasciato all’oscuro circa I arte di rinvenirla. »

Tale & il significato che parmi debba atiribuirsi al prefato periodo di
Pappo, e ne traggo quindi argomento in favore della opinione che Euclide

. abbia trattali i suoi porisn esponendo prima Iindagine che riduce la
questione a quella di un teorema ordinario, poscia la dimostrazione di
questo teorema.

§. 12. Ma anco indipendentemente dal discusso periodo, la definizione
di porisma data dagli antichi, e le parole con cui Pappo, dopo di averla
riportata, biasima il modo seguito da que’tali geomelri pid vecenti nel
trattare i porismi, ci offcono chiaro argomento dell’aver Euclide trattati i
suoi porismi inci: dalla i igazione delle cose implicil date.

A questo proposito non sard superfluo far attenzione all’intendimento
degli antichi nel dare quelle tre definizioni di teorema, di problema e di
porisma, e giustificare la terza in tulto cib che pud essere ginstificata.
Osservo percid

1.° Che essi con quelle tre definizioni non hanno gid voluto descri-
vere la forma propria degli ennn di quelle tre sorta di proposizioni.
ma invece hanno voluto soltanto- indicare ¢id che si richiede per le-loro
\raltazioni. Ond’® che, quanto al teorema, non dissero gid: é wuna proposi-
zione nella quale si-enuncia una veritd non evidenfe per s slessa; ma inyece
dissero: ¢ una proposizione che richieds dimostrazions di alewn che proposio.
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° Che, quanto al problema, dicendo essi semplicemente che ¢ una
pm:mﬁinmw che richiede coslruzione di alcun che proposto, hanno taciuto
della dimostrazione che ovcorre per la completa sua tratlazione. E. senza
dubbio, cost hanno falto, perch? questo taciuto bisogoo della dimos
zione doveva necessariamente sollintendersi. Ed infatli, dopo che colui,
il quale tratta un problema, ba esibila una costruzione, ed ha asserito
che questa costrozione somministra cid che & proposto, egli naturalmente
si trova in debito di dimostrare il suo asserto. E da cid siamo condofti a
pensare che; anche nella definizione di porisma, potranno que’ geomet
aver taciuto qualche cosa che si richieda per la sua trallazione, e cid
per: ragione analoga a quella per la quale, rispetlo al problema, hanno
taciulo della dimestrazione che si richiede per la completa sua traltazione.

Ora, quanto al porisma, dissero: & una proposizione che richiede ritro-
vamento ed investigasione di alcun che proposto. (*) Lo che vuol significare

(%) 1l Chasics, il quale traduce tale definizione in questi lermini @ Le Porisme est une pro-
position et I'on demande de: lrouver eo qui est proposé », vi appene 1a seguente Nola: (pag.15).

« Nous exprimerons les lermes zopiopos eb mopiZe donl Pappus fail usage par le mot
trouver, pirce quo ce mot, que nous aurons & employer forl souvenl, est consacré presque
exclusivement dans les recherches mathémaliques, quelles’ que puissent dtrs les nuances qui ajent
lieu dans la nalure des questions. Tontefois les ‘exprossions qequérir, ss procurer rendraient
mieux. ici ¥ infention précise de Pappus. En effet, i me & agit pis dans les Porismes de
trouver un chose absolument inconnue comme dans Jes problémes en general: ce qu' il 5 agit de
trouver, € est une partie seulement &' une chose connus el désignée dans I énoncd, majs incon-
plitement; ¢ est, par exemple, 1 grandeur on la p n de cette chose. Question, comme on
voil, qui préscale une nuanee avec le probléme proprement dil. Voiti duns quel sens nous nous
servons icl du mol trowver, OB verra plus: 10ifo. »

To opino ehe que’ geomelri antichi nel formulare le riportate -definizini
mamente: avulo in iscopo. di segnalire Lea fl porisma ed il problema la Wilereoa. della quale

astes in quesla Nota. Semibra che egli opini ehe quei geometri abbiang volulo. signi-

i problemi & tratia, in generale, di trovare wna cosa assolufamente Seono-

vece si lralti di trovere compintamente una eosa che & gib designata o

conoscinta incomplutamente. Ma & egli vero che vi sia questa difforenza. caralleristiea tea il po-
rvisma ed il teorema?

Cid ehe vi & di yoro a questo riguardo si & sollanto che, nel problema locale, rispeilo alla
cosa elie i gorea, & esplicitamente dato, che essa & un luogs, © nulla plity mentre. nel porisnia
localo & dalo che essa & una relta, ovvero che & una periferia eircolare, ovyero che &
paraboly, ecc. Onde la differenza accennata dal Chasles sussisle, almeno in eerto’ stnso, wispells
ai problemi e porismi locali: Ed @ probabilmente, dictco fe sue considerazioni sulle difforonze
tra il teorema locale, il luogo (ciod porisma Iocale) ed il problema locale , espuste o pag. 52
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che il porisma richiede per sua trattazione il ritrovamento, mediante indagine,

alcun che soddisfacente ad una data condizione. Ritenulo pertanto cid
che dietro gli studj del Simson e del Ghasles dobbiamo ritenere rispetto alla
forma degli enunciati -de’ porismi, e di cui abbiamo parlato mei §5.8, 4¢3,
noi vediamo che que’ geometri colla loro definizione di porisma mostrano
chiaramente di ritenere che per la complela e piil conveniente trattazione
di una proposizione di |.1I ra!la si rn:hledn la investigazione ‘ed il nlm—
vamento delle indivi i i (ciod i i alla i
espressa nell’enunciato) di quella cosa o di quelle cose, che nell’ enunciato
slesso vengono parsiaimente indicale o dichiarate reperibili; Siccome poi
questa investigazione non pud farsi ra nalurale) se non nhe am-,
mettendo la possibiliti di trovar cose i alle specie

© seg. della sua Opera, che egli sard stato portato a supporre che quells differenza sussista
tea § problemd @ 1 porismil i qualunque’ genere; el cho'd flso. Ed infalli, qual’ & mal quel pre-
blema nel quale Ja cosa cercats sia, prima che il problema venga risollo, eompintamenle scono:
selata? nol quale clod non sia “detto almeda ehe quells cosa chio sl cerca & um punto, od
una relts, od un rapporto; ecc.? Ma v'ha di pii: Noo pud nemmeno dirsi che nell” eaanciate
el problema Ta cosa da trovarsi- sia indicata piit incompiutamente. ehe in quolla dol porisma;
giacehd ponmo darsi numeresi esemp] di - problemi € porismi tali che le cose da trovarsi sieno
indicate negli wni e negli-allri in maniore egoalmente {ncompiuta, ed ‘anche fali che 1o cose
db trovaisi signo indicate i modo pli incompluto nei porismi  che nei problemi. Eeco un
esemplo del secondo nceidente.

Probiswma. « Da un punto date. condurre una velta obe divida i parli equivalenti un tri-
angolo dato.

Portsma. (36 del Chasles). « Se intoroo di un punto p (fig. 16%) si fa girare una el
R incontrante due retle date SA, SA" in due punti o, o’,'c da un panto P dalo nells rella pS
si condueano e due rolle Pa, Pa'; 4 poirk trovare una vetii L tale cho il segmento interceltn
st di exsa dalle rette P, Po’ ablin sempre una lunghezza data . w

Rispetto alla cos da trovarsl, mel problemu & indicato esplicitamentc oh' cssa & unal Tetia o
ehe passa per un tal punio, mentro nel porisma & indicato oltanto e essa & wna retla

A me sembei che s differenza, chp gli antichi hanno yolito segnalare tra porisma e pro-
Wem, slia in el che, mentee il probleaa & propasizione falmente concepita che per sua trat-
tazione richiode uma costrurione che somministrialéun che proposto, il porisma inves vichiede
ina investigarione dielro la quale sl venga i cognizione i aleun che proposie: B, se non mi
inganno; da tali loro definlaloni ‘apparisca ché essi: riguardavans eome compintamente frattato un
problema quando, come negli Elomentl, fosse esibila una eostruzione, ¢ dimostralo o’ essa som-
mipistra efellivamente Ja eosa proposta (on ritenenda essi necessaria, pev i complofa trattazione
del problean, In esposizione dell amalisi geometrica conducento. al ritrovamento di quella costru-
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nelle suddelte parziali indicazioni e soddisfacenti a quella tal condi

& manifesto che, quando tale investigazione avra condotto a delle ind

zioni quelle cose, sard certo bensi che solamente queste indi
potranno soddisfare alla condizione del porisma; non gid che esse real-
mente la soddisfacciano. Ognuno quindi concepisce che, compiuta questa
indagine, si doved dimostrare che realmente le individuozioni da essa sor-
tite. soddisfanno alla. delta condizione. 1l dire adunque che il porisma ri-

chiede la.'investigazione delle cose in esso annunziate reperibili-importa,

come sottinteso, che esso richieda anche la indicata dimostrazione; ed &
da ritenersi che; appunto per questo, que’ geometri antichi non abbiano
fatto cenno di tale dimostrazione; a somiglianza di cid che fecero nella
definizione di problema, come abbianio in precedenza osservato.

Cib sia o per ispiegare "intendimento ch’ebbero gli antichi el

)i @ cht, invece, non rigus come trattalo un

ma, qualora venlsse omessa I investigazions delle eose a.unmm reperibili nel sua enun-
ciato, Non 1o avranno riguardalo come compintaments, dimostrulo, quando sark slats, esibita sem:
plicemente una costruzione ed nn ragionamento comprovante ehe le eose olfenule con quella
coslruziche soddisfanno alla’ comdizione del porisma, E non o avranno riguardalo come. conve-
nientemenlo traitato quanda, ' depo 1 detta costeuzlons & {1 deito rogionsments, e sard stata
aggiunto mn, altso (o0 arento forma di indiging ) eomprovante ehe case diverse da. quelle Som-
ministrate dalls ¢sibila eastruzione non possono soddisfare alla dets condizione,

Al qual’ proposits & da oeservarsi che, Fispotio al porisma, I costrozione ¢ cosa aMitlo
aecidentile, ) giacché nel, porisun a cosa | proposta da travarsi, o dnimostrarsi reperibile, pub
essere gik sognaty uella figurs, ¢ non richiedere quindi eostruziong alouna, ma seltanto seapri-
ments. Valga ad esempio il porisma 100 del Chasles, che jo ho trattalo, in vigesimo luogo.

1 quésta nola frd cenno anche di wa'altra mia opinione. Dalle pirole con cul il Comman-
dino teadicela definfsioni d porisoin degl anichi « Porisma est quod proponitar in porismum,
hoc est in inventionem et investigationem propositi » o sono condolto @ pensara-ehe Euclide
possa aver dato il nome di porismi a quelle sue proposizioni in quanta ehe questa parola parfsuia
venisse, i certo modo, ad indicare che Ta propositione richiede ritrovamento di aicun che per
meezo di investigazion. Siccome ol 1a parols wopifo pud anehie signilicare apro ta via, vi &
luoga anco. a pensare cho quel. mome sia stala . dalo, da’ Euelide 4. quelle proposizioni, o perehi
®sse aprona la via allo studioso per le risoluzioni de’ problemi, o porché, secondo le viste: di
quel grande geomelra, dovevans aprir la sirada a malle allre seoperle nella geomelria, E che
realments Finseme di queste propesizioni di_ Enclide fosse tale da aprir ls strada a grandi
Progressi nella geomoiria ¢ sialy meéso in piema lace dall Opera del Chasles, il quale, supe-
Fanda molle & gravissime Qifficalty, & riuscilo a rilrovare un complesso di propesiziani , fe quali
cogli oseuri cenni-deli* Opera’ di Euclide dati da Pappo hanno lali eorrispondenze d3 esclidere
1l dubbio b egli non abbia’restituile 1o perdule proposizioni di Euclide.
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dare quelle tre definizioni, e per giustificare la terza in tullo che lo pud
essere. (%)

Quello che noi qui vogliamo dedurre da questa terza definizone, e
che ci sembra poterlo fare con fondamento dietro ' le esposte considera-
zioni, si & che que’geometri ritenevano che per Ja completa e pili natu-
rale traltazione di un porisma si richieda prima di tutto la investigazione
indicata. E siccome dobbiamo ritenere ch’essi abbiano formulata la loro
definizione distro considerazioni sulle trattazioni de’ porismi esibite da Eu-
clide, & anco a ritenersi che Eunclide stesso nel Lrallare i suoi porismi
cominciasse appunto da quella investigazione.

Cid poi & in modo evidente confermato dalle parole con cui’ Pappo
biasima il ‘mode seguito dai geometri pil recenti mel trattare i porismi:
« qui nequeunt omaia investigare..... et ostendunt solumuiodo quod hoc
est, quod quaeritur, non autem illud jpsom investigant »  « qui, ne pou-
vant pas tout trouyer.... se contentérent de prouver que la chose cherchée
existe, sans la déterminer. » Con queste parole egli ¢i avverte chiaramente
che questi geometri dimostrano soltanto il teorema corrispondente al po-
risma, non premettendo la indagine clie si richiede per ridurre alla gue-
stione del teorema la_questions del porisma. E ci ayverte ancora che cosi
fanno poiché nequeunt omnia investigare; colle quali parole Pappo, a mio
avviso,’e come ho altra volta accennato, vuol significare che que’geome-
tri_essendo inetlti ad investigare futto cid che richiedesi nel porisma, sono
anche incapaci di apprezzare lo scopo di quella invesligazione, e Iinten-
dimento con cui-Euclide I"lia deltata.

§. 13. Prima di accingermi alla esposizione de’porismi, devo ancora
dire qualche cosa relativamente al modo in cui Ii ho in generale traltati.

Ee indagini delle cose implicitamente date sono fatte all®appoggio di
considerazioni relative ad alcnni speciali stati opportunamente scelli della
cosa variabile. Ma potrebhero farsi (sebbene con maggior dificoltd, gene-
raimente parlando) anche considerando la cosa variabile in generale; e di
¢id io do pure qualche esempio. (*%)

(*) & evidente che le proposizioni della forma dei porismi di Euclide nou sono le sele che
esigono wuma trallazione della forma indicata nella definizione deghi antichi.
() Veggansi Ie indagini. de’ porismi 439, §2° { quarta; manjera), 45%
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E a questo prop non voglio tacere che io sono in forse se si
possa ammeltere che Euclide abbia istituite almeno alcune delle sue in-
dagini appoggiandosi, come io feci, a considerazioni relative ad alcuni
stati speciali opportunamente scelti della cosa variabile; o se si abbia a
ritenere ch’egli si sia sempre appoggiato a considerazioni sulla variabile
in generale. E questo mio dubbio nasce dal vedere che Pappo non diede
mai alcun esempio di indagini in quel primo modo eseguite, sebbene ne
abbia avuto occasione nelle ultime quattro proposizioni del libro settimo
delle sue Collezioni Matematiche, le quali quattro proposizioni sono po-
rismi di quella classe che gli antichi chiamarono fuoghi.

5. 14 Quanto alla dimostrazione de’teoremi corrispondenti ai diversi
porismi, io mi sono limitato alla sola dimostrazione per composizione. e
cid in vista specialmente della brevitd.

§. 16. In alcuni porismi le cose implicitamente date sono cos) facili ad
investigarsi, sono anzi tanto immediate ed evidenti conseguenze delle ipo-
tesi, che essi porismi ponno riguardarsi come teoremi ordinarj. lo perd
mi fo lecito, alle volte, di limitare la inyestigazione in modo da ridurre
la questione del porisma proposto a quella di un altro porisma, il qnale
perd sia della classe di quelli che ho testd accennali; e questo nuovo po-
risma lo dimostro per composizione riguardandelo come il teorema cor-
rispondente al porisma proposto.

Mi accingo ormai alla traltazione dei porismi.




PORISMI

Porisma 1.° (2.° del Chasles). « Sieno dati due punti P, Q (fig. 3," 4% e 5.%)
e due rette BA, SB mon parallele alla relta che passa pei punti P, Q.
Abbiasi una relta ab la quale si muova conservandosi sempre parallela
alla PQ; e dai punti a, 5, ne’quali essa incontra e SA. 5B, sieno condotte
le rette aP, bQ. lo dico che il punto m comune a queste due relle si
trova sempre in una medesima retta, la cui posizione & implicitamente data. »

Dimostrasions. Quando la relta, che si muove conservandosi parallela
alla PO, passa pel punto S, allora i punti a, b cadono entrambi in S, e
percid anche il punto m, comune alle Pa, Qb, cade in 5. So dungue &
vero che il punto m si trova sempre in una medesima relta, questa pas-
serd pel ponto 8, anzi sard quella reita che passa per S e per un’allra
posizione, comunque scelta, del punto m. Da cid si deduce che, per giun-
gere a dimostrare il porisma, noi potremo prenders di mira di provare che
il punto m si trova sempre nella retta che unisce il punto S con un®altra
posizione del punto m. o, cid che vale lo stesso, che la Sm & una retta
fissa. B se in cid riusciremo, il porisma sard dimesirato.

Chiamati A, B i punti in cui la PO incontra le SA, SB, consideriamo
da prima il caso speciale (fig. 4°) in cui PQ eguagli AB, ed il punto P
rispetto al punto Q sia dalla stessa banda che il punto A rispetto al punto B.
A motivo de’ triangoli simili e di PQ=AB, noi avremo

ma__ab__ab _Sa
mP PO AB SA®

e per conseguenza la retta Sm & parallela alla PQ; onde, “essendo S un
punto fisso, essa & una retta fissa. Nel caso poi che non si verifichi la
cireostanza lesté considerata, noi avremo che la retla Sm (fig. 3* e 5') non
sard parallela alla PQ, giacché il punto m, in cui la Pa incontra la Qb,
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sard diverso da quel punto in cui la Qb stessa sarebbe incontrata dalla Pa
se il punto P fosse situato rispetto al punto Q come lo si & supposto pre-
cedentemente. Chiamati poi K, r g’ incontri della Sm colle ab, PO, e riflet-
tendo che le parallele ab, AB sono tagliate in parli proporzionali tanto
dalle tre rette ad, B, rR concorrenti in'S; come dalle tre aP, bQ, ri con-
correnti in m, noi avremo

AB _ ab
BR — &

Dunque R & un punto fisso; e percid la Sm & una rella fissa. B cosh il
porisma & dimostrato.

Porisma 2.° del Chasles). «:Bssendo date due rette SA, SB, (fig. 6.%)
@ tre punti P, 0, p siluali in una terza retta parallela alla SB, intorno al
punto p si faccia girare una relta pa b, e dai punli a, b, nei quali essa
incontra le 8A, SB, si conducano le aP, bQ. Dico che il punto m comune
a queste due rette si trova sempre in una medesima retta, la cui posizione
¢ implicitamente data. »

Dimostrazione. Quando la retla, che si fa girare intorno al punto p,
cade in pS, allora il punto m cade in S; onde, se & vero il porisma, la
relta, in cui si trova sempre il punto m, dovra passare per S. Per giungere
dunque a strare il porisma, potremo prender di mira di provare che
la retta che passa pel punto S e pel punto mobile m ¢ una retta fissa.

Si chiamino A, R i punti in cui le SA;, Smincontrano la PQ, e ¢ quello
in cai la Pa incontra la SB. Le parallele SB, pP sono tagliate'in parti pro-
porzionali; e dalle tre rette passanti pel punto m, e dalle tre passanti pel
punto a; per cui avremo

g ¢
RO~ Sb Kp~

Por conseguenza R & un punto fisso, e quindi Sm & una retta fissa. B con
cid i1 porisma ¢ dimostrato.
Porisma 3." (8. del Chasles). « Sieno dafi due punti p, Q, (fg. 7.%)
e due rette SA, SB. Si faccia girare intorno al punto 2 una retfa passante
per questo punto, e dai punti &, b, in cui essa incontra le SA. SB, si con-
ducano la aP parallela alla pQ, e la Q. Noi avremo che il punto m co-
Serie I Tomo II. 5
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mune a queste due relle si trova sempre in una medesima relta implic;
mente data. »

Dimostrasions. 'Se & vero il porisma, la relta in icui si trova sempre
il punto m doyrd passare per 5, che & la posizione che prende m quando
la retta girante intorno &l punto 2 passa per S. E pertanto sii polrd pren-
der di mira di dimostrare che Sm & una retla fissa.

Sieno denominati A, B, R i punti in cui la PO & incontrata dalle
SA, 8B, Sm, e con ¢ il punto in cui la aP incontra la SB. Essendo le due
relte parallele B, aP tagliate dalle tre relle concorrenti in 8, ed anco
dalle tre concorrenti in wm; noi avremo

AR _an _ po
AB T ‘me' T pB
Dunque AR & costante; e percid Sm & una retta fissa. Dunque ecc.

Osservazione. In questa dimostrazione, che & la prima delle due esibite
dal Chasles, si suppone che le due rette SA, SB, non sieno parallele alla pQ.
Se lo fosse la prima, allora il porisma sussiste evidentemente, e mon v’ &
bisogno di dimostrazione speciale. Pel caso poi che la seconda Sh sia pa-
rallela alla pQ, noi potremo dimostrare che S & una retta fissa osservando
clig, pei triangoli simili, e per essere le rette SA, 4p lagliale in parli pro-
porzionali delle tre parallele Sb, am, pQ, ayremo

am

onde AR = p0, e percid R sard un punto fisso. Onde ecc.

Altra dimostrazione. Si chiami o’ una posizione particolare del punto a.
diversa da S, e b', m' le corrispondenti posizioni dei punti b, m. Poiché 8, m’
sono due posizioni del punto m, dovrd questo puntosm, se & vero il porisma.
trovarsi sempre sulla Sm'.

Per dimostrare poi che realmente il punto m & sempre sulla Sm' basta
osservare che, chiamato » il punto.in cui la aP.incontra la Savs le due
rette Pa, Qr, a motivo della dimostrazione del porisma 1.% s’incontre-
ranno in un punto della S4B, e per conseguenza mel punto b; onde le
Tette Qb, Qr coincidono, e percid coincidono i due panti m, r; ed il punto
m.& mella Sm'.

Questa dimostrazione vale anco pel caso che la SB sia parallela alla pQ-
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Osservazione. Aleune considerazioni,; ' clie gsporrd ‘tra poco, mi hanno
condotto a far dipendere da questo ‘porisma Il decimo primo del 'Chasles;

come segue:
i’ St

1l rapporto 7 sard nguale al rapporto’ costante el Dunque  la

retta Qb taglia nella SR, a partire dal punto fisso m', un segmento, che ha

un rapporto coslante (egua]e ad :L::) col segmento che la pb taglia della

SA a partire dal punto a'. Ne viene di conseguenza che, se sard condotla
una relta paraliela ‘alla SR, non passante pel punto'Q; la Qb taglierd da
questa retta, a ‘partire dab punto‘in: cui essa' @ incontrata “dalla ' Q¥, un
segmento che avrd wn rapporto costante col segmento’as’. | E facilmente si
vede che si potrd determinare qualedistanza debba avere'dal punto Q la detta
retta patallela alla 8K; acciocehd il detto rapporto rigsca uguale ad un rap-
porto dato. E poi facilmente dimostrabile, ed anche evidénte, iche niuna altra
relta, diversa dalle due che verrebbero cosi determinale, pud-avere la, pro-
prietd che la Qb tagli da essa, a partire da un punto fisso, un segmento
avente costantemente col segmento aa’ un rapporto eguale al dato, E cosl dal
precedente porisma abbiamo dedotlo naturalmente il decimo primo del
Chasles, del quale passo ad esporre 'enunciato, ed una dimostrazione com-
pleta, appoggiata al precedente porisma e posta sollo la solita forma.

Porisma £ (11.° del Chasles) (fig. 8.%). « Se intorno a due punti
dati P, O rootano due rette PM, OM in modo che il loro incontro scorra
su di una reita LM data di posizione; intercettando la prima PM su di una
retta AX, pure data di posizione, a partire da un punto dato A, un segmento
Am; si potrd trovare un’alira retta A'’X" e su questa un punto A', tali che il
segmento A'm’ falto sulla A'X' dalla seconda retta girante QM stia sempre
al segmento Am in' un rapporto dato 4. »

Dimoslrazione. Ammessa primieramente la verith del porisma, noi ci
proponiamo di trovare la posizione della retta A'X’ e del punto A'.

Sia condotta la ‘QA'; e dal punto S, comune alle AX, LM (1), sia con-
dotta S¢ parallela ad A'X"

(4) T caso particalare di AX paraliela ad LM dovrebbe comsidersrsi a parle; ma sicrome
quests (come paro altri casi speciali) non offre dificoltd, cos' o consiioro saltauto il exso genersle,
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Quando M cade in §, allora le PM, QM cadono in PS, QS; e percid
quest’ ultima taglia dalla. AKX, a ‘partire dal punio A’ un segmento, che
avri col segmento AS un rapporto i; onde QS non & parallela alla AX'.
Pertanto la S¢, ¢he & parallela alla AX', non passa pel punto Q, e percid
incontrerd le QA, Qm’ in due punti distinti &, . Ed avremo

b Gt L 00k aloc

Am ™ AN Am ARG
Per consegueénza, quando Am & zero, dovrd esser zero anche &u; vale a
dire, quando m cade in A, ‘allora & deve cadere in . Percid, condotta PA,
che incontrerd LM in un punto @ e guidata Qa; questa passerd per &, e
coinciderd percid colla QgA'. E cosi & trovata la direzione della QA"

Ora, quando m cade in §; vi cade anche &; e quando m cade in G,
punto d’ incontro delle AX, PQ, allora ¢ si trova in & punlo comune

alle PQ, Ss. Onde, siccome fT::‘. & costante, noi avremo

a8, 0
S AG

Dunque Az & parallela a PQ, e percid riesce nota la posizione del punto &,
e conseguentemente quella’ della retta Sas.
Abbiamo, in fine,

QN L Am Nk AS
[ 7 T

e percid & conosciuta la lunghezza QA e quindi due posizioni che potrd

avere il punto A, e due che potrd avere la retta A'X'.

Da tutto, cid ne risulta che, conducendo la Qa, posizione della QM
corrispondente alla posizione PA della. PM; guidando poi dal punto A la
parallela alla PQ, che incontrerd Qa in un punto &; congiungendo Sa; e
prendendo sulla Qa, dall’una o dall’altra banda del punto Q, una por-
sione O tale el riosoa I8 — 3 . 48
punto. A’ la retta A’X’ parallela alla @8; noi avremo che, se una retta ed

5 e, finalmente, condacendo dal
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un punto in essa esistente soddisfaranno la condizione del porisma, questa
rella @ questo punto coincideranno con una delle due posizioni che, dietra
tale costruzione, ponno avere la retta AX' ed il punto A%

Riteniamo ora che la retta A’X’ ed il punto A’ sieno ottenuli mediante
ia indicata costruzione. E dimostriamo che realmente le rette giranti PM, OM

formano i segmenti Am, A'm’ tali che riesce sempre :T’T =4,

Dal porisma precedente (che & Fottavo del Chasles) noi abbiamo che,
se dal punto m si conduce la parallela alla PO, la quale incontrerd la PM
in un punto ¢, questo: punto (& si troverd sempre nella Sg. E pertanto
avremo

Aml | Am ap QN S
Am . ag " Am - Q& " AS
Ma, per la costruzione, si ha
Q. 05,

Qaz — a5’
dunque AK"% = 4. Dunque ecc.

Osservazions. Ecco le considerazioni, che mi hanno condotto a far di-
pendére questo porisma dal precedente.

1l Simson opind che questo porisma sia stato il primo del primo libro
di Euclide (1); e cid all’ appoggio del seguente passo di Pappo Alessan-
drino 2).

(& quorum_ ( poris ) non juxta it dif-
ferentias distinguere opportet, sed juxta differentias accidentium et quaesi-
tornm. Et positiones quidem omnes inter se differunt, cum specialissimae
sint. accidentium vero et quaesitoram unumquodque unum, et idem existens

(1) Chaskes. Les. Lrois livres de Porismes " Enclide ece. pag. 6

(2) Questo passo f paste dolla nolisia che Pappoy: nella prefasions: del libre, VII® delle sue
Collezioni Malemaliche, di dell' epera di Enclide sulporismi, Bd & desuota dalla. tradozione . del
Commandino, di queste. Collexioni. Pappé Alecandrint. Mathematicas Collectiones @ Fuderien
Commmding Urbiuate in latinuin. consersnc., of commentariis. {llustratas,  Boawniae 4860,
Dag. 246,
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multis positionibus diflerentibus contingit; eo quod genere sint eadem. Itaque
in: primo libro haec genera quaesitorum statuere opportet. in principio
quidem seplimi, diagramma hoc. Si 4 duobus datis punctis ad rectam ' li-
meam positione datam rectae lineae inflectantur, abscindat autem una A
recla linea positione data ad datum in ipsa punclum, abscindet, et altera
proportionem hahens datam (1). In ijs autem, quae sequuntur. Quod hoc
punctum langit positione datam rectam lineam. Quod proportio hujus ad
hanc data est. Quod proportio hujus ad aptomen. Quod hiaec positions data
est. i n H

Ecco poi la traduzione data dal Chasles di questo brano (2).

« Ce n’est pas par les différences des hypothéses qu’il fant distinguer
les Porismes, mais par les dilférences des résultats ou des choses cher-
chées. Les hypothdses, en effet, sont lontes dillérentes et constiluent des
spécialités; mais des résultats on des choses cherchées, chacun se trouve
@tre identique ou unique dans beaucoup & hypothdses différentes (3).

« Voici donc comment il faut classer les choses cherchées dans les pro-
positions du L. Livre. La figure est au commencement du VIL.... (4.

1. « Si de deux points donnés on méne deux droites se coupant sur

droite donnée de position; dont I'une intercepte sur une droite donnée
de position un segment complé & partic d*un point donné, I’autre formera
anssi sur un autre droite un segment ayant avec le premier une raison
donnée,

« Et dans les antres:

11. Que tel point est situé sur une droile donnée de po:

(1) 1 périsima el quale ‘s frata & apponto quésto, che I Pappo ¢l ha lrasmesso con tale
coneiso enuneialo, che fu interpretato dal Simson.

(2) Opera citata, Pag. 47 e 13,

(5) Nota del Chasles, Costa-lire que dans beayeoup de questions différentes on arrive & wne
mbme conclusion, par exemple, que le licu d"un cerlain point est une ligne droite déterminée
de positien; que certaing droile passe towjours par un point déterminé de pasition; qu'un ertaln
reetangle dont les cotés sont variables, a une surface donnée de grandeur; ele. Cest i
I'a entendu M. Simson, « (Mulla sunt porismata quae diversss hypotheses habenl, sed quae ou
concludunt punctum aliquod fangere reelam  positione datam; vel reclam oliguam vergere sd
punclum datum, ete. » (R, Simson. p. 540},

(4) Nota del Chasles. Kei se Lrouve une lacune dans les manuserits.
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11I. Que le rapport de telle droite & telle autre droite est donné.

IV. Que lo rapport de telle droite & telle abscisse est donné.

V. Que lelle droit est donnée de position.

1l Simson pertanto opind che quell’ enunciato succinto, ma completo
posto dal Pappo  per ‘caratterizzare il primo de’ quindici generi ne’ quali
egli ba distinti i porismi del primo libro di Euclide, sia I enunciato del
primo di questi porismi, Ma & da’ ritenersi 'col Chasles clie tale opinione
sia erronea, e che il primo porisma di Euclide sia il seguente:

« Allorché dae rette SA, SB sono tagliate da una terza AB (fig. 9.%),
se si prendano su questa due punti P, Q situali rispeltivamente dalla me-
desima parte dei punti A, B, ed un ferzo punto f situato fuori del se-
guiento PQ e deferminato dalla relazione %:g%, ed in seguilo si fac-
cia girare attorno di questo ponto una trasversale che incontri le due rette
date SA, 8B in due punti @, b, e si conducano le retle Pa, Qb che si la-
glieranno in un punto m: questo punto si troverd sempre su di una retta,
la cui posizione' & implicitamente data =.

Eceo le ragioni alle quali il Chasles si appoggia:

Pappo Alessandrino da bens! quel conciso enunciato per caratterizzare
il primo de’ quindici generi, ci’ egli distingue nel primo libro & Buclide,
ma non dice che questo primo genere comprenda il primo: porisma: D'altra
parte; nella notizia ¢l egli di de’ porismi di Buclide; e poco prima del
passo che ho riportate, dice che Euclide ha posto al principio del primo
libro (ad principium {1) prims libri) dieci proposizioni che ponno
abbracciarsi tutte solto il seguente enunciato (il quale forma la cosi detta
proposizione delle quatiro rette ):

« Essendo date quattro relle lagliantisi due a due, se tre dei punti
d” intersezione situati su una di esse, o due solamente, nel caso del paral-
lelismo, sono dati (ciod restano fissi), e degli altri tre due sieno assogget-
tati a restare ciascuno su di una retta data, il rimanente sard situato pure
su di una retta data di posizione. (1) »

(1) M testo offee wa piecola Tacuma.
(1) Le parols sard situato s df wna refta data Qi posisionc, voglion significare eho
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Ed il porisma; che secondo il Chasles & il primo di Euclide, e del quale
ho testé riportato I enunciato. & appunto un caso particolare di questa: pro-
posizione. Quel porisma poi discende cosl spontaneamente dal primo dei
lemmi che Pappo nel libro VIL® delle sue Collezioni Matematiche di come
otcorrenti per le dimostrazioni de’ porismi di Euclide (2), che si pud dire
(usando I” espressione del Chasles ) ch’esso Jemma ne & I espressione im-
mediata. E Pappo dichiara che quel primo lemma serve pel primo porisma
di Buclide (3). Perlanto la opinione del Chasles su questo primo porisma
non ammette dubbie.

Pappo dichiara altresi che il secondo dei lemmi suddelli serve pel se-
condo porisma di- Buclide; onde: il Chasles ha potuto con eguale: sicurezza
ristabilire questo: secondo’ porisma, che & pur esso un caso particolare della
proposizione delle quattro rette. Ma per ninn altro di que’ lemmi fu falla
dal Pappo un’ analoga dichiarazione. Tullavia dai cinque lemmi di Pappo
che segaono ai primi due; il Chasles dedusse altri cinque casi particolari
della proposizione delle quattro rette, de> quali fece i suoi porismi 3% 4%
5% 6% o 7% E con altri tre casi, scelli dietro sagaci considerazioni, forma
1i successivi tre porismi per compiere i dieci casi di quella proposizione ,
de’ quali fa cenno il Geometra Alessandring. Cost il Chasles ci conduce a
ritenere che i suoi primi dieci porismi sieno i dieci casi particolari della
proposizione delle quattro rette, i quali trovansi al principio del primo libro
di- Buclide: ma resta’ campe a sospeftare che gli ultimi otto’di questi non
fossero ordinatamente i porismi: terzo, quarto, ecc., fino al decimo; ma' fos-
sero’ soltanto tra’'i primi porismi del primo libre di Euclide. Giacché per
decidare su questo proposito noi non potremmo che appoggiarci al seguente
passo, non abbastanza chiaro ed esplicito, del Pappo: & ....... propterea
quod et ipse Euclides non multa de unaguaque posuerit specie, sed causa
ostendendae multae copiae, in qua pauca ad principium primi

quel punta siFh sitoato sempre su di una medesima rella fissa, 1a posizione. della quale & impli-
citdmente dls, ciod reperibile distro le eoso espliclismente da

(2) Eeco 1" enunciato di questo primo lemma (fig. 9): « Sin deseritia la figura pLBQAPA,
o5 ;',';:”Q & ¢i congiunga Sin. Dico chie S & paralléla lla pB. »

(5) Pappi Alesandrini Mathematieae Callectiones... Donanise 4600, pag. S5b.
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libri posuit. consimilia ab uhernma illa <peme locorum, ut numero decem.
quare cum has una prop b posse intelli ita de-
seripsimus. | Segue 1" enuncialo della proposizione delle qualtro rette) 2.
Mi par dunque che resti campo a sospettare che Euclide possa aver inter-

* rotta, dopo il secondo, la serie di que’dieci casi particolari, esponendo, per
esempio, immediataments dopo di qualeuno di essi, qualche porisma d'altra
specie od anche d* altro genere, per la cui <imostrazione egli Lraesse pro-
fitto da quel caso particolare. E pud anche darsi che I’ ordine dato dal
Chasles a que’ dieci porismi non sia quello col quale essi (indipendente-
mente da quelli che vi si trovassero frapposti ) si snccedevano nell” opera
di Buclide; poichd dalle ragioni addotte dal Chasles risulterebbe soltanto
che assai probabilmente que’seite, che discendono dai primi sette lemmi
del Pappo, si succedevano con quell’ ordine, ma nulla osta che qualcuno
dei tre rimanenti fosse da Euclide collocato dopo il secondo e prima del-
P ultimo di quei selte medesimi. Cosl, per esempio, nulla osta, per quanto
io veggo, che il Porisma ollavo del Chasles (da me considerato in lerzo
luogo, pag. 33 ) fosse il sesto in Buclide.

Riflettendo poi sul passo di Pappo poco sopra riportato (pag. 37 e 38), mi
venne sospetto che quelle parole « In principio quidem seplimi diagramma
hoc. » alle quali segue I” enunciato completo di un porisma, abbiano il se-
guente significato: E prima di tutto la deserisione (o I' enunciato ) del sef-
fimo ( porisma ) ¢ questa (che segue ). Sospettai quindi che il Porisma, che
dopo quelle parole viene enunciato, sia il seltimo porisma di Euclide, e
non il decimoprimo. Allo scopo di convalidare questo sospetto ho cercato
di vedere se Euclide possa aver avato qualche motivo, od almeno qualche
occasione opportuna, di interporre questo porisma fra i dieci casi della pro-
posizione delle quattro rette, e di collocarlo al settimo posto. Ho cercato
percid se si polesse dedurlo da uno, dei dieci casi suddetti, il quale possa
aver costituito il porisma B. di Euclide; cid che mi riusci nel modo sopra
esposto.

Porisina 5.° (5.° del Chasles) (fig. 10.%). « Essendo date due rette SA, SB,
e tre punli p, P, Q situati in una medesima retta che taglia le due pre-
cedenti in due punti distinti A, B; se intorno al punto p si fa girare una
trasversale, che incontrerd le SA, SB in due punli variabili a, &, e sieno
Buidate le Pa, Qb; dico che m, punto comune a queste due relle,

Serie 1. Tomo II.
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si trova sempre in una medesima retta, la cui posizione & implicitamente
data. »

Dim. 11 punto § & una posizione particolare del punto w, e percid potremo
prender di mira di dimostrare che Sm & una retta fissa.

Se conduciamo dal punto a la e parallela a PP, e congiungiamo S con
¢ punto in cui essa incontra la Qb: noi abbiamo dal porisma 3.° che la
relta ScC & una retta fissa. Siccome pertanto le Pg, Qc uniscono i punti
P, Q coi punti a, ¢, nei quali le due relle fisse SA, SC sono incontrate da
una relta mobile parallela alla PQ, noi avremo, dal porisma 1.° che anco
Sm & una retta fissa. Dungue ecc.

Porisma 6° (21.° del Chasles) [ fg. 11.*). « Se un quadrilatero abmo
si deforma in modo che i suoi lati opposti ae, bm concorrano sempre in
un punto dato P, e gli altri due ab, om concorrano sempre in un allro
punto dato Q; ed inoltre i suoi tre verlici a, b, ¢ scorrano rispellivamente
su tre rette date SA, SB. SC concorrenti un punto § fuori della PQ; io
dico che anche il quarte vertice scorrerd su di una retta, la cui posizione
& implicitamente data. @

Dim. Essendo 5 una posizione del punto m, basterd dimostrare che Sm &
una retta fissa.

Preso nella PQ un punto fisso qualunque p, si conduca la pa, che ta-
glierd in due punti d, e, le P, Om; e si g o pel punto S le rette 5dD,
S¢E. Considerando il triangolo .abd, del quale i tre lali passano pei tre
punti P, O, p posti in linea retta, ed i cui vertici a, b scorrono sulle due
rette SA, SB, noi conchiuderemo dal porisma precedente che SdD & una
rella fissa. Per analoga rogione & una retta fissa anco la SeE. Danque i
verlici d, e del triangolo dem scorreno su due relle fisse SD, SE, menlre i
suoi lali passano pei tre punti P, Q. p posti in linea retta; e quindi, pel po-
risnia precedente medesimo, ¢ una retla fissa anco la Sm. Dunque ecc.

Porisma 7.2 (2. del Chasles) (fig. 12.°). « Bssendo dato un angolo ASB
e due punti P, Q in linea retta col suo verlice; se allorno di un altro
punto dato 2, il quale non si trovi sulla PO, sifa girare una retta bpa che
incontrera i due lati delP angolo in due punti a, b, € si conducano le due
rette Pa, Qb; io dico che m punto comune a queste due relle, si trovera
sempre in una medesima retta, la cui posizione ¢ implicitamente data. »

Dim. Quando la retta bpa coincide colla 2Q, allora il punto m cade in
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D punto in cui la 54 & inconteata dalla pQ. Quando la bpa cade in PPy
allora il punto m coincide col punto C in cui la PP incontra SB. Si ralta
pertanto di dimostrare che m & sempre nella retta CD. Cid risulta dai lemmi

1t @ X1l del Pappo, uno riguardante il caso di da parallela a PO, Ialtra
“riguardante il caso generale di e non parallela a PQ. Equesti due lmmi
vengono dal Pappo stesso dimostrati coll” appoggio di altri suoi lemmi, i
quali corrispondono al teorema generale che quando dus velle sono lagliale
da tre concorrenti in un punlo, il rapporlo anarmenico dei quatiro punti, in
ctti la prima di’ quelle due & tagliata dalla seconda e dalle tre allre, é uguale
al rapporto anarmonico dei quallro punti, ne* quali la seconda & lagliata dalla
prima e dalle fre allre medesime. lo qui dimostrerd che il punio m & nella
relta €D, in maniera pill elementare, come segue.

Si conducano Pb; Qa; e pei punti C, D si guidino le rette hCilrn, opDy
parallele alla PQ.

Quando ba & parallela a PQ, noi abbiamo le due rette A, ba parallele,
¢ tagliate da tre rette concorrenti nel punto P; & onde la proporzione

‘;J—(": e per ragione analoga sard ';‘Tzf:jii; Quindi ayremo

WG __oD

R B

Questa proporzione sussiste anche quando ba non & parallela a PO, Indi-
chiamo infatti con g, £ i punti nei quali Ia relta ab incontrerd le rette A,
PQ. Essendo e parallele gn, fQ tagliate dalle tre relte &f; BP, bQ concor-
renti in &, dalle tre pf, pP, PQ concorrenti in p, e ‘dalle tre af, aP, ald

gt gi

concorventi in @, noi avremo che ciascuno dei tre rapporti 2, €, 7%
A T

sard uguale al rapporto "%; onde quei tre rappofti somo tra loro uguali.

Pertanto la AC, differenza tra gli antecedenti dei “due primi. e la Ci, dif-
ferenza tra gli antecedenti del secondo e del terzo, staranno tra loro come
le differenze dei rispellivi conseguent

i
Ci
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Ma, essendo le parallele og, In tagliate dalle tre rette Qb, QP, Qa, avremo
ob __Ir

bg m
Danque; anche quando ba non & parallela a by, avra luogo la proporziong

Ora le Al, PQ, essendo parallele, sono lagliate proporzionalmente dalle retle
concorrenti in b:e similmente, le pg, PQ sono tagliate in parti proporzionali
delle relte concorrenti in @; onde avremo Je due proposizioni

€l __S0 D S0, i Ci__Dg

LT e 5 la A=21

WP P dalle quali ne segue la ;7 b
Moltiplicando i rapporti della (a) pei corrispondenti di questa ultima, si
deduce

La quale mostra appunto che il punto m, comune alle lo, ip, & nella reila
che passa pei punti C, D.

Osservasions 4.* La slessa dimostrazione, con poche modificazioni, si
applica al porisma che risulta sostituendo, nel porisma testé dimostrato,
alla condizione che la retta ba debpa passare sempre per un punto dato p,
Ja condizione ch’ essa debba essere parallela ad una retla data. Il guale
nuovo porisma nella geometria moderna altro non sarebbe che un caso
particolare di quello. Ma nel caso che la ba debba esseve paraliela alla PSQ;
occorre upa dimosteazione speciale. Eccola:

Finchd il punto m, comune alle aP, bQ ( fig- 13), von & nella PQ, la
retta ba, che & sempre paraliela alla PO, non coincide con quesla relta; &
per conseguenza il punto m stesso nan & né sulla SA né sulla SB. Dungue,
5@ & vero che m descrive una rella, questa non potrd incontrare né la SA
né la SBin nn punto nog esistente nella PQ; e doyrd percid passare per S.
&i tratta dungue di dimostrare cl & una retta @i

e Sm B una rettn fssh, essa formerd sulla Pa. che & sempre paralicla
a PO, due segmenti bn, na il ool rapparto sard costante. B viceversa, se
dimostreremo che questo rapporto @ costante, polremo conchiudere che Sm
ha una posizione fissa.

Le parallele ba, PQ sono tagliate dalle tre retle Pa, Sn, Qb concorrenti
0s
sp

in m. Dunque ’% == = goslante. Dungque ecc.
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Osservazione 2. Quel porisma, che risalta dal sostiluire nel precedente
porisma 7.° (fig. 12."); alla condizione che il punto @ non sia nella PQ,
la condizione che @ si trovi appunto in quella relta (fig- 145, si pud dime-
strare come segue.
imi con uu ragi analogo a quello fatto pel porisma
dimostrato nella psservazions precedente, si potrd convincersi che se m de-
scrive una retla, questa passerd per 8, onde dovrd provarsi che Sm ¢ una
rella fissa.
Si conduca per a la parallela a PQ, che incontrerd le Sm, Ob, Sb in tre

punti g, /o e La Sm & una relta fssa s¢ & costante il rapporto in'!f‘, ossia

i prodotto ‘:—!;',%: Ora, essendo e parallele as, PQ tagliate dalle tre rells
aP, g5, fQ concorrenti in m, e dalle lre ap, fQ, ¢S concorrenli in &, noi

abbiamo

g F5 = costante; %: ’,!':—2 == gostante.

]

Onde ancho quel prodotte  costante. Danque ecc.

Porisima 8.° {25.° del Chasles). « Attorno di due punti fissi A, B (fg. (5.%)
si fanno girare due rette AM, BM in modo che il loro punto di concorso
M si trovi sempre su diuna retla fissa LM. Quesle retts inconlrano un’altra
retla fissa DX in due punti a, b; e da doe punti P,Q, dati salla retta LM,
sono condotte le rette Pa, Qb, che 8 incontrano in un punto m. Dico che
questo punto si trova sempre su di una medesima retta, la cui posizione &
implicitamente dala.

Din. La veriti di questo porisma & una facile conseguenza  dei porismi
5.5 e 7.° [4* e 26.° del Chasles ). Condotta infatti dal punto M la reila
MF al punto F comune alle PA, OB, e indicati con b, & | punti ne’ quali
essa incontra le Om, Pm, noi ayremo, dal porisma 8.% che, siccome i tre
lali del triangolo bMh passano pei tre punti Q. B, F posti in linca retia, e
i due vertici b, M scorrono sulle due rette fisse QP, DX, anche il térzo
vertice h scorrerd su di una rebla fissa DA, passante per D punto comune
alle OP, DX. Similmente, considerande il modo con cui si deforma il trian-
golo Mak, si conchinde chie & si trova sempre &n di una rella Ossa DE.
Considerando poscia il triangolo ki, che si deforma in modo che i sugi
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lati passano sempre pei punti F, P, Q rispettivamente, e i vertici A, &, ter-
mini del lato clie passa per F, scorrono sui lati di un angolo aven
yertice D) in linea retta coi punti P, Q, avremo che il terzo vertice m
(porisma 7.°) scorrerd in una linea retta fg.

Osservazione. Se le rette PA, QB fossero parallele, la dimostrazione si
pud obtenere nello stesso modo; ma, invece che ai porismi 5.° ¢ 7.%, con-
viene appoggiarsi rispeltivamente al porisma 3.° ed a quello accennato
nella prima delle due osservazioni poste dopa del porisma 7.°

Porisma 9.° (36.° del Chasles ). ¢ Se intorno di un punto p (fig. 16.%)
si fa girare una retla pR incontrante due relte date SA, SA' in due punti
a5 o, e da un punto P dato sulla reita pS si conducano le due rette Pa,
Pa'; si polrd trovare una relta L tale che il segmento su di essa intercetto
dalle relte Pa Pa’ abbia sempre una lunghezza data g »

Dim. Finché le due rette Pa, Pa’ incontrano la retta L, il segmento @’
che in essa interceltano deve essere uguale a &, & percid esse non ponno
coincidere. Ma, quando la reila paa’ cade in pS, allora i punti a, @ ca-
dono entrambi in S, e percid le Pa, Pa’ coincidono nella PS. Dunque allora
le Pa, Pa’ non ponno incontrare la retta L; la quale, pertanto, dovrd ‘es-
sere parallela alla PS.

Se dungue il porisma & vero, per trovare la retta di cuisi tratta, basterd
condurre una retta LR parallela alla PS, e tale che il suo tralto compreso
tra due speciali posizioni corrispondenti delle Pa, Pa’ sia eguale a U.

Supponiamo-che cid sia fatto, e dimostriamo che il segmento ad, inter-
cetto su questa retta LR dalle due Pa. Pa’, & sempre uguale a .

Essendo le due rette parallele pS, LR tagliate dalle tre rette pR, P2, SA
concorrenti in a, ed anco dalle tre PR, Pa, SA" mnmrranli in a' noi
_PP_R& _ Ra~Ra o

SpEee i\_A P8 RA' | RA—RA' AA'

) Non. volendo for w0 della convenzione del segai, cib vilo solo pel caso in cul R sia nel
prolangamento di AN’ dalls banda di &', converek considerare anco il css0 fn cul I sia nel-
1 alira_ prolungansento, ¢ quello di R nel segmento AV Nel primo, di questi avremo

R

e nel secondo,
all + Ra'

AR+ RAY
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B siccome PP, pS, AA" sono costanti, anco &' sard costante: Ma ea, in
un caso, & uguale a #; dunque sempre sard uguale a @& C. D. b.

Si ponno trovare due relle parallele alla PS, ciascuna delle quali abbia
il suo tratto, compreso tra due particolari posizioni corrispondent delle Pa,
Pa, uguale a 25 e percid in due modi si pud soddisfare al porisma.

Parisma 10.° (37.° del Chasles ). « Se intorno a due punti P, Q della
base di un triangolo FAE (fig. 17.%) girano due rette PM, OM concorrendo
sempro nel lato EF; interceltando la prima di queste sulP altro lato AF, a
partire dalla base AB, un segmento dm, io dico che si potrd condurre pel
punto F una retta FB tale che Ialtra retta girante OM intercetterd su di
essa, a parlire dalla AE, un segmento Bm' aveate un rapporlo coslanle col
segmento Ant. »

Dim. Se la relta FB soddisfa alle condizioni del porisma, siccome quando
M cade in F i due sogmenti Am, L' divengono AF, BE, cosi ayremo
A AR
B’ s
Pa paraliela ad AF e conglungeremo Q con &, avremo, per le parallele,

ME _ Mm _ Mo
Nz~ NP MO
& percid la Bm'B sard parallela alla Qa.

Viceversa, se, dopo di aver condotta Pe parallcla ad AF e congiunti i
punti Q, @, noi condurremo pel punto F la FB parallela a 0Qa, la quale
sard incontrata dalla QM in un punto a's noi ayremo per le paralicle

e pereid la mm’ sard parallela alla AB. Se pertanto condurremo

onde mm' sark parallela alla PQ; e per conseguenza, — custante.

Dunque Ia retta FB cosl minata  sodd la condizione del porisma,
ed, in vista del primo ragionamento falto, essa ¢ I'unica retta che la
soddisfa.

Porisma 11.° (35" del C .« Sienn date di posizione (re retle SA,
SB, SC (fig. 18.%) passanti per un medesimo punto S, ed una quarta che
le incontri in tre punti A, B, C. 8i chiami M un punto variabile di posi-
ione nella rella 5C; g, il punto comune alle BM, SA; b il pualo in cui
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Ja SB & incontrata dalla parallela a BA condolta per M; ¢ il punto comune
alle 5C, bA. lo dico che la retta ae passa costantemente per un medesimo
punto fisso. »

Dim. Quando il punto M cade in C, allora & cade in B, e quindi ¢ in
©; ed inoltre, il punto a cade in A. Dunque allora la relta ac coincide
colla AC. Se pertanto il porisma & vero, chiamato U il punto in cof la ca
incontra la CA, noi ayvremo che questo punto sard fisso; e viceversa, se
dimostreremo che U & un punto fisso, avremo dimostrato il porisma

Si chiamino &, [ i punti in cui la M incontra le relte ac, AS. Essendo
le due relte parallele M, CA tagliate dalle tre BM, Uh, Al passanti per un
medesimo punlo @, avremo

Essendo le due medesime rette parallele tagliate anco dalle ire rette MC,
hU, bA, che passano per o e dalle tre MC, bB, IA, che passano per S, sard

_CO0 . Mb_ CB
W= o T e
E percid
BU _CU CB,

&’ onde si deduce
BU_BA.CE_
T = = costante.

Dunque il punto U, in cui la retta ac incontra la AC, & un punto fisso.
Danque ecc.

Porisma 12.° (55.° del Chasles). « Essendo date due rette LM, XX’
(fig. 19.*}, che si segano in un punto ¢ se allorno di dve punti P, @
dati fuori di tali rette si fanno girare due altre rette PM, QM in modo che
¢ incontrino sempre sulla LM, e le quali incontreranno la XX' in due punti
i, m'; io dico che si potrd trovare un punto 1 so questa retta XX', ed
una lunghezzd & tali che riesca sempre ""e'm""'z 7o

Dim. Ammettiamo primieramente che il porisma sia yvero, ed indaghiamo
quale debba essere la posizione del punto 1, e quale la lunghezza 4.
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Quando il punto wm coincide con I, ossia quando Im noi avremo ent
diverso da zero, altrimenti il puato T sarebbe in ¢, & percid la equazione
enunciatdy diverrebbe et =i, onde em’ sarebbe costamle; il che & as-
surdo. Segue da cid che quando il punto m cade in I, allora la QM deve
assere parallela alla XX'; giacchd, altrimenti, il primo membro della equa-
zione enunciata, per tale posizione di m, sarebbe zero, e, poich® & uguale
ad una costante, esso sarcbbe zero anche per qualunque altra posizione di
m, il che & impossibile. Dungue se condurremo dal punto Q 14 parallela alia
XX, che incontrerd la LM in un punto S, e poi guideremo la SP, noi avre-
mao che il punte 1 del porisma non potra essere che il punte in cui
questa relta SP incontra la XX’

qui siamo avyerlili che, se Ja SP fosse parallela alla XX o (cid che
vale lo stesso ) se-lo fosse la PQ, il punto I dovrebbe soddisfare alla con-

izione impossibile di trovarsi su due relle parallele, ande il porisma non
avrebbe lnogo. Dobbiamo dunque ritonere che si traiti del caso di PQ non
parallela alla XX'.

Per trovare ora quale debba essere la lunghezza g, consideriamo che
quando la relta PM coincide colla PQ, vi coincide anco la OM, onde i
punti m, m" coincidono nel punto £ in cai la PQ incontra la XX', ¢ la
equazione dell’ enuncialo diviene If = . Dunque la Junghezza ¢ deve
essere uguale ad If.

Resta a vedersi se, essendo condotte la Q8 parallela ad XX/, la SPI, o
Im . em'

em e

Si chiami & I incontro delle 08, MP. Essendo le parallele XX, AQ la-
gliate dalle MA, MS, MQ concorrenti in M, e dalle /Q, 1S, mh concorrenti in
P, noi avremo

la QPf, abbia luogo la

¥. Tin . ent!
A og b L 4 -
7 onde = 1f. Dungue ecc.

Porisma 13.° (73 del Chasles). « Se intorno a due punti fissi P, Q
(fig. 20.°) si fanno girare due retle in modo che il loro punto comune M
scorra su di una retta data EARL; incontrando queste due rette mobili due
rette fisse AAX, BK'Y parallele alla PQ in due punti m, m' rispellivamente;
ed essendo dalo un punto A sulla AX ed un panto O fuori di questa relta;
io dico ehe si potrd trovare un punto A’ sulla BY, ed un punto O su

Serie II. Tom, Il 7
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un’ altra rella data CZ non parallela alla PQ, tali che il triangolo ‘avente
il vertice in O e per base il segmento A'm’ sia sempre equivalente al tri-
angolo avente il vertice in O e per base il segmento Am. »

Inntostrazione. Ammesso che il porisma sia vero, noi avremo che quando
m cade in A, per cui il triangolo AmO sard nullo, anche il triangolo A'm’0!
sard nullo, e percid il punto m' cadri in A% Onde A' dovrd essere quel
punto in cui cade m' quando m cade in A; e per oltenere questo punto A’
basteri condurre la PA, che in generale incontrerd E L in un punto a, e
guidare poi la Qa, che seghera la BY nel punto richiesto A,

Siecome poi i triangoli Am0, A'm'0’ devono riuscire sempre tra loro e
valenti, se si condurrd la PK', la guale incontrerd le AX in un punto k,
che sard la posizione del punto m quando m' & in &, noi avremo che i
triangoli Ak, A'K'O’ saranno equivalenti; e percid la distanza di O dalla
BY sard quarta proporzionale dopo le KA kA e la distanza di O dalla AX.
Pertanto il punto O sard ne rigmente uno o I'altro dei due punti
della CZ, ciascuno de’ quali ha la sua distanza dalla BY eguale alla quarla
proporzionale suddelta, ed entrambi si potranno trovare con facile costru-
zione.

Resta a dimostrarsi chie, trovati i punti A, O' ne’ modi indicati, saranno
realmente equivalenti i triangoli AmO, A'm'O'.

Chiamali &, g i punti in cui le Pa, Pm incontrano la BY, ed E I'incon-
tro delle EL, PO; a motivo delle parallele PQ, BY tagliate dalle Lre relle
concorrenti in e, e dalle tre coneorrenti in M, noi avremo

Ko _
KA
® percid, alternando,
ke __ k'
e Aw
Ma abbiamo
ka

A kX _ RN
AT dunque R

Al y p; i kA o triang. KAO .
Ora il primo dei due rapporli uguaglia itiatE A0
E oo Lriani EAO"

ruaglia —on. FAL .
il secondo uguaglia TR A0

Am’ Am’ o
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Dunque
triang. ¥AO _ triang. A'0"
triang- AmD _ (rigng: Am

Ma i due triangoli KAO, KA'O', alleso il modo con cui & determinato il
punto ©', sono equivalenti. Danque lo sona anche i due AmO, A'WO'

cosh il porisma & dimostrato.

Porisma 14.° (76.° del Chasles). « Essendo date due rette SL, SL' (fig.21.%)
ed un punto P fuori di esse, se altorno di questo punlo si fa
trasversale Pmm’ che incontrérd le due rette in due punti m, m
tranno trovare due punti A, B' su queste due relle, ed uno spazio v,
tali che il rettangolo dei due segmenti Am, B'm' sia sempre equivalente a
questo spazio v. &

Dim. Ammesso che il porisma gia vero, cerchiamo primieramente di de-
terminare i punti A; B, e lo spazio g

Quando la trasversale passa per A, per cui Am & zero, non potrd Bm'
essere finilo, altrimenti il rettangolo Am . B'm' sarebbe zero per questa po-
sizione della trasversale, e quindi anche per ogni altra, cid che & impossi-
bile. Dunque la PA deve essere parallela alla SU. Per simile ragione deve
la PB' essere parallela alla SL. E cosl i punti A, B sono determinati. Sic-
come poi, quando la trasversalo passa per S, i punti m, m’ coin
ed il reltangolo Am . B'm’ diviens AS . cosl lo spazio » sar;
sitd equivalente al rettangolo AS . B'S, cioé al reltangolo PA - PB'.

Dobbiamo ora dimostrare che, essendo condolle le PA, PB' parallele alle
SL', SL rispettivamente, sard sempre Am . Bm = PA . PB%

1 triangoli simili mAP, PB'm’ danno

d* onde Am . B'm'=PA . PB’

E cosl il Parisma & dimostrato.

Porisma 15.° (83.° del Chasles ). « Se attorno di due punti fissi P, Q
(fig. 22.° ) si fanno girare due rette PM, QM in modo che concorrano sem-
pre in una rella LF data di posizione; incontrando. queste un’ altra reita
dala AX in due punti m, w'; ed essendo B, F i punti in cui la AX & in-
contrata dalle PQ, LF; si potrd trovare una lunghezza 4 tale che riesca




62 SerrANTACINQUE PORISMI ECC.

Dim. Se il porisma & vero, per trovare la lunghezza £ baslerd, corri-
spondentemente ad una posizione { comungue scelta ) del punto M, pren-
dere la quarla proporzionale dopo le tre rette mm', Fi', Em. Ora, se si
conduce dal punlo O la parallela alla AX, la quale incontrera le retle PM,
LF in due punt A, K, noi ayremo il rapporto delle wun', Fm' eguale a quello
delle #Q, KQ; onde per trovare la & basterd prendere la quarta propor-
zionale dopo le 2Q, KQ, Em. Si conduca la PK, la quale incontrerd in un
punto 1 la relta AX; ed, a motivo delle parallele PK, El lagliate in parli
proporzionali dalle tre relte Pl, Pm, PE, noi avremo nel segmeoto El Ja
quarta proporzionale di cui si tratta. Se dunque il porisma & vero, la lun-
ghezza richiesta ¢ sara la El.

Resta a dimostracsi che, qualunque sia la posizione del punlo M, avrd
sempre luogo la equazione

B Vo g,
m

A tale oggetto basta osservare che la lunghezza della guarta proporzio-
nale trovala non dipende dalla posizione che si & scelta del punto M, ma
soltanto dalle posizioni reciproche delle cose date LF, AX; P, Q. Onde la
stessa Bl & la quarta proporzionale dopo i segmenti mat', Fm', Em corri-
spondentemente a qualungue posizione del punto M. Dunque ecc.

Porisma 16.° (94" del Chasles). « Essendo dalo un parallelogrammo
ABCD (fig- 23.%), se dai termini A, B di uno de’suoi lati si eanducano due
rette ad un punto M variabile di posizione sul lato opposto DC, le quali
incontreranno la retta EF, che congiunge i puoti di mezzo di questi lati,
in due punti m, m' ; si potrd trovare un punto 1 su questa retta EF, ed
uno spazio v, tali the il rettangolo tm .Im' sia sempre uguale a quello
spazio. »

Dim. Se cid & vero, noi avremo che quando =’ cade nel punto I, allora
Ila AM dovri essere parallela alla EF (altrimenti il reltangolo Im.. Im’ sa-
rebbe zero in questo caso; e, siccome & coslante, sarebbe sempre zero,
cid che & impossibile) ; allora dunque la AM cade in AD, & la BM in BD.
Dunque il punto 1 & necessariamente quel punto in coi la diagonale BD
incontra la retta EF; il quale & il punto di mezzo della EF, e pel quale
passa anco I’ altra diagonale AC.
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Osservando poi che quando M & in F, anche i ponti m, m' sono in F,
per cui il rettangolo i . Im' diviene 1, noi conchindiamo: che lo spazio
2 uguagliar deve 1%

Dobbiamo pertanto prender di mira di dimostrare che, essendo 1 il punto
di mezzo della EF, sarh realments Im . bn/ =1F*; nel che riuscendo, la
questione sard esaurita.

Chiamali &, & i punti in cui le AM, BM incontrano le BC, AD; ed osser-
vando che le parallele EF, BC sono tagliate dalle tre relle Ad, AC, AB con-
correnti in un punto A; che la parallele BC, AD sono pure tagliate dalle
tre rette Ak, DC, KB concorrenti in un punto M; e che le parallele AD,
EF sono ancly esse tagliale da tre retle AB, DB, kB passanti per un punto
B; noi ayremo

onde sari I . I’ = 1B = IF™.

Porisma 17.° (96.” del Chasles). « Se attorno a due punti fissi P, Q
(fig- 2%.*) si fanno girare due rette PM, QM in modo che si incontrino
sempre in una rella data di posizione LF; incontrando queste un’altra
retta data AEX in due punli m, ', si potranno Lroyare due punli I, ' su
quest’ nltima retta, ed uno spazio v, tali che riesca sempre Im . Jm' =2, »

Dim. Ammesso vero il porisma, voi ayremo (a motivo della equazione
Im. ¥m'=7) che, quando m coincide con 1, allora non esisterd m', che &
I'incontro della QM colla AX, vale a dire la QM sard parallela alla AX;
altrimenti, per tale posizione del punto i, quella equazione avrebbe il
primo meinbro nullo, onde  sarebbe zero; percid, anche per ogni altra
posizione di m sarebbe nullo il detto primo membro; onde, ogniqualvolta m
non coincide con | dovrebbe w' coincidere con ¥, cid che & assardo. Simil-
mente provasi ehe, quando m' coipcide con I, deve la PM riuscir parallela
alla AX. Si conducano dinque dai punti P, Q le PD, OC parallele alla AX,
che incontreranno la FL in due punti B, C; poi si guidino le PC, DQ, ed
i punti in cui queste incontrano la AX saranno i punti 1, 3 del porisma.
1 quale pertanto non aved luogo ove la retta PQ riesca parallela alla AX.
Supporremu PQ non parallela ad AX; @ chismeremo E Pincontro di queste
due relle. Quando m cade in B, vi cade anco w', e siccome la equazione
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del porisma deve essere soddisfatla anche in questo caso, cosl avremo ne-
cessariamente 2= IE . J'B.

Convicne pertanto prender di mira di dimostrare che, essendo i punti I,
J, determinati nel modo suindicalo, si avrd sempre Im . J'm' =1E . VE. E, s¢
in cid riuseci noj ayremo 1 esaurita la proposta questione,
poichd non solo avremo dimostrato che si ponno trovare, ed avremo effet-
tivamente trovati, due punti I, J' ed uno spazio # lali che rinscird sempre
Im . J'm' = #; ma, in grazia del ragionamento precedente, resterd anco di-
mostrato che due punti ed uno spazio, che non sieno quelli da noi trovati,
non potranno soddisfare a quella condizione.

Chiamali pertanto & e k i punti in cui le PM, QM incontrano le QC, DP;
consideriamo le parallele AX, CQ tagliate nei punti I, m, B, la prima, e
nei punti €, &, O, la secanda, da tre retle concorrenti in P. Avremo

n_ Ch
IE™ €Q
E per ragioni analoghe avremo

e
CQ~ DK T Dk

Da queste tre proporzioni si deduce la seguente
Im__ JB.,
1E I

e quindi la equazione

I J'm' = 1E . JE. C. D. D.

Porisma 18.° [ 07.° del Chasles ). « Se attorno di due punti fissi P, Q
(fig. 25 ), girino dug rette PM, QM in modo che la. seconda formi sempre
colla prima un angolo di una data grandgzza ed in un dato senso di rola-
zione; incontrando esse in doe punti m, s’ due rette X, X' date di posi
zione, si potranno trovare due punti I, J', su queste rette, ed uno spazio
2 tali che riesca sempre Ini . Fm' B

Posto vero il porisma, la equazione Im . Jm'=2 esige che, quando il
punto m cade in 1, allora il punto m' non esista, ciod la retta QM sia pa-
rallela alla X'. Se dunque condurremo Qf parallela alla X', e poi condur-
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remo quella retta Pi; colla quale coincide la PM quando la QM cade in
Qi, noi. ayremo che il punto 1 del porisma altro non potrd essere se non
quel puntocin cuf la retta X & incontrata dalla Pi. Analogamente si trova
che, conducendo Pj parallela alla retta X, e guidando poi Qj relta in cui
cade la OM quando PM coincide colla Pj, noi avremo che il punto J' del
porisma allro non potrh essere se non il punto in cul la Qj incontra la
telta X' Qui si vede che, se Pi fosse parallela alla retta X (per cui anche
Qj sarebbe parallela alla X'), allora il porisma non ayrebbe liogo. Ma
teniama che cid mon sia: vale a dire che le rette X ed X non sieno
rispellivamente parallele a due posizioni corrispondenti delle PM;- QM.
E cerchiamo quale debba essere fo spazio . Due qualungue pesizioni cor-
vispondenti dei punti m, ' ponno darel il valore di v: ma, onde sceglierle
opportune, osserviamo che, essendo uguali tra loro gli angoli f, 4, M, li punti
P, Q. M, i, j sono in una periferia circolare; ond’ & che gli angoli NP,
MPj sono rispettivamente uguali agli angoli MOi, MQj. Pertanto, quando
PA divide in parti ugoali 1angolo jPi, allora QM divide in parti eguali
j0i. Allora dunque sard T =PI, & '’ Scegliendo pertanto quese
posizioni de” punti m, m', noi deduciamo che il valore di » dovrd essere
Pl.QJ.

Ora pertanto noi ¢i propaniamo di- dimostrare che il rettangolo Tm . Im’
& sempre uguale al rellangolo PI . QJ.

L angolo. Pl & uguale all’ angolo iPj perchi le rette Pj, ml sono pa-
mallele; questo secondo angolo uguaglia Pangolo Qj perché: i punti j, P, Q, 4
sono in una periferia circolare; e I'angolo 10 & uguale all’ angolo wJ'Q
perehd 0 & parallela a Ju'. Dungue I'angolo Plu vguaglia mTQ.

1? augolg mPL ugnaglia MO perchd i punti i, P, O, M sono in una pe-
siferia circolare; e I angolo MO uguaglia Q' per le parallele; dungue
I angolo mP1 ugusglia 1 angolo Qm'Y.

Dunque i due

angoli Pinl, w'QY’ sono simili, e avrd luogo la propoe-
zione i : Bl = Q¥ : Ym'; dalla quale si deduce appunto Im . Y = P1. QI

Porisma 19." (99.° del Chasles ). ¢ Se da un puato M variabile di posi-
zione su di una retta dala EL (fig. 26.) si conduca la retta M perpen-
dicolare ad un’ altra relta data AX, e la retta MP passante per un punto
dato P; incontrando questa una terza relta data BEY in un punte ', io
dico che si ponno trovare sulle due relle AX, BY due punti I, J' tali che
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il rettangolo Im . I'm' ricsca sempre uguale ad un medesimo spazio, impli-
citamente dato. »

Dim. Ammesso wero il porisma, quando m cade in I, allora m' non poted
esistere, vale a dire, PM dovrd riuscire parallela a BY. Il punto [ pertanto
&i determinerd guidando da P la parallela alla BY, e dal ponto 4, in cui
essa incontra la EL, abbassando la il perpendicolare alla AX. Cosl pure,
quando m' cade-in ¥, allora u non potrd esistere, e percid nemmeno M,
onde J' si determinerd guidando dal punto P upa retta P parallela
alla. EL. Condolta poi da E la Be perpendicolaro alla AX, noi avremo che
¢, B saranno due posizioni corrispondenti de’ punti m, m', e percid lo spa-
zio, cui deve esser sempre eguale il reltangolo Im . ¥m', sard uguale ad
le. . JE.

Ci resta da dimostrare che realmente Im . I'm’ uguaglia sempre le . JB.

Dai triangali simili m.!]’. PiM abbiamo

P I iR
i’ TE W
Ora, essendo tra loro parallele le rette i, Ee, Mm, ayremo
I It _le
T M T
dalla quale si deduce appunto m . V'm' =Tz . J'E.

Porisma 20.° (100.° del Chasles). « Essendo dato un ftriangolo ABC
{fig. 27."), ed una retta DE parallela alla sua base AB; se attorno di un
punto P situato su questa relta, si faccia girare una trasversale Pa, la
quale incontrerd i lati CB, CA in due punti a, b, e si conducano le rette
Aa, Bb, che incontreranno DE in due punti m, m'; il rettangolo Pm. Poil
sara sempre uguale ad un medesimo spazio implicilamente dato. »

Dim. Siccome D, E sono due posizioni corrispondenti dei punti m, m%
cosl, se il porisma & vero, dovrd sempre essere Pm . Pm'=PD.PE. Bd &
questo che passo a dimostrare.

Chiamato ¥ Iincontro delle Pa, AB, e considerando che le due rette pa-
rallele PE, FB sono tagliate dalle tre rette OF, bA, B concorrenti in b, e
dalle tre aF, aA, ab concorrenti in a, noi avremo

B _m_ Pm
" P’ BB PE '
onde Pm . P =PD . PE; @ cosi il porisma & dimostrato-
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Porisma 21.° (%) ¢ Quando due relte PM, QM (fig. 28.%) girano intorno

di doe punti fissi P, Q in modo che una passi sempre pel punto in cui
1 altra incontra una relta data L; incontrando quelle due relle altre due
rotle AX, BY, date di posizione, in due punti m, ' rispettivamente, si
potranno trovare due punti I, J' su queste ‘due nltime relle, ed uno spazio
#, tali che riesca sempre . J'i'=v. »

Dim. Vero che sia il porisma, avremo che, quando m & in I, mon potri
tere m', ciod I'incontro delle due relte BY, OM; e quande & & in J',
¢ pubd ssiowois g Omdes waidets 1o PP, (F rispeltivamente. parali¢le

allo AX, BY, e che incontreranno la, L. in due punti j, i; e condotte poi
le Pd, Qj, i punti in cui questo segheranno rispellivamente le AX, BY,
garanno i punti I, J' del porisma. Siccome poi, quando M mnon esiste
enteambe le PM, OM sono parallele alla retta L, cosl avremo che, con-
dotte Pa, Qa’ parallele a questa retta, i punti a, ed a' saranno due posi-
zioni corrispondenti dei punti m; ', onde I'area costante, cui dev" esser
sempre eguale il rettangolo Im . J'n, sard necessariamente uguale ad la. J'a'.

Quesla prima pacte di dimostrazione potrd anco esporsi come segue:

Vero che sia il porisma, ayremo che, quando m si accosla inde-
finitamente al punto 1, dovrd m' allontanarsi indefinitamente da J, a
motive della uguaglianza I .¥'m'=7; e per conseguenza la QM dovrd
accostarsi indefinitamente alla Qi parallela a BY. Dunque allora il punto
i si accosta indefinitamente anco al punto in cui la Pi incontra Ja AX;
e per conseguenza il punto 1 del porisma mon pud essere che questo
punto d’incontro. Analogamente provasi che il punto J' non pud  essere
che il punto in cui ta BY @ incontrala dalla retla ehe congiunge il
punto ' col punto j in ecui Ia relts L & incontrala dalla Pj parallela
ad AX. Siccome poi, quando M si allontana indefinitamante dal punto
i, le rette PM, OM si accostano indefinitamente alle Pa, Qa parallele
alla L, ed i puoti m, m' ai punti @, a cosh allora il ;rettangolo Tm . I'm
converge verso il rettangolo la-Ja'; ma, ginsta il porisma, I ' &
costante; dungue dovri esser Im . Jm' = la- J'a'.

Accingiamoci ormai a dimostrare che realmente si verifica questa egua-

glianzo.

(') Qi porisisa, ed i sagusite, non si frovano nell opera del Chssles.
Serie Il Tomo IT.
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Pei punti m, m' si conducano le CmD, Em'F parallele alla retta L. Con-
siderando successivamente che i triangoli 1aP, ImD sono simili; che le
tre relle Pj, PM, Pi formano de’segmenti proporzionali sulle due paral-
lele ji, €Dy clie’lo stesso fanuo le tre Qf, OM, Qi sulle due ji, EF; e; final-
mente, che sono: simili i triangoli J%'E, J'a'Q; noi dedurremo

wC__Mj_mB _mkE
mb Mi- mE  aQ

D umle Yiene che . Tme—1d.d'a’s e con cid il porisma & dimostrato.

Porisma 22.° « Essendo date due rette IX, JY (fig. 20.") e due punti
I, J' in esse; ed essendo w, @' due punti esistenti I'uno sull'una Ialtro
sull’altra delle due refte date, e variabili di posizione in mode che riesca
sempre il rettangolo Im.Ji’ equivalente ad uno spazio dalo v, e che,
ogniqualvolta il punto m & da quella banda di 1 dalla quale & il punto X,
il punto m' sia da quella banda di ¥ dalla quale & il punto Y, ed ogui-
qualvolta i & dell’ altra banda del punto T, anche m' sia dalP altra
banda del punto J5 indicati con A, K due panti fissi sulla IX, con A" un
punto fisso sulla J'Y, con & una lunghezza costante e con 2 un rapporto
costante, io dico che, date due delle quattro cose A, A", & 4 (le quali perd
non sieno i due punti A, A'), si potranno determinare le due rimanenti,
ed il punto K in modo che riesea sempre (1) %:i.n

Dim. Se cid & vero, quando m cade in A, per eui Am = 0, sara Km. A'in' =0,
@ percid, o Km:=0, od A'm'=0. Ma non pud esser Kim=0, giacchd, se
lo fosse, K ed A sarebbero un medesimo punto, e percid la equazione

™ — 3, onde A'm' sarebbe costante,

del porisma allro non sarebbe che Ia &

cib che & contro la ipotesi. Dunque, quando m cade in A, sari A'm' =0,
vale a dire, il punto m’ cadrd in A" Dunque A ed A’ devono essere due
posizioni corrispondenti dei due punti m, m% E qui si pud conchiuders
che, se sard dato A nel punto I, ovvero A’ nel punto J', non avrd luogo
il porisma. Noi percid, continuando I'indagine delle cose implicitamente
date, riterremo che non si tratti né defl’uno né dell’altro di questi due casi.

Quando m s accosta indefinitamente al punto K, il segmento Km con-
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verge verso zero; Am verso AK (che, come' vedemmo, non pub esser zero);
onde a motivo della equazione (1), A'm' dovrd crescere indefinitamente, e
Jo stesso aceadrd di J'm'; quindi {a motivo della equazione data lm.J'm'=y)
dovrd Im’ convergere versu zero, ed m accostarsi indefinitamente ad L
Abbiamo: pertanto. che il punto m, quando si accosta indefinitamente al
punto K, si accosta parimente al punto I il che esige che il punto K coin-
cida col punto L.

Allo scostarsi poi indefinitamente del punto m dal punto I sulla retta IX,
K Kd
i oo & ngaale ad 1 S
m’ & accosta: indefinitamente al punto 3'; dunque allora il primo membro

A
a

Dovendo pertanto 1.° essere A ed A' posizioni corrispondenti dei punti

m, m'; 2.° K coincidere con I3 3.° —% essere uguale a A egli & mani-

la frazione converge verso 'unitd, ed il punto

della (1) converge verso

onde avremo A0 = 7,
@

nifesto che, dati che sieno A ed g« ovvero A’ ed g, ovvera A e A, ovvero
A' e A, ovyero & e A, si saprit risolvere il problema di determinare le due
rimanenti di queste quatiro cose, ed il punto K, in modo che sia soddis-
fatta la (1); e le condizioni di tale problema in una sola maniera potranno
venic soddisfatte, se tra i dati yi sard nno dei punti A, A'; ed in due modi
se le cose date saranno &, e 4, giacché allora il punto A, dovendo esser
¥
a
punto J'- Ma tutto cid & dimostrato appoggiandosi alla ipotesi che le con-
dizioni di questo tal problema possano realmente venir soddisfatte. E per
dimostrare il porisma, dobbiamo ancora provare che, essendo determinate
nel modo sopra esposto le cose da trovarsi (per cui K sard in 1; A ed A

tale da_rendere =2, polrd esser preso dall'upa o dalPaltra banda de)

saranno posi corrispondenti di #t,m'; e sar =14}, avra luogola
equazione
Em . A'm'
Am.a
Dobbiamo ciod dimostrare che sussiste la equazione
Im.Am _ AT |
An.o T &
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vale a dire la Im'. A'm' = Am . AT, qualora A ed A’ sieno posizioni cors
yispondenti i m ed m'.

Ora, combinando i membri della equazigne identica Tm . A = Im . AF
coi membri della Im . J'm’ =IA . FA’ per via di somma, e per via di sot-
trazione a seconda della disposizione dei punti (nel caso rappresentato nella
figura conviene soltrarre la prima dalla: seconda), i desume appanto: la
equazione Im . A'm’ = Am . A'J. Dunque ecc.

Osservasione 1. Se si adolta ta convenzione de” segni, allora I enunciato
del porisma riesce pit semplice, giacché allora il legame tra i punti m, m'
viene completamente stabilito dalla sola condizione Im . J'm'=2. Ma al-
lora, 1¢ ¢, A essendo date non solo di grandezza, mra ancheé di seguo, qua-
lunque sieno le due cose date, il porisma potrd in una sola maniera venire

ddisfs L ultima i della. di i si otterrd poi; in ogni
caso, sommando le due precedenti.

Osservazione 2. La prima: parte della data dimostrazione, almeno per cid

che rignarda la determinazione del punto K, e della relazione L:ﬁ,s
o

si appoggia a principj dei quali & affatto improbabile che abbia fatto uso
Ruclide nelle analoghe indagini. Ecco quelle due indagini sotto altra forma
meno lontana dai metodi che pud aver usalo Euclide.

La equazione (1) esige che quando il punto m cade in K, allora il punto
' non esista salla’ J'Y a distanza finita, altrimenti quella equazione diver-

rebbe

0 Al
AK.q
che, come si & veduto A e K sono necessariamente due punti distinti) quella
equazione diverrebbe 0 =4, cid che ¢ impossibile. Ma, a motivo della
equazionie data Im.Jm'=2 il punto ' in un solo caso non esiste; ciod quando
# cade in 1. Dunque quando m cade in K, allora lo stesso punto = cade
in I Ne segue che il punto K deve necessariamente coinciders col punto I.
E la equazione del porisma divieno

=4; ciod (essendo A'm finita, ed AK diversa da zero, per-

A o
b e =2; ossia (2} . I A = . 2 . Am.

Ora, essendo A ed A’ posizioni corrispondenti dei punti m, m% sard
IA.JA' =2, e percid

(@) e I P = IAL AL
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Ritenuto che il punto m' sia nel prolungamento di J'A‘ dalla banda di A’
per cui il punto m sard tra i punti 1 ed A (come & anche. rappresentato
nella figura }, sottracndo i membri della equazione (2} dai membri della
(3), avremo
WA <@ 4. Am, ciod
B J'N a3 Am=14, JA.
E questa ultima eguaglianza mosira cha quando il punto m coincide col
punto 1, allora dovrd essere
@, A Al=IA . I, vale a dire
AV A3 come si & trovato di sopra per altra via.
Porisma 23.° (52.° del Chasles ). '« Quando due tette PM, OM (fig- 30.%)
ruoting intorio di due punti' dati P, Q' incontrandosi sempre su di 'wna
retta data LM, ed incontrando rispetlivamente due altre retle AX, AKX in
due punti m, w'; il punto A essendo dato sulla prima di queste due retle,
ed una lunghezza @ essendo pure data: si pud trovare un' secondo punto
T'sulla AX, un punto A’ sulla A'X; ed un rapporto £ tali che sussista sem-
pre T equazione
ot - A’
Am . a
Questo porisma, & una il fata dei due p
Amertenza. 1l porisma 138.° del Chasles non differisce da questo se
non per le cose lasciate da trovarsi; ed & anch’esso una conseguenza dei
due medesimi porismi 21.° e 22.°
Porisma 24.° (53.° del Chasles ). « Se da un punto M variabile di posi-
zione su di una retta data LEM (fig. 31.%) si conduca ad un punto dato P
una refta MP, che incontrerd AEX, altra retta data, in un punto m; e
dal medesimo punto M si abbassi Mm' perpendicolare su di una terza relta
data A’X’; essendo A’ un punto dato su questa relta, ed & una lunghezza
data; si potranno determinare due punti A, [ sulla AX, ed un rapporto 1,
in modo che riesca sempre soddisfatta la equazione
T, A _ i
Am . & v

Questo & un corollario dei porismi 19." o 325

=2

#
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Osservasions. Tn questa proporzione si pud porre (lasciando il Testo come
sta) il punto A come dato, e il punto A’ da trovarsi, Il nuovo: porisma che
ne risulta & ugualmente un corollaric dei due 19.° ¢ 22.°

Porisma 25. (55.° del Chosles). « Essendo date due rette SA, SA” (ig: 32.%);
un punto p fuori di esse, una lunghezza @, ed un rapporto 7; se
intorno al punto ¢ si fa girare una trasversale pmn' che incontrerd le due
relte date in due punti m, @', si potranno determinare due puati A, 1 sulla
AS ed un punto A’ sulla A'S in modo che riesce sempre

TIm . A'm!

S
Am . & &

Questa & una conseguenza immediata dei porismi 14° e 22.% e pel
punto I si troverd una sola posizione; ma i punti A, A’ in due modi po-
tranno esser inati e soddi alla equazi del’ porisma, sempre
che perd non si adolti la convenzione de’ segui.

Avvertenza. 11 porisma 139.¢ del Chasles & una immediata conseguenza
dei due porismi da me esposti in 18.° ed in 22.° luogo. Di questi due, po-
rismi & pure una conseguenza immediata il porisma 189.° del Chasles; il
quale porisma & nella soslanza, un caso particolare del porisma 139.°
snddetto.

Porisma 26.° (107.% del Chasles). « Sieno date due rette SL, SL' (fg.33.%
due punti A, A" in esse, ed un rapporto 4. Sieno a, a’ due punti variabili di
Aa
A
quando @ & da una data banda del punto A, allora @' sia da una dala
banda del punto A', e, quando a & dall’altra banda di A, allora a' sia
dall’altra banda di A'. Sia condotta la retta aa' e sia preso in essa un

ma.
Dico che il punto m si trova sempre in una certa retla, la cui posizione
@ implicitamente data. » “

Dim. Si prenda S' posizione in cui si trova a' quando a & in S.

Potrebbe §' coincidere con 83 ma, per questo caso, la dimostrazione
del porisma & assai facile; onde noi considereremo soltanto il caso pitt
generale che §' sia distinto da 8.

‘posizione su queste due rette in modo, che riesca sempre =4, e che,

punto m che la divida in un rapporto dato ¢, cosl che abbiasi
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$i divida I SS' nel punto ' in mado che riesea 55— ;o ¢’ sard una
posizione  particolare. del punto m. E, per dimostrare il porisma, basterd
dimostrare che la refta ¢'m & fissa.
Dal punto @ si conduca c'o: parallela a questa retta ¢'m; ed avremo

& percid

@, per conseguenza,

attenendosi alla disposizione de’ punti ¢, a, 8, che & rappresentata nella
figura, avremo

Pertanto il punto ¢ & fisso, ¢ la retta me' & pure fissa. Dunque ecc.
Porisma. 27." (110.° del Chasles). « Sia dato un angolo fisso BQB
(fig. 34."); e, intorno ad un punto dato P, si faccia girare ua angolo MPM'
eguale al dato. Riteniamo che, come & nella figura, le rette PM, OB de-
viino dalle PM, QB non solo egualmente, ma anchie nel medesimo: senso
di rotazione. T lati dell’angolo mobile incontreranuo i lati corrispondenti
dell’angolo fisso in due punti m, m' rispettivamente. Sia aPa’ una posi-
zione particolare data dell’angolo mobile, ed A, A’ le corrispondenti posi-
zioni dei punti m, m'. Indicando con ¢ il punto comune alle rette mm'; AA';

dico che il rapporto £ & costante. »

o
Dim. Sia gPg la posizione che ha I’ angolo mobile quando il suo
lato PM passa per {! 0 sia Q' I’mu)nlrl della relta Pg' colla QA’. 1 lle
punti Q, Q' A" tre posizioni corrisp
dei tre. punti m, m', #; e percm, se il porisma & vero, dovrd esse-

re ﬂ“, ‘Ag E, se dimostreremo che questa equazione sussiste, il po-

risma sard dimostrato.
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Fssendo tra loro vguali'e nel medesimo semso di rotazione gli an-
goli MPM', BOB', avremo che i quatiro punti m, m', P, Q sono in una
periferia circolare. Ed, i alla disposizi iy dalla
figura, avremo I'angolo Pmn’ eguale all'angolo POm', e Pangolo Pm's
ugoale all*angolo POmi. Essendo poi I'angolo PA'E una posizione  partico-
lare delP angalo Pm'gt, sard auch’ esso uguale all’angolo PQmn; onde gli
angoli Pm'y, PA'Y sono uguali; e percid i punti P, m'y A, @ sono in una
modesima periferia circolare. Pertanto, se si condurrd la reita Py, gi
angoli Pém’, PN’ saranno lgu Ne segue che il triangolo ¢Pm & simile
al triangolo A'PQ; giacchd abbiamo dimostralo che gli angoli m, & del
primo sono- uguali agli angoli' Q. &' del secondo. Essendo poi gli an-
goli mPm', Pmm’ rispetlivamente uguali agli angoli OPQY, POQ', anche la
somma di quelli sard uguale alla somma di questi, ciod I'angolo Pm'tt
alPangolo PQ'A. Ma abbiamo veduto che Iangolo Pum' uguaglia il PA'Q;
dungue il triangolo uPm’ & simile al triangolo APQ'. Per le similitudini
dimostrate, avremo

[

T B
= -, @ guindi il TR

um
AQTAPT KO

Dunque ecc.

“Porisia 28 (113 del Chasles}). « Essendo dale due rette SA, SA’
(fig. 35.%), 6 due punti P, P" in linea retta con S; se intorno a questi due
punti si fanno girare due Tette paralicle Pm, Par le quali incontreranno
rispettivamente ‘le due rette sh, SA' in due puntim, m’; la retta '
passeri sempre per un medesimo. punto implicitamente dato. »

Dim. Nell'atto in eul le due retle giranti sono paralicle alla SA's il
punto ', in coila Pm' incontra:la SA', non esiste; ond’é che mon esiste
nemmeno I’incontro della mm' colla SA', vale a dire, che la relta mm’ &
anch’ essa parallela alla SA', e percid coincide colla Pm. Se perlanto con-
durremo pel punte P la PO’ parallela alla SA, avremo in essa ung posi-
gion pacticolare della mm':: Dunque se il porisma & vero, chiamato 0l
punto in cui la o’ iocontra la PO, avremo che O sard un punto fisso.
E, viceversa, s¢ dimostreremo chie il punto O, in ci la mm' ‘incontra la PO,
& un punto fisso, noi avremo dimostrato il porisma.

Sia condotta la P’0; e si chiamino @, § i punti in cui le Pas P'm’ incon-
trano rispettivamente le SA; 8A.




Mestonia es Pror. Po D. Manaxini 65
Essendo lo parallele P, Pim’ Lagliale dalle tre rette SR, Sm, Sa coucor-
rentiinel punto 8, avreme

P PR
ma m

Ma, essendo PO parallela ad m'é, abbiamo

Pm__ O

g mm" "

PR _ Om
Dunque =

Pertanto la retta P'O ¢ parallela alla SA". Dunque essa & una retta fissa;
@ percid il punto O & un punto fisso.

Porisma 20.° (1142 del Chasles.) « Se intorno al punto D, piede della
perpendicolare calata dal vertice C sulla base AB di un tr olo dato ABC
(fg- 36.%), si fanno girare due rvelte Da, Db in modo che i due angoli
aDC, CDb riescano sempre tra loro egualis essendo a, & i punti in cai
queste due rette incontrano rispeltivamente i lati AC, BC, o dico che la
reita ab passerd sempre per un medesimo punto implicitamente dato. »

Dim. La AB & manifestamente una posizione particolare della retta ab.
Dunque, $e il porisma & vero, il punto fisso, pel quale passa sempre la ab,
dovril trovarsi nella AB; onde la ab incontrerd la AB in un punto fisso. |

Dobbiamo dunqne cercar di dimostrare che il punto p, in cui la ab in-
contra la AB, & un punto fisse.

Dal puntoa si conduca la parallela alla AB, che incontrera le CD, Db, CB
in tre punti &, a, .

Poiché la relta aa’ riesce perpendicolare alla CB, Ta quale divide in due
parti eguali I*angolo aDa', noi avremo ad nguale a da'. Quindi, conside-
rando che le due rette parallcle pB, a8 sono tagliate in parti proporzio-
nali tanto dolle tre rette gb, Db, Bb, quanto dalle tre AC, DC, BC, noi
dedurremo X ¥

Pb_aa'_sad_ 24D
PBaf 0§  AB "
Dunque 2 & un punto fisso.
Serie 1L Tom. 11, 9
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Porisia. 30.° (117.° del Chasles). « Essendo dale tre rette SA, SB, SC
(fig. 37.7) passanti per un medesimo punle; se attorno di due punti dati P,Q
si fanna girare due rette P, Qm in modo che concorrano sempre sulla SC;
incontrando queste due rette le due SA, SB rispetlivamente in dne
punti a, b, la relta ab passerd sempre per un medesimo punto. implic
mente dato, »

Dim. Si chiamino A, C; B i punti in cui le $A, SC, SB sono incontrate
dalla retta PQ. Nell'allo in cui il punto m & in G, i due punti @, b si
troveranuo in A, B rispettivamente; onde AB & una posizione particolare
della ab. E, se il porisma ¢ vero, il punto fisso, pel quale passa sempra
la ab, dovrd trovarsi nella AB; e percid la ab dovrd incontrare la AB sem-
pre in un medesimo punto. Dobbiamo adunque cercar di dimostrare che
il punto in cui la ab incontra la AB (il quale io ehiamo £) & un punto

fisso.

Dal punto @ si conduca la parallela a PQ, la quale incontrerd le SC, 50,
SB in tre punli ¢, ¢, 3; e si conduca la Se, la quale incontrerd la PO in
un punto E.

Le parallele AB, a3 sono lagliate in parti proporzionali tanto dalle (re
relte SA, SC, SE, quanto dalle lre Pma, Cme, Qme, onde
ac
ce
dal che si deduce che E & un punto fisso. Le stesse due relte parallele
sono anco tagliate in parti proporzionali dalle tre rette pb, Ob, Bb, come
pure dalle tre AS, ES, BS; e percid

PQ_ g8 __AE
QB e EB’
e segue da cid che anche p & un punto fisso.

Parisma 31.° (119.° del Chasles). = Se intorno ad un punto dato Q
(fig. 38.") si fanno girare due rette Qa, Qa in modo che i punti a, @, in
cui esse incontrano rispettivamente i Jati SA, SA" di un angolo dato ASA’,
sieno sempre in linea retta con un altro punto dalo P; incontrando queste
due rette in due punti m, 7 una relta data CD parallela ad $Q, si potra

: E
su questa retta CD trovare un punto E tale che il rapporto e

stante. »
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Dim. Ammesso che il porisma sia vero, noi avremo che quando m cade
nel punto incognito B, anche m' dovrd necessariamente cadere nello stesso
punto E. B d’altronde manifesto chie, quando il punto m cade nel punto
in cui la-€D & incontrata della PQ, allora anche il punlo m' cade nello
stesso punto; e che in nian altro caso questi due punti m, m' coincideno
in un medesimo punto della CD, a distanza finita. Dunque il punto E
dell” enunciato - del porisma altro non pud essers se non Iincontro, delle
relte €D, PQ.

Ritenuto, pertanto, che E rappresenti questo punte d'incontro, accingia-

Em
5 & coslante.

moci a dimostrare che

Si conduca pel punto P la WAPar' parallela alle €D, S, e si chiami &
il punto comune alle Paa, 0S
Le lre rette passanti pel punto a formano de’ segmenti proporzionali
nelle due rette parallele A, 0S; e lo stesso fanno le Ire rette passanti
pel punto a'. Avremo. percid
Pn_aQ P
Pk oS
Le tre rette OF, Om, Q' form,
parallele €D, Pr's onde avremo

no de’ segmenti proporzionali mnelle due

Em
Em'

Quindi - costanle.

Porisma 32,° (120.° del Chasles). « Se da_un punto M, variabile di po-
sizione in una retta data LG (fig. 30.°) si condurrd ad un punlo dato P
tra retta data, in un punte m; e se
Mm' perpendicolare ad AX; essendo
ta ancora una lunghezza g, si
» ed un rapporto A tali che avra

una relta; la quale incontrera AX,
dal medesimo punto M si condurr
dato un punto A snlla AX, ed essendo da
potranno trovare due puntil ed A’ sulla

sempre luogo la equazione
Im . A'm’
Am. &

Dim. Il panto I non potri coincidere col punto A, altrim la equa-
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sione del poristha indicherebbe che A’ & costante, cid che & assurdo se
la relta LG & obbliqua alle AX, ‘come appunto noi supporremo (*)-
Quando m cade in 1, il punto m' non pub esistere; giacché, se esistesse,

la_equazione, del porisma diverrebbe A=0, e percid il rapporto "’:’;‘Af

sarelibe sémpre Zero, ¢id chie' & assurdo; 'ma, qoando non esiste m'; non
pub esistere 'nemmena’ M, onde allora la P & parallela dlla GL. Pertanto
il ponto I altro mon polrd essere se non il punto in cui la retta AX &
incontrata dalla parallela ad LG condotta dal punto P.

E qui; avuto riguardo a cid che abbiamo dimostrato prima, che ciod i
punti 1 ed A non pouno coincidere, si conchi de che nel caso in cni il
punto dato A fosse il punto d* incontro della AX colla parallela alla GL
condolta da P, il porisma non ba luogo. Noi pertanio supporremo che
non si tralti di guesto caso.

Quando il ‘punto m &'in A, allard, a motivo della equazions del po-
risma, ed essendo A ed 1 due punti distinti, il puito m' dovrd mecessaria-
mente cadere in A'. Se dunque condurremo la PA, che incontreri la GL
in un ponlo @, e da questo punto abbasseremo Ia perpendicolare sulla AX,
il punto A" dél porisma dltro non potrit essere ‘se non il piede di questa
perpendicolare.

Ora, che abbiamo trovate le posizioni che devono avere i punti I ed A"
T A’

Am
stesso, chie & costante la quarta proporzionale dopo le rette Am, Im, Am';
@ con cib il porisma sard dimostralo.

Conducasi dal punto M la paraliela alla AX, che incontrerd le Pa, PI
in due punti &, k; dal punto P la parallela alla stessa AX, che incon-
trerd GL in un punto j; e da questo punto la jI° perpendicolare alla AX.

Per ragioni facili a vedersi, avremo

A oM _ A
ook P & AT

Ma AJ & di lunghezza costante; dunque ecc.

noi dimostreremo che il rapporto & costante, o, [cid che vale lo

(%) Nel easo di LG p al AX, I izions & Yera, ma_non
ba aleuns importanzs.
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Osserbazione. Questo porisma & un caso particolare’ del porisma accen-
nito nélla osservazione fatta dopo il perisma 28.° ed & precisamente il
o in cui Je duerette X ed X' (g. 31.%) di quel porisnia cof ono.

Porisma 33 (122, del Chasles) « So si fa girare un angolo MOM' in-
torno al suo vertice © (fg. #0.%), incontrando i swoi lati OM; OM%in due
punti m, m' una relta data di posizione, o nella quale sia dato un punto A,
si potranno trovare due altri puniti 1 ed A’ su questa relta, ed uma lun-
ghezza &, tali che riesca sempre

T A’

TEWnT A T

Dimosirazione. Per dimosirare questo porisma noi approfitteremo del
porisma 22.% in vista del quale la questione si riduce a dimostrare che
sulla retta data XY si ponno trovare due punti I, ¥ tali che I"area del
rettangolo Im.J'm' sia costante.

Ammesso, momentansamente, che sulla XY possano trovarsi doe pantil, I*
soddisfacenti a tale condizione. & manifesto che, quando m cadrd in I,
allora non esisterd m', vale a dire la OM' sard parallela ad XY. Dunque,
per trovare il punto I, bastera condurre dal punto O una refta Ol che
faccia colla parallela ad XY condotta dallo stesso punto O un angolo G'OL
eguale all’angolo M'OM e nello stesso senso di rolazione. Per analoga ra-
gione, onde trovare il punto J', basterd condurre dal punto O una retla O,
la quale faccia colla GOG' un’ angolo GOJ' eguale all’angolo MOM' e nello
stesso senso di rotazione.

Ritenuto ora che i punti L)' sieno in tal guisa delerminali, noi ayremo
che realmente I"area del reltangolo lm.J'm' sard costante. Infatti i due
triangoli ImO, YOm' sono simili perché i tre lati del primo sono rispettiva-
mente inclinati ai tre lati del secondo di angoli eguali e nello stesso senso
di rotazione; onde si avrd
j_': ]Lg« » e quindi In. V'm' =10 .JO= coslanle.

Porisma 34" (*) « Essendo date due rette IX, J¥ (fig. 1.°) & dus punti

() Questo porisma non si trovi nell*opera del Chashes.
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1, 7 in esse; ed essendo i, i’ dne punti variabi di posizione nelle me-
desime rette in modo, che il reltangolo lmn.Jm' riesca sempre equivalents
ad uno spazio dato #, e che; ogniqualvalta il punto m & da quella banda
del punto I dalla quale & X, il punto m’ sia da quella banda del punto J'
dalla quale 8 Y, ed, ogoiqualvolta m & dall’altra banda del punto 1, anche
w0 sia dalF altra’ banda del punto J; io dico che; se saranno dali altri dus
punti &, B nella IX, se ve potranno. trovare altri due nella J'Y tali che il

mA . m'B'

m'B' .
] 51 stante.
WD Tlosca coslante. »

rapporto
Dim. Quando m cade in A, il punto m' esiste a distanza finita giacchd
deve riuscire IA . J'm = v. Dungue, quando m cade in A, il primo fter-
mine mA.m'B' del rapporto & zero; e percid sard zero anche il secondo;
laonde sard zero uno almeno de’suoi fattori m'A’,mB. Ma, quando m &in A,
il secondo di questi fatlori non & zero, dungue lo sard il primo; vale a
dire il punlo m' cadrd in A". Dunque il punto A’ sard necessariamente quel
punto in cui cade m’ quando m & in A. Similmente si trova che B & di
necessitd quel punto in eui cade m' quando m & in B. Se pertanto il po-
risma & vero, si polra in un solo modo soddisfare alle sue condizioni.
Riteniamo che A @ B sieno le posizioni di m’ corrispondenti rispettiva-
mente alle posizioni A, B del punto m. A molive del porisma 22.° noi
ayremo che, scelta una lunghezza invariabile &, i due rapporti
Im-A'm Im.B'm!
Am.& ' Bm.a

saranno costanti. Danque sard costante anche il secondo di questi rapporti
diviso pel primo; avremo ciod

Am
T coslante.
At

Dunque ecc.

Porisma 35.° (124.° del Chasles). « Se, essendo date due refle SA, SA
(fig. 42."), si fard giare intorno ad un punto dato p una rellta pu’, che
mcontrerd le due dale in due punti m, w', io dico che, dato un ponlo A
sulla prima delle due rette date, si polri delerminare un punto A" sulla

: i Sm. A'm'
seconda in modo che il rapporlo S A Mesca costante. »
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Diw. Questo porisma & una conseguenza del 15.° ¢ del precedente. Infatti,
4 molivo del porisma 14" si polraano trovare due punti I, J,' sulle
retle SA, rispeltivamente, tali che il rettangolo ot J'm' sia di area
costante; ed aviemo poi che m' cambierd o non cambierd banda rispetto
al punto J' secondo che i la cambierd o no rispetto al punln I. Quindi,
ne di m, corrispondente alla posizione S di m, noi,
sempre che il punto. dato A non
sk in 1; avremo che potrd trovarsi sulla SA' un punto A’ (e queslo non
polrd essere che il punto in cui la pA - incontra la SA') tale che il
A'm!
S’ Am

Porisma 36.° (125.° del Ct
e due punti P, Q fuori di esse (fig. 43
facciano girare due rette PM, OM i
relta LM, le quali incontreranno le due relle
punti m, ' vispeltivamente, io dico che, dati due punli A, B nmla GX, se
nie potranno trovare due. A’ B mella X!, ed un, rapporto 4, tali che
riesca sempre

siccome § & la pos

in conse

jenza del precedente po

rapporte >

abbia ssmpre un medesimo valore.

sles). « Essendo date tre relle LM,
, se intorno a questi due punti si
modo che concorrano, sempre nella

- w'B'
mA -mB

Questo porisma & una spontanea conseguenza dei porismi 21.° o 332

Porisma 370 (129.° del Chasles). « Essendo date due rette CL, C'L'
(fig. 44.%), due punti P, Q) rispettivamente fuori di esse, ed una periferia
circalare PQb passante per questi due punli; se attorno ai punti Py Q si
fanno girare due rette PM, OM in modo che concorrano sempre sulla pe-
riferia data, le quali incontreranno le rette date in due punti m, m'
rispettivamente, io dico che, essendo dati due punti A, B sulla LC, si
polranno trovare due punti A, B sulla L'C" tali che il rapporto

Am B’

Vg, Tiesca costante. » (*)

Questo porisma discende spontaneamente dai porismi 18.° e 34"

i) 1 porismi 126.%, 1 128, del Chasles somo easi partieslari di questo.
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Porisma 38.° (143.° del Chasles). « Se da un punio O preso sul diame-
4ro AB di un semicerchio AmB (fig. 45.% ¢ 46.") si conduce una retta ad

4 punto m variabile di posizione sulla periferia, e da questo punto m si
‘conduca la mp pespendicolare al diametro AB; io dico che si potrd tro-
vare un punto D su questo diametre, ed una lunghezza &, lali che riuseird
sempre Om®* =g . Dp. »

Dim. Nel caso in cui il punto dato O sia uno dei punti A, B, la verild
del porisma & manifesta. B quando il punto dato sia il centro € del semi-
circolo, & manifesto che il porisma non pud aver: luogo. Considereremo
pertanto il caso in cui il punto O sia in uno dei prolungamenti del dia-
metro (fig. 45.%), ed il caso in cui O sia tra i punti A, B, ma non in C
(fig: 46:). !

E, cominciando idal primodi questi due casi (fig. 45-%), osserveremo. pri-
mieramente ‘che, se il porisma & vero, siccome Om non ¢ mai zero, cosl,
a motivo della equazione del porisma, non sard ‘mai zero nemmeno: Dp.
Ed inoltce, a mativo della stessa equazione, il segmento Dp dovrd erescere
quando cresce Om. Dungue il punto D dovrd essere in quel prolungamento
di AB nel quale si trova il punto O3 il quale prolungamento, nella: figura,
@ dalla banda del punto B

Ora la eguaglianza Om* = ¢ . Dp sussislera anche quando m & in A, ed
anche quando m & in B. Avremo percid OA* =y . DA, OB*=u . DB.

B, per conseguenza, DA’ — O0* = - BA.

Ma OA — OB° = (0A + 0B) . BA=2 . OC. BA.
Dungue sard &, BA . 0C.BA, e percid g=2.0C.
E la equazione del porisma sard Om*=2.0C. Dp.

Sia condoltn la tangente Of; o dal panto di coulatto h la A" perpendi-
colare ad AB..La equagione del porisma sussisterd quando m & in A; onde

avremo OF° =2 .0C. DO,

ossia 00". 0C=2.0C . DO
Dunque 00’ =2.D0'; & percid D sard necessariamente il punto di mezzo

del segmento Q0.
Ora, non ammettendo pit 12 veritd del porisma, dimostriamo che, ove

D sia il punto di mezzo di OO, sari ellellivamonte Om* =2 . OC . Dp.
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Condotti infatti i raggi Cm, Ch, noi avremo
OC + Ci*— 2.0C . pC=0C"+0C . 0C
2.pC)=2.0C.Dp.

O =00+ Cm” —2.0C.pC=
—2.0C.pC=0C. (0C+0C—2.pC) =0C. (2.DC
B sari pure
=00+ Cm” +2.0C .Cp'=0C"+ 0C. 0'C+2.0C .Cp'
=0C.(2.DC+2.Cp') =2.0C. Dp'. Dunque ecc.
Mi accingo al secondo caso. Supponiamo O tra B e € (fig: 36.%).
Ammesso vero il porisma, cioé che possa trovarsi una lunghezza ¢, ed
un punto D sulla AB, tali che riesca sempre

Om' =¢.p,

noi avremo che, siccome Om non & mai zero, non lo polrd essere nem-
meno Dp; @ questo segmento Dp dovra crescere quando cresce Om, ciod
quando p procede da B verso A. Perlanto il punto D deve esser fuori
del segmento BA, e dalla banda del punto B.

Per le due posizioni A, B del punto m, la equazione del porisma diviene
rispetlivamente

OA*=y DA, OB"= ¢, DB.
Da queste si deduce
OA*—0B'=¢.BA . Ma
OA'—OB'=(0A—B0) . BA =(BA —2.BO). BA=(2 . BC —2B0) .BA=2.0C. BA.
Dungue &.BA=2.0C.BA, e percid #£=2.0C,
E la equazione del porisma div
On’=2.0C.Dp.
Condotta Ok perpendicolare ad AB. tale cquazione sussisterd anche
quando m & in k; onde avremo
Ok’ =2.0C.D0.
Ma, se conduciamo A0’ tangente in A, noi abbiamo
0i*=0'0.0C; onde sari
2.0C.DO=00.0C, e pereid 2.D0=00; per cui D sard necessaria-
menle il punto di mezzo del segmento 0°0.
Serie II. Tom. II. 10

e
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Resta a dimostrarsi che, se D & il punto di mezzo del segmento G'0,

saril realmente Om'=2.0C.Dp, per qualunque posizione del punto m.

Noi ayremo
Om*=0C"+Cm" —2.0C .pC=0C"+0C.0'C =2 . OC . pC =0C . (OC + O'C
—2.pC]=0C.(2.DC—2,pC|=2.0C.Dp.

E cosi pure
Om” =00 +Cn™* +2.00. Cp
=2.0C. Dp'. Dunque ecc.

Osservazions. 1l punto D & tale che la tangente al semicircolo condotta
da questo punto riesce uguale a DO.

Per dimostrarlo osserviamo primieramente che, se cit & vero nel caso
della figura 45.% noi ayremo che, nel caso della figura 562, la Llangente con-
dotta da D sard uguale a DO, ¢ percib anche a DO. Basteri dunque pro-
varlo pel primo caso (fig. 55°).

Noi avremo

+0C.0'C+2:0C.Cp' =0C (2. DC+2 Cp)

OB.0A=0K=00".00=2.0D.0C.
Sottraendo dall'una e dall’altra banda il reltangolo OA.OD, avremo
DB-0A=0B.0D;
@ soltragndo anche il reltangolo DB .OD, si oftiene

DB.DA=0D" onde ecc.

Osservazioni relative al porisma 15%.° del Chasles. Ecco Penunciato di tale
porisma:

= Essendo date due semicirconferenze delle quali i centri C,C' e le basi
AB,A'B’ (fig. 47.") sono suo di una medesima relta, se da ciascun punto m
delluna si conduce una tangents all*alira e una perpendicolare mp sulla
retta dei centri C, C': si potrd trovare su questa retta un punto O, tale,
¢he il quadrato della tangente stara al segmento Op in un rapporto dato. »

Qui & da osservarsi che se le due semicirconferenze sono una da una
banda, I altra dall” altra della CC5 e se inoltre le due basi AB, A'B' hanno
una parte comune, ovvero la AB sia tulla compresa nella A'B’; vi saranno
delle posizioni del punto m, dalle quali si potranno bensl condurre delle
tangenti a quella mezza circonferenza, avente per diametro AB, che non &
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descritta, ma non a quella che & deserilla. Invece, se le due semicirconfe-
renze sono dalla stessa banda delia €C da qualonque punto dell’ una, dal
quale si possa condurre retta tangente alla intiera circonferenza di cui fa
parte I'altra, si potrd condurre almeno una langente a. quest’alira semi-
circonferenza. Pertanto non sard inopportuno aggiungere nell’enunciato la
condizione che le dae semicirconferenze sieno della slessa banda della

relta che unisce i laro centri.

Nella dimostrazione poi, che il Chasles di di tale porisma, si ammelte
che, preso nella €C' un punto O tale che riesca OA.OB=0A". OB', e con-
dotta la m0, questa incontri la circonferenza avente per diametro AB in
dve punti 4, b. Ma, se le due basi B'A", BA sieno I'una totalmente faori
delP altra, e sia B'A"> BA, esisteranno delle posizioni del punto m, per le
quali g’ incontri della mO alla periferfa avente per diametro AB saranno
immaginarj. Cid & fa a dimostrarsi. Perlanto la dimostrazione del
Chasles non pud ammetiersi, come generale, nella geometria degli antichi.

Premesse quesle osservazioni, mi accingo al seguente porisma, il quale
corrisponde appunto al 14£° del Chasles.

Porisma 39.° (144.° del Chasles). « Essendo dete due semicirconferenze
aventi le loro basi AB, A'B' nella relta che unisce i loro centri C, C, ed
esistenti dalla stessa banda di questa retta (fig. 18" 49, 50°); se da un
punto m, variabile di posizione sulla prima, si conduca una tangenle ml
all’altra ela mp sulla €C's o dico che
si_potrd trovare un punto O su questa retts, ed una lunghezza 4, tali che
. il
riesea ‘sompre o = »

Aceiocché dal punto m si possa condurre una tangente alla semicircon-
ferenza BiA, & necessario che questo punto non sia dentro del semicircolo
cui quella appartiene; onde il porisma non pud aver luogo guande la se-
micirconferenza B'mA’ & tutta dentro del .detto semicircolo. Non pud poi
aver luogo il porisma nemmeno quando le due semicirconferenze sonc
concentriche, ancorché la B'mA’ abbracei Pallra, giacche in lal caso la mi
riesee di lunghezza costante; mentre la Op riesce di lunghezza variabile,,
dovanque sia situato il punte O, a distanza finita , sulla CC. Pertanto ne
ragionamenti seguenti n rremo che non si tralli di questi casi, e che,
nel caso in cui le due semicirconferenze si segano, il punto m non entri
mai nel semicircolo BIA
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Ammesso primieramente come vero il porisma, riflettiamo che quando il
punto 5 si muove nel verso CC la tangente m! cresce; e percid deve cre-
scere anco 1a Op a motivo della equazione del porisma. Onde il punto 0,
rispetto alle posizioni che pubd prendere il punto p, deve essere dalla stessa
‘banda di C rispetlo a C-

Cid posto si trovi quel punto D della retfa B'A’, pel quale riesce

mer=2.CC.Dp,
il qual punto sard nel prolungamento del diametro B'A' nel verso C'C (po-
risma precedenle); onde sard anch’esso, rispetlo al punto p, dalla stessa
banda di C rispetto a C'. E, siccome dalla equazione dell*attuale porisma
si deduce
me =g 0p,

ayremo anche

e — mi° =2 CC.'Dp— 2. Op, ossia

CA*=2.CC. Dp— . Op-

Appoggiandosi a questa eguaglianza si pud trovarela posizione del punto
0 e la lunghezza ¢, come segue.

Non volendo addottare la convenzione de’segni, osserviamo primieramente
che da tale eguaglianza si pud dedurro che dei due punti 0, D (i quali,
come si & veduto devono essere enlrambi rispetto al punto p da quella
banda dalla quale il punto C si trova rispelto al punto C') non pud essere
il primo piti del secondo lontano dal punto p. Ed infatli, se lo fosse, sa-
rebbe Op=0D--Dp; onde la (1) diverrebbe

TA’=(2.0C' —g ). Dp—gt .OD.
B, siccome il primo membro di questa non varia quando varia la posi-
zione del ponto p, non dovrebbe variare nemmeno il secondo; onde do-
vrebbe essere (2.CC'—g) .Dp=0; mentre, d’altca parte, la equazione
stessa esige che il rettangolo (2.CC'—g).Dp non sia. zero, poiché essa
indica che lale rettangolo supera il quadralo di CA del rettangolo . 0D.
Dunque il punto O non & piit lontano dal punto p di quello che Io sia il
punto D.
Sara pertanto Dp=DO=Op; onde la (1) diviene
CA'=2.CC. DO+ (2.CC'— ) . Op.
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Ora, al variare la posiziona del punto p, il primo membro di questa equa-
zione non varia; dungue non varierd nemmeno il secondo; e percid sarh
necessariamente

@#=2.CC" . e per conseguenza

(2)....CA'=2CC. DO.
E pertanto trovata la lunghezza &, ed anclie la posizione del punto 0.
Resta a dimostrarsi che, essendo preso nella CC' quel punto D pel quale
riesce
(3)....mC'=2.00". Dp

(porisma precedente); e poscia essendo preso da quella banda di D dalla
quale & il centro C', il punto O tale che riesca soddisfatta la (2); e
rilenuto @=2.CC'; avrd realmente luogo la equazione del porisma.

A tal uopo basta osservare che, sussistendo le eguaglianze (2), (3}, sus-
sisterd anco la seguente

mC' —CA*=2.CC .Dp—2.CC.DO; vale a dire
mi®=2.CC.0p. Dunque ece.

Osservazione. 11 punto O cosi determinato & tale che riescono tra loro
eguali i rettangoli OA.OB, OA'.OB'.

Infatti, essendo 1’ ultima equazione vera anche quando m & in B, noi
avremo

AB'.BB'=2.CC". OB'. Ora

AB.OB'= AD'.OD'; e la diferenza tra i pri
alla’ differenza fra i secondi; ciod sard

AB.OB= BA.ORB. E poi

OB O] OB.OB'; ed eguagliando le differenze tra i membri
corrispondenti. di queste due equazioni, ayremo

OA.OB= OA'.OB'. Dunque ecc.

Porisma 50.° (145.° del Chasles) « Sia dato un triangolo ABC (fg. 51.%),
ed una relta BDF parallela alla base AB ed incontrante le due
relte AC, BC in due punti E, D. Essendo m un punto variabile di posi-
zione nella retta EF, sieno condotte le rette Cm, Bm, le quali incontre-
ranno rispettivamente le AB, AC in due punti n, n'; e sia guidata la nn'y

membri sard uguale
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la quale incontrerd la EF in un punto m'. Dico che si potrd trovare una
Innghezza (& tale che riesca sempre

B’ =g En'. »

Dim, Se cid & vero, questa eguaglianza avrd luogo anche quando
punto m & in D. Ma allora # ed ' cadono rispettivamente in B ed in C;
@ percid m’ cade in D. Sard dungue

ED*=y.ED, e percid 4=ED.

Dobbiamo pertanto dimostrare Em*
A motivo delle parallele AB, EF tagliate dalle tre rette concorrenti in C,
e dalle tre concorrenti in a'; noi avremo

d’onde si trae la eguaglianza Em®=ED.Enr,che dovevasi dimostrare.

Porisina $1.° { 136.° del Chasles) « dato il triangolo ABC e la relta
AD (fig. 52.%); e sia condolla CD parallela ad AB. Da un punto M variabile
di posizione nella CA sia condotta la MB, che incontrerd la AD in un
punto n', e la Mn parallela ad AB, che incontrera CB in un punto n.
E sieno condotte le An, n'n; le quali incontreranno la CD in due puntin,m’.
Dico che si potrd trovare una lunghezza & tale che riesca sempre

T =gk .Col', »
Dim. Quando n & nel punto comune alle BC, AD, allora manifestamente
nti m, ' sono entrambi in onde allora la equazione del porisma
si riduce alla

€D =t.CD.

Se dunque il porisma & vero, dovrd essere ¢¢=CD. E resta a dimostrarsi
che la equazione del porisma & realmente vera quando #=CD; vale a
Cm
Can"*

Chiamato s il punto comune alle AB, nn', et quello comune alle Mn, r\D,
se riflettiamo chie le parallele CD, Mn sono tagliate in parti proporzion
dalle tre rette CA, DA, mA; che le parallele Mu, AB lo sono dalle Lre Ma'B,

dire che ﬂ
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n'A; nn's; o finalmente che le parallele AB, CD sono tagliate in parti pro-
porzionali dalle BaC, Anm, sant', noi deduciamo
Cm
m'

Mi BA_ Cm i
Ma—Bs —cp > come doveasi dimostrare.

Porisma $2.° (201.° del Chasles ) « Bssendo data una periferia circolare
(fg: 53.%) due punli A, B in essa, ed una relta incontrante questa perife-
ria in doe altri punti e, f; se intoroo ai due punti A, B si fanuo girare
due rette AM, BM concorrenti sempre nella periferia data, le quali incon-
treranno la relta data in due punti m. m': fo dico che si potri Lrovare
una lunghezza ¢ tale che riesca sempre

em.fm'
mm’

)

Dim. Ammessa la possibilitd di una lunghezza & soddisfacente a questa
condizione, ¢ manifesto che per trovarla bastera prendere una posiziona
particolare qualunque del punto M, e le corrispondenti dei punti m, m', e
prender poi la quarta proporzionale dopo inm's fm', em. Ma eerchiamo di
determinare £ in guisa che la costruzione ne riesca pitt semplice, e che
riesca piih semplice anche quel teorema, al quale si riduce il porisma in
conseguenza di lale delerminazione.

1* Maniera. Si conduca dal punto B la corda Bi parallela alla fe.
Quando il punto M si accosta indefinitamente al punto i, allora la retta AM
si accosta indefinitamente alla relta che unisce A con i, ovvero alla tan-
genle in A (oel caso che i punli i, A coincidano), e percid il punto m
si accosta indefinitamente al punto in cui detta reita incontra la ¢f, punto

che chiamo I. Allora inoltre il punte m' si allontana indefinitamente ;
m' 3 Apaals
onde il rapporto 'gim‘ converge verso I"unild; e percid (in vista della equa-

zione del porisma) il segmento em converge verso & Ma allora il segmento
em converge verso el (giacchd m s’accosta indefinitamente al punto 1);
dunque sara p=el.
Al medesime risullato si pub giungere anche come segue.
2.* Maniera. Chiamali n, »' i punti in cui le relte MA, M/ incontrano
b
mm'~ Bu

; onde la equazione del porisma

la Bi parallela alla fe, avremo
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si pud cambiare nella
Bn. i &

Ora, quando M cade in i, allora le Mf, MA cadono unelle i, 1A, e percid
i punti ',n cadono nel punto i. Allora pertanto la equazione diviene
em==g. Ma allora em diviene el; dungue &=l

Osservasione. Nel caso in cui il punto B sia equidistante dai punti e, f;
allora il punto ¢ sard in B; ed avremo che, quando il punto M & in ¥,
sara Bn= 0; onde non potrd dedursi p=el, come si & dedotto nel
caso generale. Si potrd lutlavia in questa seconda maniera trovare la lun-
ghezza i, anche nel caso di cuisitralta, permutando nella indagine i punti
A, B tra loro, e cosl pure (per conseguenza) gli m, m' tra loro, e gli e, [
tra loro. Ma se anche il punto A sard equidistante dagli ¢, f, vale a dire,
se i due punti A, B saranuo i termini del diametro perpendicolare alla of,
allora questa seconda maniera non si presta.

8.3 Maniera: Condotta Bi parallela alla ef, poi la Af, che incontrerd la ef
in un punto 1, indi la BL e dai punti m, £ le parallele alla MB, che in-

T " § ! 21
contreranno la Bl in due punli 8, a, noi avremo g:—!:'];—ﬁ, e la equa-

zione del porisma divienc
(@) seer

me. B

i .

Ora, quando M cade in i, i punti m, a, § cadono tulli tre nel punto I; onde
la equazione ultima diviene el={.
Osservazions. Questa ultima maniera ha on difetto; il quale consiste nel-

4 a
I' ammettere che il rapporto % (il guale esiste ed & uguale a llj'—ﬁ per

tutte quelle posizioni del punto M, per le quali le AM, BM incontrano la ef)
sia uguale al rapporto [L:—; anche quando il punto M & in i, nella qual
circostanza, siccome Bi non incontra ¢f, il punlo m' non esiste, ¢ pereid
ol

(esattamente parlando) mon esisle nemmeno il rapporto e

(*) Quando | geometri dicono che it rapporta delle distanze di due punti fissi da un terza
situato @ distinza fafinfia ¢ uguale ad wno, allco non ntendono di esprimere se non se cho
4l rapporto delle distanze ¢ quet due punti da un lerzo converge verso Pumilé quando qie-
slo terzo o allontana indefinituniente,
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Per correggere questo difetto & duopo osservare che, quando M s'ac-
cosla indefinita ad i, allora i segmenli em, Ba, B convergono rispet-
tivamente verso i limiti el, BI, BI, onde il limite del primo membro del-
la (@) & necessariamente el; e, dovendo uguagliare il limite del secondo,
deduce &l = u.

Un difetto analogo si riscontra anco nella seconda maniera; @ pertanto,
volendo evilare di appoggiarsi ai principj dei limiti, si potrd ragionare in
una delle due maniere seguenti.

4.° Maniera. Dalla equazions del porisma si deduce

mn

“ :
————; onde sari

em.mf— | em--ft) mm'.

Perlanto, se intendiamo preso nella retta ef a partire dal punto ¢, e
dalla banda opposta al punto m, il segmento el uguale a . noi avre-
mo em. mf=lm.mm'. Ma e .imf=Am.mM; dunque sard Im .mm'= Am .mM;
& percid i qualtro punti I, A, m', M sono in una medesima periferia_ circo-
lare. Se pertanto condurremo la 1A, avremo Pangolo [AM uguale all’an-
golo Im'M. E, chiamato i I'altro punto in cui la 1A incontra la periferia
data, e condolta la corda Bi, avremo ancora, per proprieli del circolo,
I angolo 1AM uguale all’angolo éBM; onde saranno tra loro uguali gli
angoli w'M, iBM, e percid la corda Bi sard parallela alla ef: Si potrd
pertanto  costruire il puato i, quindi la reita Al; e cid fallo si sard
oltenuta nel segmento el la lunghezza @ richiesta.

Maniera. 5.° Rappresentiamo con b, &' [Bg. 55.°) due posizieni corrispon-
denti dei due punli m, m', e tali che riesca eh=hk. A molive della equa-
zione del porisma, avremo

e percid fA'=d. Ora, per proprietd del cerchio, noi abbiamo
ek hf=Ah.iH; ed, essendo eh = k¥, ayremo anco AN.Af=Ak MH. B, se
Serie II. Tom. II. 11
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prenderemo sulla ef il tratto Al=fh (per coi sard el=/k'=¢), noi avremo

1h Rl =Ak.BH;

@ percid i qualtro punti I, A, &, H sono in una periferia circolare. Se per-
tanto conduciamo la retta 1A, e chiamiamo i Paltro suo incontro colla
periferia, e conduciamo la corda Bi, noi avremo tra loro uguali gli an-
goli IWH, 1AH, come fatti alla periferia di un cerchio ed insistenti sul me-
desimo arco; e I'angolo IAH sard uguale allangolo iBH perché il qua-
drilatero AHBi & inscritto nel cerchio dato; onde I"angolo IFH sard nguale
ad iBH; e quindi la iB sara parallela alla fe. B dunque conosciuta la Bi,
@ percid anche la iA ed il punto I, la cui distanza da ¢ uguaglia la lun-
ghezza richiesta {- )

Ora finalmente mi accingo a dimostrare che, essendo 1 (fig. 53.%) il punto
comune alla ¢f ed alla retta che passa per A e pel punto § in cai la
parallela alla ef condotta da B incontra di nuovo la periferia, sara effet-
tivamente

Nel caso rappresentato nella figura, noi abbiamo I’ angelo 1AM uguale
all’angolo iBM (per una proprietd del cerchio), e quest’angolo uguale
ad Tm'M, per le parallele; onde Iangolo 1AM sard uguale all’angolo Im'M,
e percid i qualtro pu m', M sono in una pe
in qualunque altro caso si pud dimostrare in modo afline che questi quat-
tro punti godono di una tale proprietd. Avremo pertanto

eria circolare. Ed anche

ml.anm’ ==An . mM =em .mfs

Ora, se il punto m & faori del segmento Iz {come nella figura), si pren-
dano le differenze che i due rettangoli equivalenti ml. ', ent.mf’ hanno
dal reltangolo em.mm'; e, se invece il punto m & nel segmento le, si ag-
giunga a ciascuno di que’due rettangoli il rettangolo enm.mm' otter-
ranno i due rettangoli el.mm', em.fm’; ® questi saranno tra loro equiva-
lenti. Dal che si deduce appunto

om . fi
i

=cl.

Avvertensa. Tale porisma, che & il 201.° del Chasles, lo ho esposto in
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questo luogo, per facilitare, rispelto al porisma che segue, la
zione delle cose da trovarsi onde ridurlo ad un teorema ordinario

Porisma. 53.° (147.° del Chasles). « Sia data una circonferenza; due
punti P, Q in essa (fig. ; una retta EF incontrante la circonferenza
data in due altri punti E, F; ed un rapporto 1. Se altorno dei due punti P,Q
girano due rette PM, QM in modo che il loro incontro M si trovi sempre
nella circonferenza data, le quali incontreranno la EF in due punti m. m',
io dico che si potranno trovare due punti A, B nella EF, ed una lun-
ghezza @, tali che, ogniqualvolta m sia fuori del segmento AB, abbia luoge
la equazione

estigas

(Am=+=Bm). 1. Fm'
i’

T

Dim. Condotta Qi parallela alla FE, e poi la retta iPI, noi avremo, pel

teorema precedente,
;

Fri’

mm' Em’

onde, se il porisma & vero, sussisterd la equazione che si oltiene sosli-
i

S El 3s
tuendo nefla sua il rapporio B al rapporto —,; €ard ciog

(Am +Bm )
Em

E, chiamato H il punto di mezzo del segmento AB, avre
2.Hm. 4. El Hm &

T sl T VT

1I rapporto :::
to H sia lo stesso del punto E; onde avremo Hm—Em, e per conseguen-
za fi=2.4.El.

Pertanto, acciocch® sia soddisfatta la condizione del porisma, & neces-
sario che A, B sieno equidistanti da E, ¢ che & uguagli 2 4.EL

Ora noi ¢l proponiamo di dimostrare che, essendo A e B equidistanti da E,
& W—24.El, sussistera la equazione del porisma purché m sia faori del
segmento AB.

deve dunque essere costante; @ cid richiede che il pon-

Pel teorema precedente noi avremo El; e percid

Em. Fm'"
at
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Ma 2Em=Am+Bm, 2 1.Rl=¢; dunque sard Mmﬂ
come ci siamo proposto di dimostrare.

Osservazione 1. La condizione del porisma pud dunque essere soddisfatta
qualunque sia la posizione del punto A sulla EF, bastando che B sia dal-
Taltra handa del punto E, e distante da questo punto quanto Io & A, e
che & uguagli 22.EL

Pertanto il problema da sciogliersi onde ridurre la proposizione trattata
ad un teorcma ordinario, & un problema. indeterminato, almeno rispetto
alla posizione di uno de’punti A, B. Onde le cose che in quella proposi-
zione non sono esplicitamente date. ma lasciate da ricercarsi, non ponno
dirsi tulte implicitamente dafe. Percid tale proposizione non potrebbe a
rigore, e giusta I’ ayviso del Simpson, appellarsi porisma. Per ridurre questa
proposizione ad un vero porisma converrebbe, o togliere uno dei punti A, B
dalle cose da trovarsi e porlo tra le esplicitamente dale, ovvero lasciare
come sta la ipotesi, ed all’asserlo sostituirvi il seguente: « dico che nella EF
si potranno trovare due punti A, B Lali che, ogni qualvolta m sia foori del
segmento AB, abbia luogo la equazione

(Bl 4 B
mm'’

i

Porisma &%.° (166.° del Chasles}. « Essendo presi doe punti D, E su di
un diametro BA di un cerchio (fg. 56.%) in modo che sia

o
AR’

le rette condotte da questi due punti ad un punto qualunque M della peri-
feria staranno tra loro in un rapporto costante. »
Din. Siccome A & un punto della circonferenza, questo rapporto costante

D& 5 kS DM__ DA
dovrd essere uguale a Af Dobbiamo adunque dimostrare che ME—AE "

Conducansi le MA, MB; poi dal punto D la parallela alla AM, la quale
incontrerd le BM, EM in due punti G,H; e dal medesimo punto D la paral-
lela alla BM, che incontrerd la ME in un punto K. & motivo delle paral-
lele, moi ayremo
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HM __DA d MK __BD

W HE =20 BE
Ma, alternando la proporzione data, si ottiene ;:% EE, dunque
HM _ MK
METME’

e percid AM=MK. Quindi a molivo delle parallele MG, KD, sara anco HG=GD.
Ma la GM, che & perpendicolare alla MA, lo ¢ anco alla sna parallela HD.
Dungue HM=DM. E percid 1a (1] diviene “"; 2. ocnon

Porisma 45.° (167.° del Chasles). « Essendo dato un circolo, un suo dia-
metro’ AB (fig. 57.*) ed un rapporto A, diverso dall’ uniti
trovare sn questo diametro due punti E. D tali che, per qualsivoglia punto

\
M della circonferenza, riesca yin= /. &

Dim. Ammesso vero il porisma, siccome A,B sono due punti della peri-
feria, dovrd riuscire
__AB__BE
A=3"8D
E da cid potremo dedurre quali posizioni aver debbano i punti D,E.

E primieramente deduciamo che, se AD & minore di BD, dovri essere
anco AE<BE; vale a dire che, se il punto D ¢ pit vicino al punto A che
al punto B, dovri esserlo anche il punto E. E, per simile ragione, se il
punto D sard invece pill vicino al punto B che al punto A, lodovri essere
anche il punto E. Cid significa che questi due punti devono essere dalla
stessa banda del centro C.

In secondo luogo deduciamo
\E+BE AD+BD__ CR BE—AE BD—AD_CB

A e I TR @’
Onde per leﬂrmim\re i punti B, D dovremo prendere sulla relta BA, a
partire dal centro, e dalla stessa banda di questo punto, i enti CE,CD
tali che il primo stia al raggio nel rapporto 2, ed il roggio stia al secondo
nel rapporto stesso.

Resla a dimostearsi ctu.. essendo i puati D,E per tal modo determinati,

=4.

A=

avrem
0 eﬁ‘cu:\amenle nw
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Dl essere 4 =g = cp i dedice 2

Onde sard B _

5 E. E quindi, pel teorema del porisma precedente, nof

Altra ditnostrasione. Ammessa primi te In veritd del porisma, noi

AE_BE 5
AR “ﬁ’ onde, se conduciamo le relle MA, MB, esse saranno

M

ayremo A=y
quelle che dividono in parti egoali gli angoli compresi dalle rette MD, ME.
Cib richiede che una di queste due ultime relfe passi entro Fangolo BMA,
@ Paltra non vi passi; ciod che uno dei due punti D,E sia tra B ed A, o

o N . AR P
Paltro sia faori del segmento BA. Inoltre, 1" essere W:RE porta di con-
A

seguenza che 1 punti B, D esser debbano dalla stessa banda del centro.
Consideriamoli dalla banda di A, & supponiamo {come & rappresentato nella
figura) il punto D pel segmento BA, ed il punto E fuori (%)

Saranno uguali gli angoli DMA. AME. Ma essendo condotto il raggio CM,
riescono eguali anche gli angoli MAD, CNiA. Ed aggiungendo questi a guelli
rispettivamente noi deduciamo’ DMA + MAD ,: ciod I'angolo MDC, ‘eguale
alPangolo CME. Dunque i due triangoli MCD, ECM sono simili. Dungue
saranno i loro lati proporzionali, ciod

=i.

Dungue i punti B, D si delerminano. prendendo nella BA, dalla stessa
banda di €, le porzioni CE, CD tali che la. primo stia al raggio, ed il rag-
gio stia alla seconda, nel rapporto dato.

Supponiamo ora determinati in questo modo i punti E, D ¢ dimostriamo.

ME__ .
che sard m4m

(") Con ¢ib nof supponlamo BE>BD, € percid 43>4; la quil cosa non limila puoto I
generalits della proposizione.
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, per costruzione, saranno simili i due triangoli COM,

CE__CM
M CD

] ’l'E_—
M

Porisma 56.° (168, del Chasles). « Quando due rette DD, EE' perpendi-
colari ad un diametro AB di un cerchio (fig. 58.") lagliano questo dia-
metro ed il suo prolungamento in due punti D, E in modo che sia

BD_BE
~AB’

se si considera una tangente me di posizione variabile, la quale incon-
trerd le rette DIY, EE' in due punli 4, e, io dico che le distanze di que-
sti due punti dal centro € banoo un rapporlo costante.

Dim. Se il pori vero, noi avremo che, quanda Cd cresce, crescerd
anche Ce, e, qnando quella decresce, decrescerd anche questa; e, per
conseguenza, quando C4 avrd la minor lunghezza possibile, dovrd anco
la Ce avere la minor lunghezza possibile. Ma la minor Tunghezza possibile
della CD & la CH (essendo H uno dei due punti‘in cui la ‘DD’ taglia la
circonferenza ), e la minor lunghezza possibile della Ce & la CE. Dunque,
quando il punto di contatto m & in H, dovra la r(:lliL lan«cnlc passara

per E- Pertanto, dovendo essere costante il r.uppnno \dom anco es-

vamenle sussistera la pro-

:
e e, L

BE—

BD-DA BD+DA
St
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.y CD_Cm
ciod oo =7g

. Da questa proporzione si deduce che i triangoli’ CDm,

CmE sono » & che sono tra loro uguali gli angoli CDm, CmE. Ora,
essendo relli gli angoli Cmd, CDA, i qualtro punti C, m, d, D sono in una
periferia circolare; e, per simile ragione, sono in una periferia circolare
anco i punti C, m, & E. Pertanto I'angolo CDm ugua il Cdim; e I'angolo
CmE uguaglia il CeE (**); ed, essendo tra loro uguali i due CDm, CmE,
lo sarannno anco gli allri due Cdm, CeE. Siccome poi nei triangoli Cmd,
CEe sono uguali tra loro anche gli angoli m, E, perchd sono relli, questi
triangoli saranno simili; onde avremo la proporzione

cd_Cm

Ce~ Ce

D. D.

Osservazione. Giunli alla proporzione (v si’ potrebbe riflettere

che, a motivo di tale proporzione, ed essendo nei due quadrilateri CDdm
CmeF, gli angoli C,D,d,m del primo rispettivamente eguali agli angoli C,m, ¢,B
del secondo, tali quadrilaleri saranno simili; e, per conseguenza, le loro
diagonali omologhe Cd, Ce staranno tra loro come i lali omologhi Cm, Ce,
come si deve dimostrare. Ma & da osservarsi che, quando il punto m & tra ]
le rette DY, EE', allora le qualira relle terminate CD, Dd; dm. mC; e le
quattro Cim, me, ¢B, EC, non formano pil due quadrilateri nel senso degli
antichi
Porisma. ¥7.* ( 171.° del Chasles). « Sieno dati un circolo @ Pe” (fg. 89.%)
due rette @0, @" @ ad esso langenli, un punto P nella sua periferia ed
una lunghezza a. Sia M un punto variabile di posizione nella periferia
del circolo dato, e sia condolta la relta tangente in questo punto, la
quale incontrerd le due tangenti date in due punti m,m’; e sieno condolle

@
() Qui si pub asservare che sark ancho G = =3 onde suranno simil i (riangoli CDH,

reto. Oide 1a ME § tangeate in I, & percid

ngolo CHE sark uguale a GDIl, ¢ perci

() G nel caso_ della figura. Ma quands il punto s trovasi tra le relle DV, EE, allora
gli angoli CDm, CE sona supplement degli- angoll G, CeB; e, dssondo quelll tra loro uguali,
& poird del pari conchindere che lo son anche questi,
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le refte Pm, Pai'. To dico che si' polrd trovare una retta 00" tale che il
segmento (@' di questa retla intercetlo tra le due Pm, P riesca sempre
eguale alla lung data: @ »

Dim. Ammettiamo primieramente che la .zrogm izione sia vera e cerchia-
mo di determinare la posizione della ret

Quando il punto M & in P, allora i punti m, 384 i rispellivamente
nei punti ‘A, A'; ne’quali la tangente in P incontra le due tangenti da-
3 e percid le due relle Pm, Pm' coincidono mella AA’. Pertanto,
se la retta 00" incontrasse la AA’, noi avremmo che, corrispondentementa
alla posiziong P del punto M, il segmento della 00" intercetto dalle P, P
sarebbe nullo; cid che & impossibile perchid tale segmento & sempre uguale
ad a. Dunque la retta 00" deve essere parallela alla AA".

Osserviamo ora che, quando il punto m & in @, allora m' &in @ e per-
cid le rette Pm, P’ cadono rispellivamnte nelle Po, PO'; @ pertanto il
segmento 00' della retta 00", intercello Lra queste due rette Po, Pof, sard
ale ad @. Cosl pure, quando m' & in o, allora m & in @'; onde il
segmento 00" della 00" compreso tra le Po', Pa’ sari anch’ esso eguale
ad @ (*). Per conseguenza il segmento 00" sard uguale a 2a.

Qui & da osservarsi che, se dislante dalla AA' quanto lo & 00", ma
dall altra banda, venga condotta una retta parall alla AA' stessa, i
segmenti formati in questa reta dalle retle. passanti pel punto P saranno
rispellivamente uguali a quelli formati dalle relte stesse salla 00", Onde

te 06" 0"

(") Pobd ripotarsi inverosimile che Buclide abbis considerati | punti &, o' come posiioni
corrispandenti dei. punti m, v, ' ofd perehd, quondo fa tangente ' coincide eolla o9’y gos-
sano queste due relle di avere di comune un wnieo punte, © lo stesso dicasi rispetlo al
punii o', o™, Qui pertanto ostro in altra era che ciaseuno de’ segmenti 00, 00" &

uguale ad o se I porisua & e

e il punto u* & sempre dalla stessa banda rispetio al punto g,  che OO & maggiors

il giacehé i sogmenta ', che & ug " fite 1o volle

i &'intenda preso nella 00"

& Testrémo W' di questo

i, se 5 mol avremumo. che, quando. 14 tan-

gente s fosse posta i, meda che, ! coine y allora il punlo. p  cadrebbe in, un

punte 1 necessariamente diversn da O; inoltre questi doe ponti i, O sarchbero dalla stessa

band rispeto al punlo If, & sarebbe 11 Ol eib che & assurdo. Dangue 11’ eadrd i 0',
€ sari OO =a. I egual modo i pud dimostrare 0'¢

a partire dal punta 0 e
segmento davek esdero

Serie II. Tomo II. 12
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anche quest’altra relta parallela AA’ soddisfard alla condizione del porisma,
@ anch’ essa avrd il suo segmento compreso tra le Po, Po” eguale a 2q.

Da tullo cid si conchiude che, se il porisma & vero, due saranno le
rette seddisfacenti alla sua condizione, e queste si ollerranno conducendo
Je due rette parallele alla AN e distanli da questa retta tanto che i loro
segmenti compresi tra le Po, Po" sieno eguali a 26,

Riteniamo ‘ora che la retta 00 sia condotla parallela alla A\ e distante
da essa in medo che il suo se nto 00" compreso lra le Po, Po'' sia
uguale a 2¢; e dimostriamo che realmente il segmento Uy’ di questa
reita compreso tra le Pa, Pm' & sempre uguale ad &,

Si-conduca PM, la quale incontrerd 00" in un punto N; poisi condu-
cano le due rette parallele alla AA" e pas pei punti m,m'y e si chia-
mino g, i punti in cui la prima incontra le Pa, PM, ed ¥, g quelli in

a seconda incontra le PM, Po”

Essendo eguali tra loro gli angoli AeP, oPA per proprietd del circolo,
ed essendo tali angoli eguali rispeltivamente ai due-wiwg, ogm, anche. que-
sti due saranno tra loro eguali, e percid gm=ma: Similmenle essendo. tra
loro uguali gli ‘angoli mMA, MPY; e questo ullimo eguale all’angolo Mim,

. sard mMA=Mim, e percid mh=m)M. Ma ma=md; dunque gm=nth.

Per simili ragioni sard Km'=m'g'.

Ora, dall essere gm=mh ne segue O =pN; e dall’essere Km'=m'g’ ne
yiene NW'=4'0". Pertanto sard Ne=INO, Ku'=180"; ¢ per conseguen-
za u'=100"=g. C. D. D.

Porisma §8.° (176.° del Chasles). « Un angolo DNE (Bg 602) di gran-
dezza data si muoova in moedo che il suo lalo ND passi sempre per un
punto dato D, ed il suo vertice N scorra sulla periferia di un circolo duto.
La relta in cui i trova Paltro lalo di quest’angolo incontrerd la periferia
in un secondo punto che chiamo 1 Da questo punto sia condolla una
relta 1G la quale faceia colla IN un angolo NIG eguale al DNE, e nel me-
desimo senso di rotozione. Dico che questa rella 1G passa sempre per un
medesimo punlo. »

Dim. 1.* Per brevitd, in questa prima dimostrazione, considereremo sol-
anto il caso in cui P angolo DNE ‘sia acuto ed il punto I, in cui la
relta NE incontra di nuovo la periferia, si trovi sempre sul lato NE del-
T'angolo, € non mai nel suo prolungamento al di la del vertice N.
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Ammesso vero il porisma, rappresentiamo con F il punto pel quale passa
costantemente la retta 1G. Sia condolta dal centrs O la OM perpendicolare
alla corda NI. Rivscird NM=M, ed, essendo eguali gli angoli DNI, NIG, la
rélta MO passerd pel punto R comune alle rette DN, IF, e saranno tra loro
ieguali gl ‘angoli NRM, MR, e ciascuno: di essi sard complemento dell” an-
golo' DNE, ‘per cui que’due angoli avranno grandezza costante. E, siccome
le rette RN, 1M, comprendenti il primo di questi angoli, passano sempre
pei punti'issi D, O, cosi il vertice R si troverd sempre in una medesima
periferia circolare passante pei punti D, 0; e, similmente, poi le ret-
te RAL, R comprendenti il seconda, paseano sempre pei punti fissi 0, Fy
Jo' stesso’ punto R si troverd sempre in upa periferia passante pei punti O,F.
Dunque i quattre punti O, D, F, R sono in una medesima periferia circolare.
Dungue Fangolo DOF uguaglia DRF, ossia il doppio di DNE; onde ¢ co-
miosciuta la direzione della retta OF. Inoltre sard OD=O0F perchd queste
due rette sono le corde del circolo ORFD che corrispondono ai due angoli
‘egnali MRN, MRI fatti alla’ periferia del circolo stesso. B dunque conosciuta
anco la lunghezza della retta OF, e quindi la posizione del punto F.

Supponiamo ora condotta dal punto O la relta OF, lo quale faccia colla
Telta O un angolo DOF uguale al doppio dell’angolo DNE el nello stesso
senso 'di rolazione; € su questa rella sia preso il segmento OF egnale
ad OD; ¢ proponiamact di dimostrare clie la rétta 16 passa pel punto F.

Sia condolta la relta FD, e pel punto O la OM perpendicolare’ alla' NI,
1a quale passerd per R punto comune alle DN, 1G. Nel triangolo ODF, essen-
do i lati OD, OF uguali, avremo che I'angolo OFD sard - complemento della
métd del*angolo DOF, sard ciod complemento dell*angolo DNE. Ma ‘anche
1 angolo MBN & complemento ' dell’angolo DNE, dunque’ gli angoli OFD, MRN
souo tra loro eguali, e pe i punti’ ©, B, F, D sono nella ‘periferia’ di
un circolo. Ora, siccome  gli' angoli egaali OAN. ORI 'Hafino il loro ver-
tice R mella periferia’ di questo ‘cireolo; ed il loro lato ‘¢omune \che' passa
pel punto 0 di essa periferia, dovranno.a tali ‘due. angoli (corrispondere
mel circolo ' ORFD due: corde eguali ed avenli un termine comune in O
Ma al primo di questi angoli corrisponde la corda OD3 e la corda’ OF &
ugaale alla 0D, né pud darsi alira corda in queslo’ circolo, Ta quale abibia
un lermine in0'¢ sia egnale alla OD; dungue all’altro angolo ORI dovrd
necessariamente’ corrispondere 1a corda OF. Dunque Ja reila IR passa pel
punto F.  C. D D.
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Dim- 2.*

denotino con P, L gli altri due punti ne’quali le rette ND,
1G (fig- 61.°) incontrano la periferia; o sieno condotti i raggi NO, OI,
0P, OL. La deviazione della retta Ol dalla OP sard doppia quella del-
la NE dalla ND, ¢ nel medesimo senso. Cosi pure la- deviazione della OL
dalla’ ON sara doppia e nello stesso senso di quella della 1G dalla IN, ciod
di quella della NE dalla ND. Se pertanto tutta la fgura ruoterd inlorno
al centro O nel senso di rolazione NDE per un angolo doppio dell’ angolo
di grandezza data DNE, nol asremo che, dopo lal rolazione, i raggi OP,
0\ cadranno rispettivamente in Ol OL; e la relta PN in IL. Ora, siccome
a della rotazione la retta NP a sempre per il punte D, dopo la
rotazione essa rella sempre per quel punto nel quale va-a tro-
varsi il punto D dopo la rotazione. Dunque anche la retta il (prima della
rolazione) passa sempre per questo lal punto, nel quale va a trovarsi D
dopo la rolazione, ed il quale si determinerd col fare al centro i due an-
goli DOH, HOF eguali e nello slesso senso di rolazione dellangolo DNE,
e col prendere sul lato OF il punto F distante dal eentro O quanto lo &
il punto D

Porisma 49.° (181.° del Chasles). « Sieno dati un circolo, due pe PO
(fig. 62*) nella sua periferia, & due rette SA, SA’ concorrenti in un punlo
Se intorno ai due punti P, Q gireranno due rette PM, QM in
il loro punto M percorra la periferia dala, le quali relle in-
contreranno rispellivamente le relle date 5A, SA" in due punti m, m';
dico chie la rela che unisce quesli due punti m, m' passerd sempre per un
medesimo punto. »

Dimostrazione 1> Ammelliamo che il pori sia vero, e: rappresentiamo
con H il punto pel quale passa sempre la vella mit's

Si conduca la retta B parallela-alla SA, la quale incentrerd la SA inun
punto I si guidi Pl che incontrerd la periferia in un secondo punto & ¢ si
conduca Oi. Questa retta Qi sard parallela alla S, giaccl#, se la incon-
trasse in un punte I, la retta 11, a motivo del porisma, passerebbe per H,
per cui la reita I1H, che & parallela alla SA', inconlrerebbe questa relta
mel punto I cid che & assurdo.

Analogamente si prova che, cundoun HY parallela alla SA e che incon-
trera 8. in un punto ¥, goidata QI che incontrerd la periferia in un
secondo punto j; e condotla Pj, questa reita Pj sard parallela alla A,

sl

dii quest

maniera ©
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Pertanto, onde trovare il punto H basterd condurre dai punti Q, P le
corde Qi, Pj rispettivamenne parallele alle rette 54°, 8A, guidare le P, Qjf,
@ condurre dai punti I, I, nei quali queste due rette incontrano rispelti
mente 1o SA, 8A', due retle rispeltivamente parallele alle SA%, SA; il punto
comune alle due ultime relte condotte sard il punlo pel quale passa sem-
pre la relta mm'.

Qui si osservi che, s Pi riuscird parallela ad SA (cid che avviene nel
solo caso in cai li due archi Pa, Qb intercetti fra i punti dati P, Q e le
relle S4, SA' sieno tra lora ugnali e nello stesso senso di rolazions) allora
tale costruzions non poled complersi, e cid indica che in tal caso il po-
risma non ha luogo. (*)

Ritenuto ora che non si tralti di questo casa pa
a dimostrare che, essendo il punto H determinato me
indicata, la relly mun’ passerd sempre pel punto H.

Dalla dimostrazione del porisma 18.° risulta Im.

olara, aceingiamoci
iante la costruzione

w=1P.JQ. Ora, quan-
do M &in 8§, allora anche i punti m,m' cadono entrambi in 8, e percid
sard 15.15=1P.J0Q.

Danque Im 5

e quindi  Im: S8 =80,
ciod Im: IH=JH:I'm’;
e prova che i punti m, H, m' sono in linea retta. Imnqlm ece.

Dimosirasione 2. Si conducano le rette aQ, P¥ (fig. - Queste relle
sono le posizioni della mm' corrispondenti mpcumnmm alle posizioni a,
Y del punto M. Dunque, ove la retta mm’ passi s
punto, questo punto dovrd essere comune a queste due relle. Da
conchiude che, se queste due relte aQ, Pb' rivsciranno parallele (cid che
micamente quando gli archi Pa, Qb sieno eguali o nello stesso
senso di rotazione), allora il porisma non avra luogo; e che, se negli altei

mpre per un medesimo

) In qu a oy sird sempre parallela. alla aQ (1
gl gl angoli mMar, mn' pecchi Gt ally periferia e § i equall O, ub'.
Dunque § qualles punli M, §, 'y m sono in una periferia circolare. Percid, condolia NS, avrcon
P angolo Mim'm ogual: MSm; ma queste ugusglia 'MQu, perchd i punti M, 8, 0, @
sono nella periferia del cirenlo dato; dunque ¥ angelo Mav'm uguaglia I'sngolo MQa, ¢ per con-
seguensa 1y mon' & paralicls alla aQ.

o caso I 5.2, Bd iofalli saramnn




9% SETTANTACINQUE PORISMI ECC.
casi il porisma ha luago, il punto pel quale passerd sempre la mi' sard il
punto dincontro delle relte aQ, PY, il quale denoto con H.

Cerchiamo ora di dimostrare che realmente, quando le relte aQ, P’ non
sono parallele, la mm' passa pel loro incontro H.

Si conducano dal punto m' le m'p, m'y parallele rispettiva e alle NP,
SA, e si uniscano i punti p, g ne’ quali esse inconlrano rispetlivamente le
relle PV, aQ. Si‘guidino poi le corde Pa, QF.

Essendo la retta m'p parallela alla MP, avremo Pangolo wm'ph eguale
all’ MP¥; ma queslo uguaglia " angolo MQF; dunque I"angolo m'ph’ ugua-
glia I w08, e percid il punto p & nella periferia circolare che' passa pei
tre punti m', ¥, Q. Cosl pure, essendo ‘g parallela ad Sa, sard I"an-
olo m'qQ cguale all’SaQ; ma queslo & ugnale all’angolo QYA' per pro-
prietd del circolo; dunque I'angolo m'qQ ugiaglia il QFA'; e pereid anche
il punto ¢ © mella periforia’ chie passa pei tre punti m, b,0. Dunque i
cinque punti p, g, Q, &', m’ sono in una medesima periferia circolare, e per-
¢id I angolo gpb' ‘uguaglia il qm'®. Ma questo & uguale all’ast’ per Te
parallele, & 'angolo aSy' & uguale allangolo aPb’; dunque gli angoli gpb's
aPl sono eguali, e percid la rella py & parallela-alla Pa. Pertanto i due
triangoli pm'g, Pma gono simili tra loro, e lo sono pure i due pgH, PaH;
per cui avremo ni'y:ma=pq:Pa=qH:al; e percid la relta mm’' passa pel
punto H.

Dimostrasione 3.* (fig. 65.") Dopo di‘aver trovato, come sopra, che, se
il porisma & vero, il punto pel guale passa sempre la relta mm® deve
essere il punto comune alle P, Qa, si potrd dimostrare che la mm' passa
realmente per questo punto, come segue.

Si conduca da 8§ la’ corda SD parallela alla retta: mm'; indil si gaidi
la PD che incontrerd la mun' in un punto G; ¢ si conducano le relle aP, aG.

Essendo 1*angolo mGP eguale all’angolo SPI, per le parallele, e questo
eguale allangole SU'P per proprietd del circolo, sark Pangolo mGP eguale
allangolo m'0'P; e percid i quatlro punti P, G, m', ¥ sono in una medesima
periferia circolare.

Ora P"angolo SDP & anche uguale all’ angolo SaP, e quindi a quest’an-
golo & ngnale anche 'angolo mGP. Percid sono in una periferia circolare
i quattro punti m, G,a, P. Dunque I'angolo mGae & supplemento dell®an-
golo mPa. Ma di guesto medesimo angolo & sopplemento anche P ango-
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1o MQa; laonde Iangolo mGa uguaglia I'MQa; e per conseguenza i qualiro
punti G, m', Q, a sono in una periferia circolare.
Considerando ora il circolo dato, quello che passa pei punli P, G,m,'§
e quello che passa pei punti @, G, ', , ed appoggiandoci al teorema che,
se tre circoli si segano due & dug, la corda comune al primo ed al seeondo,

quella comuns al primo ed al terso, e quella conina al secondo ed al lerzo
concorrono i un medesimo punto, si conchiude che le tre rette b, a0, Gmy
concorrono in un punlo, vale a dire che la rella mm' passa pel punlo
comune alle due Py, aQ.

ceome i punti- dati P, Q ponno essere due punti qualul
SA, SA' due rette qualunque concorrenti in
igonio aSUPMQa pud essere un esa-

Osservasione.
que della peri
un punle di essa; ne viene che I’
gono qualunque inscritto nel circolo. Ora i punti s, #', H, sono i pur
comuni ai suoi sto.
Pertanto dall’ esposto porisma discende come corollario il noto leorema
che « i tra punti, ne’quali tre lali successivi di un esagono inscritto in
un ¢ircolo incontrano rispellivamente i lali ad essi opposti, sono in linea
relta ». Una dimostrazione elegantissima di queslo Leorema si trova nella
Geodesia del Bordoni 3.° ediz. Pavia 1859, pag. 47.

Porisma 50.° (200.” del Chasles). Essenido dato un circolo, una relta AX
tocea un punto A (fig. 66."), e due punti P, Q nella sua
se intorno a questi due punti motano due reite PM, OM inmiodo
che il loro incontro M scorra su questa periferia, @ le quali incontreranno
Ja AX in due punti m;m, o dico che si polra trovare una lunghezza
costante & tale che riesca sempre

ria, & le relle

primo ¢ quarto, secondo @ quino, lerzo @' s

Am.Am'

=, 8

Dim. Sulla reita AX, a partire dal punto A e da quella banda della
rella AQ dalla quale si trova il punto P, supponiamo presa una lun-
ghezza AR eguale eno condolle le ret-
e O, PI, le g contreranno la perife no
anche guidate le relte Qi, PH, dello quali I"ultima incont il segmen-
1o AR in un punto h.

la lunghezza da trovarsi
in due punti H, i, e
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I punti &, k' saranno due posizioni corrispondenti dei pnnti m, m'; onde
dovra riuscire

AR AN
e

=up=AN, e quindi AR=HK;

© percid anche A= Ki’==AP.hH.

Cid importa la somiglianza de’due triangoli AHK, A'P, e quindi 1'egua-
glianza degli angoli AWH, K'Ph. Ma quest’ultimo, angolo & uguale all’an-
golo iQH; dovranno adunque essere uguali gli angoli kH, iQH; e quindi
la retta Qi parallela alla AX.

Risulta da cid che, se il porisma & vero, per ollenere la lunghezza .,
basterd condurre da Q la corda Qi parallela alla tangente AX. e guidare
la retta Pi la quale, incontrando la AX in un punlo %, determinerd nel
segmento AKX la lunghezza richiesta.

Riteniamo ora che il segmento AX sia oltenuto mediante questa costru-
zione, e dimostriamo che sard

Am . Am! .
i = Ak

Per proprietd delle parallele ayremo 1”angolo tm'M eguale all® ango-
lo m'Qi, & questo, per proprietd del circolo, uguale all’angolo MPi; percid
I’ angolo mm'M eguaglia I'angelo iPM, e quindi i guattro punti P, M, m, &
son0 in una periferia circolare. Dunque sard,

mi . man' =mM . P = A’

Ora, se il punto m & fuori del segmento Ak’ (come nella figura) si pren-
dano le differenze che gli spazii equivalenti 'y, &in* banno dal ret-
tangolo Am.nun', e se il punto m cade nel segmento AR, si aggiunga invece
questo rettangolo a ciascuno di que’due spazii. Si otterranno i due rettan-
goli Ak mun, Am <Am' 3 & quesli. saranno tra loro equivalenti. Dal che si
deduce appunto

Amu\'m‘:'\k,.
i

Osservazione. Questo porisma & un caso parlicolare del #2.° (201.°
del Chasles).
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Porisna §1.° (207.° del Chasles ). « Essendo dalo un triangolo ABG
(Bg. 87.%), se si condurranno due rette paraliele MN, M'N' le quali formino,
P una coi lati CA, CB, I’altra coi prolungamenti di questi lati al di 1& del
vertice C, i triangoli MCN; M'CN' equivalenti al triangolo dato, queste
incontreranno. la base AB in due punti m,m', i quali saranno diversl per le
diverse direzioni delle parallele MN, M'N'. Dico ehe il rettangolo delle di-
slanze di questi punti da un punto D reperibile nella AB & costante »

Dine. | punti M, M’ saranno egualmente distanti dal punto C; @' cdsl pure
i punti N, N e quanto pil piccole saranno le distanze CM; CM', tarts pite
grandi saranno le CN, CN', e viceversa. i potrd pertanto ammettere che i
due punti M, W, possano colneidere mel puile C; e che llora 1o refte
MN, M'N' eoincidano: entrambe colla CB; e quindi i punti m,m" col puntoB.
S-dunque & repetibile un punto D nell AB tale che il rettangolo Din. bm®
sia costante, dovrd rinscicé Dui.Di' =DB'. Similmente si trova ¢he dovrd
anco riuseire Dai. D' =DA®; onde anco DB*=DA". E ‘pertanto D altro non
potrk essere se non il punto di mezzo della BA.

Ora ci proponiamo di dimestrare che, essendo D il punto di mezzo della
base AB, sark il vettangolo Pm.Dm' equivalente al quadrato di DB.

Si conducano le relleé AN, BM; AN’y BM', €Dy Cw'; e; ehinmate i il punto
eomune alle MB, CD, si gaidi la mi; e pel punto D si'conduea Ta parallafa
alla MB, che incontrerd le/CA, CB: i due punli p; -

Essendo equivalenti i triangoli CBA, CNM, lo sono amco i due MBA, MBN;
& percid le relte MB, AN sono parallele tra loro; e la pg & parallela anco
alla AN. Saranno percid simili i friangoli MmB, NmA . e quindi ayremo

M MB

mNT AN
B-saranmo’ anco simili tra loro i triangoli BMA, DpA, e cosl’ pure'i
goli ABN, BBg; onde BM sard il doppio di pD, ed AN il doppio 'di Dy.

Pertanto savd Mut:mN=pD: Dy i

Ma, a ‘motivo delle parallele pg, MB; tagliate dalle tre' retle €4, €D, CB
concorrenti ‘nel puato C, avremo Mi:iB=pD:Dyg;
dunque MmsmN=Mi:iB; e percid: lx relta im & parallela alla CB.

Ora, essendo equivalenti i due triangoli ACB, N'CN', lo saranuo anche

i due N'BA; N'WA. e percid la retta M'B & parallela alla relta N'A onde
saranno tra loro simili i triangoli m'BM', m'AN', e cosi pure i trian:
Serie IT. Tom. 1. 13

rian-
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goli MBC, AN'C; qaindi avremo m'B : m'A=BM : AN'=M'C: CA =CM: CA.
Pertanto la retta MB & parallela alle Cm'.
Essendo la ém parallela alla CB, e la iB alla Cm', noi ayremo
Dm:DB:=Di: DC=DB: D',
& quindi Dm:Dm'=DB".  C.D.D.

Porisma 522 [198.° del Chasles). © Essendo AIBI' (fig. 68.%) va rombo
circoscrillo ad un circolo, ed mm' una rella che si muove conservandosi
sempre tangente al delto circolo, e la quale inconlrerd le relle Al, AJ
due punti m, m’ io dico che il ‘rettangolo Jm.I'm' sard di grandezza
costanle. »

Dim. Si conduca la dingonale 1, In quale dividerd in parti eguali Pan-
golo AIB, & percid passerd pel centro del circolo; chie indicheremo con C;
e si guidi la tangenle ik’ parallela alla detta diagonale- 1 punti b, i,
ne! quali questa tangente incoitra le relte Al, AJ saranno posizioni cor-
rispondenti dei punti m, m’; onde, se il porisma & vero, dovrd ess
=Ih. 3" Se ora conduciamo ‘Ja relta Ch, questa dividerd in parti egnali
Iangolo. 1k’ ma gli angoli KAC. ICh sono tra loro uguali, per le paral-
lele; dunque sono tra loro uguali anche i due LAC, 10k o percid sard 1h=IC;
e sard del pari JA'=JC. Dunque, se & vero il porisma, sard necessaria-
menle Im. Fm'=I1C.JC"

are Im.. I'm

Viceversa poi, se questa equaziono & vera, sard vero il porisma. Propo-
niamoci pertanto di

A tal uopo basterd dimostrare la proporzione

Im: 1C=1'C:J'm’;

la quale siccome Iangolo mIC uguaglia I’ angolo CI'm’ per proprietd del
rombo, sussiste se I’angolo ICm uguaglia " angole Im'C, giacchd allora i
dug triangoli mIC, CI'm’ saranno simili e somministreranno quella: propor-
zione. Basterd dunque dimostrare che gli angoli 1Cm, Im'C sono eguali,
ossia che la somma dell’angolo iCm coi due Cinl, mIC uguaglia la somma
del’angolo Jm'C coi due medesimi Col, mIC. Ma Ja prima di queste due
somme uguaglia due retti, dungue basterd dimostrare che anche la seconda
¢ due relli. Ora i tro angoli I'm'C, Cnl, mIC di questa seconda’ som
sono rispeltivamente eguali a
sard eguale a due relti se, colla somma di questi ultimi tre engoli, for-
merd qualtro retti. Ma li forma realmente, giacchd forma la somma
degli angoli del quadrilatero ml'm'; dunque ecc. ece.

mostrarla.

i treangoli Cm'm, m'mC, CI'm’, dunque
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Porisma §3.° (208.° del Chasles). « Sia dato un circolo, due rette EF, HG
ad esso langenti (fig. 69."), ed un'punto P fuori di queste rette. Se da
vn panto M variabile di posizione sulla EF si conduce [Ialtra tangente M
al circolo, la quale incontrerd la HG in un ‘punto m, e Ja relta MP; la
giiale incontrerd la HG in'un altro punto m'; jo dico che si potranno
trovare ‘due punti J, J sulla HG, ed uny spazio ©, tali che riesca set-
pre dni . I'm’

Dim.:Supponiamo’ primieramente che le tangenti date EF , HG non sieno
parallele tra loro.

Per lindagare ‘quali posizioni debbario avere ‘i punti L, I, e quale gran-
dezza lo spazio ¥, osserviamo che, quando il punto m 1; ‘allora il
punto m', eiod Pincontro della MP colla HG, non esisterd; altrimenti la
equazione del porisma diverrebbe 0=, e percid sarebbe sempre Im.Jin'=0,
cid che & assurdo. Dungue, quando il punto m & in 1, allora la PM & pa-
raflela alla HG. Si conduce pertanto dal punto P la Pi parallela alla HG,
€, 5o/ /questa incontrerd la EF nel punlo di contalto E; allora il punto 1
sard necessariamente il punto @ incontro delle EF, GH; e se la Pi incon-
trerd la EF in un eliro punto'#, allora, condolla da i quella. tangente al
circolo la quale non coincide colla €, il punto 1 sard necessariamente
quel punto in cui lale langenle inconlra la refta HG. Ma qualora il punto
dato P fosse nella Langente jk parallela alla HG, la retta Pi cadrd nella
slessa langente Kj, il punto ¢ in j, e la tangente condolta dal punto i e
ard fa jk, onde il punto | dovrd esistere simultaneamento

diversa dalla 12,
nella HG e nella jk, cid che non pud aver luogo perch® queste relle sono
parallele.

Dunque, so il punto dato P& uella jk, il porisma non ha luogo. E; se
il punto P non & nella jk, ammesso che allora la condizione del porisma
possa venir soddisfatta, il punto 1 si otterrd conducendo dal punto P la
parallela ad HG. che incontrerd la EF in un punte 7, e guidando da que-
&lo punlo i una ia al circolo; la quile ove il punto ¢ non coincida
con: E sia divers Il punto, in cui questa langenle incontrerd la
relta HG, sard il punto richiesto |-

Con analughe considerazioni si dimostra che, ove il punto P non sia
nella kj, se la condizione del porisma pud venir soddisfitta, il punto 1" si
ollerrd conducendo la Langente kj parallela alla BG, la quale incontrerd
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1a EF in un punto § @ guidando la retta jP, la quale incontrerd la HG in
un punto che sard il punto richiesto J'.

Ora, per determinare lo spazio 2, potremo condurre la tangenle o pa-
rallela alla EF, e dal punto P la retta Pg' parallela anch’ essa alla EF.
Quando il punto m & in'@, allora lamt & in €@, e I'incontro della mé colla
EF non ha luogo; dunque non dovrd aver lnogo memmeno Iincontro della
Pm' colla stessa EF, e quindi la Pm' dovrd trovarsi in Po', ed il punto:m/
in @' Dunque i punti @, @ ponno riguardarsi come pesizioni corrispondenti
dei punti m, m’; e percid dovrd essere » =lo.Ja"

Ritenuto ora che i punti I, ¥,@, @ sieno ottenuti colle costruzioni indi-
cate; noi ci proponiamo di dimostrare che sard

Im.Im'.=lg.Ja'

i chiamino k, @ i punti ne'quali le rette Po'; PM incontrano la tan-
gente jk. Sicoome le due tangenti co, kj sono rispettivamenie parallele
alle FE, HG, quesie qualtro relle delerminano uwn rembo circoseritlo al
circolo; onde, pel porisma precedente, il retlangolo jM.am sard costanle
e percid equivalents al rettangolo ji.ol; onde avremo

Mj: ji =lo:am;

& quindi Mj: M Im.
Ora My : Mi= g : Pi=yj : kj =T'm' 10,
Dunque lo: 1 m’ 5

© per conseguenza In.Jm'=Ilg .Ja" C.D.D.

Considero ora il caso in cui le due tangenti date EF, HG sono parallela
tra loro (g 70.°).

Quando w & in L allora, a motivo delia equazione del porisma, I'incon-
o @m' non deve esistere, e pe la retta’ MPm' deve riuscire parallela
alla HG, ed anco alla EF; e per conseguenza, anche la retta Mim dovrd
riuseire parallela alla EF. Ma I'upica posizione a dislanza finita- del' pun-
to m, alla quale corrisponda la mt parallela alla BF, & il punto H; dunque,
se il porisma & vero, il punto I dovrid essere in H.

Quando m' & in ¥, allora non deve esistere m che & incontro della M¢
colla HG; dunque il punto M deve allora trovarsi in E. Dongue il punto §'
del porisma deve necessariamente essere I'incontro della EP colla HG.
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8ia A upa posizione particolare del punto M, ed a, ' le corrispondenti
posizioni dei punti m, m'. Lo spazio » dovrd uguagliare il reltangolo Ha.J'a',
Ora dimostriamo che, essendo I' il punto comune alle HG, EP, sari
realmento Hm Im'=Ha.J'a’
Chiamato C il ceatro del circolo, 8" intendano condotte la vette CH, CE,
€M, Ca. Essendo 'angolo Hinl supplemento dell’angolo (ME, per le, paral-
Jele, la meld HmC sard complemento della metd CME. Ma anche I"ange-
Jo BECM & eomplemento di C! dunque gli angoli HmC, ECM sono uguali.
Pertanto sono simili i due triangoli reltangoli CHM, MEC; dal che si deduce
il rettangolo Hm .EM equivalente al reltangolo HC.CE, vale a dire al qua-
drato del raggio. Per egnale ragione sard equivalente al quadrato del raggio

anche il reltangolo Ha.EA; o percid sard Hm . EM=Ha .EA.
Quindi Him:Ha==EA:EM=Ja': J'';
da cul Hm . J'm' =Ha. Ve C. D.D-

Awerlensa. La considerazioae de’ casi, ne’quali il punto P (fig. 69.%)
esiste nella tangente jk parallela alla HG, casi ne’quali, come si & veduto,
il porisma traltato non ha luogo, di occasione ai due porismi che seguono.

Porisma 582 « Essendo dalo un circolo, e due rette BF, HG (fig. 71.* o 72.)
ad esso tangenti e non parallele tra loro, ed un punto P esistente nella rf
tangente al cireolo ¢ parallela alla HG e distinto dal punto di coulallo; so
con m, P’ si rappresentano due rette, I'ona tangente il circolo, I'altra
passante pel punto P, e variabili di posizione in modo che, ove la prima
incontri la EF in un punto M, anche la seconda incontri la EF nel mede-
simo punto M, ed, ove ln prima sia parallela alla EF, lo sia anche la
seconda; indicando con m, m' i punli in cui queste due retle inconirano
la HG, io dico che si polrd trovare un punto d nella HG tale che il rap-
porto. del segmento dm. al segmento dm’ sia coslanle. »

Din. Se cib & vero, noi avremo che, quando m si trova in d, anche w'
dovrd Lrova
formeranno una sola relta, la quale sard langente al circolo e passerd pel
punte P. Se dungue condurremo dal punto P -quella tangente al circolo
che & diversa dalla Pf, essa incontrerd la HG in un punto che sard il
punto d dell’ enuncialo.

n d. Allera dunque coincideranno le due relte fm, Pm'; ¢
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Considerando per ora il caso che quesla tangente Pd non sia parallela
alla EF (fig. 71.*) ‘conduciamo la tangente o, ¢ la relta Pa', parallele
entrambe alla EF. 1 punti o, @ 0e’quali esse incontrano la HG saranno due
posizioni corrispondenti dei punti m, w; e percid se il porisma & vero,
dovrd essere dnt: dm'=do : da’.

Aceingiamoci pertanto a dimostrare che, essendo il punto |d per tal
modo determinato, sussisterd realmente questa proporzione.

Pel porisma §2.° ayremo jM

ad

dalla quale do:

alla FE, noi avremo Mj: )
do: dn=dg :dnt',

dm: dm'=do:dg'. C. D. D.

D.ad, e quindi la proporzione

Ma, condotta m'gr parallela
&P s do':dm’ .

olo dato, condolta
(Bg. 72.%). E di-
que-

Ora consideriamo il caso in cui la tangente al ci
dal punto P e diversa dalla Pj, riesce parallela alla
mostriamo che, anche in questo caso. indicando con d I’incontro

sta langente colla reita HG, il rapporto 'ﬂ—:‘,, sard costaale.

Indicando eon ‘C il ‘centro del circolo dato, a molivo del porisma 52.°
avremo M. dm=Cd

D'altronde i triangoli simili MjP,' Pdm' danno’ jM:j
onde M. di' ==

Quindi sard

@ Pd’;

=de:dP.  Dunque ecc.

ossia din:dm’

Porisma « Essendo EF, HG (fig. '73.%) ‘due rette non parallele’ tra
Joro e Langenti ‘ad un circolo EPIM, ed essendo P il punto di ‘contatlo della
rella tangente al dello’ circolo « parallela alla HG; se, da un punto M
variabile' di *posizi conducano la tangente Mf e la
relta: MP, 'le quali incontreranno la tangente HG in due punli m, m',
Pascissa mm' sard di lunghezza costante. »

Dim- Si conduca la rella PE, la quale incontrerd la HG in an punto &,
@ si indichi con ¢ il punto comune alle EF, HG.

Quando il punto M & in E, allora il punto m si trova in'e, ed il puntom’
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in,¢'; dunque ¢, ¢ sono due posizioni corrispondenti dei punti m, m'; e
quindi, sa il porisma & vero, sari sempre mm'=es. Perlanto, onde dimo-
strare il porisma, noi potremo prendere in mira. di provare questa egua-
glianza.

Ora, chiamiamo, j, & i punti ne’quali la tangente in P incontra le ret-
te EF, M. ed osserviamo che, essendo Pj=jE, ed essendo simili i trian-
goli PJE, Bee', sard es'=eE =He, Percid noi ci prefiggeremo di dimostrare
che mn' & sempre eguale ad He.

Da un passo della dimostraziong del secondo caso considerato relativa-
mente al porisma 53.° risulta Py .Hm="Fj.He,

e quindi | He:gP=mH e s i =N : Mpp= man' s (P

Dunque mif=He. C. D, D.

Parisma 56.°{209.° del Chasles) « Sia dato un circolo (g, 74%,75.%,76.5,77.),
un punto P appartenente alla sua periferia, un puato 2 ad essa non apparte-
nente, ed una reita DX non passante pel punto P. Sia MM' una corda pas-
sante pel punto @ ¢ rolante intorno a questo punlo; e sieno condolle PM,
PN, le quali inconireranno la relta DX in due punti m, m'. Dico che
in questa retta si potrd troyare un punio O tale che I'area del rettan-
golo Om.Om' riesca costante. »

Dim. Se il porisma & vero; quando il punto m & in O, allora il punto m'
non esisterd; vale a dire, la retta. PM' non incontrerd la DX. Dungue per
trovare il punto O basterd trovars la posizione che prende il punto m
quando PM' & parallela a DX, Pertanto

1. Generalmenle parlanda; si ollerrd il punto O colla coslruz
guente; 5i conduca la corda PC' (Bg. 74 & 75.") parallela alla relta [
guidi la retta pC; che incontrerd la periferia in un allro punto G, e si con-
duca la PC. Il punto in coi questa incontrerd la DX sard il punto cer-
cato 0.

2% Nel caso in coi la reita parallefa alla DX mmlﬂ!l'l dal punto P
sia tangente al circolo, e non passi pel punto 2 (6g. 7 noi avremo
cha il punto © sard il punto d incontro della Pp colla DX.

8.% Nel caso in cui la parallela alla DX condetta pel punto P passi
pel punto @, e non sia langenle al circolo dato. (fig. 77."), noi avremo
che, allora unicamente la PM' sara parallela alle DX, quando la pMM'
coincidera colla pP, il che ba luogo soltanto guando la P & langeate al
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circolo. Dunque, in tal caso, basterd condurre la tangente il ‘circolo nel
punto P, ed il punto in cui essa incontrerd la DX sard il punto O cercato.

4. Finalmente, nel caso in coi {indicando con €' il secondo punte

in coi la retta parallela a DX condolla per P incontra la periferia, ovvero
lo stesso punto P, se tale parallela riesca tangente al circolo) nel easo,
dico; in cui la relta PC' riesce tangente al circoloy noi avremo che il
punto € cadrd in C, @ percit la PC riuscird parallela alla DX; onde it
punto O dovri trovarsi nella DX e nella paraliela a DX condotta dal pun-
to P, cid che non pud aver luogo. Dungue in quest®ultimo caso il porisma
non ha luogo.

Mi resta a dimostrare che nei primi lre casi, essendo il punte O deter-
minato colle indicate costruzioni, il rettangolo Om. Om' sard costante.

Quanto al primo caso, che & il easo generale; si conduca pel punto p
(Ag. 74.% 75.") Ia parallcla alla DX, chie incontrerd le rette PO, P, PM’
in‘tre panti @, &, &'5 © i guidino le refte GV, €. Essendo’ 11' quadrila-
tero’ MCC'P inscritto nel cifcolo, avremo 1 angofo MC/' eguale 'allane
golo mPC'; ma questo ¢ uguale all’ angalo myp, dunque Iangolo MCp
uguaglia P'mup; e percid il quadrilatero’ CPUM ha i spoi vertici in ana
periferia circolare. Pertanto I'angolo puC eguaglia Pangalo’ pMCS ma que-
ste, per prnprl del eireolo, ugaaglia Pangolo M'PC, dunque sono egmali
i duwe angoli puC, MDC; e'per conseguenza i quallro punti @', P, &, '€
sono i una miedesima periferia circolare; per cul 1o spazio @, @f" sard
eguale allo spazio costanle oC.OP, @ quindi‘essa pure costanle. Ma lo
spazio @ .o ha collo spazio Om.Om' il rapporto’costante del quadrato
di Po al quadrato di' PO; dunque anche lo spazio Om.Om' & costante,

Rispetto al socondo caso, nel quale la Py parallela alla DX riesce tan-
genle al'citcolo ¢ nom passa pet punto p (fig. 762}, sl conduca egual-
mente la puy' parallela alla DX, e le MC, 2C. Avremo 1"angolo #pC eguale
alPangele gP'p, per le parallele, & questo eguale al FMC, per proprietd del
cireolo: onde gli angeli #pC. PME saraffio’ egu Ii, & percid i qu
punti M, C, p, & in ana periferia circolare. Pertanto I'angolo pu0 ugua-
ghia I angolo pPMC; ma queste oguaglia Tangolo M'PE; dunque pC egua-
glia M'PC; @ per conseguenza, i quattro punti Py C, #%, (4 sono i una pe-
riferia. eircolare, e percid lo spazio: ppt. pgr eguaglia lo spazie PC.pCL
Questo & costante; dunyue anche quello. ed anche lo spazio Om -Ont', che
ha con queflo un rapporto costante.
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Quanto al terzo caso finalmente, in cuila Pp & parallela alla DX ed
incontra la periferia data in un secondo punto P distinto dal punto P
(fig. 77."), dobbiamo dimostrare che, essende O Pincontro della DX colla
relta tangenta il circolo nel punto P, sard costante D'area del reltango-
lo Om.Om'. Si conduca la corda MP, e poi dal punto M' la retta Mp'pnk
parallela alla XD, Avremo, per somiglianze di Lriangoli,

Om.Om': 0P == hp. KM WP*=hp . AM': b . AN = s fon.
Ora, essendo Pangolo APM eguale all’angolo PP'M, per proprietd del cir-
colo, e questangolo egusle all’Ap'M, per le parallele, sard Pangolo APM
eguale all’ angolo hp'M, e percid i punti &, P, p', M esisleranoo in una me-
desima periferia circolare. Sard pertanto hp.pp'="Tp.pM=np p¥
e quindi hp:np=pM :pp’ *. B di qui si deduce hp:hs
Dunque sard  Om .Om': OF* :Pp, e percid Om.Om' & coslante.

Avverlenza. Nel caso quarto, nel quale, come abbiamo veduto, il porisma
mon ha luogo, ha luogo invece che il punto di mezzo dell’ ascissa mm' &
un punto fisso. lo ne ho tratto il seguente porisma, che appartiene &l
quinto de’generi distinti da Pappo ne’porismi di Euclide.

Porisina. 57° « Bssendo dati {fig. 78.*) un circolo, un punto p faori di
esso, un punto P nella sua periferia, ed un punto D non coincidente col
punto P, riteniamo che intorno al punto P girino due rette P, PX' in modo
che i punti M, M', ne’quali esse incontrano di nuovo la periferia, sieno
sempre in linea retta col punto p. Dico che si potrd condurre pel punto D
una retta DX non passante pel punto P e tale che la porzione mm' di
questa retta, compresa tra le due rette giranti PM; PM, abbia il suo punto
di mezzo in un punto fisso. »

Dim. Condolte dal punto p le due tangenii al circolo, i loro punti di
contatto B, F saranno in generale distinti dal punto P, ma potrd anco
darsi il caso che uno di essi coincida con questo punto. Consideriamo
prima il caso generale, in cui ciaseuno de’due punti B, F & nto dal
punto P.

Sia DX una relta soddisfacente la condizione del porisma, e sieno con-
dotte le relte PE, PF. Nellatto in cui la retta pMM' coincide colla tan-
gente pE, le due relte PM, PM' cadono enirambe nella PE, e, per conse-
guenza, poste che Ia retta DX sia incontrata dalla PE in un punto e, in
questo punto e coincideranno i due punli m, m', ed anche il punto di

Serie II. Tomo II. 15
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mezzo del segmento mm’. Dunque, posto che la retla DX sia incontrata
dalla EP, il segmento mm' avrd sempre il suo punto di mezzo nel punto ¢
comune a quelle due rette. Per analoga ragione, posto che la reila DX
sia incontrata dalla PF, il segmento mm' avrd sempre il suo punto di
mezzo nel punto comune alle DX, PF. Perlanto, se la rella DX fosse incon-
trata da ambedue le reite PE, PF, il punlo di. mezzo del segmento mn' do-
vrebb' essere simultaneamente nell’uno e pell’altro dei due incontri, cid
¢he & impossibile, perché tali due incontri sono distinti; alleso che la ret-
ta DX

Segue da cid che la retta DX, o sard parallela alla PF, ed il punto di
mezzo del segmento mm’ sard sempre nel punto in cui la DX & incontrala
dalla PE, ovvero s: parallela alla PE, ed il punto di mezzo del segmento
della DX compreso tra lo PN, PM' sard sempre nel punto in e
incontrata dalla PF. E quindi, onde dimostrare il porisma, si dec prender
di provare che. essendo condoila DX parallela ‘ad una del
'E, PF, per osempio alla PF snuto b’ essa non passi pel punto Py
nento mm’ dellz DX compreso ra le PM, PM ayrd sempre il suo
punto di mezzo nel punta e, ove la DX & incontrata dalla PE. Al che mi

per condizione del porisma, non passa pel punto P.

Si conduca dal punto p la parallela alle DX, PF, la quale inconlrerd le
relte Pm, Pe, Pt in Lre punli 1, &, &5 ¢ si guidino le retle Fe, Fe; FM, FB.

L angolo @'¢P & ugnale ad EPe per le parallels, e questo & uguale a
PFE per proprietd del circolo, dunque 1" angolo u'¢E uguaglia I’angolo ﬂFE,
@ percid i quatiro punti B, £, p, F sono in una peni- ia circolare.
pertanto ["angolo peF uguale al p ma questo ugaaglia I"angolo
quale & uguale a ('¢P, dunque I'angolo peF & uguale £ usl‘

Ora, questi due ultimi angoli uguagliano rispettivamente i due ¢FP, £PF,
i quali percid saranno anch’essi tra lora eguali; e per conseguenza sa-
ra Pe=Fe.

Essendo poi I angolo é4M eguale all’angolo FPM per le parallele, & que-
slo eguale all’ angolo PFM per proprietd del circolo, sard anco I’ an-
golo £uM uguale all’angolo PFM, o percid i quattro punti M, &, p, F sono
in una periferia_circolare. Dungue I'angolo puF uguaglia Pangolo PMF;
ma questo uguaglia M'PF; dunque puF uguaglia M'PF, @ per conseguenza
il supplemento. &4F nguaglia il supplemento £2°P.
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Raccogliendo le conclusioni; nof-abbiamo che, ne'doe triangoli weF, Wwep,
gli angoli g, & del primo sona rispeltivamente eguali agli angoli @'; & del
secondo, ed il lato £F & ugoale ad P, Dunque sard el =4’ ciob g avri
o di mezzo in € Per conseguenzu il segmento s’ ha il suo

il suo p
punto di- mezzo in e. C..D. D.

Assumiamo ora il caso in cui la retta pP riesce tangente al circolo dato
(g, 79.%)

Si conduca da P I"altra langente PF e si congiunga P con F.
Pp. vi cade anco la PN’ & nel-

Rellatto in cui la retta PM cade nella
I"alto in cai la PM cade nella PF, anche la PM' cade nella PF. Dunque le
due rette Pp, PF di questo caso corrisp o alle PE, PF del caso generale.
Perlanto, in modo analogo a quello seguito di sopra, si potrd dimostrare
che, se una retla DX sodd alla: condizione del porisma, essa sard paral-
lela alluna o allalira delle due PF, Pp, o che il punlo di mezzo del
segmento di questa relta intercetlo tra le PM, PN si troverd in quella delle
due relte PF, P medesime, alia quale la DX non & parallela.

Proponiamoci pertanto di dimostrare 1° che, essende condolla pel punto D
la DX parallela alla PF (fig. 79.). e ritenulo ch’essa non passi per P, il
segmento mm' di questa rella, compreso lra lo PM, PN, avrd sempre il
punto di mezzo in e, suo incontro colla PR; 2° che, essendo condolla dal
puato D la DY parallela alla Pp (fig. 807} e ritenuto ch’ essa non passi
per Py il segmento mm' di quesla reuta, compreso tra le M, PM' avrd sem-
pre il suo punto di mezzo in f; punto d’incontro delle DY, PF.
uca dal punto @ (fig. 79:%) In parallela alle PF, DX, la quale
le PM, M’ in due punti g, & e si guidioo le FM, Fi.
ngoli Fpg, Ppi’ abbinme il lato pF uguale al lato pP per
golo @'pP. perché questi
, FPP, i quali sono tra
loro uguali. Inoltre, essendo I’ angolo pEM eg all” angolo FPM per le
parallele, e questo eguale al pFM per proprield del circolo, sard I’an-
golo PUM eguale all angolo PFM; onde i qualtro punti M, 2, ¢ F sono in
una periferia circolare. Dunque I'angolo p#F uguaglia I° MMF; ma questo
uguaglia I' MPF, il quale & uguale all’angolo P@'p; dunque, ne’due trian-
goli suddelli, sard anco I'angolo puF eguale all’angolo P@'p; e percid
anche il lato pu sard uvguale al lato Pu’; e per conseguenza sard em

Nei due tri

> I'angalo &pF eguale a

ivamente eguali ai due
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eguale ad em'; ciod il ssgmento mm' avrd il punto di mezzo in e, come
dovevasi dimostrare in primo luogo.

Ora dul punto M (Bg. 80.*) si conduca la parallela alle rette pP, DY,
la quale incontrerd le PF, PM' in due punti ¢ 4'; dal centro Cdel circolo
si conduca CR perpendicolare alla corda MM'; si congiunga K con @; e si
guidino i raggi CP, CF, che nella figura sono soltintesi.

Bssendo retti gli angoli €Pp, CFp, CRp, i cinque punti C, P, p, F, R si
trovanoin una medesima periferia circolare; e percid, chiamato § il punto
comune alle relte Rp, PF, avremo

RS .5p=PS.SF=MS.SM';

@ quindi SR:SM"
Ma, essendo M@ parallela a pP, nei abbiamo ancoe
SP:SP=5M:8p;
dunque SR : SM'=5: 5P;

dal che deducesi che la relta I & parallela alla M'P. Essendo dunque; nel
triangolo ME'M', la retta R parallela al lato W', ed essendo d* altronde
R il punto di mezzo del lato MM, ne viene che ¢ sard il punto di mezzo
del lato M'; e, per conseguenza, [ sard il punto di mezzo del segmento
mm', come dovevasi dimostrare in secondo luogo.

Porésma §8.° (177.° del Chasles). « Se da un punlo m variabile di posi-
zione su di una retta data L (fig. 81.%, 82.") sieno condotte le tangenti ma,
mb ad un circolo dato, la relta ab, che congiunge i due punti di contallo,
passera sempre per un medesimo punto.

Dim. Si conduca dal centro O del circolo dato la retla Od perpendico-
lare alla retta data L; e s’immagini che tulta la figura si rovescj, ruo-
tando intorno alla relta Od sinché Lorni a cadere nel piano della sua po-
. Le nuove posizioni della relta data e del circolo dato
coincideranno rispettivamente colle loro posizioni primitive. Pertanto, dopo
Iimmaginato rovesciamento, la retta ab potrd prendere tulte le posi
che poteva prendere prima; giacehd tali posizioni della rella ab dipendono
unicamente dalla retta data e dal circolo dato, che pel rovesciamento della
figura non cambiano posto. Dungue, posto che il porisma sia vero, il
punto, pel quale passano tutte le posizioni della retta ab, avrd. dopo il
rovesciamento, la stessa posizione che aveva prima; € percid questo punto
deve Lrovarsi nella retta Od. Noi pertanto ci proponiamo di dimosirare che
il punte P, in cui la retta ab incontra la retta Od, & un punto fsso
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Si conduca il raggio Oa, e la rella Ocm, che sard perpendicolare alla ab.

Eesendo relti gli angoli Pdm, Pem, i quattro punti P d, ¢, m sono nella
periferia di un circolo; per cai  OP.0d=0m.0Oc.

Ma abbiamo ancora 0a"=0m .0c
dunque OP.0d=0

Dunque OP & costante, e quindi P & nn punto fisso.

Corollario. Nei casi in cui la retla L & segante (fg. 81.%), se si congiun-
gono i punti H, K, ne’quali essa incontra la periferia, col punto P ed
anche col centro O, noi avremo Od.0P= , 8 percid saranno
relli gli angoli OAP, OKP, e le PH, PK saranno tangenti al circolo. Dun-
que P& il punto comune alle due rette che toceano il circolo nei due
punli ne’quali la segante L inconlra la periferia- Possiamo perlanto con-

'

chindere. che

« La relta {ab), che unisce i punti di contatlo delle due tangenti (ima, mb)
ad un circolo condotte da un punto (m) di una segante (L), passa pel punto
(P) comune alle due rette che toccano il circolo ne’ponti (H, K) ne’ quali
1a detta segante incontra la perife

Porisma 582 (179.° del Chasles.) « Sia datoun circolo, & due relle paral-
lele L, L' {fig- 83.2); e per on punto m variabile di posizione vella retta L
sieno condolte le relle ma, mb tangenti al circolo dato, e la retla mP' pas-
sante per P! punto’ di mezzo del segmento a'® intercello sulla retta L' tra
Ie dettg due tangenti. lo dico che questa relta mP' passa sempre per un
medesimo punto. »

Dim. Dal centro O del cirealo si conduca la relta OC perpendicolare
alla reta L. Si osservi che, quando il punto m & in €, allora la relta mP*
cade nella CO. Se pertanto la retta mP' passa sempre per un medesimo
punto, questo punto dovrd essere nella CO. Pertanto noi ¢i proponiame. di
dimostrare che il punto P, nel quale la m# incontra la CO, & un punto fisso.

A tale oggelto si conduca pel punto P-la parallela alla retta L. che i
i ma, mb in due punti g, h E si‘osservi che, essen-
Pty sarh anco gP=Ph; per cui i punti g, A sono. egualmente
al centro 03 e quindi le Langenti ga, kb sono Lra loro eguali.

Ora si conduca la relta bP, e dal punto g la parallela alla mb, che
incontrerd la &P in un punto i. | due triangoli gil’, WP, essendo equian-
goli, ed avendo i lati gPs Ph Lra lore eguali, avranno fra eguali anche
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i lati gi, bh. Ma bh==ga; dunque gi=ga. E, siccome inollre mb=ma, e
1e relle gi, mb sono parallele, saranne in linea retta i tre punti a, iy b.
Danque P & il punto in cui la retta ab incontra la OC- Ma, a molivo della
dimostrazione del porisma precedente, il punto in cui la ab incontrala OC,
& un punto fisso, che si determina’ prendendo sulla OC da O verso € il
segmento OP tale che il rettangolo OP.OC equivalga al quadrato del rag-
gio; dunque ecc.

Porisma 60.° (162." del Chasles.) « Abbiasi un cireolo, ed on Lrian-
golo USS' ad esso circoscrilto (fig. 852 85%.), ed una reita aa' tangente
al circolo e variabile di posizione. | punti @, &', ne’quali essa incontra i
lati US, US, sieno congiunti coi punti 8, § rispeltivamente. Dico che
il punto comune alle due congiungenli si Lrova sempre in una medesima
relta. »

Dim: Denotiamo con @, @' @5 a ipunti di contatto delle US, US'.
88, aa'; e chiamiamo m il punto comune alle Sa', $'a.

Siccome, quando la tangente aq' si muove in modo che il punto g si
accosti indefinitamente al punto @, allora i punli @, a’ € accostano indefi-
nitamente ai punti @, U, cosl questi due punti ponno riguardarsi come
due posizioni corrispondenti dei punti @, ¢, e quindi le rette S'o, SU come
due posizioni corrispondenti delle S'a, Sa’, e, per conseguenza, il punto o
come una posizione particolare del punto mi. Per simile ragione anche il
panto @ pub rigaardarsi come una posizione del punto m; e percid; se-il
porisma & vero, la relta nella quale si trova sempre il punto m sard
Ja ga'. Proponiamoci adunque di dimostrare che realmente il puato m si
trava sempre nella oo

Dsserviamo se & vero che il punto m si lrova se
vera altrest che in ogni quadrilatere eircoseritlo ad un circolo il punio ca-
sella velta che unisce © punii di contatio di

e nella pa', sara

mune alle sue diagonali si (rove)
dute qualungue suni lali oppostiz onde lo stesso puualo m doyrd trovarsi anco
nella ag; e le quattro rette a8’y @'S, op's, ao passeranno per un medesimo
punto. Potremo dunque proporci di dimostrare che le relte 8¢', 8'a passano
pel punto comune alle oa’; aa-

Dal punto S si conduca la reta Sh parallela alla ¢a’, che incontrerd
la g in un punto A, e si condaca anco la Sk parallela ad 8'U; che incon-
trerd og' in un punto k. .
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Essendo P'angolo Sah eguale al gaa per proprietd del circolo, e quest'an-
golo gan eguale al ghS per le parallele, saranno tra loro uguali gli an-
goli Soh, ohS, e percid Sh= Sg. Similmente avremo I angolo Spk=
Ung' =00'U=9k$, onde Sk=Sa. So=50, dunque sard Sk=5k. Ora queste
due relte Sh, Sk sono rispeltivamente parallele alle '@, oo, le quali
sono anch’esse tra loro eguali; e percid Ja Sa' passa pel ponto comune
alle due h&, ko', cioé 04, eu's

Bgualmente si dimostra che anche la S'a passa pel delto punto comu

alle gas @ Dunque le relle Sa', S'a s incontrano nel punto comune
e o0&, ar; dunque ecc.
Corollario. S8 Sa, Sa, a'@’, @'a sono le quattro tangenti ad un med
circolo condotte da due ponti S, ', le relle ap', @ passano eulrambe
per un medesimo punle della Sa'. Inoltre: 11 punto comune alle diago
di un quadrilatero circoscritto ad un circolo si trova nella rella che unisce
i punti di’ contatte di due lali opposti.

Porisma 61.° (218.° del Chasles) « Intorno a due punti Gssi P, Q esistenli
in una rella tangente un circolo dato (fig. 867) girino due retie PN, QH
in/modo che la prima incontri sempre questo circolos ¢ la seconda passi
SCIpre pel punto L comune alle relte che toccano il circolo ne’punti M, N,
ncontra la periforia. Dico che il punlo m comune
alle due retle givanli si lrova sempre in una medesima retta; »

Dim, Conducansi dai punti Py Q le due langenti PB. QD, e si osseryi
clie, quando la PN & in PB, allora il puntom & in B, e quando la PN & in PD,
allora il panto m & in D. Dunque i punti B, D sono due posizioni partico-
fari del punto m. Noi pertanto ei proponiamo di dimostrare che il punto m
si trova sempre nella relta che passa pei punti B, D.

Osserveremo primieramente che; pel corotlario del porisma 58% Ja ret-
ta BS (che unisce i ti di contalte delle tangenti al circolo condolte
dal punto P esistente nella segante MN ) passa pel punto L comune alle
relle tangenti il circolo nei punti M, N. Cid posto, dal punto H, comune
alle PB, OL, si conduca Paltra tangente HI, e si denoti con K il punto in
cai essa incontra la QD; o si guidi la retta DL Per la prima parte del
corollario del precedente porisma, le relte SB, DI passeranno entrambe
per un medesimo punto della relta QH; ma la SB passa pel punto L
della QH, dunque anche la DI passa per L. Quindi la reita MN (che unpisce

imo
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i punti di contalto dells tangenti condolte da L punto della segante DI)
passerd pel punto K comune alle tangenti il circolo nei punti 1, D coral-
lario del porisma 58%). Pertanto il punto m & comune alle diagonali del
quadrilatero POKH circoscritto al circolo; dal che (all appoggio della se-
conda parts del corollario del porisma precedente) si conchiude che gue-
sto punto m si trova mella rella BD. C. D. D.

Porisma 62.° (173.° del Chasles) « Sia dato un circolo, ed un punto P
distinto dal suo centro O (fig. 87.%) Se da un punto D variabile di posi-
zione nella sua periferia sia condolta una rella passante pel punto P, la
quale incontrera la periferia in un secondo punto C, ed un’altra reita DE
perpendicolare al diametro AB ehe passa pel punto P, la quale incontrerd
la periferia in un aliro punto E; io dico che la relta EC passerd sempre
per un punto implicitamente dato. »

Dim. Quando il punto D & in A, allora i punti E, C cadono rispeltiva-
mente in A, B; e percid AB & una posizione della retta EC. Se dunque &
vero che questa retla EC passa sempre per un punto fisso, questo punto
dovrd essere nella retta AB. Onde, per dimostrare il porisma, moi prende-
remo in mira di dimostrare che il punto Q, in cui la EC incontra la AB,
& un punto fisso.

Sia condolto il raggio OD. Essendo Parco DAE doppio dell’arco DA, ed
insistendo sul primo di questi archi 'angolo ECD fatto alla periferia, e sul
secondo 1"angolo AOD fatto al centro, questi due angoli saranno vguali;
quindi saranno eguali anche i loro supplementi PCQ, DOP; onde i punti
D, 0, C, O sono in una periferia circolare, e percid sard

OP.PQ=DP.PC
coslante e conosciuta, e percid Q & un punte

Dunque la lunghezza P
fisso_conosciuto.

Porisma. 63.° (178.° del Chasles). « Sia circoscrilto un angolo APB ad
un circolo (6g. 882 89.°) e sia dato nella retta che passa pei punti di
contatto A, B un punto Q non equidistante da questi punti A, B, e sieno
condolte dai due punti P, Q due relte concorrenti in un punto M varia-
bile di posizione nella periferia del detto circolo, le quali incontreranno la
periferia stessa in due altri punti m, m'. Dico che la retta mm' passa sem-
pre per un medesimo punto. »

Dim. Quando il punto M & in A, allora la rella mun' si trova in AB.
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8¢ dungue la rella amn’ passa sempre per un wedesimo punto, questo
punto si trovera nella retta AB. Prenderemo pertanto in mira di dimo-
strarg che la retta mm' incontra sempre la AB in un medesimo punto.

Si conduca la retta CP, la quale inconlrera la AB in ua punto 1, ¢ la
pariferia in un punto D, pol si guidino corde Min, mu. Si pud, facilmente
dimostrare che D & il punto di mezzo dell’arco s, appoggiendosi al teo-
rema relativo al porisma §5°% opvero come gegue.

Si conducang i Taggi CA, Cm. Bssendo relto I'angolo PAC, e Ja reita Al
perpendicolare alla CP, noi: avremo.

P1.PC==PA’=Pm . PM.

Pertanto, i qualtro punti M, m, I, G sone in una medesima perife;
colare; & quindi sono tra loro eguali ghi angoli mMI, mCl. E siccome il
primo di questi angoli & fallo alla periferia; I'altro al cenlro del cir-
colo AMB, viens di conseguenza che I'arco mn & doppio dell’arco mD,
vale a dire che D &'il ponto di mezzo dell’arco am..

La corda mn ¢ perlauto perpendicolare al raggio CD, e percid parallela
alla AB. No segue che la mm' non sard parallela alla AB, ma la incontrord
in un punto, che indico con R, Dungue I aogolo QRm' & uguale all’an-
golo nmni'. Ma questo & uguale all’angolo aMm' per proprietd del circolo,
dunque I'angolo QRm' uguaglia Pangolo aMm'. Percid i qualtro punti M;
1, R, m' si trovano in una medesima periferia circolare; onde sard

QR Q1=0M . Om' =Q4 . QB..

Dangue la lunghezza QR & costante, e percid R & un punto fisso.
Dungue ecc.

Porisma 63.° (219.% del Chasles). .« Sia circoscritto un angolo APB ad
un circolo (fig. 90.°) sia condolta la wetta che passa pei punti di con-
talto 4, B, e dal vertice P dell’angolo sia condotta un’allra.rella PR. Sia
rappresentata in ¢MN una retta tangente.al circolo e di posizione varia-
hile, la quale incontrerd le relte AB, RP in due punti M, N, e da guesti
punti sieno condotte le tangenti Ma), Na'. Dico che il punto m' comune a
queste, due Langenti si trova sempre in una medesima retla. »

Dim, Considero prima il caso in coi la PR incontra la AB in-un punto R
situato fuori del circolo.

Sieno condotte da questo punto R le tangenti Rd, Bd', e sia guidata
1a, retta dd'.

Serie II. Tom. 1L 15
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ECC,

Quando la tangente aMN s'accosta indefinitamente alla dR, allora il
puuto m' 8'accosta indefinitamente al punto d'; e quando quella tangente
s accosta indefinitaieute alla d'R, ullora il punto m' s’accosta indefinita-
mente al ponto'd. Dunque i punti d e d' ponno considerarsi come due
posizioni del punto m'; @ percid, se il porisma & vero, la retta nella quale
si trova sempre il punto m' sard la dd'.

Dimostriamo che effettivamente il punto m' si trova sempre nella retta dd'.

Si guidino le rette aa’, ag’s a'a’, e dal centro C la CH perpendicolare
alla RP, e si chiami Q il punto comune alle CH, AB.

La retla aa” passerd sempre per un medesimo punto, il quale sard nella
CH (porisma 58.°); e, siccome AB & una posizione della aa”, questo punto
sard Q. ¢ per questo steso punto passerd anco la dd', che & pure una
posizione ‘della aa”. La relta aa’ poi, pel corollario del porisma citato,
passa pel punto P5 e cost pure la dd'. Ora, siccome i due lati aa', ad"
del triangolo inscrillo aa'e” passano rispeltivamente pei punti P, Q, il se-
condo de’quali & nella retta che unisce i punti di contatto delle tangenti
condotte dal primo; cosl, pel porisma precedente, avremo che il lerzo
lato e’ passerd per un punto fsso. B, siccome, condotta Cl perpendico-
lare ad AB, i punti d, 1, @ si trovano nella periferia circolare avenle per
diametro CR, onde sard 10. QR =dQ.0Qd"=B(Q.0QA, cosl, a motivo del teo-
rema risultante dalla dimostrazione del precedenle porisma, avremo che il
punto fisso pel quale passa sempre la a'a” sard R. Pertanto, a mativo del
gld citato corollario del porisma

°, la rella dd’, che unisce i punti di
contalto delle tangenti condolte dal punto R esistente nella segante a'e’y
i et

passerd per m' punto comune alle retis tangel
Dunque’ il punto m' si trova nella dd'. C. D.D.

Mi accingo al caso in cui la rella data passante pel vertice P dell’an-
golo circoscritto al circolo incontri la AB in un punto sitnato entro il
cirealo, e supporrd che questo punto non sia equidistante dai punti A, B.
¥, per approfitlare della stessa figura, supponiamo che quesla refta data
sia la PQ, e che, essendo M ed m' i punti d’incontro di una tangente
yariabile Ma'm' colle rette AB, PQ, ed essendo condotte le tangenti Maz,
m'a"y si tratti di dimostrare che il punto N comuns a queste tangent|
trova sempre in una medesima retla.

Dai punti d, d', nei quali la reita PQ incontra la periferia, sieno con-
dotte le tangenti, che ¢ incontreranno in un punto K.
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La retta AB passerd pel punto K, a molive del corollario del porisma
e variabile Ma'm’ cade in dR, allora il

Osservo poi che, quando la. tange
punto M & in R, il punto m' in & onde le Ma, m'a’’ cadono rispettivamente
in Rd', dR, ed il punto N ad esse comune cade in R. E, quando la Ma'm'
cade in AP, allora il punto N cade in P. Pertanto B e P.sono due posizioni
del punto N; e peccid, se il punto N si trova sempre in una retta, questa
sard la relta PR

Dimostriamo ora che effeftivamente il punto N si trova sempre nella
rella PR.

Chiamo N il punto in cui la @M incontra la retta PR.

Se; dal punto N' si conduce quella tangente al circolo che & distinta

contra la Ma' in un punto della retta PQ
percid, non potendo coincidere colla m'a’, coinciderd
¢id N' coincide con N. Dunque N si trova nella PR. C. D. D,

1 casi particolari, ne’quali la relta fissa passante pel punto P & paral-
Iela; ovvero perpendicolare; alla retta AB, non presentano difficol
easi generali Lrattati.

Porisma 65.° (182.° del Chasles). « Se un quadrilatero abed (fig. 91.%)
ritto in nn circolo dato varia in modo che, conservandosi inseritto
nel cireolo stesso, tre dei suoi lati ab, be, ed, passino sempre per tre punti
dati P, Q, R posti in linea ratta, io dico che il quarlo lato ad, o sard sempre
parallelo ad upa stessa relta, o passerd sempre per un medesimo punto. »

Dim, Supponiamo che la retta PO seghi il circolo dato.

Quando Ia relta Pab cade nella PQ, allora tutti quattro i lati del qua-
drilatero cadono nella PQ stessa. Se pertanto il lato ad & sempre paral-
lelo ad una stessa retta, dovrd esserlo alla PQ; e, se passa sempre per un
medesimo_punto, questo punto doved trovarsi nella retta PQ. Proponiamoci
pertanto di dimostrare che il lato ad, o & sempre parallelo alla PQ, ovvero
incontra sempre questa retta in un medesimo punto-

Si conduca dal punto a, che & uno dei termini del guarlo lato, la
corda a parallela alla retta PQ; poi si congiunga il punto & col vertice ¢
opposto ad a, e chiamiamo 2 il punto in cui la congiungente incontra
Ia retta PQ.

Per proprietd del circolo, sara P angolo PbQ eguale alP angolo adp; ma
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questo & aguale all'angolo Qe per le parallele; dunque gli angoli PAQ,
Ope somo-egaali; @ pereid i quattra punti P, b, ¢, p si trovano in ung
periferia circolare; onde sard QP.(Qp==0b.Qc. Perlanto £ & un puntd
conosciuto, la cui posizione dipende sollanto da cose date.

Ora; nei easi in eui il reltangolo QP QR equivalga al réttangolo cos
stante Q. Qe, ed i dug punti P, R sieno dalla stessa banda del punto Q,
avvero da bande opposte, secondo che il punto Q & fuori, ovvero dentro
del circolo, i punti g ed R coincidono. In tali casi pertanto, la reita Cp
coincide colla CR, il punto & col punto d, e la retta o colla ad; onde
questa retta ad & sempre paraliela alla retta PQ. g

Negli altri casi poi, i punti p, R sono distinti. Percid la relta cp & di-
stinta dalla olt, il punto & dal punto d, e la retta ad dalla ad. Dunque
questa retta ad incontra la PQ in un punto, che indico con 8, e che devo
dinosirare essere un punto fisso:

L' angolo REp, ossia I"angolo d¢f, & uguale all’ angolo dad per pro-
prietd del circolo, e questullimo angolo & uguale alPangolo dSp per le
paralléle, dungue 1 angolo Rep & uguale allangolo dSp. Pertanto i quatiro
puntiS, ¢, p, d sono in una perif per cui sard SR Rp=dR. Ro.
E siccome Rp & costante, come pure lo spazio df.Be, cost sard costante
, & percid S un punlo fissa.
me 1." In modo
dimastrato che nel caso in

1o a quello; col quale abbiamo
il circolo dato, il quarto lato
Il rétta PO, avvero incontra questa

del quadrilatera o & sempre paralielo
rella sempre in un medesimo punto, si-pud dimostrare

la stessa cosa an-
clie nel caso in cui la rella PO non seghi il circolo. Anzi, il ragionamento
precedente riguardante il primo caso si pud applicare alla figura 92% nella
quale la relta PO non sega il circolo.

Ma non & applicabile @ questo secondo caso la prima parte della dimo-
strazione, ciod P'indagine colla quale si & trovato che, se il porisma &
vero, la rella ad passerd sempre per un medesimo punto della retta PQ,
ovvero saril sempre parallela alla PQ stosra. Ecco perlanto un altro ‘modo
d"istituire tale indagine, il quale & applicabile a tatti i casi.

Ammetliamo- la veritd del porisma; ammellismo ¢iod che la retta ad
(quarto lato del quadrilatero inscrilto abed variabile in modo che i suoi
lati ab, be, od passino sempre pei punti P, O, R rispeltivamente) (Bg. 93.%),
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o passi sempre per un medesimg punto, o riesea sempre parallela ad una
miedesima refta. Se la retta ad passa sempre per un medesimo panto, ¥i
siranno necessariamente posizioni di questa retta che incontreranno la PQ.
Polremo dunque considerare uno stalo del quadrilatero abed corrispons
dentemente al quale la retta ad incontri la PQ. Indichiano con § quesio
incontro. Sia condolta la Sh, e si chiami & altro suo incontro colla peri-
feria (*). Sia condolta anche la R¥ e si chiami ¥ Paltro punto d’incontra
di questa rella colla periferia.

I punti Q, ¥, a saranno in linea reita; ed, ammellendo noi la weritd
del porisma, potremo dimostrar cid come segue. Immaginiamo che il qua-
drilatero varii in modo che, conservandosi inscrilto nel circolo, i suoi
lati ad, de, cb passino sempre pei punti 8, R, Q rispettivamente. Noi avremo
che il rimanente lato ab, o ‘passerd sempre per un medesimo punto, o si
conserverd sempre parallelo ad uwa medesima retta: In tale deformaziona
poi, nell’atto in cui il punto d sard in , il punto a sari in b, e percid
il lato ba avrd preso una posizione, nella quale passerd ancora pel punte b;
e, poiché questo lato passa sempre per un medesimo punto  (che non pud
esser nella periferia’ e percid ¢ diverso da &), ovvero si conserva sempre
parallelo ad una medesima Telta, esso mella sua nuova posizione coinci-
derd colla sua posizione primitiva; solo che, essendo il punto @ passato
in B, il b'sarh passato in @ La retta Rd poi sard passata in R3; e percid
il punto ¢ in ¥, ed il lato be in ay. Ma il lato be passa sempre pel punto
0O, dunque ¢y passerd per Q, vale a dire i punli Q, 7, a sono in
linea retta.

Cid posto, quel i del abed, a1 quale
si' riferisce il porisma; riteniamo ciod clesso quadrilatero, conservandosi
inseritto nel circolo, varj in modo che i suoi lati ab, be, od passino sem-
pre pei punti P, O, R rispellivamente. Nell’atto in cuiil punto d sard in &,
il punto ¢ sard in 7, e quindi, siccome Q, ¥, a sono in linea relta, il
punto b sard in a, e, per conseguenza, il punto a, in &; laonde, in L
atto, il lato ad sard in b3. Dunque b3 & una ‘delle posizioni che prende if
lato ad nel supposto cambiamento del quadrilatero abed. Se dunque, in tal

{7) Nel caso in cul ‘85 fosse tangente, s'intonda che ¥ sia un allre nome dello stesso punto b,
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cambismento, il lato «d passa ‘sempro per un medesimo punto; questo
punto’ dovrd trovarsi e nella retta ed e nella: b3 e percid nella retta PQ,
giacchd il punto 8 comune a quelle due rette si trova appunto  nella
retta PQ:

Se invece la retta ad & sempre parallela ad una medesima retta, dovrd
esserlo alla retta PQ. Altrimenti, chiamando 8 il punto in cui la retta ad
incontra la PQ, si polrebbe dimostrare, come si & fatto testd, che bS &
un’ altra posizione della rvelta ad; onde questa ad non sempre si conser-
verebbe parallela ad una medesima retta.

Se dunque il porisma & vero, la relta ad o passerd sempre per un me-
desimo punto: della P, oyvero sari sempre parallela a questa retta.

Osservasione 2 Da questo porisma, o pinttosto dal teorema ad esso

relativo, si pud dedurre cidche abbiamo dedotto dal porisma $9% che ciod
i punti comuni ai lati primo e quarto, secondo ¢ quinto, terzo e sesto di
un esagono inscritto in cireolo sono in linea retta.
4 infatti abedefa (fig: 95.%) un esagono inscritto in-un-circolo, ¢ Q, R; §
i punti eomuni ai suoi lati b, de; b, of; cd. fa. Sieno condalle le relle OB,
ad, e si chiami P il Jdoro punto comune: Sé noi concepiamo un quadrila-
tero variabile inscritto nel circolo, i cui lali primo, secondo e lerzo pas-
sino rispettivamente pei punti P, Q; R, il suo quarto lalo, o incontrerd la QR
sempre in un medesimo punto, oyvero sard sempre alla QR parallelo. Ora
il quadrilatero adefa & uno stato  del quadrilatero. variabile immaginato; ¢
dabed ne & un altro stato. Dunque: i guarti lati fa, ed di questi due qu
drilateri, o i la PR in un medesimo punto, ovvero saranno. er
trambi paralleli a questa retla PR. Dunque ecc.

Qui perd & da ayvertirsi che le rette OB, ad potrebbero essere tra loro
parallele, @ che converrebbe considerare anche questo o onde com-
pletare la dimostragione. A tale uopo si potrebbe tratlare il seguente
porisma: & Se un guadrilatero inscritto in un circolo varia in modo che
doe de’supi Jati passino sempre per due punti dati ed un terzo sia sempre
parallelo alla retta che passa per questi due. pun suo quarto lato, o
passerda sempre per un medesimo punto, o sard sempre paraliclo ad ana
stessa retta. » E si troverebbe che il detto guarto lato, o passera sempre
per un medesimo punto della retla che unisce i due punti dati, o riuscird
sempre parallelo a questa relta. E da cid si pud dedurre la veritd del teo-
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rema, di cui si tratta, pel caso in cui le rette OR, ad sieno tra loro pa-
rallele, nello stesso modo nel quale dal porisma trattato'si & dedotta la
veritd del teorema stesso pel caso generale.

Osséervazions. 11 vigesimonono, ciod I ultimo dei generi nei quali Pappo
Alessandrino ha distinto i porismi di Euclide, & da lui caralterizzalo come
segue:

« Che tal retla avrd una direzione data, ovvero insieme con cert'altra
reita passante per un punto dato conterrd un angolo dato. »

11 Simson, come esempio di porismi di questo genere, esibisce il se-
guente:

« Se da due punti dati A, B (fg. 95.°) si conducano comungue due
rette AC, BC ad una periferia circolare CDE data, le quali incontreranno di
nuovo tale periferia in due punti D, B, la retta DE conterrd up dato an-
golo con una relta passante per un dato punlo; o sard parallela ad una
relta data di posizione, o passerd per un dato panto. »

Ma il Chasles dopo aver riporlato questo enuncialo (pag: 259), osserva
ehe, siccome 1a retta DE pud anche passare per un punto date; il che non
& ammesso nell’ enunciato di Pappo, cosl questo porisma non appartiene a
tutto rigore al XXIX genere suddetto, ¢ pereid non si occupa di dimostrarlos
Egli poi asserisce che. i tre porismi, ch’egli ha proposli come appartenenti
a questo genere, soddisfanno rigorosamente all”enunciato di Pappo. Ma, so
mal non mi appongo, questi tre porismi si trovano rispelto all’ enunciato
di Pappo nella stessa condizione del porisma esibito dal Simsen. Eccone il
primo (*):

« Quando due punti variabili m, w' {fg. 96.°) dividono due rette in parti
proporzionali, le rette nnn” sono parallele 4 una retta data di direzione;
oyyero esiste un punto O tale che ciascuna rella mm' fa un angolo dato
colla retta condotla dal punto m' a questo punto 0. »

E qui & manifesto che, quando le due relte divise in parti: proporzionali
dai punti m, m' sieno tra loro parallele la relta wmm' passerd sempre per
un medesimo punto, a meno che le divisioni formate dai due punti m, m'
sieno, non solo proporzionali, ma anco uguali. Se dunque vogliamo che il

(7) Chasles pag. 247, porisma CLY,
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porisma appartenga al XXIX.” genere; a tutto rigore fa duopo restringerne
la ipotesi, esprimends che 1o due rette divise in parti proporziouali dai
punti m, m' non sieno tra loro parallele. Analogameuts pud dirsi rispelto ai
due porismi- CLVI & CLVII del Chasles. E si avverta che, facendo una op-
portana vestrizione nella ipotesi del porisma esibito dal Simson {sebbene
quesla riesca a vero dire stivacchiata), si pud ridurlo anch’esso ad appar-
teriere @ tutto rigore al genere di cui si tratta. E la vestrizione da farsi &
che se ano dei due punti dati B, & & fuori del circolo, & altre o sia il paio
di mezzo della retta che wiisve i punté di contallo delle tangenti condolte da
quel punto, evvero non si lrovi in linea relta coi delli punti di conlatlo (%)

Tulto eit si ¢ detto mella ipotesi, ammessa dal Chasles, che. quando
Pappo dice che una relta fa con una retta un angolo dato, egli intenda sempre
assolutamente escluso il vaso ohe ‘quest’angolo sia nullo, ovvero eguale a
due retti; la qual cosa forse non & assolatamente certa.

E, siccome inoltre il seddetto porisma del Simsen offre interesse rispetto
all’indaging ‘Gceorrente per vidurlo ad un teorema, cosl mi parve non inop-
portuno di trattarlo. Angi tratterd anche alcuni altri porismi ad esso affini,
quantunigue now tulli appartengano ‘precisamente sl XXIX genere suddetto
eoquantunqne, anche dietre le ‘espressioni di Pappo riguardaoli lo spirito
dollopora; di Baclide, non possa ammettersi che tntti questi porismi vi sieno
stati traltati.

Devo (poi ayvartire cho e dimostrazioni @i’ tali iporismi sone pressochd
desante dalla soluziowe ‘del jgroblema XI, ‘propusiziene CXVII, el Jibro set~
timo delle Collezioni Matematiche di Pappo, e da quelle di alcuni problemi
a questo aflini esibite da ‘Annibale ‘Giordano di Ottaiano (*%).

1Per brévildh di disodrso, io chiamerd deviazione di wnie wella da v altra
il miinok angole di ‘cui 4leve 'rotare ‘In wun dato sensa la secondn per dive-
nire parallela alla prina. (B dird -che la deviazione di una cetta da una
altra adessa parallela, sovwbro ion sessa coincidente, @ aulla.

Lenana. & Posto :che w{ fig.'97.%) 'sia un ‘punto wariabile di ‘posizionamella

(7) Gid s ammeute tacitamente che né 'uno & Faliro dei due punti dati si trovi nella pe-
riferia dala.
() Memarie dells Socletd Italiana delle Scienze, T, IV, pag. Bie soge

—
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periferia di un circolo dato, e P un punto fisso non esistente in lale peri-
foria, se Q sard un punto fisso, ¢ la retta Qa avrd dalla Pa una deviazione
costante, il punto Q coinciderd col punto P, e la delta deviazione sard
nalla. »

Indicate infatti con @ a'sa” tre posizioni del punto g, ciod tre punti della
periferia data, se il punto Q non taincidesse col punto P, si avrebbero gli
angoli QaP, Qa’P, Qa"P (ra loro uguali; & percid i cinque panti P, Q, a5

" esisterebbero in una medesima periferia circolare; e quindi il punto
P esisterebbe nella periferia d: cid che & contro I’ ipotesi.

Porisma 66.° « 8e un quadrilatero abed (Og. 98} inscritto in un dato
circolo varin in modo che, conservandosi inscritto in quel circolo, i suoi
tre lati ab, be, ed passino sempre per tre punti dati A, B, C mon esistenti
nella: periferia; né posti in linea retta, io dico che il quarto lato ad del
quadrilatero ha una deviazione costante dalla relta che unisce il vertice d
con un punto fisso D implicitamente dato. »

Dim. In primo luogo, ammessa la veritd del porisma cercheremo di de-
terminare qual posizione debba avere questo tal punte D; rispetto al quale
possiamo innanzi tutto osservare ch’esso non polrd trovarsi nella periforia
data; alteimenti, essendo costante la deviazione della ad dalla gD, dovrebbe
esser costante anco P'arco compreso tra i punti g, D, e percid @ dovrebbe
essere un punto fisso, cib che & impossibile.

Sia congiunto il punto € col punto D; ed inoltre sia condotta da ¥, punto
nel quale la retta Dd incontra di nuovo la periferia, la corda 78 parallela
alla retta CD, e sia condolla la retta B, la guale incontrerd la €D in un
punto C'. Per proprietd del cireolo, la deviazione della retta 7d dalla cod
sard nguale a quella della 78 dalla cd; ma, essendo la retta 4 parallela
alla C'D, la deviazione della 78 dalla ¢f wguaglia quella della C'D dalla
Cf e quindi |la deviazione della yd dalla cd uguaglia quella della CD
dalla 8. Pertanto i quattro punli ¢, d, D, C' sono in una periferia circo-
Tare; dunque il rettangolo CC'. CD equivale al rettangolo Ce. Cd, il quale
& di area conoscinta, ¢ di pilt i punti €, D sono dalla stessa banda del
punto C, oyvero uno da una banda Paltro dall’altra, secondo che il pun-
1o C & fuori del circolo dato, ovvero dentro: Segue da cid ¢che, siccome D &
un punto fisso, tale dovrd essere anche C., e che, se arriveremo a delermi-
nare questo. punto €, noi ayremo determinato anco il punto D.

Serie I1. Tomo II. 16
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Sia ora condotta la retta BC; indi dal punto 3 Ta corda S’ parallela a
questa reltas e sia guidata la'a’b; e si chiami A" il punto in cui essa incon-
tra la BC. ndo per proprietd del circolo, la deviazione della rella ba'
dalla be eguale a quella della fa' dalla ge, ossia a quella della BC" (che &
parallela alla §a’) dalla @e medesima, no viens di conseguenza che i quat-
b, ¢, A, C' sono in una periferia circolare. Bertanto il rettangolo
al reltangolo Bb . Be, il qudlo & d'area data, e i punti
Y sono dalla stessa banda del punto B, ovvero uno da una banda
colo dato, ov-
determinarlo,

Taltro dallaltra, secondo che il punto dato B & ﬂlpri del
0. Dunque A" & un punto fisso, € se giungeremo
sard delarminato anco’ il punto € e quindi il punto D.
Si ‘osservi ora’ chie I deviazione della @B dalla g8 & uguale alla devia-
ne & costante; onde, siccome la
CD, anche la retla a8
anche la a'f & sempre pa

vero del

zione della ad dalla 7dD, la qual devi

pie parallels alla velta fis
pre parallela ad una relta fissa. M
una relta tissa (alla C'B); dunque azione della af dalla @8 & co-
slante. Lo sard percid anco quella della ab dalla a'é; e, siccome quesle
due relle passano  rispeltivamente pei punti fissi A, A% il primo dequali
non & nella periferia da noi avremo, ‘@ motivo del lemma, che il punto
Aloin col punto'A. Pertanto ¢ determinata la posizione del punto A’y
@ qnindi anche quella del punto € & quella del punto D,

Si osservi ancora ebie riesce delerminata con cid anche la deviazione
del lato ad dalla dD. Giacehd questa deviazione uguaglia quella della o
dalla’ 78, pel cireolo; ma il punto A’ coincide col punto A, e quindi il
punto @ con ¢ ¢ quindi la relta a'g colla af, per cui quest’ ultima & pa-
rallela alla AB; e, d'altra parte, la retta g8 & parallela alla’ CD; dunque
la azione della relta ag dalla 78 uguaglia quella della retla conosciuta
AB dalla CC7 pure convsciuta. E perlanto a quest’ultima deviazione dovrd
essere. nguale anco quella del lato ad dalla relta Dd.

Onde compiere la trallazione del porisma, ¢i resta & dimostrare che:
essenda preso nella AB il punto C' da quella banda del punto B dalla quale
& il punto A, ovvero dall’altra, secondo che il punto B & fuori ovvero den-
tro del circolo, ed in modo che il reltangolo AB . C'B equivalga al rellan-
golo conoseiulo BB . eB; ed essendo condolla la CC'e preso in essa il punto
D da quella banda de! punto C dalla quale & C', ovvero-dall’altra, secondo

relta 7

1 de
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cheiC & fuori o dentro del circolo, ed in modo che il rettangolo C€C' . CD
eguagli il rettangolo conosciuto Ce . Cd; riu la deviazione del lato ad
dalla tetta che unisce il punto d col D costantemente uguale alla deviazione
della AB dalla CC

A talo oggello si osservi che, per proprietd del circolo, ln desiazione
della da dalla de uguaglia quella della A dalla be- In conseguenza poi del
abbiamo che i qualtro punti b, 4,
one della bA dalla
deviazione defla da

modo con cui si & costruito il punto €,

¢.sono-in una periferia circolare, e percid la devia
a quella della C'B dalla Ce;
quella defla CB d
dalla costruzione coila quale si & olte-
¢, d, D) sono in una periferia circolare.

dulla do nguagli
Abbiamo poi ch
nuto il punto D, i qualire punti ¢
Quindi la deviazione della dD dalla de uguaglia quella della G'C dalla C'
Poich® adunque le due retle da, dD hanno dalla dec deviazioni egual
rispellivamente a quelle che le due rette G'B, C'C hanno dalla C'¢; ne viene
che la deviazione della da dalla dD sard uguale a quella della C'B dalla
CIC. CoDaD:
Osservasione: | due porismi precedenti,
solo; e ne
Porisma.

in conseguen

¢ 66% si ponno riunire in uno
sulta il seguente:
# ¢ e un quadr
ti conseculivi p
nente

ero inscrillo in un dato circolo varia in
in0 sempre per tre punti dali non
esistenti nella periferia, il ri alo o sarh sempte parallelo ad nna
medesima relta, ovvero avrd sempre una medesima  direzione rispello a
quella retta che unisce uno de’suoi termini con un certo punto fisso impli-
citamente: dato. »

Porisma 68 (del Simson) « Essendo dato un circolo e due punti p, g
(fig: 99.*) non esistenti nella sua perife essendo M un punto variabile
diposizione in questa periferia, ed cssendo m, m' i due punti ne’ quali le
relte pM, qM la incontrano di nuove, io dico che, o la relta mun'sard sem-
pre parallela ad una medesima retta, ovvero si potrd trovare un punto O
tale chie la deviazione della retta mm’ dalla mO, sia costanle. »

Dal punto m' sia condolta la corda m'n parallela alla retta pg, indi sia
condotta la retta nm (%), la quale incontrerd la pg in un punto A Avremo

modo che tre suoi

() Nel <aso in cul  due puski m, # coincidessero, ¢ intenda. ¢on n m indicata 1a tangente
nel punto .
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che la deviazione della ph dalla b sard eguale a quella della am' dalla
nm, ciod a quella della Min” dalla Mim; e percid i quattro ponti ;g M, i si
trovano in una periferia eircolare. Dungue il reltangolo ph . py equivale al
rettangolo pM . pm, il quale ha una estensione coslante e conosciuta; ed
inoltre il punto % & dalla stessa banda del punlo p dalla quale si trova il
punto g, ovvero dalaltra banda, secondo che i punti m, M sono dalla
stessa banda del punto p, ovvero uno da una banda I" altro dallaltra, vale
a dire: secondo ¢he il punto p & fuori, ovvero dentro del circolo dato.
Quindi & che il punto & & un punto fisso conosciuto, il quale non si trova
nella periferia del circolo dato, perchd non vi siLrovano i punti p. g.

Si osservi ora che; in conseguenza di cib, la retta mm' & la retta che
unisee i due punli (m,m") nei quali la due retle, condotle da un punto {n)
v di posizione nella periferia del circolo date, una al punto fisso A,

alla rella dala pg, incontrano di nuovo la periferia.

re i punti doti p, 7 due punti qualsivo~
data, anche il punto & pot cire un
iadata, ed insieme la retta pg

I altra parallel
acora che, polendo e

punto qualsivoglia non esistente nella peril
irezione qualungue.

ta vien ridotlo al seguente :

olo (fig. 160." ¢ 101.°), un ponto A
ed una relta ph;

polri avere una

Pertanto il porisma di cu

Porisma 692 « Essendo d
non esistente nella sua peril
riabile di posizione in questa per ed essendo i, m' i punti ne’quali
la detla periferia diincontrata di nuovo dalle due relte eondotte dal pun-
to m; wna al punto’ A, Ialira porallela alla ph; dico che, o la relta mm®
medesima retta, ovvero si polrd trovare un
punto © tale che one della relta mun' dulla mQ costante. »

Pim. Indaghiame primieramente, smmessa la veritd del porisma, quali
ceiocchd la rella mm! riesca
mpre parallel ad ung medesima rella. e quale allora debba essere la
direzione di questa.

0 mm/ sia sempre parallela ad ‘wna stessa retta (fig. 100.%), la sua
deviazione dalla mm' costante; giacehd questa seconda retta nm' & sempre
parallela ad una medesima relta, ciod alla ph. Pertanto la lunghezza della
corda mm sard costante. Ma gues mpre pel punto A ; ed
una corda, variabile di posizione ¢ passante sempre per un punto fisso, al-

0 un ¢

ssendo # un punlo vas

sard sempre paralle

eircostanze debbano verif
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Tora soltanto & di lunghezza costante quando questo punto & il centro del
circolo; dunque il punto A sard il centro del circolo.

Yiceversa, se il punto dato k & centro del circolo. noi avremo che la retta
min' sard sempre perpendicolare alla am', & percid anche alla retta fissa ph;
onde essa mm' sard sempre parallela ad una medesima retta.

Ora, da cid che si & poco sopra: dimostrato, risulla che, quando il punto
#non sia il centro del circolo (fig- 101.%) la retta mun’ non potrd essere sem-
pre parallela ad medesima retta; e quindi, se il porisma & vero, si
potri allora trovare un punto O tale che la deviazione della mm' dalla mO.
sia costante. Ora pertanto, ammesso che sia reperibile un punto siffatto,
indaghiamone la posizione.

Si chiamino a, b i punti in cui la periferia dala & incontrata dalla retta
che unisce il punto & col centro ¢ del circolo. Da questi punti a, & si con-
ducano le corde ab, ba' parallele alla retta dala ph, e si guidino poi le
bb' aa'. Queste due ultime saranno le posizioni della mm’ corrispondenti
rispettivamente alle posizioni g, & del punto n. Esse pertanto  avranne ri-
speltivaments dalle relle a0, b0 deviazioni tra loro uguali. Ma le relte ad’,
bb' sono tra loro parallele (giacchi, essendo a. & gli estremi di up diame-
tro del circolo; tali due relte sono rispeltivamente perpendicolari alla ba',
¥la, le quali sono tra loro parallele), dungue le 0, 40 ayranno la slessa
direzione, e percid il punto O si troverd nella relta che_passa pei panti a,
b, ciod nella ch. I

Si conduca ora pel centro ¢ del circolo la retta deg perpendicolare alla
ph; che riuscird anco perpendicolare alle ab', nm', ba'; e parallela alle aa’;
B Noi avremo che la deviazione della ¢b dalla cd eguaglia quella della
a0 dalla aa'; e quindi anco quella di mO da mm'. Dunque le rette cb, mO
hanno deviazioni eguali dalle rette ¢d, mm' rispellivamente. Ma, per pro-
prietd del cireolo, anelie. le rette cn, mn hanno deviazioni eguali dalle
due slesse rette ed, mm' rispetlivamente. Dunque la deviazione della ne
dalla cb vguaglia quella della mn dalla m0; e percid i guatlre punti m,
¢, O sono in una periferia circolare. Quindi & che il reltangolo he. kO sard
equivalente al rettangolo di superficie costante e conosciuta Jn . bu; ed
inoltre il punto O sari da quella banda del punto & dalla quale si trova il
punto ¢, ovvero dalla banda opposta, secondo che il punto A & foori, ov-
vero dentro del circolo dato. Abbiame pertanto determinata la posi
che, posto vero il porisma, deve avere il punto O.
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Resta che dimostri
sard nella retla ke e dalla sl

mo che, se il punto@ ha questa po:
ssa banda del punto A dalla quale & il punto ¢,
ave h sia fuori del cireolo, dalla banda opposta, ove & sia dentro; ¢
tre sitroverd: questo punlo O talmente distante punto & cheil rettangolo
he . kO riesca equivalente al rettangalo Jin's far) allora la deviazione della
velta mn’ dalla mO sard sempre uguale a quella della eg, perpendicolare
alla relia data ph, dalla ¢

Osserviamo percid che, soddisfacendo il punte O/ a tlali condizioni, i
quattro panti m, n, ¢, O si trovano in una periferia circolare, per cui
la deviazione della m0 dalla mn uguaglia quella della; cb dulla: eni Ab-
biamo poi, per proprietd del circolo, che la deviazione della mm' dalla
. della ed dalla en. Dunque anche la devia-
zione della mm' dalla mO ‘eguaglia guella della ed, ossia oy ‘dalla cb,

e inol-

ossia ch.
Osservasione 1.2 Nel caso in cui la reita data ph sia perpendicolare a

a che unisce il punto dato & col centro del circolo, lu deviazione della

zione della

que
retla ¢g dalla ¢h sard nulla, e percid sard aulla ance la dey
mmt’ dalla mO, vale a dire; la mm! passerd sempre prl punto 0.

Osservazione 2.0 11 porisma 68 si pud dedurre dal 67.% come segue:

Dal punto m* (fig. 102.%), in cui la retta gM, passante pel punto dalo.g
@ pel punto M variabile di posizione nella periferia data, incontra di nuovo
questa periferia, si conduca il diametro w'cl, e si congiunga fil punto’d col
punto m, nel quale la retta che passa per Ialtro punto daio p e pel punto
M suddetto incontra di nuove la pel
aveemo che il quadiilatero mMm'l, conservandosi inseritto el circolo

in modo che i suoi lati mM, Mnt, mi passeranno sempre pei lre
punti fissi p, ¢ ¢ rispettivamente. Dongue, pel porisma 67.% noi avremo
che, o il quarto lalo m! si conserveri sempre parallelo ad vna medesima
rettay ed in tal caso la retta mw, che & sempre perpendicolare ad ml, si
conserverd ancl’ essa sempre parallela ad una medesima retla; ovvero esi-
sterd on punto O tale che il lato ml avrd unu direzione costante rispetio
alla retta mO; ed allora anco la retta mm', che ‘& perpendicolare ‘alla mi,
avrd una direzione costante rispello alla stessa rella mO.

Porisma 70.° « Essendo m (fig- 103.") un punto variabile di posizione
nella periferia di un cireolo, e £ un punto dalo non esistente in tale peri-
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feria, ad essendo condolta dal punto m uoa corda mi avente una deviazions
costante dalla retta mP, io dico che si polrd trovare un punto Q tale che
Ta corda s azione costante ance dalla: rettp nQ. »

Dim. S¢ il ponto dato P & nel centro del circolo
proprieth enunciata pel panto: re-

sa mn aved una de

o, allora questo

stesso punlo aved, come & manifesto,
peribile Oz nd aleun altro punto distioto dal detlo centro Ja possederd,
come pud dedursi dal lemma premesso al porisma 66.° Supponiamo: per-
tanto che P non sia il centro del circolo dato.

Per questo centro, denolerd con €, e pel punto: P sio conduca la
segante m'Cm'P; e sia rappresentata da m'n' la. posizione che prende la
corda ma quando il punto m & ', @ da m'n” quella: che prende quando
il punto m & in ", Le corde min’, m“n" avranno d aomm"P des

i & percit saranno tea loro. p

poichi I
celid mmt" 3

viazioni tra loro eguali

a rella che unisce i punti m', 2!

m'w’ & perpendicolare
un dinmetro), lo sari
che oni o' con n'.

Ora; ammesso che il punto Q soddistaccia la condizione del: porisma, noi
avremo cha le due relle m'n's m'n’" dvranno deviazioni eguali dalie: retie
Qut, Qu! rispeltivamente. Dunque reciprocamente, le due relle On'y Qn'
{le guali passuno per un medesimo punlo) hanng deviazioni eguali dalle
due retle w'n', w'n"; e siccome quesle sono: parallele, quelle si troveranno
in una’ medesima retta, la quale, passando pei punti n's n', passerd anco
pel centro.

Perlanto

nco la ret

anco la m'a’y e pereid & un diametro

deviazione defla reta Qna' dalla m'n’ & uguale a quella della
s dalla m'm'; e per conseguenza anco la deviazione della Qn - dalla mn
uguaglierd quella:della mn dalla Pu; Ed inolire la deviazione della Qn
dalla Pm sard ugnale a quella della Qn' dalla P’y ossia della QC, dalla PC.
Quindi. avremo allresi la deviazione della Qn dalla QC: eguale a quella
della Pm dalla PC. Indicato poi con p il punto in cui la mP incontra di
nuovo da periferia, sard Parco #n eguale ¢ nello slesso senso dell” arco
m'n'y giscehd le mn, o'n’ haono deviazioni tra loro uvguali dalle my,
m'm!’.: S8 quindi il triangolo CnQ, conservandosi nel medesimo piana,
rusterd intorno -al punto C finché il punte n coincida: col punto », al-
lora il punto n' coincideri con m’, v percio la Cn' colla Cm", ed inoltre
la nQ (avendo-sempre dalla CQ deviazione eguale a quella della ¥P dalla
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©P) dovrd allora coincidere colla #P. Dunque il punto @, nella sua propria
posiziont, sard distante da C quanto lo & il punlo P, e sard da quella
banda del punto C dalla quale si trova il punto #', ovvero dalla banda
apposta, secondo che i punti P, m" saranng dalla stessa banda del punto
ovvero uno da una banda Paltro dall’altra.

dungue il porisma & vere, il punte Q si determinerd conducendo pel
centro la segante Pw"m'; indi guidando la corda m'n', ciod la posizione
che prende la retta mn quando il punto m & in m', e conducendo poi la
retta Cn', e prendendo su questa a partire da C la €O eguale alla CP, ¢
avendo riguardo che qui CQ sia da quella banda del punto C dalla
guale si trova il punlo o/, se P ed m" sono dalla banda del punto C, e
che sia dalla banda opposta nel caso che P ed m'" sieno une da una banda
Paltro dall’ altra del punto C. E la deviazione della mn dalla #Q riuseird
uguale alla deviazione costante della mP dalla mn.

Riteniamo ora che il punto O sia in tal modo determinato, e dimostria-
mo che la deviazione della mn dalla rQ rius effellivamente eguale a
quella della mP dalla mn.

Essendo la deviazione di m'n' da m'P eguale a quella di mnda mP, avre-
mo che I arco n'm'" sard eguale e nello stesso senso dell’ arco w2, Dunque
se il triangolo C¥P ruota vel suo piano intorno al punto C finchid m' cada in n'
(per cui P cadrd in @), il punto 2 cadrd in'n, e quindi la 2P nella #Q. Quindi
1a deviazione della 2P, ciod mP; dallanQ uguaglia quella della CP dalla €Q.
Siccome pertanto le deviazioni della mn dalla mP, e della P dalla nQ
nguagliano rispellivamente le deviazioni della m'n’ dalla m'CP, e della CP
dalla CQ, ne viene che la deviazione della'mn dalla #Q eguaglia quella
della m'n’ dalla »'Q, e qaindi anche quella della m'P dalla. m'n', e quella
della wP dalla mn. C. D. D.

Porisma 712 w Se un triangolo abe (fig. 104.") inscritto in un circolo
dato varia in modo che un solo lato ab passi sempre per un punto fisso
p non esistente nella perileria del circolo dato, ed un altro suo lato be
abbia unma deviazione costante dalla retta che unisce uno de’suoi termini
(sempre il &, ovvero sempre il ¢) con un punto fisso non esistente nella
detta periferia, io dico che, o il terzo lalo ac sard sempre parallelo ad
una medesima retla, oyvero si potrabno lroyare due punti r, ' tali, che
questo teizo lalo ac abbia deviazioni costanti dalle rette er, ar's »
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Dim. O per dato i i ovvero in del porisma
precedente, noi avremo che esisterd un punto ¢, non qulualo nella peri
data, tale che il lato bz avra dalla retta bg una deviazione costante.

Cid posto, si conduea la ¢b e si denoti con 7 I’ allro punto in cui essa
lncamra la periferia, e si con a @ con ¥. In conseguenza del po-
na 68.° avremo che, o la relta ay sard sempre parallela ad una me-
desima retta, oyvero esisterd un punto r' tale che essa retta ay avra dalla
siccome la relta be ha per dato una de~
viazione costante dalla by, I’ avrd anche la ac dalla ay, per proprietd del
circolo. E percid avremo altrest che, o la retta ac savd sempre parallela
i una deviazione costante (e che

ar' una deyiazione costante. Ora

ad una medesima retta, ovvero essa
potra anche esser mulla) dalla retta ar'; ed in questo ullimo caso, in con-
uenza del porisma precedente; esisterd altresl un punto r tale; ari
costante anco la deviazione della ac dalla ¢ Donque ecc.

Porisma T12.° « Se un triangolo abe (fig. 1052) inscrilto in un circolo
dato varia in modo che il suo lato ab abbia una deviazione coslante dalla
retta clie upisce ur suoi termini (sempre I a o sempre il &) con un
punto fisso non esistente nella periferia del circold dato, ed il suo lalo
be soddisfaceia ad un’ analoga condizione, io dico che, o il suo terzo lato
pre parallelo ad una medesima relta, ovvero esiste-
ranno due punti », r' tali che questo terzo lato ca avrd deviazioni costanti
dalle rette er; ar’. o

Dim. Dal dato noi abbiamo, o immedialamente, od in conseguenza del
porisma 70.°, che esistono due ;m‘n(i p's ¢ non situali nella periferia e
tali che il lato b ha una deviazione costante dalla retta iy, ed il lato cb
ha una deviazione costante dalla bq.

Indico con I altro punto in cui la bp' incontra la periferia. Sia con-
dotta la ca. Al triangulo ode si pud applicare il porisma precedente; e se
ne conchiude che la relta ca o sard sempre allela ad upa medesima
azione costante dalla retta che unisee il punto
¢ con un punto fisso reperibile r. B sic a ea ha dalla o una devia-
zione eguale a quella della ba dalla b, cho & costante, cosi anco la' retta
ca o sarh sempre parallela ad una medesima relta oyvero avrid una devia-
zione coslante dalla retla che unisce il punto ¢ con quel tal punto r sud-
detto. Dal porisma 70.° poi ne viene che, in quest’ ultimo caso, il lato ca

ca si conserverd

relta oyvero avra una do
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avri anco deviazione costante dalla retla: che unisce il punto @ con un
cerlo ‘punto reperibile r'.

Porisma 73.° « 8¢ un triangolo abe (Bg. 106.") inscritlo in un eircolo
dato varia in modo che il suo lato ab abbia una deviazione coslante dalla
relta che unisce un termine di questo lato con un punto fisso non situato
nella periferia del circolo dato, ed il lato be si conseryi sempre parallelo
ad una medesima relta, io dico che il rimanente lato oa o si conserverd
sempre parallelo ad una medesima retta, ovvero avrd deviazioni costanti
dalle due rette che ‘uniseono i suoi termini ¢, & con due ti fissi re-
peribitic »

Questo porisma si pud dimos niera affatto conforme a quella
usata pel porisma precedente, appoggiandosi perd al porisma 60.° invece
che al 68.7

Porisma 7%.° « Se un triangolo abe (fig. 107 rilto in un - circolo
dato varia in modo che i suoi due lati @b, be si conservino sempre paral-
leli a due rette date rispettivamente, il suo terzo lato avrd una devinzione
costante dalla rella che unisce il ponto ¢ con un punto fisso reperibile. »

Dim. 1.* Sia C questo punto, e lo si congiunga col punto ¢, e si chiami ¢
il punto in cui la congiungente incontra di nuovo la periferia del circolo
dato. Essendo costante la deviazione della be dalla be per conseguenza
della ipolesi, la dislanza tra il punto ¢ ed il punto a, contata sulla peri-
feria in un dato senso di rotazione, sara pure costanle. Parimente, essendo
costante la deviazione della ca dalla g¢’s sari costante anco la distanza
tra il punto a ed il punto ¢, contala essa pure snlla periferia e nel me-
desimo senso di rotazione. Ne viene che sard costante anco la distanza,
similmente cantata, tra il punto ¢ ed il punle ¢'; e quindi che sard co-
stante anco la lunghesza d corda ¢’ Cid esige che il .punto fisso C
intorno al quale gira questa corda, sia il centro del circolo dato.

Ritenuto ora che C sia il centco del circolo, noi avremo che la corda be'
sard perpendicolare alla be; e quindi la deviazione della ca dalla <G, la
quale uguaglia quella della ba dalla &¢', sard costantemente uguale alla
deviazione, che quella delle due rette date, alla quale la ba & parallela,
ha da una qualunque perpendicolare all altra retta data.

Dim. 22 Sia rappresentato da € il punto che soddisfa la condizione del
porisma & da ef Ja rella langente il circolo dato nel punto . Per pro-

are in m

)i
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prietd del circolo; la deviazione della of dalla guale a quella
della be dalla ba, e percid costante. Ma anche la t‘l‘»l. ione della ca dalla
¢C & costante; dungue anche quella della f dalla ¢C. E cid importa ma-
nifestamente che C sia il centro del circolo dato.

Ritenuto poi che C sia il detto ceniro, noi avremo Cc pendicolare a ol
ccome la deviazione della ca dalla of uguaglia quella della ba dalla be,
fiod quella della prima relta data dalla seconda, cosl la de
ca dalla ¢C, che ¢ perpendicolare
stante della prima rel

Porisma

viazione della

la ef, sard uguale alla deviazione co-
econda.

ta data da nna perpendicolare alla
5. « Abbiasi un poligono inscritto in un circalo dato, il qu
poligono varj conservandosi tto in tal circolo; ed il primo lato di
questo poligano soddisfaccia alla seguente condizione: di essere; o sempre
parallelo ad una retla fisss, ovvero di avere deviazione costante dalla retta
chie unisce un suo lermine con un punlo fsso. Inoltre i suoi lati secondo,
terzo, ecc. sino al penul soddisfacciano ad . altrettante
cond) analoghe a quella cui soddisfa il primo. To dico ch
time lato di tale pol i
Dim. Indichi

mo. inclusivamente,

an

Pul-

no sods

ione di tal falt
vi lati di tale poligono.
peltivamentsa due condizioni dell espo-
eguenza dei quallro porismi precedenti,
0 genere soddisfard anche la diagonale ac.
Ma anche il lalo ¢d, per dato; dunque, pei medesimi_ porismi, anche Ja
diagonale ad; ma anche il lato de; dungue anche la diagonale ae; e cost
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